Vezbe iz diferencijalnih jednacina

1 Vezbe 1.
Familije krivih
1.1 Familija krivih je zadata funkcijom f(z,y,c1,c2,...,¢,) = 0. Nadi diferencijalnu jednacinu koja

opisuje tu familiju.
Resenje: Diferenciranjem pocetne funkcije n puta dobijamo ukupno n 4+ 1 jednac¢inu

f(-r,y,ChCQ,...,Cn) =0
fl(m7y7y/7cl7c27"~7cn) == O
f2(17y7y/7y//3613623 .. '7Cn) =0

f’n(may7yl7y”a"'7y(n)7cl7027--~7cn) =0

iz kojih eliminiSsemo konstante cy,ca,...,cy. O

1.2 Data je familija centralnih kruznica 2% 4+ y? = ¢2. Nadi diferencijalnu jednacinu koja je opisuje.

Resenje: Odgovarajudi sistem je

22 4 y? =2
2z +2yy’ =0
Dakle, odgovarajuéa diferencijalna jednacina je y' = 72 O
Y

1.3 Za date familije krivih sastaviti diferencijalne jednacine koje ih opisuju:

a)y = e“*; Ay +cr=a% g)(r—a)?+by®=1;
by=(xr—c) e)y=ax®+be®; h)y=ax®+bx?®+ cx;
o’ tey? =2y fly=y=c®; Dr=a’+by+ec

Polje pravaca, linijski element i izokline

Data je diferencijalna jednacina y' = f(x,y), gde je f definisana na nekoj oblasti D C R? i neka
je (xo,y0) € D. Tada je f(zo,y0) tangens ugla koji tangenta zaklapa sa x-osom. Uredenu trojku
(x0,Y0, f(z0,y0)) nazivamo linijski element koji se predstavlja na crtezu kao mali deo tangente. Skup
svih linijskih elemenata zovemo polje pravaca. Krivu na kojoj svi linijski elementi imaju jednaki nagib
zovemo izoklina. Najbitnija je izoklina kod koje je nagib sa koeficijentom pravca 0. U tim tackama resenje
stagnira.

1.4 Ispitati polja pravaca i nacrtati nekoliko integralnih krivih za sledece diferencijalne jednacine:

22 4 y?
22 — o2

a)y' =2x; by =2+y* -1 o

1.5 Data je diferencijalna jednacina y’ + p(z)y = ¢(x), gde su p,q € C(D), D C R.
a) Pokazati da polje pravaca za tacke na pravi x = xg obrazuje pramen pravih i odrediti njegov
nosac.
b) Za p(z) = L i g(x) = sinz odrediti geometrijsko mesto nosa¢a pramena.
¢) Kada ¢e se geometrijsko mesto nosac¢a pramena nalaziti na y-osi?

1.6 Data je diferencijalna jednacina y’ = f(x,y). Formirati diferencijalnu jednacinu §' = g(z, ) tako
da se polja pravaca ove dve diferencijalne jednacine seku pod uglom 3 € [0, 7].



Resenje: Neka linijski element prve jednacine u proizvoljnoj tacki sa x-osom zaklapa ugao a. Tada
linijski element druge jednacine zaklapa sa z-osom ugao « +  (u zavisnosti sa koje se strane nalazi).
Kako je za 8 # 5

tgla+ ) = {EOTED
Ftgatgp
dobijamo
= f(z,9) £tg B ﬁ#z
1 f(z,9)tg 8’ 2
Pustnjem da 3 tezi 5 dobijamo diferencijalnu jednacinu
o 1 T
fwy T

1.7 Sastaviti diferencijalne jednacine ¢ije reSenje se¢e datu familiju krivih pod zadatim uglom ¢:

a)y =cxt ¢ =90° e)x?+y? =a® ¢ =45°
bzl =y+cx ¢ =90° f)3z2+y?=c ¢ =30°
Ay’ =x+c ¢=90°% 9)y? =2px ¢ = 60°

d)2®> +y? =a® ¢ =90°; h)y=xzlnz+cx ¢=arctg2.
Pocetni problem
Pocetni problem n-tog reda se sastoji od diferencijalne jednacine
y " = fly )
i pocetnih uslova
y(o) =0, ¥'(xo)=v1, ¥'(x0) =w2, ... y" V(w0) =y 1.
Pocetni problem prvog reda je
y' = f(z,y) ylzo) = yo.

Funkcija y = y(z) je reSenje po¢etnog problema n-tog reda ako je

1° n puta diferencijabilna,

2° zadovoljava pocetne uslove,
3° zadovoljava diferencijalnu jednacinu.

1.8 Neka je f € C(D), D C R%. Ako su y; i yo dva refenja pocetnog problema
y'=f(z,y) ylzo) =yo (z0,y0) €D

na nekom intervalu I, pokazati da su

ys(x) = max{yi(z),y2(2)} 1 wa(z) = min{y (), y2(2)}

takode resenja datog pocetnog problema na istom intervalu I.

2 Vezbe 2.

Elementarne metode reSavanja diferencijalnih jednacina prvog reda

1° Jednacine koje razdvajaju promenljive

P(z)dr + Q(y)dy =0 = /P(w)dw = - / Q(y)dy;

iG] = z)dx
=50 =>/g(y)dy—/f( )d

Ako postoji i pocetni uslov y(zg) = yo, onda je

/y jg(s)ds -/ Ftyt



2.1 Resiti diferencijalnu jednac¢inu sinx dz + cosy dy = 0

Resenje:
sinxdr + cosydy =0

/sinxdx: —/cosydy

—cosxr = —siny +c¢

2° Jednacine oblika y' = f(ax + by + ¢).
Resavaju se smenom zavisne promenljive u = ax + by + ¢, gde je uw = u(z). Tada je v/ = a + by'.
2.2 Resiti diferencijalnu jednacinu y' =2/y —x+ 1, y —x > 0.
Resenje: Smena je u =y — x. Tada je y = u + x, pa je ¥’ = v’ + 1. Dobija se diferencijalna jednacina
W+1l=2v/u+1
du
2Vu
\/a =zr+c
y—z=(x+c)
y=(r+c)’+a

=dx

3° Homogene diferencijalne jednacine prvog reda. Oblika su y' = f (g)
x
Resavaju se smenom u = g. Tada je y = ux, pa je y' = u'x + u. Konacno, diferencijalna jednacina je
x

wr +u= f(u)
du _dzx
flu)—u =
2.3 Resiti jednacinu ¢y’ = \/Z
x
2 —5
2.4 Regiti jednacinu y' = i
Jy+z

Resenje: Data jednacina se moze zapisati u obliku

$to je homogena jednacina. a
ar + by +c >

mx +ny +p
Treba da pokusamo da svedemo na jednacine u kojima se ne pojavljuju slobodni ¢lanovi ci p. Uvodimo
smenu u =y + «, t = x + 3 Tada je

4° Jednacine oblika y' = f (

,_dy _d(u—a) d(u—a)ﬂ_u,
Cde dr dt  dx

Y

pa diferencijalna jednacina je oblika

g at +bu+c—aa —bp
v= mt+nu+p—ma—ns)’




«a i 3 éemo odrediti iz sistema
ac + b3 =c
ma+nB=p

‘ = 0, pa se pocetna diferencijalna jednac¢ina svodi na homogenu

Ovaj sistem ima reSenje ako je
at + bu )

/I GeTve
4 f(mt+nu

oblika
Ako je b ' =0, tada je a = km, b = kn, pa se pocCetna diferencijalna jedna¢ina moze zapisati

kao k k k

mx + Kny + ¢ mx +ny)+c

y_f< y >_f(( Y) )-G@m+nw,

mx +ny+p mx +ny+p

Sto je diferencijalna jednacina tipa obradenog pod 2°.
O

S0 / _ 3z—y+1
2.5 Resiti DJ ¢/ = STytd

=L p@)fd

Resenje: Dobijase dajea=1,a ([ =2.
Y

).

(kao kod homogene) y' = v'z + u. Dobijamo

5° Jednacine oblika y’

Smena je u = =, pa je
x
u'r+u=u+p)f(u)
du  dxp(z)
f(u) x

§to je jednacina koja razdvaja promenljive.
6° Linearna diferencijalna jednacina prvog reda
Yy +p(x)y = q(z)

Uvodimo smenu y(x) = u(z) - v(z). Funkciju v éemo izabrati, dok ée onda funkcija u biti nametnuta.

w'v +uv’ + p(x)uv = q(x)

Tada je ¥’ = v'v + uv'.
u'v+u( +p(z)) = q()
N——

=0
.. . . .. .y . dv .
Trazimo bilo koju funkciju v da je v’ 4+ p(z)v = 0. Tada je — = —p(x) dz, pa je Inv = — [ p(z)dz, to
R R
jest v = —e P4 Dobijamo diferencijalnu jednacinu oblika —u'e P(*)4 = ¢(z), §to je jednacina koja
razdvaja promenljive.
2.6 Resiti jednacinu ' + zy — 23 = 0.
2.7 Resiti jednacinu gy’ = m
Resenje: Kako je
, dy 1 dx ,
i Y
imamo da je ' = 2zy + 32, §to je linearna jednaéina u kojoj je y nezavisna, a x zavisna promenljiva. O
7° Bernulijeva jednacina
y' + )y =q@)y®, a#0,1.
Zapisacemo je drugacije
/
Y _
o TP T =gle)



Smena je z = y' = paje 2/ = (1 — 04)5—;. Dobijamo

§to je linearna jednacina.
2.8 Resiti jednacinu: y' 4 2y = 2,/y.
8° Rikatijeva jednacina
Y +p(2)y +q(x)y* = r(z)
Da bi je resili treba da znamo partikularno resenje y,(z). Tada je smena y = 2 + y,, pa je y' = 2’ +y,,.
Dobijamo
7 4y + p(@)z + pa)y,y + a(2)2? + 2q(2) 2y + a(2)y, = r(2)
Kako je y, reSenje, vazi
Yy + p(@)yp + g(@)yy = r(z),
pa se dobija
2+ p(z)z + q(2)2* + 2q(z) 2y, = 0

2+ 2(p(z) + 2q(2)yp) + q(2)2> = 0

Sto je Bernulijeva za o = 2.
2.9 Resiti diferencijalnu jednacinu y’ + y + y? = 2 ako je partikularno resenje y,(z) = 1.
2.10 Resiti Rikatijevu diferencijalnu jednacinu

y/ _ er:c +2y(e4z _ 1) —‘1-671 _56390

znajuéi da je partikularno reSenje oblika y, = aeb®.

3 Vezbe 3.

9° Jednacina totalnog diferencijala. Oblika su
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

pod uslovom da je

oM _ 0N
oy Oz’
To znaci da postoji F(x,y) da je %—5 =Mi %—5 = N. Uslov sledi iz jednakosti
O*F  9°F
0xdy  Oydx’

Resenje jednacine je F(x,y) = ¢. Funkciju F' dobijamo

F@w%i/M@wﬂz+MMZWan+¢@)

Tada je

N(z,y) = %z’y) +¢'(y)

Odakle izrazimo ¢(x).
Analogno, F moZzemo dobiti integraljenjem funkcije N, tj.

ﬂmw=/N@w@+ﬂw=M%w+Mﬂ



3.1 Resiti diferencijalnu jednaéinu (y — z)dz + xdy = 0.

Resenje: Kako je

to je jednacina totalnog diferencijala. Stoga je

F(z,y) = / rdy + B(z) = 2y + $(2).

Dakle 9
— [ p— f— /
y—z=5-(zy+¢(@)) =y +¢'(2),
pa je
22
F() =~ = o) =~ 5+
Resenje je xy — ””—22 +c=0. O

10° Jednacine koje dopustaju integracioni mnoZitelj. One su isto oblika
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0,

ali kod njih immao da je

oM, ON
Oy Ox
Pretpostavimo da postoji neka funkcija f da je
OMf ONf
oy Oz’

to jest da je diferencijalna jednacina totalnog diferencijala originalno izgledala
M (z,y)fdx + N(z,y) fdy = 0.
Problem je naéi funkciju f. U zadacima se daje oblik funkcije, tj. posmatra se f kao funkcija jedne

promenljive koja moze biti npr. x, y, £ —y, 2 +y2 i sl

3
3.2 Resiti diferencijalnu jednacinu (2zy + 2%y + %)dx + (2% +y*)dy = 0 znajuéi da dopusta integracioni

munozitelj funkciju f(z).

Resenje: Neka je
3

M(I,y):2xy+m2y+y§ N(z,y) =2+ y°.

Kako je
oM 9 9 _ON
8—y—2m+x +y  #20 = o
ovo nije jednacina totalnog diferencijala. Neka je
3
Mi(e,y) = (2ay+a’y + 50)f(x) Ni(@.y) = (@ +°) ().
Resavamo
OM;  ON;
oy Oz’
(22 + 2 +y?) f(x) = 2¢f () + (2 +y*) f'(x)
f@)=f'(=)
flz) =e"



Jednacina totalnog diferencijala je

3
(2zy + 22y + y—)ezdsc + (2 + y*)e"dy = 0.

3
Sada je
3
Fag) = [(a* + ety = ey + e+ (o)
pa je
9 3 3
%(ﬁemy + ex% + ¢(x)) = 2zye® + x2ye” + %ez
Y y*
2zye” + xye” + ?61 + ¢/ (x) = 2zye® + x?ye” + ge“"
¢'(x) =0
o(z) =
Resenje je:
%
z2ey + ewg =c

Peanova teorema

Teorema (Peano) Neka je y' = f(x,y) y(xo) = yo pocetni problem i neka je funkcija f neprekidna
na skupu D, gde je
D = {(z,y) € R?: [& — zo| < a,]y — yo| < b}

Tada postoji reSenje pocetnog problema na intervalu |z — zo| < h, gde je

b
hmin{a,M}, aM= max |f(z,y)l

(zy)eD
3.3 Nadi najvedi interval [xg, 79+ h] na kojem postoji reSenje pocetnog problema y' = z2+y2, y(xo) = Yo,
gde je
a) zo = yo = 0;
b) zo =yo = 1.

Teorema Pikar-Lindelof

Teorema (Pikar-Lindelof) Neka je v = f(z,y) y(xo) = yo pocetni problem i neka je funkcija f
neprekidna na skupu D, gde je

D= {<xay> €R2 : |I*I0| < a7|y7y0| < b}
i vazi
(3L > 0) (V(z,11), (z,y2) € D) |f(z,y1) — f(@,92)| < LIy — ya|.
Tada postoji jedinstveno resenje pocetnog problema na intervalu |x — xg| < h, gde je
b
hzmm{mM},aMfuﬁgﬁﬂ%wh

do kog se dolazi preko niza sukcesivnih aproksimacija

Yn(T) = Yo +/ f(t,yn_1(t))dt, neN.

Takode vazi ocena greske
M (Lh)"+!
() (o) < AV o

(n+1)!
Teorema Ako je funkcija f neprekidno diferencijabilna po y, tada je i LipsSicove klase po drugoj
promenljivi y i
of (:r,y)‘

L = max
(z,y)€D

dy




3.4 Formirati prva tri ¢lana niza sukcesivnih aproksimacija resenja pocetnog problema y’ = y? — 22 +1
y(0) = 0 i oceniti gresku.

3.5 Koristedi niz sukcesivnih aproksimacija naéi reSenje pocetnog problema y' =z +y — 1, y(xg) = yo.

3.6 Dat je pocetni problem 3y’ = sin(z? + y) y(0) = 0. Koji se ¢lan niza sukcesivnih aproksimacija od
regenja razlikuje manje od unapred datog broja d ako je D = {{z,y) : |z| <1, |y| < 1}.

3.7 Primerom pokazati da neprekidnost funkcije f(z,y) nije dovoljan uslov za jedinstvenost resenja
pocetnog problema.

Resenje:

Tada su resenja

O

3.8 Pokazati primerom da uslovi teoreme Pikar-Lindel6f dovoljni, ali ne i potrebni za postojanje jedin-
stvenosti resenja.

Resenje: Posmatrajmo diferencijlnu jednacinu
;o _J ylny, O<y<1
y_f(xay)_{o7 y<0
i neka je y(xo) = yo < 1. Kako je limy_oyIny = 0, funkcija f je neprekidna. Pokazimo da nije Lipsicova.
Pretpostavimo da postoji L > 0 takvo da za sve uredene parove {(x,y1) i (x,y2) vazi

[f (@, 1) = fa,y2)] < Ly = val-
Posmatrajmo (1,0) i (1, y2). Tada je

[£(1,0) = f(1,92)] = [ = y2 Inya| < Lfys|.

Dakle |Inys| je ograni¢eno sa L. Kontradikcija.
Medutim, postoji jedinstveno resenje:

e w0 <y <1
€Tr) =
y(@) { Yo, Yo <0

Asimptotsko ponasSanje reSenja

3.9 Pokazati
a) da postoji jedinstveno resenje pocetnog problema y' = 32, y(xo) = yo,
b) da za yo # 0 svako resenje ima vertikalnu asimptotu,
¢) analizom polja pravaca da za yo < 0 resenje kad z tezi beskonacnosti ima horizonatalnu asimp-
totu.

Teorema Neka su data dva pocetna problema
y' = flz,y) y(xo) =10

y' =g(z.y) ylxo) =1yo
i neka su f i g neprekidne na nekom skupu D koji u svojoj unutrasnjosti sadrzi tacku (zg,yo). Neka
su y; 1 yo resenja pocetnih problema, respektivno. Ako je f(z,y) > g(x,y) za sve (x,y) € D onda je
y1(x) > ya(x) za x> mo, a y1(z) < y2(z) za = < xo.

3.10 Pokazati da resenje pocetnog problema y’ = 22 + 3? y(0) = 1 ima vertikalnu asimptotu.

3.11 Data je diferencijalna jednaéina 3’ = 22 — y? y(z0) = yo
a) Nadi nekoliko ¢lanova niza sukcesivnih aproksimacija i oceniti gresku.
b) Nadi (g, yo) takvo da se reSenje moze produziti neograni¢eno udesno.
¢) Nadi (xg,yo) takvo da resenje ima verikalnu asimptotu.



4 Vezbe 4.

Asimptotsko ponasSanje reSenja I1

4.1 Data je diferencijalna jednacina y' = v — y%x — 2y% + yx + vy y(20) = vo.
a) Nadéi nekoliko ¢lanova niza sukcesivnih aproksimacija, uz pocetni uslov y(1) = 1, i oceniti gresku.
b) Pokazati da ako yo € (0,1), da tada i resenje y(z) € (0,1).
¢) Nadi zg i yp takve da resenje jednacine ima vertikalnu asimptotu.

4.2 Data je diferencijlana jednacina xyy’ =y —z  y(zo) = yo.
a) Dokazati da se za xg = 2 i yp = 1 reSenje ne moze produziti na desno do 400, niti da desno od
T ima vertikalnu asimptotu.
b) Dokazati da za yo < xo < 0 resenje ima vertikalnu asimptotu.

Diferencijalne jednacine prvog reda - razni zadaci
4.3 Resiti jednacinu zydy = (y* + z)dx.

Resenje: Ovo je Bernulijeva jednacina. O

4.4 Rediti jednacinu (2 — 92y?)z = (623 — 4y?)yy'.

Resenje: Ovo je jednacina totalnog diferencijala. m]

4.5 Resiti jednacinu (22%yIny — x)y’ = y.

Resenje: Ovo je Bernulijeva jednacina kada se x posmatra kao funkcija od y (z = z(y)) o

4.6 Smenom y = 22 svesti jednacinu 9yy’ — 182y + 4% = 0 na homogenu i resiti je.
4.7 Smenom x = t, y = zAdiferencijalnu jednacinu (zy +y°)dxr — 222dy = 0 svesti na homogenu i regiti
je
Resenje:
r =1t = dr = ot 'dt
Yy = P = dy = /Bzﬁfldz,
pa se jednacina svodi na
a(t®2P 4+ 2Py tdr — 22 ptPdz
L at?e1P g gre1,30
= 23t20 z8~1
_az a 228+1
2=t —=——
28t ' 2B totl
Za 20 4+ 1 = a + 1 dobijamo homogenu jednacinu. Neka je « =2, a g = 1. ]

4.8 Resiti jednacinu (z%y — 1)dy — (zy? — 1)dx = 0 znajuéi da ima integracioni mnozitelj oblika f(x —y).

4.9 Data je diferencijalna jednacina (2% — 1)y’ = 2zy* — 2%y — 1. Odrediti partikularno resenje jednacine

u obliku polinoma, a zatim naéi resenje koje zadovoljava uslov y(0) = —%.

4.10 Dat je poéetni problem zy’' = y + 322%(2% + y2), y(z0) = yo.
a) Da li postoji jedinstveno resenje?
b) Za xo = yo = 1 naéi nekoliko ¢lanova niza sukcesivnih aproksimacija
c) Naéi integracioni mnozitelj oblika f(z? + y?) i resiti jednacinu.

4.11 Nagéi potreban i dovoljan uslov da jednacina P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0 ima integracioni mnozitelj
oblika f(y? — ).

4.12 Nadi redenje jednagine y'sin 22 = 2(y + cos x) koje ostaje ograni¢eno kada x tezi 7.



5 Vezbe 5.

Diferencijalne jednacine prvog reda - geometrijska primena

5.1 Nagdi familiju krivih kod kojih je tacka preseka bilo koje tangente sa apscisom jednako udaljena od
tacke dodira i koordinatnog pocetka.

5.2 Nadi familiju krivih za koje je povrSina trougla ograni¢enog tangentom, x-osom i duzi koja spaja
koordinatni pocetak sa tatkom dodira konstanta i iznosi a2.

5.3 Odrediti krive sa osobinom da je deo tangente u proizvoljnoj tacki krive izmedu z-ose i prave
y = ax + b i dodirnom tackom krive podeljen na dva jednaka dela.

Jednacine koje dopuStaju snizavanje reda
1° Jednacine koje "nemaju y”
F(x3 y(k)7 y(kJrl)? A 7y(n)) = 07 k 2 1

dy® d
Smena je y*) = 2. Tada je y(kH) = Z— = d—z = 7' i tako dalje, pa je y(™) = z(n—k),
x x

5.4 Resiti diferencijalnu jednaginu z%y” = (y')2.

2° Jednacine koje "nemaju x”
Fly,ys....y™) =0

Smena y’ = p(y), a y postaje nezavisna promenljiva. Tada je

" dy' dp dp dy /
de dx dydzx

m di// _ d(pp’) _ d(pp’) @ =
dx dx dy dx

p// + p/2 )p.

5.5 Resiti diferencijalnu jednacinu 2yy” = (y')? + 1.
3° Jednacine koje su izvod neke jednacine niZeg reda
F(m,y,y’,...,y(")) =0
i postoji funkcija G(z,,y/, ...,y V) da je
F(zyy ... y™) = (Gle,y, 9.y )

Tada je
Gz, y,y,...,y"" V) = c1.

5.6 Resiti diferencijalnu jednac¢inu yy” = (y')? znajudi da je izvod diferencijalne jednacine nizeg reda.

4° Homogene po y.
F(‘/I:) y7 yl7 MR y(n)) = 0

Ako umesto y*) stavimo I-y* za k = 0, 1,2, ...n1idobijemo opet polaznu jednaé¢inu, onda je to homogena
poy.
Smena: 3y = yz, gde je z = 2(z). Tada je vy = (y2) =9z +yz' = yz® +y2’ = y(z? + 7).

5.7 Resiti diferencijalnu jednac¢inu zyy” + x(y')? = 2yy/'.
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5° Jednacine koje se svode na jednacine koje "nemaju x” (uopstene homogene)
F(xi y? y/7 MR y(n)) = 0

Ako zamenimo z sa -z, ysal™ -y, y' sal™ L.y ... y(n)sal™ " y(n)ijednacina za neko m ostane
nepromenjena, onda uvrstavamo smenu

Tada je
dr = e'dt
,_dy d(e™z) dt
dx dt dx
i tako dalje redom odredimo sve izvode y koji se pojavljuju u polaznoj jednacini

= (me™z +e™)e !

5.8 Sniziti red date diferencijalne jednacine: 2xy” — 3y? = x*.

5.9 Resiti diferencijalnu jednacinu: yy'y” + 2y'*y" = 3yy'">.

2
5.10 Resiti diferencijalnu jednaéinu y—z +y? =3axy” +
T

/

2yy
X

m2 1", v

5.11 Resiti diferencijalnu jednacinu 5y~ — 3y "y = 0 znajuéi da je potpun izvod diferencijalne

jednacine nizeg reda.

5.12 Resiti diferencijalnu jednacinu xy” — o' = x?yy’ znajuéi da je izvod diferencijalne jednacine nizeg
reda.

5.13 Data je diferencijalna jednacina yy” + 3y’'y” = 0. Sniziti red za jedan ako se zna da se moze
predstaviti kao izvod neke diferencijalne jednacine, a zatim je resiti.

6 Vezbe 6.
Implicitne jednacine - opsti oblik
Oblika su F(z,y,y’) = 0. Ako mozemo da nekako izrazimo y’, onda su to ekspilicitne. Inace, znamo
da ih, u opstem sluc¢aju, resimo ako je moguce izraziti x ili y, tj.
z=o(y,y) iliy =y(z,y).

Tada uvodimo parametar
p=§g=d
dx
Resavamo:
z=¢(y,p) ili y = ¥(z,p)

dr = ¢ydy + ¢pdp ili dy = pdx + Ppdp

1
Z;dy = ¢ydy + ¢pdp ili pdx = Pydx + Ppdp

(% —6,)dy = bydp ili (p— ) + ydp

Sada posmatramo y kao funkciju od p, odnosno x kao funkciju od p i resimo (ako mozemo) dobijenu
eksplicitnu jednacinu.
Dobijeno resenje je u parametarskom obliku.
Na kraju moramo proveriti da li su funkcije koje su resenja diferencijalne jednacine
oF
oy

reSenja i poCetne jednacine. Takva reSenja nazivamo singularna.
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6.1 Nadi sva reSenje diferencijalne jednaéine y =z + 1y’ — Iny/’.

Resenje: U ovoj jednacini y je veé izrazeno. Uvodimo parametar p =3’ = %

y=x+p—Inp

1
dy = dx+ (1 — —)dp
p

1
pdr =dx + (1 — =)dp
p

@—1Mx=£%l® [+-1p#1

_dp
p
r=Inp+c

dx

Tada je
y=Inp+c+p-—Inp=p+ec

Dakle resenje je
r=lnp+c y=p+c

Oslobadanjem od parametra p dobijamo da je y = e*~ ¢ + c.

Tokom resavanja delili smo sa p — 1. Preveravamo da li je to mozda resenje, tj. da li je reSenje difer-
encijalne jednacine 3y’ = 1 reSenje pocetne. Resenje diferencijalne jednacine je y = = + ¢. Uvrstavanjem
u polaznu dobijamo da je x +c =z + 1 — 0, tj. da je joS jedno resenje y = = + 1.

Ostaje da se proveri da li je reSenje diferencialne jednacine

oF

=

oy’
reSenje polazne. Tako imamo

1
14— =0, tj.y =1,
y

§to smo veé videli da je resenje y = = + 1.
Dakle sva resenja jednacine su

y=e""°4¢c i y=x+1.

6.2 Nadi sva resenja diferencijalne jednagine y’® + 32 = zyy’.
6.3 Nadi sva resenja diferencijalne jednacine 3’ siny’ — x = 0.
Specijalni oblici implicitnih jednacina
Kleroova diferencijalna jednacina

Opésti oblik Kleroove jednaéine je
y=uzy + f¥).
Diferenciranjem dobijamo
v =y +ay" + )y
0=y + ')

Dakle resenja su

1° 4" =0, pa je y' = ¢. Odatle je resenje y = zc + f(c).

2° z + f'(y') = 0. Odatle izrazimo ¢y’ = g(z), pa je reSenje y = zg(x) + f(g(z)).
Prave y = zc + f(c) su tangente na y = zg(z) + f(g(x)).
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6.4 Resiti diferencijalnu jednacinu y = zy’ — y'2.

Resenje: Diferenciranjem dobijamo
y/ — y/ +:Ey// _ 2y/y//
0=y"(z -2y

1° y” =0, pa je y = c. ReSenje je y = cx — c2.
1‘2 I2

2°x -2y =0, pajey = 5. Dakle, reSenje jey = & — -, tj. y = %. a
Proizvod eksplicitnih diferencijalnih jednacina

n

F(z,y,9) = [[(/ = filw,9)) =0 y(wo) = o
=1

Tada resavamo diferencijalne jednacine y" = f;(x,y) i neka su njihova resenja g;(x,y,¢;) = 0, gde
konstate ¢; odredujemo iz pocetnih uslova.
Opste resenje je oblika

Hgi(x7y7ci) =0
i=1

6.5 Ispitati kada postoji jedinstveno reSenje problema (y')? — 422y’ = 0, y(z0) = vo-

ResSenje: Jednacina se moze zapisati u obliku
y'(y —22)(y +2x) =0

Resenja diferencijalnih jednacina su
1° ¢’ =0, pa je y = c¢1. Iz pocetnog uslova dobijamo da je y — yo = 0.
2° ' = 2z, pa je y = 22 + co. Iz pocetnog uslova dobijamo da je y — 2% — yo + 23 = 0.
3° y' = —2x, pa je y = —a? + c3. Iz pocetnog uslova dobijamo da je y + 22 — yo — 2% = 0.
Opste resenje je (y — yo)(y —2? —yo + 23)(y +2® —yo —23) =0
Ako je z¢p = 0, kroz tacku (0,yp) prolaze sva tri reSenja i imaju isti koeficijent pravca, pa nemamo
jedinstveno resenje. Ako je xg # 0, kroz tacku (g, yo) prolaze sva tri reSenja, ali sa razli¢itim koeficijentom
pravca, pa je reSenje jedinstveno. O

Langrageo-ova diferencijalna jednacina
Ona je oblika
y=xzf()+ ().

Uvodimo parametar ¥’ = p i nakon diferenciranja dobijamo
y=af(p)+9(p)

dy = f(p)dz + (zf'(p) + ¢'(p))dp

pdz = f(p)dz + (zf'(p) + ¢'(p))dp

(p = f(p))dz = (xf'(p) + ¢'(p))dp
dz _ zf'(p) +9'(»)

dp p— f(p)
de  f'lp) _ 90

dp “p—flp) p—flp)’

a to je linerana jednacina ako posmatramo z kao funkciju od p.

6.6 Nadi sva resenja diferencijalne jednacine y = zy'? + Iny/’.
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7 Vezbe 7.
Sistemi diferencijalnih jednacina

Posmatrajmo slededéi sistem diferencijalnih jednacina:

x) filt,x1, e, ... 2p) r1(ty) = 29
xhy = folt,x1,ma,...2p) 1o(ty) = 29
!, falt,z1,20,. .. Ty) Ta(ty) = 20

Ovakav sistem nazivamo pocetnim problemom. Ako oznac¢imo

x = {(x1,%2,...Tp),

onda je
fi(ta xlax27 e 7xn) = fi(t7x)7
a analogno

f(t,X) = <f1(t,X),f2(t7X), AR fn(tvx)>

Tada pocetni problem dobija oblik
x' =f(t,x) x(ty) =x°

Ovako zapisan, podseca na obi¢an pocetni problem, pa tako za sistem vaze teoreme Peano i Pikar-
Lindeof.
Teorema (Peano) Neka je f(¢,x) neprekidna na zatvorenom skupu G, gde je

G = {{t,x) : |t —to| < a,|x —x°|| <b}.

Tada pocetni problem za sistem ima resenje definisano na intervalu [to — h, tg + h], gde je
. b
h =min{a, —} M = sup ||f(¢,x)]]
M G

Teorema (Pikar-Lindelof) Neka je f(¢, x) neprekidna na zatvorenom skupu G, gde je
G={{t;x): |t —to| <a,|x—x"| <b}
i neka zadovoljava Lipsicov uslov po x, tj. postoji L > 0 takvo da je u G
€0t %) — £t x| < Lix! - x2].

Tada pocetni problem za sistem ima jedinstveno resenje definisano na intervalu [tg — h,to + h], gde je
. b
h =min{a, —} M = sup ||f(¢,x)]]
M G

do kog se dolazi nizom sukcesivnih aproksimacija

¢
xp(t) =x"+ [ f(s,xx_1(s))ds,
to

gde je ocena rastojanja k-tog ¢lana od resenja (greska)

[1x(t) = xk ()] <

M (Lh)*
L (k+ 1)

Napomena: Funkcija f je Lipsicova po x ako je % neprekidno, tj. ako su funkcije af z
v}

5, neprekidne za

svei,j7=1,2,...,n.
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7.1 Ispitati egzistenciju i jedinstvenost resenja sistema

Yy =Vz—Iny
' =ty —xzctgt

Resenje: Obelezi¢emo
Stz y) = Vo —Iny
fo(t,@,y) =ty — wctgt

Resenje postoji na skupu gde su f1 i fo neprekidne, tj. na
Dy ={(t,x,y) ER®:2 >0,y >0,t #knkcZ}

Jedinstveno resenje postoje tamo gde su i parcijalni izvodi funkcija f; i fo neprekidni po z i po y. Kako
je

0 1 Ofn 1
oz~ 2y/x oy — oy
) )
% = —ctgt 34; =1
jedinstvenost imamo na skupu
Dy = Din{{t,r,y) eR®: x>0,y #0,t#krkcZ}

= {(t,z,y) eR3:2 >0,y >0,t #kr k€ Z}

7.2 Ispitati egzistenciju i jedinstvenost resenja sistema
2 =2’ +Inty
y/ — % 3 y2 — 12
7.3 a) Nadi interval u kojem postoji jedinstveno reSenje pocetnog problema
2 2 2 _ _
=y +t y=a"+y z(0)=1 y(0)=2
b) Naéi nekoliko ¢lanova niza sukcesivnih aproksimacija.

Resenje: Oznacimo sa
fl(taxay):y2+t f2(t,$,y):172+y2

Kako su obe funkcije neprekidne, imamo da postoji resenje u svakoj tacki. Posto je

O _y Oh . Oh . Oh

=2
oz By O 9z Y

Posmatramo resenje na skupu D
D= {<t7xvy> : |t_0| <a, ||<x,y> - <172>” < b}

Kako je h = min{a, %}, gde je M = supp [[(f1(t,x,y), f2)(t, x,y)||. Potrebno je samo izracunati M. Za
izraCunavanje ¢emo koristiti vektorsku normu oo, §to je u stvari maksimum.

M= mgxmax{y2 +t,2% +y*} =max{(b+2)* +a,(b+1)% + (b+2)?}

Stoga je
b

(b+ 2)?2 4+ max{a, (b+ 1)%}

Za pocetnu aproksimaciju uzimamo funkcije

h = min{a, 2

l‘o(t) = 1, yo(t) =2
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Sada je

t t 2
z1(t) = zo+ [ fi(s,x0(s),yo(s))ds =1 +/ (22 + s)ds = 1 + 4t + )

to 0

t t
() = wo+ | fa(s,z0(8),y0(s))ds = 1—|—/ (12 +2%)ds = 2 + 5t

to 0

t ¢ ) , | 2513 2
xa(t) = xo+ fl(s,xl(s),yl(s))ds:l—i—/ ((2458)°+s)ds =1+ 4t + 5t +T+§

to 0

t ¢ 2
() = vt [ fla(sn)ds =1+ [ (a5 5P+ (24 59ds

to 0

7.4 Diferencijalnu jednac¢inu n-tog reda
y(n) = F(t7 Y, yla y,/7 sy y(nil))
napisati u obliku sistema n diferencijalnih jednacina prvog reda, zatim primeniti na
Y + 5y (y")? — 2tsiny =0

Resenje: Uveséemo nove zavisne promenljive x;. Tada vrs§imo zamenu y = z; i dobijamo

y =) pa uvodimo  x} = x9
y' =, pa uvodimo  z}, = x3
(n—1) _ ./ di / —
Yy =), pauvodimo z,_; =2,
_ : r_
e pa je stoga  a), = F(t,x1,22,23,...,Z,)
U naSem slucaju taj sistem nakon smene y = x; izgleda
) = a9
xh =ux3
/
.T3 = T4
¥y = —bxow3 + 2t sinay

7.5 Resiti sistem

x x2
7.6 Resiti sistem
! X !
y=—- z=--
z Y
7.7 Resiti sistem
de.  dy  dz
rz  yz —ay
7.8 Resiti sistem
dx dy dz

—x2  xy-—222 1z

7.9 Resiti sistem
dx dy dz

y+z_x+z_x+y

7.10 Resiti sistem
oy +2'y=2 xy —2'y=1

7.11 Resiti sistem
P=y—2z y=a’+y =224z

7.12 Resiti sistem

o' =ay’ =27y = —y(@®+2%) 2 =2+ )
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8 Vezbe 8.

Linearni sistemi diferencijalnih jednacina sa konstantnim
koeficijentima

Homogeni sistem

8.1 Resiti sistem

¥ = 2x—y+z
y = z4+2y—=2
7 = z—-y+22
Resenje: Matrica sistema je
2 -1 1
A=11 2 -1
1 -1 2

Karakteristi¢ni koreni matrice A su

Kako su svi koreni realni i razlic¢iti resenje je oblika

X = clvle)‘lt + 621)26)‘2t + 63’036)\3t,

gde su v1,vo, v3 odgovarajuéi karakteristicni vektori. U ovom slucaju reSenje je

T 0 1 1
y | =c| 1 |et+e]| 1 etz | 0 e3t,
z 1 1 1

.
x = coe?t + cgedt
= cret + cpe?t
z = cret + coe?t + cgedt

<
\

8.2 Resiti sistem

¥ = rz—y—=z
Yy = z+y
Z = 3xz+z

ReSenje: Matrica sistema je
1 -1 -1

3 0 1
Karakteristi¢ni koreni matrice A su
AM=1, X=1+4+2i, I3=1-2i
Imamo par konjugovano kompleksnih resenja i sva reSenja su razlisita.
_ A1t Aot Aot
x = crvie’t’ + caRe(vae™?') 4+ cgIm(vee™?t),

gde su vy 1 vo odgovarajuéi karakteristicni vektori. Za A3 ne trazimo karakteristican vektor.
Imamo da je
0 2
v = 1 Vo = —1
-1 —3i
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Tada je

2 2 2et cos 2t + i2et sin 2t
vpe?t = | —i | efe? = | —i |ef(cos2t+isin2t) = | elsin2t —iefcos2t
—3i —3i 3et sin 2t — 3iet cos 2t
Konag¢no, resenje je
x = cgelcos2t + c32elsin 2t
y = ciet + coetsin2t — cgel cos 2t
z = —cret +co3etsin2t — c33el cos 2t
O
8.3 Resiti sistem
¥ = 2x—y—=2
y = 2x—y-—2z
7 = —x+4+y+2z
Resenje: Matrica sistema je
2 -1 -1
A= 2 -1 =2
-1 1 2

Karakteristi¢ni koreni matrice A su
AM=X=X3=1

Kako imamo visestruko koren, reSenje trazimo u obliku

Py (t)
Qk (t) e)\lt7
Ry (1)

gde su Py, Q i Ry polinomi reda k, a k = r + s —n, gde je r rang matrice AE — A, s visestrukost korena,
a n red sistema.
Tako je
-1 1 1
AE—A=| -2 2 2
1 -1 -1

pa je rang matrice jednak 1. Red polinoma je k =1+ 3 — 3 = 1. ResSenje trazimo u obliku

T At+ B
y | =| Ct+D |é€
z Et+ F

Konstante A, B, C, D, FE i F odredujemo uvrstavanjem u sistem. Kako se radi o trostrukom korenu, tri
konstante ¢emo izraziti preko druge tri.
Ae' + (At + B)e' = 2(At + B)e' — (Ct + D)e' — (Bt + F)e'
Ce' + (Ct + D)e' = 2(At + B)e' — (Ct + D)e' — 2(Et + F)e'
Ee' + (Bt + F)e' = —(At + B)e' + (Ct + D)e' + 2(Et + F)ée'
Odatle dobijamo sistem linearnih jednac¢ina

A=C+E
A=B-D-F
C=2B-2D —-2F
E=-B+D+F

Resavanjem dobijamo da je

A=—-FE C=-2F F=FE+B-D
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Proglasimo sada B,D i E za konstante ci, ¢ i c3 respektivno. Tada je
A=—-c3 B=c¢c C=-2c3 D=cy E=c3 F=c4—cy+ecs,

pa je reSenje

T —c3t +c1 1 0 —t
y | = —2c3t + co et=c; | 0 | et +e 1 et + c5 —2t | €t
z cst+c1 —co+c3 1 -1 t+1

8.4 Resiti sistem:
2" =2x — 3y
y'=x -2y

Resenje: Ovakvi sistemi se uvek mogu resiti uvodenjem novih zavisnih promenljivih i svodenjem na
siszem linearnih jednacina prvog read. U ovom slucaju sistem je oblika

Il
IS IS

1:1
yl
u/
U/
Medutim, uposteno, kod homogenih sistema oblika

ant™ + ap_12D £ 4 apr + bny(") + bn,ly("_l) +...+by=0
nz™ + 12D 4 4oz + dny(") + dn_ly("_l) +...+dyy=0

do karaketristicnih korena dolazimo iz jednacine

Ap A+ ap N 4 ag D AT by AT 4+ by

=0
AN F Cn I NPT e A AT dp AT 4 dy ’

a zatim do odgovarajucih karakteristicnih vektora resavajuéi sistem

o

A 4 an AT b ag b AT by N b ([ ]
A F et N T o N da N T e [ [y ]

Tako se u naSem slucaju sistem moze zapisati
2/ —2x—-3y=0
—x+y"+2y=0
Odgovarajuéa karakteristi¢na jednacina je

N2_—2 -3
-1 X4+2

Cije je reSenje
AM=1 d=-1, A3=1i, I =—i.

Odgovaraju¢i karaktersisti¢ni vektori su

|3 |3 |1
v = 1 5 Vo = 1 5 V3 = 1 )
dok v4 ne trazimo. Kako je

Ast | cost+isint | | cost e sint
U3¢ = | cost+isint | | cost “| sint |

reSenje je
x =3ciet + 3caet + c3cost + cysint
y=crel +coe”t +cgcost 4 cysint
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Nehomogeni sistem

8.5 Metodom varijacije konstanti resiti sistem

¥=x—y+
Yy =2rx—vy

cos t

Resenje: Prvo resimo homogen sistem
=z—y
Yy =2z-y
Njegovo resenje je
Tp = c1cost + cosint
yp = c1(cost + sint) + co(sint — cost)

Tada je resenje nehomogenog sistema oblika

x = c1(t) cost + co(t) sint
y = c1(t)(cost +sint) + co(t)(sint — cost)

Funkeije ¢1(t) i co(t) dobijamo iz slededeg sistema lineranih jednacina

() cost + ch(t)sint = -
ci(t)(cost +sint) + ch(t)(sint — cost) =0’

gde nehomogeni deo ovog sistema je nehomogeni deo sistema diferencijalnih jednacina.
Sistem resavamo Kramerovim pravilom. Tako je

De — cost sint — 1
S 7| cost+sint sint—cost |
1 sint sint
D., = cost . — —
“ 0 sint—cost cost
D, — cost L . sint
€2 cost+sint 0 | cost
Stoga je -
, sin
)y =1-
1( ) cost
, sint
co(t) =
2( ) cost
Dakle ;
sin
/ dt—t+1n|c05t|+cl
:/ =t—In|cost|+ cs.
Resenje je

= (t+1In|cost|+ c1)cost+ (t — In|cost| + co)sint
= (t+1n]|cost| + ¢1)(cost + sint) + (t — In|cost| 4+ co)(sint — cost)

8.6 Metodom pogadanja partikularnog reSenja resiti sistem
=2z —y—z+e*

y = 3x — 2y — 3z + cost
2 =—z4y+2z+e
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ResSenje: Resavamo prvo homogen sistem i dobijamo da je

xp = 1 + cgel + c3el
Yn = 3c1 + coet
zn, = —c1 + czel

i karakteristicni koreni su
A=0 Xy3=1
Pogadacku metodu koristimo ako su svi nehomogeni delovi oblika
Py (t)e® cos Bt ili Py, (t)e™ sin St,

gde je P,,(t) polinom reda m.
Tada je partikularno resenje oblika

Tp Qk R;
yp | = | QF | e cospt+ | Ri | e sinpt
Zp Q3 R}

gde su Q}; i R}; polinomi reda k = m + [, a [ je visestrukost a + i3 kao korena karakteristi¢ne jednacine.
Posmatrajmo prvo e?. Imamo da je m = 0, a kako je « =2, a 8 = 0, onda je i [ = 0. Partikularno
reSenje je oblika:

Lp, A o
Yo | = | B | e
Zp, C

Do konstanti A, B, C' dolazimo uvrstavajuéi partikularno resenje u sistem gde je od nehomogenih delova
jedini preostao onaj koji posmatramo, tj.

=2z —y—z+e*
y =31z —2y— 3z
Z=—x+y+22

Tako dobijamo daje A=32, B=2iC=—1.
Sada posmatramo cost. Imamo da je m = 0, a kako je « = 0, a § = 1, imamo da je [ = 0. Partikularno
reSenje je oblika

Tpy A D
Yps | = | B |cost+ | E | sint.
Zpy C F
Sto se tice et, imamo da je « = 1, a § = 0, pa je [ = 2. Stoga je partikularno resenje oblika
Tpg A t?2 4+ Bt + C,
Ups | = | AytP+Byt+C, | €
Zpg A2+ Bt +C,

U oba slucaja se do konstanti dolazi uvrstavanjem u sistem koji od nehomogenih delova ima samo
onaj koji posmatramo.
O

8.7 Resiti sistem
r=x—y+z+t
Yy =x+y—z—(t*+1)sint
2 =2z—y

8.8 Resiti sistem
' =2x—y—z+tgt
Yy =3r—y—2z
72 =2z—x+y—+ctgt

8.9 Resiti sistem
' =2x+ 2z —y+tcost
Yy =z +2z+elsint
Z=y—2x—2z
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9 Vezbe 9.
Linearne jednacine viSeg reda

9.1 Resiti jednacine
a) y/// _ 3y// _|_ 2y/ — 0
b) " +k?>y=0, k#0
o)y +4y +13y=0
)y +4y =13y =0
e) y/l/ _ 3y// + 3y/ _ y — 0
f) g™ +2y" +y =0

[N

Resenje:
a) ReSavamo karakteristi¢nu jednacinu

3 —3r 4+ 2r =0.
Resenja su
7“1:0, ’1“2:17 7"3:2.
Kako su resenja realna i jednostruka, resenje je oblika
y(m) — Clemx + 0267"296 +036r3x = +c2ex + 0362:8.
b) Karakteristi¢na jednacina je
r? 4+ k% =0,

pa su joj reSenja r1 = ki, ro = —ki. ReSenje je kompleksno i jednostruko. Razmatra¢emo samo jedno
reSenje od para konjugovano kompleksnih. Imamo da je

T ik

e"? = """ = coskx + tsin kx

Opste resenje je oblika
y = c1Re(e™®) + coIm(e™*) = ¢q coskx + co sin k.
c) Karakteristi¢cna jednacina je r? + 4r + 13 = 0, a njena reSenja 71 2 = —2 =+ 3i. Kako je

T — o(=2+30)z) _ —2 (cos 3z + isin 3x),

opste resenje je
y = cre” 2% cos 3z + cge” 2% sin 3.

d) Karakteristi¢na jednacina je r2 + 4r — 13 = 0, a njena reSenja r1 2 = —2 & /17. Kako su resenja
realna i jednostruka, opste resenje je

y = cle(—2+\/ﬁ)z + 626(—2—\/ﬁ)x.

e) Karakteristi¢na jednacina je r® — 3r? + 3r — 1 = 0, a njena reSenja ry 23 = 1. Reenje je realno i

viSestruko. Tada je

y = (c1 + cox 4 c322)e™® = (c1 + cox + c3x?)e”.

f) Karakteristi¢na jednacina je r* 4+ 2r% + 1 = 0, a reSenja su r1 5 = i, 734 = —i. Posmatramo samo
jedan od para konjugovano kompleksnih brojeva. Kako je

e = cosx +isinz,

opste reSenje je
y = (c1 + c2x) cosz + (c3 + cyx) sin .
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9.2 Pogadajuéi oblik partikularnog resenja resi jednacinu
Y — 4y + 3y = ze® +sin’x
Resenje: Poagdacku metodu mozemo koristiti ako je svaki nehomogeni deo oblika
e ( Py () cos Bz + Q;(x) sin Bx),
gde su Py i Q; polinomi reda k, odnosno [. Partikularno resenje je oblika
yp(x) = e** (R, (z) cos Bz + Sy, (x) sin fz)x?,

gde su R, 1 S,, polinomi reda m = max{k,}, a s je viSestrukost broja « + i3 kao korena karakteristicne
jednacine.

Kako je sin? z = %, imamo tri nehomogena dela, xe”, % i
koristiti pogadacku metodu.

Resimo prvo homogeni deo. Karakteristi¢na jednacina je r2 — 4r + 3 = 0, a njeni koreni su r; = 1 i
ro = 3. Dakle, reSenje homogenog dela je

—% Svi oni su oblika da mozemo

yp = c1€% + coe3".

1° Posmatrajmo prvo nehomogeni deo ze®. Kako je ispred e” polinom prvog reda, imamo da je

m = 1. Posto je a + ib = 1, a to je koren karakteristi¢na jednacine, imamo da je s = 1. To znaci da je
partikularno resenje oblika

Yp, = € (Az + B)x.
Da bi dobili konstante A i B, ovo reSenje ¢emo uvrstiti u jednacinu koja od nehomogenih delova ima
samo onaj koji ispitujemo, tj.

y' — 4y + 3y = ze”.
Tako dobijamo da je A = —i, aB= —i. Dakle,

1, 1

Yp, = em(fzx - ix)

2° Posmatrajmo sad % U ovom sluc¢aju imamo da je partikularno resenje oblika
Yp, = A.

Uvrstavanjem u diferencijalnu jednacinu
/! / 1
Yy -4y +3y = 9

dobijamo da je A = %, tj. da je
1

ypz = 6

o : : s 2
3° Na kraju posmatrajmo —“5=*

. Imamo da je partikularno resenje oblika
Yps = Acos2z + Bsin2x.

Uvrstavanjem u diferencijalnu jednacinu

Y — 4y +3y = _0082237
dobijamo da je A = ﬁ, aB= %, tj. da je
Yps = %COSQI’%— 64—581112:10.
Konac¢no
Y=Yn+ Yp1 T Yp> T Yps
y = cre” + coe®” + ez(—ix2 - ix) + % + FIO cos 2z + % sin 2z

23



9.3 Pogadajuéi oblik partikularnog resenja resi jednacinu
y" + 9y’ = €”sin 3z + cos 3z + 3x

9.4 Metodom varijacije konstanti resiti jednacinu
" 1 / 6437
— 6y’ +1ly — 6y = ———.
4 Y Y Y71 + 2@

ResSenje: Prvo resimo homogeni deo jednacine. Karakteristicna jednacina je
3 —6r2+11r —6 =0,

a njena reSenja su
T = 1 To = 2 rs = 3.
Resenje homogenog dela je
yn = c1€% 4 c2€%" + c3e37.

Resenje diferencijalne jednac¢ina trazimo u obliku
y = c1(x)e” + co(x)e®® + c3(w)ed™.

Do funkcija ¢;(x) dolazimo resavajuéi sistem

et + 0’2622” + ejm = 0
/ x\/ / x\/ / x\/
Aae®) + (e*) + de¥) = 40
AV ! (L 2T\ /(3TN e**
cae”)” + ch(e*)" +  cy(e’) Treme>
tj.
ce® + che*® +  dhedT = 0
e + 2che*® + 3chedr = 0
4z
et + 4che*™ + 9cet =
Determinanta sistema je
T 62:1: 631’
DS — T 2629: 363z 2661:’
€T 4e2T 9l
a ostale determinante su
0 62w eSw o e~ 0 eSw
2x 3x € T 3z
DC,1 = 691' 262 363 = H—j DC,2 =|e eg)w 363
T T xr T
Trem 4e 9e Trem 9e
er 621 0 -
e
D, =| ¢ 22 0 [
T fe2z et 1+e2
e e 1w
Dakle,
e3w 62:E e
/ / /
Ci=———— Co=——— (= ————
V721 4e20) 2 T4+e2e 37 214 e22)’
pa je

(@) / g ter - Larctger 4

() = ———ax = —€e — —arctge C

! 2(1 1 e2) 2¢ T MO8 !
62w 1 2z

Cg(x) = —mdl': —§IH(1+€ )+C2

e’ 1 -
cs(x) = /Mdm =3 arctg e** + c3
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Euler-ova diferencijalna jednac¢ina
Ojlerova diferencijlana jednacina je oblika
dp(az + b)"y"™ +d,_1(az + )"y 4 4 dy(ax + D)y + doy = f(z)

1 smenom
ar+b=e

se svodi na diferencijlnu jednacinu sa konstantnim koeficijentima.

9.5 Resiti diferencijalnu jednacinu
22y — 3xy’ + by = 322,
Resenje: Uvodimo smenu = = e!. Tada je

dt
dr = e'dt, paje — =e !
dx

,_dy _dydt
Y= dr " dtds Y
p_dy' _d(ge”') dt
Cdr dt dr
Diferencijalna jednacina je sada

(,yeft _ yeft)eft — y'672t _ y'672t

e (jje™ — ge?") — 3elye ! 4 by = 3e*
ij — 49 + by = 3e*

Karakteristi¢na jednacina homogenog dela je 7> — 4r +5 = 0, a njeni koreni su 712 = 2 + i. ReSenje
homogenog dela je
Yp = C1 e?t cost + coe®sint

Do partikularnog resenja dolazimo pogadackom metodom, pa je y, = Ae*’, a uvrtavanjem se dobija
yp = 3€2'. Resenje je

Yy = clezt cost + 6262t sint + 3e%t = cle coslnzx + 02x2 sinlnz + 3z2.

9.6 Resiti diferencijalnu jedna¢inu

(22 + 3)%y" +3(2z + 3)y’ — 6y = 0.

10 Vezbe 10.

Jednacine viseg reda. Razni zadaci

10.1 Nadi vezu izmedu r(z) i s(z) tako da jednaéina y” + r(z)y’ 4+ s(z)y = 0 ima partikularno resenje
oblika y;(x) = e™®. Primeniti to na

(x —2)y" — (4o — 7)y' + (42 — 6)y = 0.

e®

P

10.2 Resiti jednacinu ay” 4+ 2y’ — xzy = 0 znajuéi da ima partikularno resenje oblika y; (z) =

10.3 Pokazati da diferencijalna jednacina
. 1
(ae®® + b—z)y” =y, a,beR, a,b#0,

ima partikularno resenje y;(x) = e®® + 8, a, § € R. Primeniti to na (e* + 1)y" = y.
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10.4 Data je diferencijalna jednacina (e*+1)y"” —2y’ —e®y = 0. Resiti je znajudi da je jedno partikularno
reSenje polinom po e”.

1
10.5 Data je diferencijalna jednacina (z + 1)zy” + (x + 2)y’ —y = = + —. Nadi opste resenje ako se zna
T

da je jedno resenje homogenog dela jednacine polinom.

10.6 Data je diferencijlna jednacina z*y” +y = 0.
1

a) Transformisati je uvodenjem nove nezavisne promenljive z = .

b) Pokazati da se pogodnim izborom funkcije f dobijena jednacina smenom y = z- f(t) transformise
u jednacinu sa konstantnim koeficijentima.
¢) Resiti jednac¢inu.

10.7 Pokazati da nijedno netrivijalno regenje jednacine 3" = y + y> nema vise od jedne nule.

10.8 Data je diferencijalna jednacina y” 4+ p(z)y’ + q(z)y = 0, gde su p, ¢ neprekidne funkcije. Dokazati
da ako dva reSenja imaju lokalni maksimum u istoj tacki xy da su ta resenja linearno zavisna.

10.9 Dokazati da ako je ¢(x) < 0 reSenja jednacine y” + p(z)y’ + ¢(x)y = 0 ne mogu imati pozitivan
maksimum.

10.10 Za koje n diferencijalna jednacina y(™) = flzy,y,. .., y("’l))7 gde je f neprekidno diferencija-
bilna funkcija na R**!, moze da ima medu svojim resenjima dve funkcije: y; = i yo = sina?

11 Vezbe 11.

RESAVANJE POMOCU REDOVA
Regularna tacka

Posmatramo diferencijalnu jednacinu
az(2)y" + ar(z)y’ + ao(x)y = 0.
Tacka z( je regularna tacka akko
1° ag(Lﬂo) 7£ 0
2° ag(x), a1(z) i ap(x) su analiticke u xg.

U suprotnom, tacka x( je singularana.
Tada resenje trazimo u obliku stepenog reda

o0
y= Z an(x — x0)".
n=0

11.1 Nadi opste resenje diferencijalne jednacine (1 —x2)y” +2xy’ +k(k+1)y = 0 u okolini tacke x¢ = 0.
11.2 Nadi opste resenje Hermitove diferencijalne jednacine y”’ — 2zy’ + 2ky = 0 u okolini tacke z¢ = 0.
11.3 Diferencijalnu jednac¢inu (z — 2)y” + v’ — (z — 2)%y = 0 resiti u okolini tacke ¢ = 1.
Regularno-singularna tacka
Posmatramo diferencijalnu jednacinu
az(2)y” + a1(2)y’ + ao(z)y = 0.
Tacka zq je regularno-singularna tacka akko je singularana i funkcije

ay(x)
az ()

ao(l’) (93

ar(z) =0)

(:E - Q?())

su analiticke u xg.
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11.4 Naéi opste resenje diferencijalne jednacine 2z%y” — 29’ + (1 — 22)y = 0 u okolini zg = 0.
11.5 Nadi opste resenje diferencijalne jednacine zy” + 3’ — 22y = 0 u okolini zg = 0.

11.6 Nadi opste reSenje diferencijalne jednacine xy” — 2y’ — xy = 0 u okolini xg = 0.

11.7 Nadi opste resenje diferencijalne jednacine zy” — 2y’ — 2%y = 0 u okolini z¢ = 0.

11.8 Nadi opste resenje diferencijalne jednacine 222(z — 1)y” + x(3x + 1)y’ — 2y = 0 u okolini zg = co

12 Vezbe 12.

Rubni (graniéni) problem

12.1 Nadi sopstvene vrednosti i sopstvena reSenja problema
a) y" + Ay =0 y(0) =y(r) =0
b)4er) 4 Ay =0 /(0) = y/(€>") =0, A > 0

12.2 Resiti rubni problem y” — ¢y —2y =0, ¢'(0) =2, y(co) = 0.

12.3 Naéi sopstvene vrednosti i sopstvena resenja rubnog problema (1 — 22)y” — a2y’ + A2y = 0 sa
uslovima y(1) = y(3) = 0.
Uputstvo: smenom nezavisne promenljive svesti jednacinu na jednacinu sa konstantnim koeficijentima.

Sturmove teoreme i posledice

Teorema (Sturmova teorema o uporedivanju). Neka je P € C*([a,b]) i P(x) > 0 za sve = € [a,b].
Neka su Q1,Q2 € C([a,b]) i za sve x € [a,b] nek je Q1(x) < Q2(z). Tada izmedu svake dve nule reenja
diferencijalne jednacine

(P(x)y") + Qu(x)y =0

nalazi se bar jedna nula resenja jednacine
(P(2)2") + Q2(z)z = 0.

12.4 Sva netrivijalna reenja jednacine y” + g(z)y = 0, gde je ¢ € C([a,b]) i ¢(x) < 0 za sve = € (a,b),
imaju najvise jednu nulu. Pokazati.

12.5 Neka su z; i x;41 dve uzastopne nule netrivijalnog resenja jednacine y” + g(z)y = 0, gde je
q € C([a,b]) i q(x) > 0 za sve = € [a,b]. Pokazati da je
T
—— < Zjy1—x

T

< ——
VM Tm’
gde je

e 1 v |
e R TR

12.6 Broj nula netrivijalnog resenja diferencijalne jednacine y” 4+ ¢(x)y = 0 na intervalu [a, b], gde je
gde je g € C([a,b]) i ¢(x) > 0 za sve = € [a,b]. Pokazati da je

[b;a\/?n} <N< [b;a\/ﬂ} Tl

12.7 Data je diferencijalna jednacina y” — 2ey’ + e?*y = 0. Oceniti rastojanje izmedu dve uzastopne
nule, kao i broj nula netrivijalnog resenja na intervalu [2, 10]
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12.8 Dokazati da resenje diferencijalne jednacine: y”z + 2y’ + 22y = 0 ima bar 15 nula na intervalu
[1,25].

Oscilatornost

Reci¢emo da je resenje oscilatorno ako i samo ako ima beskona¢no mnogo nula. ReSenje je oscilatorno
u okolini tacke xg ako i samo ako u svakoj okolini tacke xg ima beskona¢no mnogo nula.
Teorema Data je diferencijalna jednacina y” + ¢(x)y = 0. Neka je

w = liminf 2%¢(x) @ = limsup 2%¢(z).
r—00

r—00

Tada ako je w > % onda je svako resenje oscilatorno u beskonaé¢nosti, a ako je w < % onda ni jedno resenje
nije oscilatorno u beskona¢nosti.

1

12.9 Ispitati oscilatornost netrivijalnog regenja diferencijalne jednacine y” + —sy = 0 u okolini tacke
T

To = 0.

13 Vezbe 13. (AB smer)
Stabilnost

Posmatrajmo sistem diferencijalnih jednac¢ina

dx
/ = —_—
o= f(z,y)
dy
l_ —_— =
V=g g(x,y)

Kriti¢na tacka sistema (xg,yo) ako i samo ako je

f(zo,90) = g(x0,y0) = 0.

Redi¢emo da je sistem stabilan (metastabilan) u kriti¢noj tacki ako i samo ako

Ve > 030 > 03ty Vt > ¢ (d(@o,yo% (2(t0),y(to))) < & = d((zo,y0), (z(t),y(t))) < 5)

To znaci da se resenje ne udaljava sa vremenom od kriti¢ne tacke.
Sistem je nestabilan ako i samo ako nije stabilan.
Sistem je striktno stabilan ako i samo ako

36 > 0 3to Vt > to (d(<xo,yo>, (x(to),y(to))) < 6= ( lim (x(t),y(t)) = <xo,yo>))-

t—o0

To znaci da se vremenom resenje priblizava kriti¢noj tacki.
Resenje nehomogenog sistema je stabilno ako i samo ako je resenje homogenog sistema stabilno.
Stabilnost mozemo ispitivati i za diferencijalne jednacine oblika

r_ 9(,y)
flxy)

Stabilnost resenja jednacine ekvivalentna je stabilnosti resenja sistema

,_dr _

T

dy
! = — = .
o = 9@y
Ispitiva¢emo stabilnost u (0,0). Da bi to postigli uvodimo smenu

Y

T=x—x9 Y=Y~ Yo

28



Tada je posmatramo sistem

= f(&+xo, 5+ yo) = f(Z,7)
¥ =g(Z+ 0,9+ y0) = §(Z, 7).

Sistem je stabilan ako i samo ako je linearizovan sistem stabilan. Stoga, sad posmatramo sistem

ool ol
a9y
(0,0) (0,0)
g9 5,0
9]0 9l

Resimo sada ovaj sistem.
Neka su Ay i Ay karakteristi¢ni koreni. U zavisnosti od njih razlikujemo razlicite tipove kriti¢nih

tacaka.
1° A, Ao € Ry A # Ao, A1 - A2 > 0. Tada tu tacku nazivamo ¢vor. Ako su oba korena negativna.
onda je stabilan, a u suprotnom nestabilan.

13.1 Ispitati stabilnost u (0,0) za sistem ©’ = —z 3’ = —2y.

ReSenje: Matrica sistema je A = { _(1) _9 ], pa su karakteristi¢ni koreni Ay = —11i Ay = —2. U
pitanju je évor i resenje je stabilno. Resenje je x = cie™t, y = cpe 2% O

2° A, A0 € Ry Ay #£ Ao, A1 - Ao > 0. Tada tu tacku nazivamo sedlo. ReSenje je uvek nestabilno.
13.2 Ispitati stabilnost u (0,0) za sistem 2’ =2+ ¢y’ = —y.
0 e . . o
0 _1 |-Ppasu karakteristicni koreni Ay = —11i Ao = 1. U pitanju
je sedlo i reSenje je nestabilno. ReSenje je x = c1et, y = coe™. 0

3° A1 =0, Ay # 0. U pitanju je ekvilibrijum. ReSenje je metastabilno ako je Ag > 0, a u suprotnom
je nestablino.

Resenje: Matrica sistema je A = [

13.3 Ispitati stabilnost u (0,0) za sistem ' =z +y 3y =x+y.
1 e . . . e
1 1 |-pasu karakteristi¢ni koreni Ay = 01 Ay = 2. U pitanju je
ekvilibrijum i regenje je nestabilno. Resenje je x = c1e?t + co, vy = c1e* — ca. O
4° Re(N\;) =0, Im();) # 0. U pitanju je centar (vortex). ReSenje je metastabilno.

Resenje: Matrica sistema je A = [

13.4 Ispitati stabilnost u (0,0) za sistem 2’ = —y ' = z.

5° \; € R Re(\;) # 0. U pitanju je fokus. Ako je Re();) < 0 reSenje je striktno stabilno, a u suprotom
nestabilno.

13.5 Ispitati stabilnost u {0,0) za sistem ' =z —y 3 =z +y.

6° \; = X2 # 01 jedno od reSenja je polinom prvog reda. Tada je u pitanju izraZen cvor (inflected
node). Ako je A1 < 0, onda je reSenje striktno stabilno, a inace je nestabilno.

13.6 Ispitati stabilnost u (0,0) za sistem 2’ =z 4+y y =y.

. . . . 1 e . L
Resenje: Matrica sistema je A = [ 0 1 ], pa su karakteristi¢ni koreni A\; = Ay = 1. Kako je resenje
x = (c1 + cot)el, y = coet, u pitanju je izraZen évor, a redenje je nestabilno. O

7° A1 = A2 # 0 i ni jedno od reSenja nije polinom prvog reda. Tada je u pitanju zvezda. Ako je
A1 < 0, onda je resenje striktno stabilno, a inace je nestabilno.
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13.7 Ispitati stabilnost u (0,0) za sistem 2’ = —x ¢’ = —y.

. . . . -1 e . .
ResSenje:Matrica sistema je A = [ 0 7(1) ], pa su karakteristiéni koreni Ay = Ay = —1. Kako je
resenje x = ci1e”t, y = coet, u pitanju je zvezda, a reSenje je striktno stabilno. O

8° A1 = A2 = 0. Resenja su prave, pa su uvek nestabilna.
Teorema Linearni sistem sa konstantnim koeficijentima je
a) striktno stabilan ako je za sve i Re();) < 0.
b) nestabilan ako postoji @ Re()\;) > 0.
c¢) metastabilan ako postoji samo jedno ¢ za koje je Re();) = 01 za sve ostale j # ¢ vazi Re();) < 0.

13.8 Dat je sistem
P =I(l—y+y") ¥ =3-@"+8y):".
Nacéi sve kriticne tacke, ispitati stabilnost u njima i odrediti njihov tip.
ResSenje: Kriticne tacke ovog sistema su resenja sistema jednacina
In(l—y+4?) =0 3—(2®+8y)? =0,

tj. (3,0), (=3,0), (1,1), (—1,1).
Ispitiva¢emo tacku (zg,yo) = (—1,1). Za ostale je analogno.
Prvo ¢emo je pomeriti u koordinatni pocetak. Uvodimo smenu

rT=z+1 g=y—1,
pa je
Novi sistem je sada

P =P +j+1) §F=3-(F—-27+87+9)2.

Linearizacijom novog sistema dobijamo

Y=g i =ii- g0
3 3
Matrica sistema je
-1 4)
3 3
pa su karakteristi¢ni koreni Ay 2 = —% + %\ﬁ . Dakle, u pitanju je sedlo i ono je uvek nestabilno. O

Ispitivanje striktne stabilnosti reSenja linearne jednacine n-tog reda sa konstantnim
koeficijentima.

Linearna diferencijalna jedna¢ina n-tog reda sa konstantnim koeficijentima je
aoy(") + aly("fl) +...4an1y +ay=0, ay>0.
Resenje je stabilno ako i samo ako su svi koreni karakteristicne jednacine
aoN" + A" P+ .+ ap 1 A+a, =0

negativni.
Potreban uslov je da svi a; > 0. U slucaju n < 2, to je i dovoljan uslov.
Potreban i dovoljan uslov:
Posmatrajmo matricu Hurvica:

ay Qg 0 0 0 0 ce 0
ag ay ap O O O --- O
as a4 Qa3 az a1 ag - 0
0 0 0 0 0 O an
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To je matrica reda n. Na glavnoj dijagonali su aq, as, ..., a,. Zatim se na ostala mesta redaju koeficijenti,
tako da je u svakoj vrsti indeks sledeceg za jedan manji. Ostatak popunimo nulama. Glavni minori su

a a a1 Qo 0
1 Qg
Alzal, AQZ a as , Agz az a2 aj gee
3 as a4 as
1° Uslov Raus-Hurvica: Svi glavni minori su pozitivni, tj. A; >0zai=1,2,...,n.

2° Uslov Ljenar-Sipara: svi a; > 01 jos treba da vazi: Ap,_1 >0, Ap_3 >0, Ap_5 >0, ....

13.9 Pod kojim uslovima je resenje diferencijalne jednacine

"

yiv+2y +ay'/+3y’+by:0
stabilno?
ResSenje: Karakterisiténa jednacine je

M2 +aX2+30+b=0.

Matrica Hurvica je

OO W N
O T
S W N o
R = O

Potrebno je daa > 0,b >0, i

As = —6a—4b—9>0, Ay, =2>0

S W N
Q=
w N O

Dakle, b > 0 i 6a > 4b+ 9. O

14 Vezbe 13. (CD smer)

Diferencne jednacine
Diferencni operator

Neka je Iy C [0,1) i neka je funkcija f(x) definisana na skupu Iy +Z. Definisac¢emo diferencni operator
A (delta) sa
Af(x) = flz+1) - f(x)

Osnovne osobine ovog operatora su

12 A(f(x) +9(x) = Af(x) + Ag(x)

2° Alkf(z)) = kAf(z), keR

3% A(f(x)-g(x) = flz+1)Ag(x) + g(x)Af(x) =

(x)

8

= f(x)Ag(z) + g(z)Af(z) + Af(z)Ag(x)
o f@)\ _ g@)Af(z) — f(x)Ag(x)
! A <9($)> B g(z)g(z +1)
5% A(f(g(z)) = flg(x) + Ag(z)) — f(g(=))
6°  A(f'(z) = (Af(x))

14.1 Naé¢i: a) Az® b) Alnz c¢) Asinazr d) Ad®.
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Resenje:

1
a) Ax® = (x+1)% —2® =322 + 32+ 1 b) Alnz =In(1+ —)
x
¢) Asinaz =sina(z + 1) — sinaz = 2 cos(azx + %) . sin% d) Aad® =(a—1)a”"

Diferencni operator mozemo vise puta primeniti. Tako je
A?f(z) = AAf(2))) f(z +2) = 2f(z + 1) + f(x)
A" f(z) = AA" f(x))

Funkciju w(x) sa osobinom Aw(z) = 0 nazivamo aditivna konstanta. To je perodi¢na funkcija sa
periodom 1.

Antidiferencni operator
Uvodimo inverzni operator - antidiferencni operator.
AT f(x) = Fz) & AF(z) = f(a).

A~'f je odredeno do na aditivnu konstantu w. Osnovne osobine ovog operatora su

17 ATHf(2) +g(x) = A7 f(z) + A g(x)

2 A Ykf(z)) =kA7'f(z), kEeR

3°  ATN(f(2)Ag(x)) = f(x)g(z) = A (g(z + DAf(2))
42 ATHf(g(x) + Ag(a) = fg(2)) = fg(2)) +w

(z)

5° (A Hf(2)) = f(z)
6° HAf(2) = flx) +w
14.2 Odrediti: a) A1 b) A~z ¢) A71a® d) A~ l(xza®).
Resenje:

a)Kakoje Ar=2+1—x=1,ondaje A 1=z

b) Imamo da je Ax? = 2z + 1. Stoga je

2 =ATA? =A"0+1=2A"2 + ATl =2A" x4 .
Odavde je
1

Alr = ix(x —-1).

¢) Veé smo videli da je Aa” = (a — 1)a®. Odavde je

x

. a
C Ta-1
pa je
A~ lg® = A™ _ a .
“ a—1 a—1
d) A Y(za®) = 1 A Y (za"(a — 1)) = 1 A7 (zAd®) =
a—1 a—1
_ 1 T —1/7 x+1 _ xa® _ a x
—a_l(xa A7 (a Aw))—a_l 7((1_1)2(1.

Faktorijalni stepen
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Definisemo

20 =1
™ =gz —1)(x—-2)...(x —n+1)
1
(=n) —
. (x +n)™

Za faktorijalni stepen vazi
p(mtn) _ x(m)(x _ m)(”)

14.3 Zapisati 2> preko faktorijalnih stepena.

Resenje: Imamo da je 2 = z(z —1)(x —2) = 2% - 322 + 22, 2 = 2(x —1) = 22 —2 i 2(V) = 2. Stoga
je
2 =2® £ 322 — 20 = 2® 4+ 3@ + 1) — 20 = 2® 4 323 4 OV

Generalno, vazi
n

" = S,?m(k),
k=1

gde je S} Stirlingov broj druge vrste. Neke vrednosti su date u tabeli.

k
n|il 2 3 4 5 6 7
1)1
211 1
311 3 1
411 7 6 1
511 15 25 10 1
611 31 9 65 15 1
711 63 301 350 140 21 1

Analogno definisemo
fO(z) =1
f) = f@)fx =) f(e—2)... flx—n+1)
1
(=) () =

Osnove osobine su

(f(2)g(2))™) = f(a)™g(a)™
(o)) = (f)em)
f(m-i—n)(x) _ f(’m) (x)f(n)(x _ m)

Gama funkcija

Vazi da je z(*) = x(x — 1)@=, Kako za Gama funkciju, koja je definisana sa

L(z) = / e e,
0
vazi I'(x 4+ 1) = 2I'(x), imamo da je
D(z+1)=2®, z¢-N.

Dakle
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Imamo da je

1 funkcija

— 1)1
A —1)F) = (xi
(==1) 1
Medutim, to vazi za k # —1. Za slucaj n = —1 definisimo
1
AT = .
Ly
Kako je I'(x 4+ 1) = zT'(z), logaritmovanjem dobijamo InT'(z + 1) — InT'(2) = Inz. Primenimo izvod
i dobijamo
Maz+1) I'() 1
I(xz+1) T(x) =z
NACE
I(x) x
1 T(2)
A 1= = =
Pored ovog vazi jos i
n n n! — 1 (_1)77. n
ap(r) = (AL = B e
Tabela
f(x) Af(x) A7 f(z)
1 0 T
a® (a—1)a* a'T’l a#1
(=1)* 2(—1)**! s(=1)7*
ra® (a —1)za® + a® ! s (m - ﬁ) a#1
z(=1)* (=1)*FH(1 + 22) 3(=1)"(z — 3)
b))
(z +b)™ n(x + b)) % n#-1
x z(™) x T
(n) ] (n—l) (n—i—l)
o) (D
(az + b)) na(z 4 b)"=Y % n#—1
cos(ax +b) —2sin § sin(az + b+ §) %
sin(ax + b) 2sin § cos(ax + b+ §) —%ﬁ;%)
logy(z + a) logy (1 + I—}ra) log, T'(z + a)
THa ~(@+a-1)C2 la+a)
m —¢(z + a)

Sumiranje redova
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S f@) = AT @) = Jim F(a) - F(a)

Tr— 00

14.4 Izracunati

a)l—24+3—-445—-6+...42003

1 1 1
b) 1-3-5 + 3-5-5 + 5-7-9 +..

Resenje:
a)
2003 2004
1—2+3—4+5—6+...+2003:—Z(—l)%:—Afl((—wx)1 =
r=1
1 12004 ] 1,1
(D) o ’ — 1 (_1)200509 et 1000
(DT =z =), 5 (=1)7(2003 + 5) + 7 =100
b)
1 1 1 = 1 1 1
+ + +...= == 3N =
1-3-5 3-5-5 5-7-9 ;(2x—1)(2x+1)(2z+3) 8;@—%)(564—%)(3:4—%)

1 — 3 1 3 < 1 (z—3)"2 1 3
_ 2 _23(=8) — 1At 7,<73>’ :,#’ — 2y 2= 2
8;(”@ 5 s =) =g =, 16( m (@ =3) (

1 < . 1 1 > 1 -
=—— | lim — = —.

CAC N TE)
Linearna diferencna jednacina prvog reda

Oblika je
y(@ +1) = p(@)y(z) = q(z) ylo) =c
Prvo ¢emo resiti redukovanu jednacinu
y(@ +1) - pla)y(x) =0 y(a) =c.
Imamo da je
y(x +1) = p(x)y(z) = p(z)p(z — Dy(z — 1) = p(z)p(z — p(z - 2)y(z - 2) =
=p(x)p(z —1)...pla+ 1)p(a)y(a) = P(z + 1)y(e).

Definiseno

Tada je resenje

Uoc¢imo da je

A <y(:v)) Cyle+1) yl)  yl+1)  pla)y(z)

P(z))  Px+1) Px) Px+1) Px+1)

Sada mozemo da se vratimo celoj jednaécini

Deljenjem sa P(x + 1) dobijamo

P@)) " Pla+1)
yle) _ o (_alx) "
rg =2 (i) *

o) = Poa~ (505 ) +wr(



14.5 Resiti diferencnu jednacinu y(z +1) + y(z) = —(z+ 1)  y(1) = yo.

Resenje: Imamo da je p(x) = —1. Stoga je P(z) = Z:ll(—l) = (—1)*~1. Dakle

— 1 .
o) = (1ot (S e

Kako je
A (T C A (1) = AT (1) - AT (1) = () e ) - 5 (1)

(—1)* 2 2’ 2
imamo da je

1 1 1 1 1
_(_1\z—=1/_ "/ 1\z+1 N Z({_1\T _ 171:_7 - _1\z—1
y() = (1" (=5 ()" = 5) = S (1)) (=17 =~ (et ) (1)
Kako je y(1) = yo imamo da je yg = —% + w, tj. w u celobrojnim tackama ima vrednost yo + %. m]

14.6 Resiti diferencnu jednacinu y(z 4+ 1) — (x + 1)y(x) = 2%(1 — x).
Linearna diferencna jednacina drugog reda
Oblika je
a(@)y(z +2) +b(x)y(z + 1) + c(x)y(x) = d(z)
Ako znamo partikularno reSenje y, homogenog dela, tada se smenom y(z) = z(z)y,(z) svodi na
jednacinu oblika
f(x)A%2(x) + g(x)Az(z) = h(z).
Smenom Az = u dobijamo linearnu diferencnu jednacinu prvog reda.
14.7 Resiti diferencnu jednacinu y(z + 2) — z(x + Dy(z) = 2(z + 1!, y(1) = 1, y(2) = 3, ako je
partikularno resenje homogenog dela y,(x) = (z — 1)!.
Resenje: Uvodimo smenu y(z) = z(x)(x — 1)!. Dobija se
2+ 2)(z+ 1) —z(x)(z+ 1! =2(x + 1)!
z2(x+2)—z(z) =2
Kako je A%z(x) = z(x 4+ 2) — 2z(x + 1) + z(x), dobijamo
A?z(x) +2z2(x +1) — 2(x) — 2(z) =2
A?z(x) +2Az(x) =2

Smenom Az(z) = u(x) dobijamo
Au(z) +2u(z) =2

u(x+1)+u(z) =2

Kako je y(1) = 2(1)0! = 1, imamo da je z(1) = 1, a kako je y(2) = 2(2)1! = 3, imamo da je z(2) = 3.
Dakle, u(1) = 2(2) — 2(1) = 2. Sada imamo da je

Imamo da je

u(z) = (=11 AT <(_21)w> fw-(~=1)"t =

= (CDTRAT 1 s ()T = (CD )T e (<) = L (<)

r—1

Posto je u(1) = 2, imamo da je w = 1 (u celobrojnim tackama). Dakle, u(x) =1+ (=1)*"!, pa je
Z(.’L’) = A_l(l + (—1)L_1) = A_l(l — (—1)JL) =T — (—1)w+1 + w2.
Kako je z(1) = 1, dobijamo da je wy = 0 Konacno y(z) = (z + (—1)%)(z — 1)L O
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Linearna diferencna jednacina viSeg reda sa konstantnim koeficijentima
homogena jednacina

Oblika je
apy(x+n)+apn1y(z+n—1)+...+agy(xr) =0

Resavamo karakteristi¢nu jednacinu
A\ + an A" 4+ 4 ag = 0.

Pomoéu tih n korena dobi¢emo n resenja. Linearna kombinacija resenja je opste resenje.
1° Koren A je realan i jednostruk. Tada je njegovo resenje

y= A"
2° Koren A je k-tostruk. Tada su odgovarajuca resenja
g1 = N%, o = aXT, y3 = 22N\, Ly = BT IAE
3° Koren je kompleksan, tj. A = a + ib = pet® = p(cos o + isin ). Tada su resenja
y1 = p” cos ax yo = p” sin ax
14.8 Resiti diferencnu jednacinu y(z + 3) — 4y(z + 2) + 5y(z + 1) — 2y(z) = 0.
Resenje: Karakteristiéna jednacina je A3 — 4\ + 5X — 2 = 0. Resenja se A\;2 = 1, A\3 = 2. Resnje
jednacine je
y(x) =1 + cow + 32°

O
14.9 Resiti diferencnu jednacinu y(x 4+ 4) — y(z) = 0.
Resenje: Karakteristiéna jednacina je A* — 1 = 0. ReSenja jednacine su Ay = 1, \p = —1, A3 4 = +i =
et2? = cos Z £ sin 3. Konacno redenje je
. T LT
y(z) = ¢1 + co(—1)" + ¢3 cos 5% + ¢4 8in 5%
O

Linearna diferencna jednaéina viSeg reda sa konstantnim koeficijentima
nehomogena jednaéina

Oblika je
apy(x+n)+an—1y(x+n—1)+... + apy(x) = b(x)
Prvo resimo homogeni deo i neka je reSenje homogenog dela
yn(@) = iy (@) + coya(@) + -+ + cuyn(@).

Do kona¢nog resenja mozemo doéi na dva nacina
1° Varijacija konstanti. Opste resenje je oblika

y(@) = cr(@)yi(z) + ca(@)ya(2) + - - + cn(@)yn (@)

Do funkcija ¢; dolazimo resavajuéi sistem

Aci(x)y1(z+ 1) + Aca(x)ya(z+ 1) + + Acy () yn(z+1) = 0

Acy(z)yr (z+2) + Aco(z)ya(z + 2) + + Acy (x)yn(z + 2) = 0
Acy(z)y1 (x +n—-1) + Acz(ac)yg(.x +n—-1) + - + Acn(x)yn(.x +n—-1) = 0

Acy(x)y1(z +n) + Ac(@)ya(x+n) 4+ -+ Acy(@)yn(r +n) = b(z)

Iz sistema dobijamo Ac;(z). Primenimo antidiferencni operator i dobijamo ¢;(x).
2° Metoda pogadanja resenja. Koristi se samo ako je b(z) = P,(r)a”. ReSenje je oblika y, =

Qn(z)a®x®, gde je s visestrukost o kao korena karakteristi¢ne jednacine.
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14.10 Resiti diferencnu jendacinu y(x + 2) — 4y(x + 1) + 4y(z) = 252
Resenje: Karakteristi¢na jednacina je A2 — 4\ + 4 = 0, pa su reenja \; 2 = 2. Homogeno resenje je
yn = €127 + cox2”.

Resimo prvo pogadackom metodom. Posmatramo nehomogeni deo -2772 = 4 . 2%, Partikularno
reenje je oblika Ax22%, jer je 2 dvostruki koren karakteristi¢ne jednacine. Uvrstavanjem u jednacinu
y(r +2) —4y(z + 1) + 4y(z) = 4 - 2* dobijamo da je A = % Stoga je yp = ”QTQL = 2271,

Resenje je y = yp, + yp = 127 + 222" + 222771,

Resimo sada varijacijom konstanti. ReSenje trazimo uobliku y = ¢;(x)2% + co(x)22”. Odgovarajuéi
sistem je

Aci 2" 4+ Acyi(z 4+ 1)2°T =0

Aci2°2 4+ Acy(z+2)272 =427

Dobija se da je Aci(z) = —(x+1), a Aca(x) = 1. Dakle, ¢1(z) = —(3z(z — 1)) —z+wr, a cz(z) = z+wo.
Konacno

1
y= (—(ia:(a: —1) — x4 w1)2” + (z + wy)x2”
1 20x 1 T T
y=32 2 +(w2—§)x2 + wy2”.
O
Rikatijeva diferencna jednacina
Oblika je
a(x)y(x)y(z + 1) + b(x)y(z) + c(z) = 0
Smenom y(z) = Z(ZI(:)U se svodi na
a(x)z(x+2) + b(z)z(x + 1) + c(x)z(x) =0
S . . 9
14.11 Resi diferencnu jednaé¢inu y(z +1) =6 — ek
y(x
Resenje: Mnozenjem sa y(x) dobijamo
y(x)y(r +1) —6y(x) +9=0

sto je Rikatijeva jednacina. Nakon smene dobijamo

z2(x+2)—6z(z+1)+92(x) = 0.
Resenje karakteristicne jednacine je A1 2 = 3, pa je koan¢no resenje z(z) = ¢13” + cox3”. Dakle

(2) = 2 +1) 3"t (x4 1)37H
Y\ = z(x) a c13% + cpxd® '
O
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