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Slog: AUTOR
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Onaj koji iskljǔcivo ceni praksu bez teorijskih osnova
sličan je moreplovcu koji ulazi u brod bez krme i busole

ne znajúci kuda se plovi.

LEONARDO DA V INČI





Predgovor

Ova knjiga je napisana sa namerom da pruži uvid u osnovne elemente matema-
tičke teorije algoritama i njihove složenosti. Kao takva, ona nalazi svoje mesto
na (ne preterano oštroj) granici izme-du matematike i rǎcunarstva (eng.computer
science). Teorija izrǎcunljivosti i teorija rǎcunske slǒzenosti — dve discipline
teorijske informatike kojécemo izǔcavati na narednim stranama — predstavlja-
ju veoma znǎcajne etape u obrazovanju svakog profesionalnog računarca, ali i
matematǐcara.

Na fakultetu na kome predajem (a prema najnovijoj verziji studijskih pro-
grama u trenutku pisanja ovog teksta), mešavina ove dve teorije poprima dve
inkarnacije: prva je kursI152: Analiza algoritamana III godini osnovnih stu-
dija informatike, dok druga pod imenomTeorija algoritamafiguriše kao izborni
predmet na doktorskim studijama iz matematike. Moja je nada daće ova knjiga
náci svoju primenu u odnosu na oba predmeta — naravno, u različitim ulogama.
Ona je prvenstveno koncipirana kao osnovni udžbenik za prvi od dva navedena
kursa. Kada je u pitanju drugi predmet, ona treba da posluži kao polazna os-
nova za daljěsirenje i produbljivanje znanja. Tǒsirenje mǒze krenuti u vécem
broju pravaca: ka dubljem izučavanju teorije algoritama kao grane matematičke
logike (pre svega kroz detaljnije ispitivanje fenomena rekurzije), ka napredni-
jim konceptima dizajna i analize algoritama (kaošto su to paralelni, slǔcajni i
aproksimativni algoritmi, kriptografija, itd.), ili, na primer, ka istraživanjima u
vezi algoritamskih problema u algebri.

S druge strane, treba naglasiti da je misija teorije algoritama i njihove slože-
nosti u sklopu studija informatike značajno drugǎcija od one koju ima predmet
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viii Predgovor

Strukture podataka i algoritmi. Upoznavanje sa bazičnim fondom struktura po-
dataka, algoritamskih ideja i tehnika, predstavlja na odre-deni nǎcin ”temelj”
programerske tehnologije, skup osnovnih alatki u dizajnu softvera. Me-dutim,
teorija algoritama predstavlja nastavak i nadgradnju ovih znanja: njen cilj je da
sa aspekta matematičke nauke kao vrhunskog analitičko-interpretativnog sred-
stva osvetli samu suštinu pojma algoritma, te da usvojene tehnike uklopi i uje-
dini u jednuširu sliku informatike kao racionalne i sistematske (a nead hoc)
ljudske delatnosti. Moje je najdublje uverenje da —čak i kada matematički
koncepti i metode nisu eksplicitno prisutni u razvoju informacionih tehnologija
— upravomatematǐcki stil razmišljanja jeste onaj kljǔcni element koji vodi
osmǐsljenom rěsavanju ogromne većine relevantnih problema u toj oblasti. Ma-
tematǐcka konceptualzacija algoritma, jednog od ključnih informatǐckih poj-
mova, predstavlja dobar deo ”krme i busole” kojima možemo da se pouzdano
rukovodimo u traganju za naprednijim i kvalitetnijim IT rešenjima.

Imajući sve ovo u vidu,̌zeleo sam da napišem knjigu koja je u izvesnom
smislu ”minimalistǐcka”. Vécina najpoznatijih referenci iz oblasti teorije al-
goritama, odnosno teorije računske slǒzenosti (od kojih se jedan deo nalazi u
literaturi), jesu znatno obimnijǎstiva. Ovaj tekst je, me-dutim, nastao iz skripti
sa predavanja izAnalize algoritama(držanih na smerovima primenjene mate-
matike), koje sam negde od jeseni 2005. naovamo postepeno ”brusio” i usavr-
šavao. Zbog toga on obuhvata tek malo više od materijala koji se (prema ovdaš-
njim metodama nastave) može obraditi za jedan semestar: ”viškovi” (npr. dokaz
rekurzivnosti Akermanove funkcije, rekurzivne nabrojivosti rekurzivnih skupo-
va, korektnosti Dajkstrinog algoritma, Kuk-Levinove teoreme,NP-komplet-
nosti problema Hamiltonovih kontura i sl.) predstavljaju fakultativnu domaću
lektiru za ambicioznije studente. Istovremeno, hteo sam da maksimalno is-
taknem najznǎcajnije motive i ideje kojičine okosnicu kursa,̌sto ne bi bilo
mogúce da sam uďzbenik opteretio dodatnim gradivom koje se neposredno ne
uklapa u centralni tok zapleta priče. Najzad, morao sam i da opravdam naslov
knjige: ne bi valjalo da je ona premašila obim malo dǔze novele.

Matematǐcke pretpostavke za savladavanje ovog kursa nisu prevelike i one
su uobǐcajene za ovaj tip materije. Uglavnom, radi se o elementima matematičke
logike (osnovi matematičke pismenosti, iskazna i predikatska logika, prirodni
brojevi, matematǐcka indukcija, naivna teorija skupova, relacije i funkcije), kao i
o jednostavnijim konceptima i rezultatima diskretne matematike (reči, skupovi i
multiskupovi, particije i druge osnovne kombinatorne konfiguracije, rekurentne
relacije, grafovi i digrafovi). Pǒzeljno je (iako ne i neophodno) neko iskustvo
sa polaznim kursevima programiranja.
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1.4 Rěci i prirodni brojevi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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3.1 Osnovni model Tjuringove mašine . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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4.1 Euklidov algoritam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .84
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1
Pojam algoritma

1.1 Malo istorije: poreklo re či algoritam

Rěc algoritam(eng.algorithm1) je latinizovani oblik prezimena jednoǧcoveka.
U pitanju jeAbu Ďzafar Muhamed ibn-Musaal-Horezmi (≈780–850), astro-
nom, astrolog, geograf i jedan od prvih značajnih srednjevekovnih arapskih2

matematǐcara. Ro-den je u Horezmu (danas Hiva, Uzbekistan), u tadašnjoj per-
sijskoj provinciji Horasan, a najveći deo svoǧzivota proveo je radéci kao naǔc-
nik u Bagdadu u tzv.Kući mudrosti3. U naslovu njegovog najpoznatijeg i naj-
znǎcajnijeg dela,Al-kitab al-muhtasar fi hisab al-ďzabr val-mukabala(“Sažeta
knjiga o rǎcunanju putem dopunjavanja i uravnoteženja”, u latinskom prevodu:
Liber algebræ et almucabalæ) krije se koren jǒs jednog osnovnog termina sav-
remene matematike:algebre. Zaista, al-Horezmijeva “Sažeta knjiga”, napisana
oko 820. godine, predstavlja zbir i sistematizaciju tada poznatih veština u rěsa-
vanju algebarskih jednačina. Pod time, naravno, podrazumevamo kvadratne

1U XIX veku i početkom XX veka u upotrebi je bio i terminalgorism.
2Al-Horezmi je poreklom bio Persijanac, ali celokupna njegova delatnost predstavlja doprinos

razvoju arapske kulture.
3Kuća mudrosti,bejt al-hikma, velika dvorska biblioteka, osnovana je u drugoj polovini VIII

veka, kada je prestonica Arapskog carstva premeštena iz Damaska u Bagdad dolaskom dinastije
Abasida na vlast 750. godine. Najplodnije godine rada al-Horezmija vezuju se za vladavinual-
Mamuna(813–833), sedmog kalifa ove dinastije, koji je po majci bio persijskog porekla, i koji je
do dolaska na presto bio guverner Horasana.

1



2 GLAVA 1: Pojam algoritma

jednǎcine, koje al-Horezmi deli nǎsest osnovnih tipova, do kojih dolazi pri-
menama pravilaal-džabr (sabirak mǒze da pre-de na drugu stranu jednačine uz
promenu znaka) ial-mukabala(potiranje istih sabiraka na obe strane jednačine).
Próci ćečitavih sedam vekova pre negoštoće italijanska renesansna matematika
učiniti korak dalje otkrícem postupaka za rešavanje jednǎcina tréceg i četvrtog
stepena.

Me -dutim, za nastanak reči “algoritam” od ključne vǎznosti je drugo naj-
znǎcajnije delo al-Horezmija. Arapski original ovog spisa je izgubljen i ono je
sǎcuvano samo u latinskom prevodu iz prve polovine XII veka.Čak je i taj latin-
ski prevod nekompletan (nedostaje nekoliko prvih stranica, pa stoga naslov dela
nije pouzdano uvr-den), a tekst na prvoj sačuvanoj stranici pǒcinje rěcima:Dixit
Algorismi:. . . (“Kaže al-Horezmi:...”). Kasnije, knjizi je dat latinski naslov
Algorismi de numero Indorum(“Al-Horezmi o indijskoj věstini rǎcunanja”), a
pretpostavlja se (na osnovu drugih izvora) da je izvorni naslov glasioAl kitab al-
džam val-tafrik bi hisab al-Hind(“Knjiga o sabiranju i oduzimanju u indijskom
računu”).

Otkud ta “indijska věstina rǎcunanja” u bagdadskoj Kući mudrosti? Naime,
VII vek i prva polovina VIII veka predstavljali su vreme pojave i brzogširenja
nove religije na svetskoj mapi:islama. Osnivǎc islama, prorok Muhamed je
do smrti 632. godine uspeo da ujedini celo arapsko poluostrvo, na kome su do
tadaživela vǐse-manje nepovezana nomadska plemena. Muhamedovi nasled-
nici, kalifi 4, osvajanjima su znatno proširili teritoriju arapske dřzave, koja se na
vrhuncu móci prostirala od Atlanskog okeana, pa sve do reke Ind. 637. godine,
Arapi su osvojili Persiju, zbaciv̌si poslednjeg vladara sasanidske dinastije. Ovaj
doga-daj je znǎcajan kako sa stanovišta ogromnog uticaja drevne persijske civi-
lizacije i njenih tekovina koje su Arapi asimilovali, tako i u pogledu kontakta sa
dostignúcima indijske kulture. Jedno od za nas najznačajnijih takvih dostignúca
bio je pozicioni brojevni sistem sa deset simbola:

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Ove simbole su Arapi nazvaliindijske cifre. Kasnije, zaslugom upravo al-
Horezmija, indijski decimalni sistem računanja je ǔsao u praktǐcnu upotrebu
u celom arapskom svetu.

4Većinska denominacija unutar islama,suniti, smatraju kalife za legitimne naslednike
Muhameda, kao istovremene nosioce duhovne i svetovne vlasti u tadašnjem islamskom svetu.
Me -dutim, šiiti smatraju da duhovno vo-dstvo i pravo na tumǎcenje islamskog ǔcenja pripada
isključivo Muhamedovim potomcima,́cerki Fatimi Zahri i zetu Aliju (koji je, inǎce, biočetvrti
kalif), dok su kalifi (sa izuzetkom Alija) priznati samo kao svetovni vladari.
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S druge strane, Arapi su 711. godine preko Gibraltara upali u Evropu, da bi
ih tek 732. porazio franǎcki vojskovo-da Karlo Martel (deda Karla Velikog) u bici
kod Poatjea. Njihovo napredovanje je zaustavljeno, aliće Arapi (u Evropi tada
poznati pod imenom Mavri) ostati na Iberijskom poluostrvu narednih sedam
i po vekova5. Kao politički i kulturni centar mavarskěSpanije nametnuo se
grad Kordoba, u kome su delovali mnogi učeni ljudi tog vremena.Čak i kas-
nije, tokom opadanja mavarske moći (ključni doga-daj u tom smislu je osva-
janje Toleda od strane hrišćana 1085. godine), Kordoba i Toledo su bili centri
u kojima se odvijalo prevo-denje velikog broja arapskih rukopisa na latinski.
Upravo na taj nǎcin je nastao i prevodAlgorismi de numero Indorum, a is-
tim putem je za današnja pokolenja sǎcuvana (posredstvom arapskih prevoda
sǎcinjenih u Kúci mudrosti) vécina dela Aristotela, Euklida, Ptolemeja ičitavog
niza drugih antǐckih filozofa i matematǐcara, kao i drugih filozofskih i naučnih
spisa starogřckog, arapskog i indijskog porekla. Tako je početkom XII veka
Evropa po prvi put dǒsla u dodir sa indijskim ciframa, koje su (iz sada sasvim
razumljivih razloga) Evropljani nazvaliarapske cifre. Arapski decimalni sis-
tem je bio daleko praktičniji i lakši za upotrebu od nezgrapnih rimskih brojeva.
Stogaće sa renesansom i reformacijom, kao i ubrzanim ekonomskim razvojem
Evrope kojiće uslediti — prvenstveno u vidu rapidnog jačanja trgovine i prve
pojave manufakturnog kapitalizma — arapski brojevi u praksi potpuno istisnuti
rimske, kojiće zadřzati samo protokolarnu, ali ne i upotrebnu vrednost.

Tako su, istorijski gledano, udareni temeljipojma algoritma, koji je prvo-
bitno oznǎcavao věstinu rǎcunanja pomócu arapskih (indijskih) cifara.

1.2 Intuitivni pojam algoritma

Svrha svakog algoritma jeste rešavanje odre-denogproblema. Svaki problem od-
likuju dve karakteristike:ulazni i izlazni podaci. Ovi podaci jesu matematički
objekti koji pripadaju nekom konačnom ili prebrojivom skupu, dok se sam
problem sastoji u iznalǎzenju odre-dene uzrǒcno-posledǐcne veze izme-du ulaza i
izlaza, metodologije kojom se ulazne veličine transformǐsu uželjeni (matema-
tički definisan) rezultat. Zbog toga je najpogodnije da intuitivni pojam prob-
lema matematički formalizujemo kroz koncept diskretne funkcije (funkciječiji
su domen i kodomen najviše prebrojivi).

5755. godine, pet godina nakon svrgavanja sa vlasti u Arapskom carstvu, dinastija Omajadaće
osnovati nezavisni kalifat sa prestonicom u Kordobi. Tekće 1492. Ferdinand Aragonski osvojiti
Kraljevinu Granadu, poslednju islamsku državu na tluŠpanije.
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Sa stanovǐsta informatike i ljudske prakse uopšte, najinteresantniji su oni
problemičije se rěsavanje (transformacija ulaza u izlaz) odvija na automatizo-
van, ”jednoobrazan”, rutinski način. Drugim rěcima, posmatramo one probleme
koji se mogu rěsiti upotrebomalgoritama, tj. primenom standardizovanih postu-
paka rǎcunanja,̌sto u krajnjoj liniji omogúcava da se posao rešavanja problema
prepusti rǎcunskim mǎsinama. Na nivou diskretnih funkcija kao apstraktnog
modela problema, to znači da tragamo za klasom funkcija koje po svojim svoj-
stvima odgovaraju našim (nematematičkim) intuitivnim kriterijumima algori-
tamske izrǎcunljivosti. Te funkcije naǰcěsće oznǎcavamo terminomizračunljive
funkcije(eng.computable functions).

Naravno, neizostavno se nameće pitanje o matematičkom konceptu (tj. ma-
tematǐcki definisanoj potklasi diskretnih funkcija) koji treba opredeliti intuitiv-
nom pojmu izrǎcunaljive funkcije, tako da odabrani koncept najbolje odgovara
nǎsim zamislima i potebama. Bitno je naglasiti da je svaka odluka ili dogovor
po tom pitanjučin koji po svom karakteru lězi van okvira matematike, jer se
radi upravo o tome da se neki matematički formalizovan objekatpo konvenciji
izjednǎci sa pojmom algoritma — dakle, idejom koja u suštini pripada domenu
ljudske psihologije. Zbog toga je pitanje matematičke konceptualizacije pojma
izračunljivosti mnogo vǐse upúceno filozofiji nauke, nego samoj nauci.

Donald E. Knuth(Donald Knut, 1938) u uvodu svoje izuzetno uticajne
monografijeThe Art of Computer Programming[20], ističe pet kljǔcnih svoj-
stava intuitivnog pojma algoritma:

• ulaz,

• izlaz,

• konǎcnost,

• definitnost (odre-denost),

• efektivnost.

Prve dve osobine — postojanje uzlaza i izlaza — govore zapravo o tome
da su algoritmi sredstvo za rešavanje problema. Na primer, u Euklidovom al-
goritmu ulaz se sastoji od dva pozitivna cela broja, dok je izlaz njihov najveći
zajednǐcki delilac. S druge strane, u algoritmima za pretraživanje grafova ulaz
se sastoji iz konǎcnog (orijentisanog ili neorijentisanog) grafaG i dva čvora
s, t ∈ V (G), dok je izlaz binaran (DA ili NE) u zavisnosti od toga da li postoji
puts Ã t u grafuG.
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U nǎcelu, od algoritma ǒcekujemo da bude niz intuitivno jasnih koraka.
Zahtevkonǎcnostipostulira da broj tih elemenatrnih koraka mora biti konačan.
U tome se algoritam razlikuje od procesa: proces može biti jasno definisan,
ali beskonǎcan niz koraka. Na primer, iterativni postupak za rešavanje neke
jednǎcine (kaošto je to Njutnov postupak) nije algoritam, već je u pitanju
(beskonǎcan) proces rǎcunanja. Me-dutim, definisanjem margine greške, on
postaje (numerički) algoritam za priblǐzno rěsavanje posmatrane jednačine, jer
konvergencija postupka garantuje daće se nakon konačno mnogo iteracija dóci
do zadovoljavajúceg priblǐznog rěsenja.

Definitnost izražava potrebu da svi pomenuti koraci algoritma budu pre-
cizno i nedvosmisleno formulisani, te da su lišeni svih oblika subjektivnosti.
Izme-du ostalog, definitnost jeste jedna od glavnih razlika izme-du algoritma i
(kulinarskog) recepta. Ǒcekujemo da koraci algoritma budu do te mere egzaktno
odre-deni da se oni bez ikakvih daljih interpretacija mogu sprovesti na računaru.
Programski jezici predstavljaju tipičan primer sredstva kojim se ostvaruje zahtev
za definitnǒsću.

Najzad, ǒcekujemo da algoritmi buduefektivni: koraci koji čine algori-
tam moraju biti dovoljnoelementarni, a ceo tok algoritma (bar u načelu) lako
proverljiv od straněcoveka.

1.3 Reči i jezici, formalizacija problema

Pre negošto se opredelimo za matematički model izrǎcunljivih funkcija, iz
tehnǐckih razloga je zgodno da najpre malo preciziramo reprezentaciju samih
problema.

Najpre, svaki matematički objekat — pa tako i ulazni i izlazni podaci nekog
problema — reprezentuje se kao konačan niz simbola. Svi simboli koji stoje na
raspolaganju za zapisivanje odre-denog tipa objekatǎcineazbuku. S obzirom na
zahteve koje smo postavili u vezi sa intuitivnim pojmom algoritma, sve azbuke
koje razmatramo moraju biti konačne ili prebrojive.

Polazéci od simbola azbukeΣ, mǒzemo graditi konǎcne nizove elemenata
Σ, koje zovemoreči. Pri tome je uobǐcajeno da se pri zapisivanju reči ne
koriste nikakvi dodatni simboli za razdvajanje elemenata niza, tako da se u
slučaju Σ = {a, b} jedna od rěci nadΣ kraće zapisuje kaoabbababa umesto
(a, b, b, a, b, a, b, a). Skup svih rěci nadΣ oznǎcava se saΣ∗, što ukljǔcuje i
praznu rěc λ (niz dǔzine0).

JezikL (nadΣ) je proizvoljan skup rěci, L ⊆ Σ∗.
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Prema tome, ako jeΣ azbuka kojom je zapisan neki problem, tada ulazne
i izlazne podatke mǒzemo posmatrati kao elemente skupaΣ∗. Naravno, ne
mora pri tome svaka reč iz Σ∗ predstavljati smislen zapis ulaznog podatka
nǎseg problema. Na primer, ako posmatramo problem u kome je ulazni po-
datak iskazna formulaφ, a izlaz npr. binarni zapis broja različitih valuacija
za kojeφ ima vrednost>, tada kao azbuku ovog problema možemo definisati
Σ = {¬,∧,∨,⇒,⇔, (, ), x1, x2, x3, . . . , 0, 1}. Jasno,φ = ¬x1 ∨ (x2 ⇒ x3)
jeste korektno izgra-dena iskazna formula nad datom azbukom i pri tome je
f(φ) = 111 (gde jef funkcija koja modelira dati problem), dokx15)(⇔ x6¬0
i 1 ∧ ∨ ⇒)x26 jesu rěci nadΣ, ali ne predstavljaju zapise iskaznih formula.

Bez velikog umanjenja opštosti, mǒzemo nǎse posmatranje problema svesti
na slǔcaj kada svaki problem imajedanizlaz, tj. kada izlazne podatke tretiramo
kao jedinstven objekat. Ako jeΣ azbuka uǒcenog problema, an broj ulaznih
podataka, tada taj problem možemo poistovetiti sa nekom parcijalnom funkci-
jom

f : (Σ∗)n → Σ∗.

Oblast definisanosti funkcijef je domen problema, a elementi domena suin-
stance6. U prethodnom primeru smo imalin = 1, funkcijaf je bila definisana
samo za rěci koje jesu zapisi iskaznih formula, a kodomen smo bez suštinskih
izmena mogli suziti i na skup{0, 1}∗. Ta funkcija je ǒcigledno izrǎcunljiva, jer
ako po-demo od formuleφ, sastavimo njenu istinitosnu tablicu, prebrojimo broj
simbola> u poslednjoj koloni i zapišemo taj broj u binarnom sistemu, dobi-
jamof(φ). S druge strane, za sve nabrojane potprobleme postoje dobro poznati
algoritmi koji ih rěsavaju.

Posebnu klasǔcine problemi kod kojih je izlazni podatak binaran (DA/NE),
tj. kod kojih se pitamo da li objekat (ili objekti) predstavljeni ulaznim podatkom
imaju ili nemaju neko svojstvo. To su tzv.problemi odlǔcivanja. Njihovo
matematǐcko modeliranje se dodatno pojednostavljuje. Naime, primetimo da
je problem odlǔcivanja u potpunosti odre-den sa dva jezika: domenom problema
Γ ⊆ Σ∗ i skupomL ⊆ Γ svih instanci koje rezultuju izlazom DA. Stoga prob-
lem odlǔcivanja i pǐsemo kao par(Γ, L). U slǔcajuΓ = Σ∗ dobijamo upravo
problem pripadnosti (eng.membership problem) za jezikL: za datu rěc w ∈ Σ∗

pitamo se da liw ∈ L. Tako se op̌sti problem odlǔcivanja svodi na dva problema
pripadnosti jezika: najpre za jezikΓ, putem kojeg se utvr-duje da li je data rěc
uop̌ste instanca posmatranog problema (npr. da li je u pitanju korektno konstru-

6Uvo -denje parcijalnih funkcija je neophodno upravo iz razloga opisanih u prethodnom pa-
susu: nije neophodno da svaki niz reči nadΣ predstavlja instancu za razmatrani problem.
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isana iskazna formula), a zatim zaL, putem kojeg se dobija rešenje problema
za rěci koje predstavljaju instance.

1.4 Reči i prirodni brojevi

Pored prikazanog ”lingvističkog” pristupa formalizaciji pojma problema koji je
baziran na konceptima iz teorije formalnih jezika, postoji i drugi, ”aritmetički”
pristup koji je u pojedinim situacijama pogodniji i pregledniji, naročito kada su
u pitanju same matematičke osnove teorije izrǎcunljivosti. Osnovna ideja je da
se ulazni i izlazni podaci problema prikažu kao prirodni brojevi, tj. elementi
skupaN = {0, 1, 2, 3, . . .}.

Neka je data konǎcna azbukaΣ = {a1, . . . , ak}. Definǐsemo bijekciju|| · || :
Σ∗ → N tako da je||λ|| = 0, dok je zaw = aα1 . . . aαn (n > 1),

||w|| = α1k
n−1 + . . . + αn−1k + αn.

Ova bijekcija redom lista rěci nadΣ dužine0, 1, 2, . . . pore-dane (unutar svake
grupe) po ”leksikografskom” redosledu.

Na ovaj nǎcin, svakoj (parcijalnoj) funkcijif : (Σ∗)n → Σ∗ pridružujemo
(parcijalnu) aritmetǐcku funkciju||f || : Nn → N datu sa

||f ||(||w1||, . . . , ||wn||) = ||f(w1, . . . , wn)||

za sve(w1, . . . , wn) iz domenaf . Tako-de, svaki jezikL ⊆ Σ∗ možemo identi-
fikovati sa skupom brojeva

||L|| = {||w|| : w ∈ L}.

S druge strane, zapis prirodnih brojeva se u nekom (binarnom, decimalnom,
heksadecimalnom,. . . ) brojevnom sistemu nije ništa drugo nego rěc nad skupom
svih cifara kao azbukom. Prema tome, aritmetičke funkcije tako-de mǒzemo
koristiti kao formalne modele problema, dok probleme odlučivanja mǒzemo
reprezentovati podskupovima skupaN.

1.5 Nastanak teorije algoritama i Čerčova teza

Pǒcetak XX veka doneo je pravu revoluciju u razvoju matematičke logike. Is-
traživanja usmerena na same osnove matematičke metodologije i njenog jezika
počela su da zaokupljaju matematičare (kao npr. Ďzorďza Bula) véc polovinom
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XIX veka, i ta stremljenja bila su krunisana krajem veka pojavom Kantorove
teorije skupova. Me-dutim, ubrzo su uǒcene sǔstinske logǐcke slabosti te teorije,
poznate kaoparadoksiteorije skupova (npr. Raselov paradoks i drugi). Kao
odgovor na probleme koji su se javili u samim temeljima matematičke nauke, a
inspirisan monumentalnim delomPrincipia Mathematica[50] Vajtheda i Rase-
la, pojavio se pokret unutar matematike (i filozofije matematike)čiji je cilj bio
da celokupnu matematiku svede nasintaksu, skup formalnih pravila za mani-
pulaciju matematǐckim simbolima, nezavisno odsemantike, smisla i znǎcenja
koje pridajemo tim simbolima. Naravno, cilj tog pokreta bio je da se eliminišu
logički paradoksi koji su se javljali u sve većem broju, i da se na taj način —
uvo-denjem ”reda i zakona” u matematičke teorije — sama matematika postavi
na zdravije osnove. Ovaj pokret je u istoriji matematike postao poznat kaofor-
malistǐcki program. Upravo zahvaljujúci ovom programu dǒslo je do velikog
razvitka matematičke logike, ǎsto je u krajnjoj liniji vodilo pojavi rǎcunarstva
kao naǔcne discipline.

Predvodnik formalistǐckog pokreta bio je nemački matematǐcarDavid Hil-
bert (1862–1943), najuticajniji matematičar kraja XIX i pǒcetka XX veka. Hil-
bert je verovao u bezgranične mogúcnosti ljudskog saznanja i to uverenje ilus-
truje i natpis na njegovom nadgrobnom spomeniku:Wir müssen wissen, wir
werden wissen7. Formalisti su smatrali da se do svake matematičke istine mǒze
doći unutar neke aksiomatske teorije, dakle polazeći od izvesnog broja aksioma i
pravila izvo-denja koja se primenjuju na mehanički nǎcin. To je, izme-du ostalog,
znǎcilo i da su Hilbert i formalisti (kao i mnogi matematičari pre njih) verovali
da za svaki (adekvatno formulisan) problem postoji algoritam koji ga rešava.
Zaista, maksimalni cilj formalističkog programa bio je konstrukcijadokazivǎca
teorema— algoritma koji bi za svaku teoremu neke formalne teorije dao njen
formalni dokaz, dok bi za preostale formule saopštavao da one nisu posledice
datih aksioma.

Na primer, jedna od ”najpopularnijih” formalnih teorija tog vremena bila
je Peanova aritmetika(PA), koja je zamǐsljena da slǔzi kao formalna osnova
teorije brojeva. U skladu sa formalističkim idejama, smatralo se da je sistem
aksioma PA dovoljan kako bi se na automatski (tj. algoritamski) način izvela
sva tvr-denja koja vǎze na strukturi prirodnih brojevaN.

Me -dutim, ovi ambiciozni ciljevi formalistǐckog projekta dǒziveli su potpuni
krah. 1931. godine, mladi austrijski matematičarKurt Gödel(Kurt Gedel, 1906–
1978) objavljuje svoja otkrića [11] koja su stavila tǎcku na sva nadanja Hilberta

7Mi moramo saznati, mícemo saznati. (nem.)
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i formalista. Naime, ispostavilo se da postoje tvr-denja (tj. formule prvog reda)
koje vǎze uN, ali ipak nisu teoreme formalne teorije PA! Ali, tu se nije radilo
samo o pukom propustu, manjkavosti u formulaciji PA koja bi se mogla ”zakr-
piti” dodavanjem novih aksioma. Gedel je zapravo dokazao da ukoliko po-demo
od bilo kojeg skupa formulaΘ koje vǎze naN takvog da:

• Θ prǒsiruje PA, tj. sadřzi sve njene aksiome, i

• postoji algoritamkoji rešava problem pripadnosti date formuleψ skupu
aksiomaΘ (a to je osnovni zahtev da bismo uopšte imali aksiomatsku
teoriju),

tada uvek postoji formulaφ takva daφ važi naN, ali nije formalna posledica
od Θ. Drugim rěcima,ne postoji aksiomatska teorija koja potpuno formalizuje
prirodne brojeve. Kao direktna posledica, dobija se da ne postoji algoritam
koji bi za datu formuluφ odlučivao da liN |= φ. Dakle, problem odlǔcivanja
za teoriju struktureN nije algoritamski rěsiv (kǎzemo jǒs da je teorijaTh(N)
neodlǔciva). Bio je to prvi algoritamski nerěsiv problem u istoriji matematike.

Naravno, ovi rezultati su u prvi plan izbacili već pomenuto pitanje o mate-
matǐckom modelu intuitivnog pojma algoritma. Sam Gedel je pažljivo anali-
zirao taj pojam i kao njegov matematički ”pandan” odabrao(parcijalno) rekur-
zivne funkcije, posebnu klasu aritmetičkih funkcija kojećemo izǔcavati u na-
rednoj glavi. Tako, Gedel u svojim dokazima nematematičko tvr-denje ‘ne pos-
toji algoritam koji rěsava problem’ zamenjuje sa ‘aritmetička funkcijaf (koja
modelira problem u smislu prethodnog odeljka) nije rekurzivna’. Stoga njegova
teorema nekompletnosti aritmetikeglasi: ne postoji konzistentno rekurzivno
prǒsirenje PA koje aksiomatizuje teoriju prirodnih brojeva.

Nedugo zatim, pojavio sěcitav niz sistema koji su predlagani za formalni
okvir koncepta algoritamske izračunljivosti. Najpre su američki matematǐcari
Alonzo Church(Alonzo Čeřc, 1903–1995) iStephen C. Kleene(Stiven Klini,
1909–1994) sredinom tridesetih godina razviliλ-račun, formalni sistem koji
leži u osnovi vécine funkcionalnih programskih jezika. Aritmetičke funkcije
koje je ovaj sistem mogao da računa bile su upravo Gedelove rekurzivne funkci-
je. Čeřc je smatrao da je tǎcinjenica vǐse od puke koincidencije,̌sto ga je
verovatno navelo da 1936. godine u radu [5] predloži konvenciju, ”dogovor”
(danas poznat pod imenom̌Ceřcova teza) da seintuitivni pojam algoritma pok-
lapa saλ-izračunljivoš́cu / rekurzivnim funkcijama. Me-dutim, samo nekoliko
nedelja nakoňsto jeČeřcov rad izǎsao izštampe, engleski matematičarAlan M.
Turing (Alan Tjuring, 1912–1954) podneo je uredništvu časopisa Londonskog
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matematǐckog drǔstva svoj rad [47] u kojem uvodi koncept izračunljivosti preko
računskog modela, idealizacije rǎcunske mǎsine kojaće kasnije postati poznata
pod imenomTjuringova mǎsina. Za recenzenta Tjuringovog rada odabran je
upravoČeřc, i na njegov predlog, Londonsko matematičko drǔstvo je zahtevalo
od Tjuringa da dopuni svoj rad takošto bi svoj koncept izrǎcunljivosti uporedio
saλ-računom. Tjuring je to ubrzo i ǔcinio, i ispostavilo se da su ta dva sistema
potpuno ekvivalentna po računskoj móci. Tako je nastala ”Tjuringova verzija”
Čeřcove teze (̌Ceřc-Tjuringova teza): problem je algoritamski rěsiv ako i samo
ako se mǒze rěsiti (isprogramirati) na Tjuringovoj mašini.

Iste 1936. godineEmil L. Post(1897–1954) uvodiPostove sisteme, od kojih
su kasnije razvijeneformalne gramatike, a osim toga su se pojavili ikombina-
torna logika, normalni algoritmi Markova, mǎsine Minskog, while programi,
kao i mnogi drugi formalizmi. Svi ovi sistemi računanja su ekvivalentni u
smislu da mogu da simuliraju jedni druge, te da je klasa diskretnih funkcija
koje ti sistemi mogu da izrǎcunavaju ista u svim slǔcajevima. Prema tome, reč
je o jednoj izuzetno robusnoj klasi funkcija, ”otpornoj” na prilično radikalne
promene rǎcunskih modela,̌sto sve sugeriše da je u pitanju upravo tražena
klasa izrǎcunljivih funkcija. Savremena interpretacijǎCeřcove teze izrǎzava
upravo to uverenje: da fenomen simultano obuhvaćen svim pobrojanim for-
malizmima odgovara našoj intuitivnoj ideji o izrǎcunljivosti. U ravni filozofije
nauke,Čeřcova teza bi se mogla pobiti jedino ukoliko bi neko prezentovao
postupak oko koga bi postojala opšta saglasnost da zadovoljava kriterijume
algoritma, a koji ne bi mogao, na primer, biti implementiran na Tjuringovim
mǎsinama. Iako nǎcelna osporavanjǎCeřcove teze ne prestaju sve do današnjih
dana, niko do sada nije uspeo da prona-de takav postupak.

Tako, 1936. mǒzemo uzeti za godinu ro-denja nove discipline —teorije al-
goritama (eng. theory of algorithms, a ponekad je u upotrebi i terminteorija
izračunljivosti, eng. computability theory). Po Donaldu Knutu, teorija algori-
tama jeste oblast nauke koja se prvenstveno bavi pitanjem postojanja ili nepos-
tojanja algoritama koji rěsavaju pojedine probleme; kao takva, ona leži u sferi
matematǐcke logike. Pojava elektronskih računara nakon II svetskog rata (u
čemu je Tjuring ponovo imao ne malu ulogu) dala je ogroman podstrek i oprav-
danje teoriji algoritama, ali je i dala doprinos pojavi nove grane koja se bavi
algoritmima. Budúci da je sa stanovišta prakse najinteresantniji pristup pojmu
izračunljivosti putem rǎcunskog modela (kaǒsto je to Tjuringova mǎsina ili
neka sofisticiranija idealizacija računara, npr.RAM mašina), otvara se pitanje
ne samo egzistencije algoritma za rešavanje nekog problema, već i njegove
efikasnosti. Naime, implementacija algoritma na nekom računskom modelu
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troši resurse tog modela, prvenstveno (procesorsko) vreme i prostor (memo-
riju). Taj utrǒsak se meri u odnosu na dimenzije ulaznih podataka i naziva se
vremenska / prostorna složenostrazmatranog algoritma. Naravno, složenost
jeste kvalitet koji se vezuje za pojedinačni algoritam, ali postoje ograničenja
u tom smislu koja su svojstvena samom problemu koji se rešava. Ovakvim
pitanjima se bavianaliza algoritama(eng.analysis of algorithms, ili teorija
računske slǒzenosti, eng.computational complexity theory). Analiza algoritama
predstavlja jedan od kamena temeljacateorijskog rǎcunarsva(eng.theoretical
computer science), a od matematičkih metoda najvǐse koristi tehnike diskretne
matematike, matematičke logike i teorije formalnih jezika.

U preostalih pet glava ovog teksta dotaći ćemo neka osnovna pitanja kako
teorije, tako i analize algoritama. U naredne dve glave upoznaćemo principe
teorije rekurzivnih funkcija, kao i pojedinosti u vezi Tjuringovih mašina, koje
su glavna pretpostavka za izučavanje rǎcunske slǒzenosti. Učetvrtoj glavićemo
prikazati algoritme za rěsavanje nekoliko najpoznatijih problema koji rade u
polinomnom vremenu u odnosu na veličinu ulaznih podataka. Najzad, posled-
nje dve glave su posvećene znǎcajnom fenomenu nedeterminizma, tj. konceptu
nedeterministǐckog algoritma. Posebnu pažnju obratícemo na tzv.NP-komplet-
ne probleme: pitanje mogućnosti sǔstinskog ubrzanja algoritama za rešavanje
ovih problema predstavlja jednu od ključnih nepoznanica savremenog teorij-
skog rǎcunarstva.



2
Rekurzivne funkcije

Kao što smo to véc pomenuli u prethodnoj glavi, Kurt Gedel je 1931. go-
dine, tragajúci za adektvatnim matematičkim modelom izrǎcunljivih funkcija,
izučavaorekurzivne funkcije8. U ovoj glavi prikazujemo neke osnovne elemente
te teorije. Najprécemo upoznati jednu značajnu klasu rekurzivnih funkcija,
prosto rekurzivne funkcije.

2.1 Prosto rekurzivne funkcije

Klasa prosto rekurzivnih funkcija definiše se induktivnim putem. Najpre defini-
šemo tzv.osnovne funkcije:

(1) unarnanula funkcijadata saN(x) = 0 za svex ∈ N,

(2) sledbenǐcka funkcijadata saS(x) = x + 1, x ∈ N,

(3) n-arne projekcije, funkcijeIn
k : Nn → N, n > 1, 1 6 k 6 n, definisane

sa
In
k (x1, . . . , xn) = xk

za svex1, . . . , xn ∈ N.

8Paralelno sa Gedelom, rekurzivne funkcije je sa sličnom motivacijom razmatrao iJacques
Herbrand(Žak Erbran, 1908–1931).

12
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Polazéci od navedenih funkcija, konstruišemo nove funkcije koriseći slede-
ća dva postupka.

(1) Kompozicija funkcija.Pretpostavimo da su date funkcijeg : Nk → N i
h1, . . . , hk : Nn → N. Tada kǎzemo da je funkcijaf : Nn → N data sa

f(x1, . . . , xn) = g(h1(x1, . . . , xn), . . . , hk(x1, . . . , xn))

za svex1, . . . , xn ∈ N dobijenakompozicijom(slaganjem, superpozici-
jom) funkcijag, odnosnoh1, . . . , hk.

(2) Šema proste rekurzije.Neka su date funkcijeg : Nn → N i h : Nn+2 →
N. Kažemo da je funkcijaf : Nn+1 → N dobijena izg, h primenomšeme
proste rekurzijeukoliko vǎze sledéce dva uslova:

(i) f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn) za svex1, . . . , xn ∈ N,

(ii) za svex1, . . . , xn, y ∈ N važi

f(x1, . . . , xn, y + 1) = h(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y)).

Ovde se promenljivex1, . . . , xn obično zovuparametri rekurzije, dok je
y glavna promenljivarekurzije (tj. rekurzija je definisana ”poy”).

Aritmetičke funkcije koje se dobijaju od osnovnih konačnom primenom
postupaka (1) i (2) suprosto rekurzivne funkcije. Primetimo da su sve prosto
rekurzivne funkcijetotalne— domen prosto rekurzivne funkcije odn promen-
ljivih je ceo skupNn.

Šema proste rekurzije izgleda veoma neobično pri prvom susretu, pre svega
zbog svoje ”indirektnosti”. Tu je funkcija definisana ”korak po korak”, in-
duktivno: nakonšto je zadat pǒcetni uslov (uslov (i)), vrednost funkcijef u
tački S(y) = y + 1 je — funkcijom h — determinisana parametrima rekur-
zije, vrednǒsću glavne promenljive, i ”prethodnom” vrednošću funkcijef , tj.
f(x1, . . . , xn, y).

Ispostavlja se da nam je rekurzija kao postupak neophodna da bismo uopšte
definisali osnovne rǎcunske radnje na skupu prirodnih brojeva.

Primer 2.1 Od sabiranja, naravno, očekujemo da bude asocijativno, da0 bude
neutralni element, kao i da bude saglasno sa sledbeničkom funkcijom (tj. da
zbir x + 1 bude istovetan sa vrednošću S(x) za svex ∈ N). Ovi zahtevi su
već dovoljni da omogúce zadavanje binarne funkcije+ šemom proste rekurzije,
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gde je prvi sabirak parametar (radi preglednosti koristimo prefiksnu notaciju
+(x, y), pored uobǐcajene infiksnex + y):

+(x, 0) = x,

+(x, y + 1) = x + (y + 1) = (x + y) + 1 = S(+(x, y)).

Prema tome, sabiranje je dobijeno primenomšeme proste rekurzije na funkcije
g(x) = I1

1 (x) i h(x, y, z) = S(z) (u h su promenljivex, y ”fiktivne”, ali to je u
redu, jer mǒzemo formalno pisatih(x, y, z) = S(I3

3 (x, y, z))).
Što se tǐce mnǒzenja, ovde je0 zaista ”nula”,1 je neutralni element, dok·

treba da bude distributivno u odnosu na+. Stoga (ponovo uz prefiksnu notaciju)
imamo:

·(x, 0) = 0,

·(x, y + 1) = x(y + 1) = xy + x = +(·(x, y), x).

Tako je ovdeg(x) = N(x), a h(x, y, z) = +(z, x) (preciznije, u pitanju je
+(I3

3 (x, y, z), I3
1 (x, y, z))), pa je mnǒzenje prosto rekurzivna funkcija, budući

da smo upravo malopre pokazali da je to i sabiranje. ¤

S druge strane, uobičajeno oduzimanje i deljenje uopšte nisu aritmetǐcke
funkcije, pǒsto skupN nije zatvoren na ove operacije (npr.2 − 6 i 5/3 nisu
prirodni brojevi). Zbog toga uvodimo aritmetičku funkciju

.− čiji je zadatak da
”zameni” oduzimanje:

x
.− y =

{
x− y x > y,

0 x 6 y.

Primer 2.2 Najpre dokazujemo da jef(x) = x
.− 1 prosto rekurzivna funkcija.

Zaista,

f(0) = 0,

f(x + 1) = (x + 1)
.− 1 = x = I1

1 (x)

jestešema proste rekurzije koja definišef . Koristéci ovu funkciju, konstruǐsemo
šemu proste rekurzije zax

.− y:

.− (x, 0) = x
.− 0 = x,

.− (x, y + 1) = x
.− (y + 1) = (x

.− y)
.− 1 = f(

.− (x, y)).
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Prema tome, operacija
.− je prosto rekurzivna, a to je i apsolutna vrednost razlike

dva prirodna broja|x− y|, budúci se lako pokazuje da važi formula

|x− y| = (x
.− y) + (y

.− x).

¤

Kada je u pitanju deljenje, njega možemo zameniti parcijalnom funkcijom
celobrojnog deljenjabx/yc, definisanom zay 6= 0 (ili na odre-den nǎcin do-
punjenom do totalne funkcije zay = 0). Me-dutim, ovom funkcijomćemo se
pozabaviti něsto kasnije.

Zadaci.

1. Dokazati da su sledeće funkcije prosto rekurzivne:

(a) n-arna nula funkcija data saNn(x1, . . . , xn) = 0, x1, . . . , xn ∈ N,

(b) konstantna funkcija data saf(x1, . . . , xn) = a, x1, . . . , xn ∈ N,
gde jea fiksiran prirodan broj,

(c) f(x) = sg x,

(d) f(x) = sg x, funkcijaantisignum, definisana sasg 0 = 1 i sg x = 0
za svex > 0,

(e)

leq(x, y) =

{
1 x 6 y,

0 x > y,

(f)

geq(x, y) =

{
1 x > y,

0 x < y,

(g) min(x, y),
(h) max(x, y).

2. Neka jef : Nn → N prosto rekurzivna funkcija i neka sui1, . . . , in ∈
{1, . . . , n} proizvoljni brojevi. Dokazati da je tada funkcijag : Nn → N
data sa

g(x1, . . . , xn) = f(xi1 , . . . , xin)

za svex1, . . . , xn ∈ N tako-de prosto rekurzivna.

3. Date su dve funkcijef, f ′ : Nn → N čije se vrednosti razlikuju u samo
konǎcno mnogo tǎcaka. Dokazati: ako je funkcijaf prosto rekurzivna,
onda je to if ′.
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2.2 Teorema rekurzije

Naravno, glavno pitanje koje se sada postavlja jeste da li ješema proste rekurzije
uop̌ste ”legalan”, logǐcki korektan nǎcin da se definiše aritmetǐcka funkcija. Da
li u opštem slǔcaju postoji funkcija koja za datog i h zadovoljava uslove (i) i (ii)
iz definiciješeme proste rekurzije, i, ako je odgovor na to pitanje potvrdan, da li
je funkcija koja zadovoljava te uslove uopšte jedinstvena? Intuicija govori da je
tako, ali se ona mora i formalno potvrditi. Ispravnostšeme proste rekurzije kao
metode definisanja funkcija posledica je sledećeg op̌steg tvr-denja.

Teorema 2.3 (Teorema rekurzije) Neka suA i B neprazni skupovi i neka su
date funkcijeg : A → B i h : A × N × B → B. Tada postoji jedinstvena
funkcijaf : A× N→ B tako da vǎze sledéci uslovi:

(i) f(x, 0) = g(x) za svex ∈ A,

(ii) f(x, n + 1) = h(x, n, f(x, n)) za svex ∈ A i n ∈ N.

Dokaz. Najpre ćemo pokazatijedinstvenostfunkcije f (polazéci od toga da
postoji bar jedna funkcija sa traženim uslovima).

Pretpostavimo, dakle, da suf1(x, n) i f2(x, n) funkcije koje zadovoljavaju
uslove (i) i (ii). Indukcijom pon pokazujemo da za svex ∈ A važi f1(x, n) =
f2(x, n). Zaista, zan = 0 imamo

f1(x, 0) = g(x) = f2(x, 0).

Sada pretpostavimo daželjena jednakost važi za odre-denu vrednostn. Tada je

f1(x, n + 1) = h(x, n, f1(x, n)) = h(x, n, f2(x, n)) = f2(x, n + 1),

što okoňcava induktivni dokaz.
Preostaje da pokažemoegzistencijufunkcijef sa uslovima (i) i (ii).
U tu svrhu uvodimo novi pojam. Za podskupS ⊆ A × N × B kažemo da

je (g, h)-skupako vǎze sledéci uslovi:

(1) (x, 0, g(x)) ∈ S za svex ∈ A,

(2) za svex ∈ A, n ∈ N i y ∈ B takve da(x, n, y) ∈ S važi

(x, n + 1, h(x, n, y)) ∈ S.
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Očigledno, sam skupA×N×B je (g, h)-skup (̌sto pokazuje da(g, h)-skupovi
uop̌ste postoje). Tako-de, veoma lako je pokazati da je presek proizvoljne fami-
lije (g, h)-skupova tako-de(g, h)-skup (provera ovog tvr-denja se prepǔstačitao-
cima).

Oznǎcimo saF familiju svih (g, h)-skupova. Sada definišemo

f =
⋂

S∈F
S.

Drugim rěcima, u pitanju jenajmanji (g, h)-skup (imajúci u vidu zatvorenost
ove klase skupova na preseke, konstatovanu malopre). Naš cilj je da najpre
pokǎzemo da jef funkcija, a zatim i da ona zadovoljava (i) i (ii) iz formulacije
teoreme.

Da bi f bila funkcija potrebno je i dovoljno da za svex ∈ A i n ∈ N
postoji tačno jednoy ∈ B tako da je(x, n, y) ∈ f . Ovu tvrdnju dokazujemo
indukcijom pon.

Za n = 0, po uslovu (1) za proizvoljnox ∈ A imamo (x, 0, g(x)) ∈ f .
Ukoliko bismo imali (x, 0, y′) ∈ f za nekoy′ ∈ B tako da jey′ 6= g(x),
mogli bismo da posmatramo skup trojkif ′ = f \ {(x, 0, y′)}. Sada je dovoljno
primetiti da jef ′ tako-de (g, h)-skup: zaista, nijedan od gornjih uslova (1), (2)
nije narǔsen uklanjanjem trojke(x, 0, y′) iz f (uslov (2), naime, govori da pod
odre-denim pretpostavkama izvesna trojkačija je druga komponenta> 1 mora
biti u f , što nema nikakvih ”dodirnih tǎcaka” sa(x, 0, y′)). Ovo jasno protivrěci
minimalnosti skupaf .

Slično postupamo i u samom induktivnom koraku. Naime, polazimo od
pretpostavke da za proizvoljnox ∈ A postoji jedinstvenoy ∈ B tako da
(x, n, y) ∈ f . Zbog uslova (2), sledi(x, n + 1, h(x, n, y)) ∈ f . Preostaje
da se pokǎze da je nemogúce da(x, n + 1, ŷ) ∈ f za nekoŷ 6= h(x, n, y). U
suprotnom, posmatramo skup̂f = f \ {(x, n + 1, ŷ)}. Očigledno, uslov (1) iz
definicije(g, h)-skupova nije narǔsen. Me-dutim, nije narǔsen ni uslov (2), jer da
bi se to dogodilo, potrebno bi bilo da(x, n, z) ∈ f̂ , a da pri tomŷ = h(x, n, z)
(u kom slǔcaju bismo imali(x, n + 1, ŷ) 6∈ f̂ , suprotno uslovu (2)). Ali, po
definiciji f̂ i po induktivnoj pretpostavci, ovakva situacija je moguća samo ako
je z = y, pa jeŷ = h(x, n, y) — suprotno izborûy. Prema tome,̂f je (g, h)-
skup. Me-dutim, f̂ ⊂ f , pa opet imamo kontradikciju sa minimalnošću skupa
f .

Na osnovu dobijene kontradikcije, zaključujemo da jef funkcija. Zapisuju-
ći sada uslove (1) i (2) u notaciji uobičajenoj za funkcije, sledi da jef(x, 0) =
g(x) i da y = f(x, n) implicira f(x, n + 1) = h(x, n, y); drugim rěcima,
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f(x, n+1) = h(x, n, f(x, n)). Stoga je funkcijaf upravo ona koju smo ǐzeleli
da konstruǐsemo, pa je dokaz okončan. ¤

2.3 Teoreme o zbiru i proizvodu

Kao što je rekurzija jedan od osnovnih postupaka u programiranju, tako je to
i iteracija. Često smo suǒceni sa situacijom da se veličina (tj. funkcija) koju
u datoj situacijiželimo da izrǎcunamo ne dobija putem neke zatvorene for-
mule, véc ona nastaje kao rezultat iterativnog procesa: sumiranja, proizvoda
i slično. Postavlja se pitanje kakav je odnos iteracije i rekurzije. Nije teško
videti da je prva zapravo specijalni oblik druge, a formalnu potvrdu takvog vi-
-denja ilustruju i teoreme o zbiru i proizvodu, koje tvrde da suma i proizvod po
nekoj promenljivoj prosto rekurzivne funkcije daju ponovo prosto rekurzivnu
funkciju.

Teorema 2.4 (Teorema o zbiru)Neka jeg : Nn → N prosto rekurzivna funk-
cija, n > 1. Tada je funkcijaf : Nn → N definisana sa

f(x1, . . . , xn−1, xn) =
xn∑

i=0

g(x1, . . . , xn−1, i)

tako-de prosto rekurzivna.

Dokaz. Pokazujemo da sef dobija iz prosto rekurzivnih funkcija primenom
šeme proste rekurzije (poxn). Naime,

f(x1, . . . , xn−1, 0) = g(x1, . . . , xn−1, 0),

dok je

f(x1, . . . , xn−1, xn + 1) =
xn+1∑

i=0

g(x1, . . . , xn−1, i) =

=

(
xn∑

i=0

g(x1, . . . , xn−1, i)

)
+ g(x1, . . . , xn−1, xn + 1) =

= f(x1, . . . , xn−1, xn) + g(x1, . . . , xn−1, S(xn)).

Prema tome, prosto rekurzivna funkcija

h(x1, . . . , xn−1, xn, y) = y + g(x1, . . . , xn−1, S(xn))
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generǐse trǎzenušemu. ¤

Teorema o zbiru ima i uopštenja koja se odnose na granice sumiranja.

Posledica 2.5Neka jeg : Nn → N prosto rekurzivna funkcija,n > 1. Tada je
funkcijaf∗ : Nn+1 → N definisana sa

f∗(x1, . . . , xn−1, y, z) =





z∑

i=y

g(x1, . . . , xn−1, i) y 6 z,

0 y > z,

prosto rekurzivna.

Dokaz.Dovoljno je primetiti da vǎzi

f∗(x1, . . . , xn−1, y, z) = leq(y, z) ·
z

.−y∑

i=0

g(x1, . . . , xn−1, y + i).

Naime, ako jef1(x1, . . . , xn, xn+1) funkcija koja nastaje primenom teoreme
o zbiru na funkcijug1(x1, . . . , xn−1, xn, i) = g(x1, . . . , xn−1, xn + i), tada
imamo da je

f∗(x1, . . . , xn−1, y, z) = leq(y, z)f1(x1, . . . , xn−1, y, z
.− y),

odakle sledi tvr-denje. ¤

Posledica 2.6Neka sug : Nn → N i h, k : Nn−1 → N prosto rekurzivne
funkcije,n > 1. Tada je funkcijaf̃ : Nn−1 → N definisana sa

f̃(x1, . . . , xn−1) =





k(x̄)∑

i=h(x̄)

g(x1, . . . , xn−1, i) h(x̄) 6 k(x̄),

0 h(x̄) > k(x̄),

prosto rekurzivna (gde jēx = (x1, . . . , xn−1)).

Dokaz. Imajući u vidu funkciju iz prethodne posledice, dovoljno je uvrstiti
funkcije granica sumiranja:

f̃(x1, . . . , xn−1) = f∗(x1, . . . , xn−1, h(x1, . . . , xn−1), k(x1, . . . , xn−1)).

¤
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Primer 2.7 Posmatrajmo funkciju celobrojnog deljenjaq nastalu kompletira-
njem odgovarajúce parcijalne funkcijebx/yc:

q(x, y) =





⌊
x
y

⌋
y > 0,

x y = 0.

Primetimo da vǎzi:

q(x, y) =
x∑

i=1

geq(x, iy).

Naime, gornja jednakost je trivijalna zay = 0. Ako je y > 0, tada se zbir
sa desne strane sastoji od nekoliko uzasptopnih sabiraka1 iza kojih sledi niz
sabiraka0. Jasno, broj jedinica u toj sumi jednak je najvećem celobrojnom
rěsenju (poi) nejednǎcinex > iy, a to je upravobx/yc.

Odavde neposredno sledi da je funkcijarest(x, y), koja zay = 0 vraća0, a
zay > 0 ostatak pri deljenjux say, prosto rekurzivna, pǒsto je

rest(x, y) = x
.− q(x, y) · y.

Samim tim, prosto rekurzivna je i funkcijadiv, indikator deljivosti:

div(x, y) =

{
1 y | x,

0 y - x,

budúci da jediv(x, y) = sg y · sg rest(x, y). ¤

Primer 2.8 Dokazácemo prostu rekurzivnost funkcijeNZD(x, y) za koju vǎzi
NZD(0, 0) = 0, dok za ostale tǎckeNZD(x, y) vraća najvéci zajednǐcki delilac
brojevax i y (pri tome je, naravno,NZD(x, 0) = NZD(0, x) = x za svex > 0).

U tu svrhu uvodimo pomócnu funkcijuδ(x, y, z) za koju jeδ(0, 0, z) = 0
za svez ∈ N, dok je za ostale vrednosti para(x, y), δ(x, y, z) jednako najvécem
zajednǐckom deliocu brojevax i y koji nije veći od z. Po dogovorúcemo defi-
nisatiδ(x, y, 0) = 0 (kaošto će se ispostaviti, ova početna vrednost je zapravo
nebitna zǎsemu proste rekurzije koja sledi). Ukoliko je(x, y) 6= (0, 0), vrednost
δ(x, y, z + 1) se dobija izδ(x, y, z) na sledéci nǎcin:

• ako(z + 1) | x i (z + 1) | y, tada jeδ(x, y, z + 1) = z + 1;

• u suprotnom,δ(x, y, z + 1) = δ(x, y, z).



2.3 Teoreme o zbiru i proizvodu 21

Zbog toga, vǎzi jednakost:

δ(x, y, z + 1) = sg(x + y) ·
(
(z + 1)div(x, z + 1)div(y, z + 1) +

+ δ(x, y, z)sg [div(x, z + 1)div(y, z + 1)]
)
.

(Izme-du ostalog, vǎzi δ(x, y, 1) = 1 — nezavisno od toga kako smo defini-
sali δ(x, y, 0).) Time je zadatǎsema proste rekurzije zaδ, pa je rěc o prosto
rekurzivnoj funkciji. Na kraju, primetimo da je NZD dva broja6 od svakog od
njih, sem u slǔcaju kada je jedan od brojeva0. Stoga je

NZD(x, y) = δ(x, y,max(x, y)),

pa je funkcijaNZD prosto rekurzivna.
Koristéci poznatu relaciju iz teorije brojeva

NZD(x, y)NZS(x, y) = xy

koja vǎzi zax, y > 0, dobijamo da je

NZS(x, y) = q(xy,NZD(x, y)),

odakle sledi prosta rekurzivnost funkcijeNZS. Najzad, prosto rekurzivna je i
Ojlerova funkcijaϕ, pǒsto je po samoj njenoj definiciji

ϕ(x) =
n∑

i=1

sg |NZD(x, i)− 1|.

¤

Potpuno analogna teoremi o zbiru je teorema o proizvodu.

Teorema 2.9 (Teorema o proizvodu)Neka jeg : Nn → N prosto rekurzivna
funkcija,n > 1. Tada je funkcijaf : Nn → N definisana sa

f(x1, . . . , xn−1, xn) =
xn∏

i=0

g(x1, . . . , xn−1, i)

tako-de prosto rekurzivna.
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Dokaz.Šema proste rekurzije koja odre-duje funkcijuf je sledéca:

f(x1, . . . , xn−1, 0) = g(x1, . . . , xn−1, 0),

odnosno

f(x1, . . . , xn−1, xn + 1) =
xn+1∏

i=0

g(x1, . . . , xn−1, i) =

=

(
xn∏

i=0

g(x1, . . . , xn−1, i)

)
· g(x1, . . . , xn−1, xn + 1) =

= f(x1, . . . , xn−1, xn)g(x1, . . . , xn−1, S(xn)).

¤

Tako-de, i za proizvod vǎze tvr-denja koja su analogna malopre-dǎsnjim Posle-
dicama 2.5 i 2.6.

Posledica 2.10Neka jeg : Nn → N prosto rekurzivna funkcija,n > 1. Tada je
funkcijaf◦ : Nn+1 → N definisana sa

f◦(x1, . . . , xn−1, y, z) =





z∏

i=y

g(x1, . . . , xn−1, i) y 6 z,

1 y > z,

prosto rekurzivna.

Posledica 2.11Neka sug : Nn → N i h, k : Nn−1 → N prosto rekurzivne
funkcije,n > 1. Tada je funkcijaf̂ : Nn−1 → N definisana sa

f̂(x1, . . . , xn−1) =





k(x̄)∏

i=h(x̄)

g(x1, . . . , xn−1, i) h(x̄) 6 k(x̄),

1 h(x̄) > k(x̄),

prosto rekurzivna (gde jēx = (x1, . . . , xn−1)).

Primer 2.12 Na osnovu Posledice 2.10,x! je prosto rekurzivna funkcija, pošto
važi

x! =
x∏

i=1

i .

¤
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Zadaci.

1. Dokazati prostu rekurzivnost sledećih funkcija:

(a) γ(x) – broj delitelja brojax,

(b) σ(x) – zbir delitelja brojax,

(c) Pr(x) – funkcija koja vráca1 ako jex prost broj, a0 u suprotnom,

(d) π(x) – broj prostih brojeva6 x,

(e) xy (pri čemu definǐsemo da je00 = 1),

(f) x!! .

2.4 Operator minimalizacije

U prethodnim odeljcima istakli smo da rekurzija i iteracija spadaju u temeljne
postupke u izgradnji algoritama. U te postupke svakako možemo uvrstiti ipre-
traživanje: unapred nam je poznato da za dati niz parametara neki uslov (tj.
jednǎcinag(x1, . . . , xn, y) = 0) ima rěsenje u prirodnim brojevima (poy), a mi
želimo da do-demo do minimalnog rěsenja ”najprimitivnijim” mogúcim putem
— direktnom proverom. Upravo ovaj koncept formalizujeoperator minimali-
zacije.

Najprećemo definisatineogranǐceni (eng. unbounded)operator minimali-
zacije: u op̌stem slǔcaju, on deluje na parcijalne funkcije i rezultuje tako-de par-
cijalnom funkcijom. Neka jeg : Nn+1 → N parcijalna funkcija ix1, . . . , xn ∈
N proizvoljni prirodni brojevi. Pǐsemo da je

µy(g(x1, . . . , xn, y) = 0) = a

ako i samo ako jeg(x1, . . . , xn, y) definisano i razlǐcito od0 za svey < a, dok
je g(x1, . . . , xn, a) = 0. U suprotnom, vrednostµy(g(x1, . . . , xn, y) = 0) nije
definisana. Na taj način, dobijamon-arnu parcijalnu funkciju

f(x1, . . . , xn) = µy(g(x1, . . . , xn, y) = 0),

za koju kǎzemo da je dobijena izg primenom operatora minimalizacije.
Za parcijalnu aritmetǐcku funkciju f kažemo da jeparcijalno rekurzivna

ako je dobijena od osnovnih funkcija konačnom primenom kompozicije,̌seme
proste rekurzije i operatora minimalizacije. Pri tome, za kompoziciju išemu
proste rekurzije primenjene na parcijalne funkcije važe ǒcekivana ograničenja u
smislu domena funkcija koje figurišu u definiciji odgovarajúceg postupka.
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Primer 2.13 Funkcija celobrojnog deljenjaD(x, y) = bx/yc je parcijalna, jer
je definisana ako i samo ako jey 6= 0 (u Primeru 2.7 razmatrali smo njeno
kompletiranjeq(x, y), koje je prosto rekurzivna funkcija). Razmotrimo sada
(pod pretpostavkomy 6= 0) jednǎcinu

⌊
x

y

⌋
= a.

Po definiciji celog dela, ona je ekvivalentna sistemu nejednačina

a 6 x

y
< a + 1,

što je zbogy > 0 ekvivalentno sa

ya 6 x < y(a + 1).

Prema tome, trǎzena vrednosta je zapravominimalna vrednost promenljivet za
koju vǎzi uslovy(t + 1) 66 x, tj. posredi je minimalno rěsenje jednǎcine

leq(y(t + 1), x) = 0.

Otuda jeD(x, y) = µt(leq(y(t + 1), x) = 0), pa je u pitanju parcijalno rekur-
zivna funkcija. ¤

Naravno, mǒze se dogoditi da se primenom kompozicija,šema prostih re-
kurzija i operatora minimalizacije dobije parcijalno rekurzivna funkcijaf :
Nn → N čiji je domen definisanostǐcitav skupNn. Za takvu parcijalno rekur-
zivnu funkciju kǎzemo da jesvuda definisana.

Drugi nǎcin da se u nǎsem razmatranju ograničimo isključivo na totalne
funkcije jeste korǐsćenjeogranǐcenogoperatora minimalizacije, koji deluje na
totalne funkcije i rezultuje totalnom funkcijom. Radi se naprosto o tome da se
ogranǐcavamogúcnostprimene operatoraµ. Naime, neka jeg : Nn+1 → N
(totalna) aritmetǐcka funkcija, takva da je funkcijaf : Nn → N data sa

f(x1, . . . , xn) = µy(g(x1, . . . , xn, y) = 0)

tako-de totalna, tj. za svex1, . . . , xn ∈ N postojiy ∈ N tako da je

g(x1, . . . , xn, y) = 0.

Tada je, naravno, funkcijaf dobijena izg primenom operatora minimalizacije;
me-dutim, ukoliko funkcijag ne ispunjava navedeni kriterijum, tada primena
ogranǐcenog operatora minimalizacije nag nije dopuštena.
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Aritmetička funkcijaf je rekurzivnaako je dobijena od osnovnih funkcija
konǎcnom primenom kompozicije,̌seme proste rekurzije i ograničenog opera-
tora minimalizacije.

Primer 2.14 Posmatrajmo totalnu aritmetičku funkcijuf(x) = b√xc. Slično
kao i u prethodnom primeru, posmatrajmo jednačinu

b√xc = a.

Ona je ekvivalentna saa 6 √
x < a + 1 i, dalje, sa

a2 6 x < (a + 1)2.

Prema tome, zakljǔcujemo da jea najmanja vrednost promenljivey koja zado-
voljava uslov(y + 1)2 66 x, zbogčega je

f(x) = µy(leq((y + 1)2, x) = 0).

Stoga jef rekurzivna funkcija. ¤

Trivijalno, svaka rekurzivna funkcija je istovremeno i svuda definisana par-
cijalno rekurzivna funkcija. Me-dutim, vǎzi i obratno tvr-denje.

Teorema 2.15Funkcija f je svuda definisana parcijalno rekurzivna funkcija
ako i samo ako je rekurzivna.

Netrivijalna (i matematǐcki veoma suptilna) implikacija (⇒) gornje teoreme
biće dokazana u završnom odeljku ove glave.

Zadaci.

1. Dokazati da je parcijalna funkcija

f(x, y) = b y
√

xc,

definisana zay > 0, parcijalno rekurzivna.

2. Dokazati da je parcijalna funkcija

f(x, y) = blogy xc,

definisana zax > 0 i y > 2, parcijalno rekurzivna.
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2.5 Teorema o majoraciji

Pogodnost operatora minimalizacije leži u tomešto on u velikom broju slǔcajeva
omogúcava da se razmatrana funkcija izrazi preko prostijih funkcija na veoma
kompaktan nǎcin. Me-dutim, kaošto to sugerǐse pore-denje Primera 2.7 i 2.13,
upotreba operatora minimalizacije u odre-denim slǔcajevima nijeneophodna:
razmatrana funkcijaf — dobijena primenom ograničenog operatora minimali-
zacije — mǒze se dobiti iz osnovnih funkcija (možda na komplikovaniji nǎcin)
samo primenom kompozicija ǐsema proste rekuruzije (drugim rečima, f je
prosto rekurzivna). Uslove pod kojima nastupa takva situacija opisuje sledeća
teorema.

Teorema 2.16 (Teorema o majoraciji)Neka sug : Nn+1 → N i α : Nn → N
prosto rekurzivne funkcije, pričemug ispunjava uslove za primenu ograničenog
operatora minimalizacije (u odnosu na poslednju promenljivu). Neka je

f(x1, . . . , xn) = µy(g(x1, . . . , xn, y) = 0)

i neka za svex1, . . . , xn ∈ N vǎzi nejednakost

f(x1, . . . , xn) 6 α(x1, . . . , xn).

Tada jef prosto rekurzivna funkcija.

Dokaz.Za fiksirane vrednostix1, . . . , xn oznǎcimo (radi kráceg zapisa)a =
µy(g(x1, . . . , xn, y) = 0). Definǐsemo novu funkcijuh : Nn+1 → N sa:

h(x1, . . . , xn, z) =
z∏

i=0

g(x1, . . . , xn, i).

Po teoremi o proizvodu,h je prosto rekurzivna.
Klju čna primedba jeste da važi sledéca ekvivalencija:

h(x1, . . . , xn, z) = 0 ⇐⇒ z > a.

Ovaj zakljǔcak sledi na osnovu izboraa — naime, to je najmanja vrednost pro-
menljivei koja anulirag(x1, . . . , xn, i). Osim toga, po uslovima teoreme važi

a 6 α(x1, . . . , xn).
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Na osnovu gornje nejednakosti i prethodne ekvivalencije, sledi

a =
α(x1,...,xn)∑

j=0

sg(h(x1, . . . , xn, j)).

Kako izneti niz argumenata važi za proizvoljne parametrex1, . . . , xn, dobi-
jamo

f(x1, . . . , xn) =
α(x1,...,xn)∑

j=0

sg
j∏

i=0

g(x1, . . . , xn, i),

pa neposredno zaključujemo da jef prosto rekurzivna funkcija. ¤

Primer 2.17 U Primeru 2.14 zakljǔcili smo da je

b√xc = µy(leq((y + 1)2, x) = 0).

Pǒsto jeg(x, y) = leq((y + 1)2, x) prosto rekurzivna funkcija i za svex ∈ N
važi nejednakostb√xc 6 x, po teoremi o majoraciji sledi da je funkcijaf(x) =
b√xc prosto rekurzivna. ¤

Primer 2.18 (Niz prostih brojeva) Jedna od znǎcajnijih posledica teoreme o
majoraciji je prosta rekurzivnost niza prostih brojeva. Pod terminomniz pod-
razumevamo unarnu aritmetičku funkciju f : N → N. Rastúci niz prostih
brojeva oznǎcićemo sap (pri čemućemo umestop(n) često pisati ipn), tako da
je p(0) = 2, p(1) = 3, p(2) = 5, . . .

Koristimo funkciju raspodeleπ(x) koja za datox daje broj prostih brojeva
6 x (vidi Zadatak 2.3.1 (d)). Primetimo da za svex ∈ N važi

π(x + 1)− π(x) ∈ {0, 1},

pri čemu jeπ(x + 1) − π(x) = 1 ako i samo ako jex + 1 prost broj. Dakle,
π(px) = x+1 (jer su prosti brojevi6 px bǎsp0, p1, . . . , px), dok jeπ(px−1) =
x. Stoga dobijamo da jepx zapravo minimalno rěsenje (poy) jednǎcine

π(y) = x + 1.

Otuda sledi
p(x) = µy(|π(y)− (x + 1)| = 0),

pa jep(x) rekurzivna funkcija.
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Preostaje da pokažemo prostu rekurzivnost niza prostih brojeva primenom
teoreme o majoraciji. Kako bismo uspeli u tome, potrebno je dap(x) ogranǐci-
mo odozgo nekom prosto rekurzivnom funkcijomα(x). Mi ćemo pokazati in-
dukcijom pox da vǎzi nejednakost

px 6 22x
.

Očigledno, zax = 0 imamo jednakost. Sada pretpostavimo da važi pn 6
22n

za sven 6 x i dokǎzimo da jepx+1 6 22x+1
. To ćemo dobiti iz sledéce dve

nejednakosti:
px+1 6 p0p1 . . . px + 1 6 22x+1

.

Desna nejednakost sledi neposredno iz induktivne pretpostavke:

p0p1 . . . px + 1 6 220
221

. . . 22x
+ 1 = 220+21+...+2x

+ 1

= 22x+1−1 + 1 6 22x+1
.

Što se tǐce leve nejednakosti, posmatrajmo proizvoljan prost faktorp broja

p0p1 . . . px + 1.

To ne mǒze biti ni jedan odp0, p1, . . . , px (u suprotnom bismo dobili dapi deli
1 za nekoi 6 x), pa jep > px+1. Kako je, s druge strane,p0p1 . . . , px +1 > p,
slediželjeni zakljǔcak. ¤

Primer 2.19 Za x > 0, oznǎcimo saexpyx najviši stepen kojim prost brojpy

deli x, dok jeexpy0 = 0 za svey ∈ N. Uz něsto slobodniju upotrebu notacije
(a imajúci u vidu osnovnu teoremu aritmetike), tada za svakox > 0 možemo
pisati

x = p
exp0x
0 p

exp1x
1 · · · pexpix

i · · ·
Po definiciji, expyx je najvéci broj k sa osobinom dapk

y | x. Primetimo
da se taj broj mǒze istovremeno opisati i kaonajmanji broj k sa osobinom da
pk+1

y - x. Prema tome,

expyx = µk(x · div(x, p(y)k+1) = 0)

(faktorx je dodat kako bismo obezbediliexpy0 = 0). Kako je ǒcito expyx 6 x,
po teoremi o majoraciji sledi da jeexpyx prosto rekurzivna funkcija. ¤
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2.6 Rekurzije vi šeg reda

Čuveni nizFibonǎcijevih brojevadefinisan je saF (0) = F (1) = 1 i

F (x + 2) = F (x + 1) + F (x)

za svex > 0. Ova definicija je krajnje jednostavna i veoma liči našemu proste
rekurzije, ali ipak nije saglasna sa njom. Da podsetimo,šema proste rekurzije
koja definǐse nizf odre-dena je brojemg ∈ N i binarnom funkcijomh(x, y),
tako da jef(0) = g i f(x + 1) = h(x, f(x)) za svex ∈ N.

Očigledno, problem je u toměsto sečini da šema proste rekurzije dopušta
samo rekurzije koraka 1, dok je Fibonačijev niz definisan rekurzijom koraka 2.
Kako, dakle, usaglasiti rekurzije veće (̌cak, proizvoljne) dubine sa definicijom
rekurzivnih funkcija? Odgovor lězi u adekvatnoj upotrebi niza prostih brojeva
(vidi Primer 2.18). Uz njihovu pomóc, korǐsćenjem osnovne teoreme aritmetike
i funkcije expyx, mogúce je kodirati proizvoljan konǎcan niz brojeva jednim
jedinim brojem.

Kako bismo pokazali prostu rekurzivnost Fibonačijevog niza, uvodimo po-
moćnu funkciju

ψ(x) = 2F (x)3F (x+1).

Odavde je

F (x) = exp0ψ(x),

F (x + 1) = exp1ψ(x).

Prva od gornje dve jednakosti znači da bi prosta rekurzivnost funkcijeψ imala
za posledicu prostu rekurzivnost nizaF . Me-dutim, ψ se sada lako dobija od
poznatih prosto rekurzivnih funkcija putem̌seme proste rekurzije, budući da je
ψ(0) = 6 i

ψ(x + 1) = 2F (x+1)3F (x+2) = 2F (x+1)3F (x+1)+F (x) =

= 2exp1ψ(x)3exp1ψ(x)+exp0ψ(x).

Opisani ”trik” se mǒze uop̌stiti kroz teoremu o ”dubinskoj” rekurziji.

Teorema 2.20Neka sug : Nn → N i h : Nn+2 → N prosto rekurzivne funkcije
i neka je funkcijaf : Nn+1 → N data uslovima:

(1) f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn) za svex1, . . . , xn ∈ N,
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(2) f(x1, . . . , xn, y+1) = h(x1, . . . , xn, y, f ](x1, . . . , xn, y)) za svex1, . . . ,

xn, y ∈ N,

gde je

f ](x1, . . . , xn, y) =
y∏

i=0

p
f(x1,...,xn,i)
i .

Tada jef prosto rekurzivna funkcija.

Dokaz.Kako je

f(x1, . . . , xn, y) = expyf
](x1, . . . , xn, y),

dovoljno je dokazati da dati uslovi povlače prostu rekurzivnost funkcijef ].
Formiramošemu proste rekurzije:

f ](x1, . . . , xn, 0) = 2f(x1,...,xn,0) = 2g(x1,...,xn),

kao i

f ](x1, . . . , xn, y + 1) =
y+1∏

i=0

p
f(x1,...,xn,i)
i

= p
f(x1,...,xn,y+1)
y+1

y∏

i=0

p
f(x1,...,xn,i)
i

= p
h(x1,...,xn,y,f](x1,...,xn,y))
y+1 f ](x1, . . . , xn, y).

Tvr -denje teoreme sledi na osnovu proste rekurzivnosti niza prostih brojeva (Pri-
mer 2.18). ¤

2.7 Akermanova funkcija

Imajući u vidu teoremu o rekurziji i primere koji ilustruju njenu primenu, prirod-
no je zapitati se: da li uopšte postoji rekurzivna funkcija koja nije prosto rekur-
zivna? Odgovor je pozitivan; me-dutim, upravo teorema o rekurziji pokazuje
zbog čega je těsko konstruisati odgovarajući primer. Naime, takva funkcija
mora (ako nǐsta drugo, u asimptotskom smislu) da raste brže od ma koje prosto
rekurzivne funkcije!

Sam Gedel je krajem dvadesetih godina XX veka, u prvim pokušajima da
dokǎze nekompletnost i neodlučivost formalne aritmetike, radio isključivo sa
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prosto rekurzivnim funkcijama kao modelom izračunljivosti. Ali, ubrzo su se
pojavili prvi primeri rekurzivnih (i ǒcigledno izrǎcunljivih) funkcija u čijoj je
izgradnji primena ograničene minimalizacije neizostavna, pa je Gedel morao
da modifikuje svoj pristup. Takve funkcije su pronašli — nezavisno jedan od
drugog — Hilbertovi ǔcenici Gabriel Sudani Wilhelm Ackermann(Vilhelm
Akerman, 1896–1962). Prvobitna Akermanova funkcija prezentovana u radu [1]
imala je tri promenljive, a binarna funkcija koju danas nazivamo Akermanovom
je rezultat pojednostavljenja izvornog primera za koje su zaslužni Raphael M.
Robinson(1911–1995) iRózsa Ṕeter (Politzer)(1905–1977).

Akermanova funkcijaA : N2 → N je definisana sa sledeća tri uslova koji
važe za svex, y ∈ N:

(A1) A(0, y) = y + 1,

(A2) A(x + 1, 0) = A(x, 1),

(A3) A(x + 1, y + 1) = A(x,A(x + 1, y)).

Naravno, pre bilo kakvog razmatranja ove interesantne funkcije, potrebno je
dokazati sledéce tvr-denje.

Teorema 2.21Uslovi (A1)–(A3) odre-duju jedinstvenu funkciju.

Dokaz.Kao i u teoremi rekurzije, najpre dokazujemojedinstvenostAkermanove
funkcije. Pretpostavimo daA1 i A2 zadovoljavaju uslove (A1)–(A3). Naš cilj
je da dokǎzemo da vǎzi A1(x, y) = A2(x, y) za svex, y ∈ N. Ovo tvr-denje
dokazujemo indukcijom pox.

Za x = 0, na osnovu pravila (A1) imamoA1(0, y) = y + 1 = A2(0, y).
Pretpostavimo sada da za neki fiksni brojx0 ∈ N važi A1(x0, y) = A2(x0, y) za
svey ∈ N. Indukcijom poy dokazujemo da vǎzi A1(x0+1, y) = A2(x0+1, y).

Zay = 0, pravilo (A2) i induktivna pretpostavka daju

A1(x0 + 1, 0) = A1(x0, 1) = A2(x0, 1) = A2(x0 + 1, 0).

Sada pretpostavljamo da za nekoy0 ∈ N važi A1(x0 +1, y0) = A2(x0 +1, y0).
Otuda je, na osnovu (A3),

A1(x0 + 1, y0 + 1) = A1(x0, A1(x0 + 1, y0)) = A1(x0, A2(x0 + 1, y0)) =

= A2(x0, A2(x0 + 1, y0)) = A2(x0 + 1, y0 + 1),
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pri čemu pretposlednja jednakost sledi iz induktivne pretpostavke prve induk-
cije. Ovim su oba induktivna dokaza istovremeno okončana.

Za dokazegistencijefunkcijeA(x, y) koja zadovoljava (A1)–(A3), uvodimo
relaciju strogog poretka≺ na skupuN2 svih parova prirodnih brojeva, tako da
je

(a, b) ≺ (c, d) ⇐⇒ a < c ili a = c, b < d.

Zaa, b ∈ N oznǎcavamo

M(a,b) = {(x, y) : (x, y) ≺ (a, b)}.
Ovaj skup zapravo predstavlja skup svih parova koji se nalaze u nultoj, prvoj,
. . . , (a − 1)-voj vrsti (akoN2 predstavimo u vidu beskonačne ”tabele”), kao i
onih parova koji se nalaze ua-toj vrsti, ali su ”levo” od para(a, b). Za svaki par
(a, b) ∈ N2 definisácemo parcijalnu funkcijuA(a,b) sa domenomM(a,b) tako da
je za(a, b) ≺ (a′, b′) funkcija A(a,b) restrikcija odA(a′,b′) (tj. A(a′,b′) prǒsiruje
A(a,b)), tako daA =

⋃
(a,b)∈N2 A(a,b) imaželjene osobine. Pri tome, možemo se

ogranǐciti na slǔcaj a > 1, pǒsto je naM(1,0) funkcija A eksplicitno definisana
(naime,(x, y) ≺ (1, 0) znǎci da jex = 0, i iz (A1) imamoA(0, y) = y + 1).
Zatoćemo definisatiA(1,0)(0, y) = y + 1.

Sada za(a, b) Â (1, 0) treba da konstruišemo funkcijuA(a,b), polazéci od
pretpostavke da jeA(α,β) definisano za sve(α, β) ≺ (a, b). Razlikujemo tri
slučaja. Ako jeb > 1, tada je

A(a,b)(x, y) =

{
A(a,b−1)(x, y) (x, y) ≺ (a, b− 1),

A(a,b−1)(a− 1, A(a,b−1)(a, b− 1)) (x, y) = (a, b− 1),

pri čemu je ova definicija dobra budući da(a, b− 1), (a− 1, c) ∈ M(a,b) za sve
c ∈ N. Zab = 1 definǐsemo

A(a,1)(x, y) =

{
A(a,0)(x, y) x < a,

A(a,0)(a− 1, 1) (x, y) = (a, 0),

gde je dovoljno zapaziti da(a− 1, 1) ∈ M(a,1). Najzad, ako jeb = 0, stavljamo
A(a,0) =

⋃
α<a

⋃
β∈NA(α,β).

Preostaje da proverimo da funckija
⋃

(a,b)∈N2 A(a,b) ima osobine (A1)–(A3).
Me -dutim, ovo lako sledi iz gornjih definicija ǐcinjenice da za sve(x, y) ≺ (a, b)
važi A(x, y) = A(a,b)(x, y). ¤

U narednom pokazujemo da funkcijaA(x, y) nije prosto rekurzivna. Is-
postavíce se da Akermanova funkcija raste toliko brzo da je nijedna prosto
rekurzivna funkcija ne mǒze nadmǎsiti.
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Lema 2.22 Za svex, y ∈ N vǎze sledéce nejednakosti:

(1) A(x, y) > y,

(2) A(x, y + 1) > A(x, y),

(3) A(x + 1, y) > A(x, y),

(4) A(x + 1, y) > A(x, y + 1).

Dokaz.Ilustracije radi, dokazujemo samo nejednakost (1), dok se ostale dokazu-
ju na slǐcan nǎcin. Dokaz sprovodimo (kao u Teoremi 2.21, a i u većini tvr -de-
nja o Akermanovoj funkciji) dvostrukom indukcijom. Najpre, indukcijom pox

zapǒcinjemo dokaz nejednakostiA(x, y) > y.
Za x = 0 imamo neposrednoA(0, y) = y + 1 > y za svey ∈ N. Pret-

postavimo sada da za nekox0 ∈ N važi A(x0, y) > y za svey ∈ N. Nejed-
nakostA(x0 + 1, y) > y dokazujemo indukcijom poy.

Zay = 0 imamo (po uslovu (A2) i induktivnoj pretpostavci prve indukcije)
A(x0+1, 0) = A(x0, 1) > 1 > 0. Dalje, pretpostavimo da važi A(x0+1, y0) >

y0 za nekoy0 ∈ N. Tada sledi:

A(x0 + 1, y0 + 1) = A(x0, A(x0 + 1, y0)) > A(x0 + 1, y0) > y0,

pri čemu prva nejednakost sledi po induktivnoj pretpostavci prve, a druga po
induktivnoj pretpostavci druge indukcije. Kako smo u gornjem nizu koristili
dvestroge nejednakosti, dobijamo da jeA(x0 +1, y0 +1) > y0 +2, pa zapravo
važi bolja ocena

A(x0 + 1, y0 + 1) > y0 + 1,

što je i trebalo dobiti. Ovaj zakljǔcak istovremeno okoňcava oba induktivna
dokaza. ¤

Lema 2.23 Za proizvoljnex1, . . . , xn, y ∈ N, n > 2, vǎzi

n∑

i=1

A(xi, y) < A(x, y),

gde jex = max(x1, . . . , xn) + 4(n− 1).

Dokaz.Lako se vidi da je dovoljno lemu dokazati za slučaj n = 2. Tada je za
z = max(x1, x2),

A(x1, y) + A(x2, y) 6 2A(z, y) < 2A(z, y) + 3 = A(2, A(z, y)) <
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< A(z + 2, A(z + 3, y)) = A(z + 3, y + 1) 6 A(z + 4, y) = A(x, y),

pri čemu smo koristili prethodnu lemu ičinjenicu (koja se lako uǒcava) da je
A(2, y) = 2y + 3. ¤

Lema 2.24 Neka jef : Nn → N prosto rekurzivna funkcija. Tada postojic ∈ N
tako da za svex1, . . . , xn ∈ N vǎzi nejednakost

f(x1, . . . , xn) < A(c, x1 + . . . + xn).

Dokaz.Lemu dokazujemo indukcijom po složenosti funkcijef . Najpre razmat-
ramo slǔcaj ako jef osnovna funkcija. Ako jef nula funkcija, imamo

N(x) = 0 < A(0, x) = x + 1,

pa jec = 0 pogodan izbor. Za sledbeničku funkciju je

S(x) = x + 1 = A(0, x) < A(1, x),

pac = 1 zadovoljava zahteve leme. Najzad, za projekcije je

In
k (x1, . . . , xn) = xk 6 x1 + . . . + xn < A(0, x1 + . . . + xn),

stogac = 0 ponovo odgovara.
Pre-dimo na slǔcaj kada je funkcijaf dobijena kompozicijom,

f(x1, . . . , xn) = h(g1(x1, . . . , xn), . . . , gk(x1, . . . , xn)),

pri čemu su induktivne pretpostavke da postojec1, . . . , ck, d ∈ N tako da vǎze
sledéce nejednakosti:

g1(x1, . . . , xn) < A(c1, x1 + . . . + xn),
...

gk(x1, . . . , xn) < A(ck, x1 + . . . + xn),

h(y1, . . . , yk) < A(d, y1 + . . . + yk),

za svex1, . . . , xn, y1, . . . , yk ∈ N. Tako je (uz zapis̄x = (x1, . . . , xn)):

f(x̄) = h(g1(x̄), . . . , gk(x̄))

< A(d, g1(x̄) + . . . + gk(x̄))

< A(d,A(c1, x1 + . . . + xn) + . . . + A(ck, x1 + . . . + xn))

< A(d,A(c1 + . . . + ck + 4k − 4, x1 + . . . + xn))

< A(c′ + d,A(c′ + d + 1, x1 + . . . + xn))

= A(c′ + d + 1, x1 + . . . + xn + 1)

6 A(c′ + d + 2, x1 + . . . + xn),
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gde smo oznǎcili c′ = c1 + . . .+ ck +4k−4. Ovde prve dve nejednakosti slede
iz induktivne pretpostavke, treća iz prethodne leme, a preostale dve na osnovu
Leme 2.22. Prema tome,c = c′ + d + 2 ispunjava uslove leme.

Najzad, posmatramo slučaj kada jef dobijenošemom proste rekurzije:

f(x̄, 0) = g(x̄),

f(x̄, y + 1) = h(x̄, y, f(x̄, y)),

gde imamo

g(x̄) < A(c1, x1 + . . . + xn),

h(x̄, y, z) < A(c2, x1 + . . . + xn + y + z).

Pokazujemo da vǎzi

f(x̄, y) < A(c, x1 + . . . + xn + y),

za c = max(c1, c2) + 4n + 1, tako što ćemo indukcijom poy dokazati jǎcu
nejednakost

x1 + . . . + xn + y + f(x̄, y) < A(c, x1 + . . . + xn + y).

Zay = 0 sledi

x1 + . . . + xn + 0 + f(x̄, 0) = x1 + . . . + xn + g(x̄) <

< x1 + . . . + xn + A(c1, x1 + . . . + xn) 6
6 nA(0, x1 + . . . + xn) + A(c1, x1 + . . . + xn) <

< A(c1 + 4n− 4, x1 + . . . + xn) < A(c, x1 + . . . + xn).

Sada posmatramo sledeće nejednakosti:

x1 + . . . xn + y + 1 + f(x̄, y + 1) =

= x1 + . . . xn + y + 1 + h(x̄, y, f(x̄, y)) <

< (n + 1)A(0, x1 + . . . + xn + y) +

+A(c2, x1 + . . . + xn + y + f(x̄, y)) + 1 <

< A(c2 + 4n, A(c, x1 + . . . + xn + y)) + 1 6
6 A(c− 1, A(c, x1 + . . . + xn + y)) + 1 =

= A(c, x1 + . . . + xn + y + 1) + 1.
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Kako se u ovom nizu pojavljuju bar dve stroge nejednakosti, imamo (slično kao
u dokazu Leme 2.22):

x1 + . . . xn + y + 1 + f(x̄, y + 1) < A(c, x1 + . . . + xn + y + 1),

što je i trebalo dokazati. ¤

Propozicija 2.25 Akermanova funkcija nije prosto rekurzivna.

Dokaz.Pretpostavimo suprotno. Definišimo funkcijua(x) = A(x, x), za koju
sledi da je prosto rekurzivna. Tada, po prethodnoj lemi, postojic ∈ N tako da
za svex ∈ N važi nejednakosta(x) < A(c, x). Me-dutim, zax = c, ovo znǎci

A(c, c) = a(c) < A(c, c).

Kontradikcija. ¤

kor. izraz skrácenica Gedelov br.

0 A(2, 1) 2, 1 2332 = 72
1 A(1, A(2, 0)) 1, 2, 0 223351 = 540
2 A(1, A(1, 1)) 1, 1, 1 223252 = 900
3 A(1, A(0, A(1, 0))) 1, 0, 1, 0 22315271 = 2100
4 A(1, A(0, A(0, 1))) 1, 0, 0, 1 22315172 = 2940
5 A(1, A(0, 2)) 1, 0, 2 223153 = 1500
6 A(1, 3) 1, 3 2234 = 324
7 A(0, A(1, 2)) 0, 1, 2 213253 = 2250
8 A(0, A(0, A(1, 1))) 0, 0, 1, 1 21315272 = 7350
9 A(0, A(0, A(0, A(1, 0)))) 0, 0, 0, 1, 0 21315172111 = 16170
10 A(0, A(0, A(0, A(0, 1)))) 0, 0, 0, 0, 1 21315171112 = 25410
11 A(0, A(0, A(0, 2))) 0, 0, 0, 2 21315173 = 10290
12 A(0, A(0, 3)) 0, 0, 3 213154 = 3750
13 A(0, 4) 0, 4 2135 = 486
14 5 5 26 = 64
15 5 26 = 64
16 5 26 = 64
...

...
...

...
...

Tabela 2.1:Postupak izrǎcunavanja vrednostiA(2, 1)
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Sada prelazimo na dokaz rekurzivnosti Akermanove funkcije. U tu svrhu,
bliže ćemo posmatrati postupak izračunavanja vrednostiA(x, y). Na primer,
tok izrǎcunavanja vrednostiA(2, 1) dat je u prethodnoj tabeli (gde prva kolona
oznǎcava redni broj koraka, a druga izraz do kojeg smo došli tokom izrǎcunava-
nja; o preostale dve kolonéce biti rěci kasnije).

Primetimo sledéce: postupak izrǎcnavanja těce takošto se nanajviše ”ug-
něz -den” izraz oblikaA(n,m) primenjuje jedno od pravila (A1)–(A3), pričemu
je mogúce primeniti tǎcno jedno od pravila. Pri tome, pravilo (A3) produžava
izraz, (A1) ga skrácuje, a (A2) mu ne menja dužinu. Ovde smo pravila (A1)–
(A3) u stvari ”orijentisali” (leva strana se zamenjuje desnom),što potencijalno
može umanjiti op̌stost izrǎcunavanja. Me-dutim, upravo dokaz Teoreme 2.21
pokazuje da se ovom strategijom za datu tačku (x, y) uvek dobija vrednost
funkcijeA u konǎcno mnogo koraka. Drugim rečima, dokazujúci Teoremu 2.21,
mi smo zapravo opisali algoritam za izračunavanjeA(x, y).

Očigledno, tokom tog algoritma pojavljivaće se iskljǔcivo izrazi oblika

A(x0, A(x1, . . . , A(xk−1, xk)).

Stoga je suvǐsno pisati simbol funkcijeA i zagrade; izraz do kojeg se u datom
koraku dǒslo je u potpunosti odre-den nizom brojeva

x0, x1, . . . , xk−1, xk.

Sve konǎcne nizove prirodnih brojeva možemo, me-dutim, kodirati jednim je-
dinim brojem, tzv.Gedelovim brojemniza:

px0+1
0 px1+1

1 . . . pxk+1
k

(dodavanje1 u eksponentima je nužno kako bi iz Gedelovog broja bilo moguće
jednoznǎcno rekonstruisati niz, kako bi se npr. razlikovali Gedelovi brojevi ni-
zova 1, 2 i 1, 2, 0). U tabeli su u trécoj i četvrtoj koloni dati odgovarajúci
skráceni zapisi izraza i njihovi Gedelovi brojevi. Pri tome smo stavili da se ko-
nǎcan rezultat izrǎcunavanja neograničeno ponavlja u svim narednim koracima.

Sada uvodimo aritmetičku funkciju f : N3 → N tako što definǐsemo da
je f(x, y, z) jednako Gedelovom broju niza argumenata izraza dobijenog uz-
tom koraku izrǎcunavanja vrednostiA(x, y). Ako se to izrǎcunavanje završava
tačno uz0-tom koraku, tada jef(x, y, z) = f(x, y, z0) za svez > z0. S druge
strane, svi brojevif(x, y, z), z 6 z0, moraju biti razlǐciti — u suprotnom bi
se izrǎcunavanjeA(x, y) zatvorilo u mrtvu petlju i nikada ne bi bilo okončano,
a to protivrěci algoritmu koji proistǐce iz Teoreme 2.21 (vidi ranije primedbe).
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Prema tome, rezultat izračunavanjaA(x, y) prepoznajemo poprvoj ponovljenoj
vrednosti u nizuf(x, y, z), z ∈ N. Ta vrednost je, ǒcito, jednaka2A(x,y)+1.
Prema tome,

A(x, y) = exp0f(x, y, µz(|f(x, y, z)− f(x, y, z + 1)| = 0))
.− 1.

Stoga je rekurzivnost Akemanove funkcije direktna posledica sledećeg tvr-denja.

Propozicija 2.26 Funkcijaf(x, y, z) je (prosto) rekurzivna.

Dokaz.Konstruisácemošemu proste rekurzije koja daje funkcijuf(x, y, z). Za
početak, primetimo da jef(x, y, 0) Gedelov broj nizax, y, pa je zato

f(x, y, 0) = 2x+13y+1,

što je ǒcito prosto rekurzivna funkcija pox, y.
Sadaćemo pretpostaviti da jen Gedelov broj nekog niza argumenata u

izrazu koji nastaje tokom izračunavanja neke vrednosti Akermanove funkcije,
i razlikovácemo slǔcajeve u odnosu na to koje se od pravila (A1)–(A3) može
primeniti na izraz reprezentovan san.

Pre razmatranja ovih slučajeva, primetimo da se dužina niza reprezento-
vanog san može dobiti kao broj razlǐcitih prostih faktora odn:

d(n) =
n∑

i=2

div(n, i) · Pr(i).

(1) Pravilo (A1) se mǒze primeniti na niz argumenata reprezentovan san.
Ovaj slǔcaj nastaje tǎcno onda kada je je niz arugmenata dužine bar2 i kada
je pretposlednji broj u tom nizu jednak0. Zbog toga je karakteristična funkcija
posmatranog skupa Gedelovih brojeva

χ1(n) = sg
(
(2

.− d(n)) +
∣∣∣1− expd(n)

.−2n
∣∣∣
)

,

tj. uočeni skup je prosto rekurzivan. U ovom slučaju, niz argumenata

x0, . . . , 0, xd−1

transformǐse se u
x0, . . . , xd−1 + 1.
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Stoga imamo da je

n = 2x0+13x1+1 . . . p1
d(n)−2p

xd−1+1
d(n)−1 ,

a Gedelov brojg1(n) novog niza je

2x0+13x1+1 . . . p
xd−1+2
d(n)−2 .

Pǒsto jexd−1 = expd(n)
.−1n

.− 1, mǒzemo izraziti

g1(n) =
⌊

n · p(d(n)
.− 2)exp

d(n)
.−1

n

p(d(n)
.− 1)exp

d(n)
.−1

n

⌋
.

(2) Pravilo (A2) se mǒze primeniti na niz argumenata reprezentovan san.
Ovaj slǔcaj nastupa ako i samo ako odgovarajući niz argumenata ima poslednji
član 0, a pretposlednjǐclan > 0 (pri čemu, naravno, niz ima bar dvačlana).
Odgovarajúca karakteristǐcna funkcija je

χ2(n) = sg
(
(2

.− d(n)) +
∣∣∣1− expd(n)

.−1n
∣∣∣ +

(
2

.− expd(n)
.−2n

))
.

Niz argumenata
x0, . . . , xd−2, 0

transformisao se u
x0, . . . , xd−2 − 1, 1,

pa je Gedelov broj polaznog niza bio

n = 2x0+13x1+1 . . . p
xd−2+1
d(n)−2 p1

d(n)−1

a novog
2x0+13x1+1 . . . p

xd−2

d(n)−2p
2
d(n)−1,

tj.

g2(n) =
⌊

n · p(d(n)
.− 1)

p(d(n)
.− 2)

⌋
.

(3) Pravilo (A3) se mǒze primeniti na niz argumenata reprezentovan san.
Ovaj slǔcaj imamo ako i samo ako je niz argumenata dužine bar2, a poslednja
dvačlana su> 0. Toj situaciji odgovara karakteristična funkcija

χ3(n) = sg
(
(2

.− d(n)) +
(
2

.− expd(n)
.−1n

)
+

(
2

.− expd(n)
.−2n

))
.



40 GLAVA 2: Rekurzivne funkcije

U ovom slǔcaju, pǒsli smo od niza argumenata

x0, . . . , xd−2, xd−1,

a dobijamo

x0, . . . , xd−2 − 1, xd−2, xd−1 − 1.

To znǎci da smo od Gedelovog broja

n = 2x0+13x1+1 . . . p
xd−2+1
d(n)−2 p

xd−1+1
d(n)−1

dobili

2x0+13x1+1 . . . p
xd−2

d(n)−2p
xd−2+1
d(n)−1 p

xd−1

d(n) ,

odnosno

g3(n) =

n · p(d(n)
.− 1)exp

d(n)
.−2

n
p(d(n))exp

d(n)
.−1

n
.−1

p(d(n)
.− 2) · p(d(n)

.− 1)exp
d(n)

.−1
n

 .

Najzad, preostaje da se dodefiniše da Gedelov broj ostajen ukoliko ni-
jedno od pravila (A1)–(A3) nije primenljivo (tj. kada smo stigli do rezultata
izračunavanja), i da se uoči da vǎzi

f(x, y, z + 1) = G(x, y, f(x, y, z)),

gde je

G(x, y, z) = g1(z) · sg χ1(z) + g2(z) · sg χ2(z) + g3(z) · sg χ3(z)+

+z · χ1(z)χ2(z)χ3(z).

Kako su funkcijegi(x), χi(x), i = 1, 2, 3, prosto rekurzivne, to je prosto rekur-
zivna i funkcijaf(x, y, z). ¤

Primetimo da smo u prethodnom uspeli da Akermanovu funkciju izrazi-
mo korǐsćenjemsamo jednogoperatora minimalizacije. Ovo nije slučajno:
može se pokazati (što ćemo i ǔciniti u Odeljku 2.10) da se svaka parcijalno
rekurzivna funkcija mǒze dobiti iz osnovnih funkcija koršćenjem kompozicija,
šema prostih rekurzija inajviše jednogoperatora minimalizacije.
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2.8 Kantorova enumeracija

Kantorova enumeracijaje bijekcijac : N2 → N. Ona se, zapravo, pojavljuje u
Kantorovom dokazu o ekvipotentnosti skupovaQ i N. Ispitivanje ove funkcije i
utvr -divanje njene proste rekurzivnosti predstavlja zanimljivu vežbu, aliće imati
i znǎcajnu ulogu u narednim odeljcima.

Kako se uspostavlja ova bijekcija? Najpre se svi parovi prirodnih brojeva
pore-daju u beskonǎcnu pravougaonǔsemu:

(0, 0) (0, 1) (0, 2) (0, 3) · · ·
(1, 0) (1, 1) (1, 2) (1, 3) · · ·
(2, 0) (2, 1) (2, 2) (2, 3) · · ·
(3, 0) (3, 1) (3, 2) (3, 3) · · ·

...
...

...
...

...

Zatim se parovi enumerišu ”dijagonalno” — na istoj dijagonali su parovi sa
istim zbirom komponenti (tako se0-ta dijagonala sastoji samo iz para(0, 0),
prva sadřzi dva para(0, 1) i (1, 0), itd.), a prebrajanje na datoj dijagonali ide
odozgore naniže, tj. zdesna nalevo. Tako je, na primer,c(0, 0) = 0, c(0, 1) = 1,
c(1, 0) = 2, c(0, 2) = 3, itd.

Nǎs prvi zadatak je da izvedemo opšti izraz zac(x, y) i da se tako uveri-
mo da jec prosto rekurzivna funkcija. U tom smislu ključna primedba je da
je c(x, y) ništa drugo nego broj parova koji prethode paru(x, y) u opisanom
poretku.

Najpre, primetimo da se par(x, y) nalazi na dijagonali koju ”odlikuje” zbir
komponentix + y. Prema tome, ”prethodni” parovi su oni koji se nalaze na
dijagonalama0, 1, . . . , x+y−1, kao i prethodni parovi na dijagonali brojx+y,
a to su

(0, x + y), . . . , (x− 1, y + 1).

Njih ima x. Tako-de, primetimo da se na dijagonali br.d nalazid + 1 par. Na
osnovu izlǒzenog, dobijamo

c(x, y) = (1 + . . . + (x + y)) + x =
⌊

(x + y)(x + y + 1)
2

⌋
+ x.

Naravno, zanimljiv je i problem odre-divanja inverzne funkcijec−1 : N →
N2 — za daton ∈ N se pitamo koji je to par baš n-ti po redu u Kantorovoj
enumeraciji. Radi operativnosti, pišimo

c−1(n) = (`(n), r(n)).
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Nǎs drugi cilj je da odredimo funkcijè(n), r(n) i da se uverimo da su one
tako-de prosto rekurzivne.

Prema tome, potrebno je da iz uslova

(x + y)(x + y + 1)
2

+ x = n

odredimox, y. To se na prvi pogleďcini kao nemogúc zadatak: rěsavanje dve
nepoznate iz jedne jedine jednačine. Me-dutim, ogranǐcenje da sux, y, n prirod-
ni brojevi i specifǐcni oblik funkcijec(x, y) učiniće ovaj cilj ostvarivim.

Najpre imamo, mnǒzenjem sa2 i sre-divanjem:

2n = x2 + y2 + 2xy + y + 3x,

odakle je
8n + 1 = 4x2 + 4y2 + 8xy + 4y + 12x + 1.

Izraz na desnoj strani se može transformisati na dva načina:

8n + 1 = (2x + 2y + 1)2 + 8x = (2x + 2y + 3)2 − 8y − 8,

tako da vǎze nejednakosti

(2x + 2y + 1)2 6 8n + 1 < (2x + 2y + 3)2.

Korenovanjem i dodatnim elementarnim transformacijama sledi

x + y + 1 6
√

8n + 1 + 1
2

< x + y + 2,

drugim rěcima, ⌊√
8n + 1 + 1

2

⌋
= x + y + 1.

Gornja jednakost omogućava da se iz izraza zac(x, y) u potpunosti eliminǐse
x + y, pa preostaje linearna jednačina pox koju odmah neposredno rešavamo.
Tako je

`(n) = x = n
.−


(⌊√

8n+1+1
2

⌋
.− 1

)⌊√
8n+1+1

2

⌋

2

 ,

kao i

r(n) =
⌊√

8n + 1 + 1
2

⌋
.− (`(n) + 1).
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Prosta rekurzivnost ovih funkcija je posledica proste rekurzivnosti funkcije

α(n) =
⌊√

8n + 1 + 1
2

⌋
,

koja je, sa svoje strane posledica identiteta

⌊x

a

⌋
=

⌊bxc
a

⌋
,

zax ∈ R, a ∈ Z \ {0}, budúci da je zbog njega

⌊√
8n + 1 + 1

2

⌋
=

⌊b√8n + 1c+ 1
2

⌋
.

2.9 Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

U prvoj glavi (Odeljak 1.3) izdvojili smo posebnu klasu problemačiji je izlaz
binaran: u pitanju suproblemi odlǔcivanja. Ovi problemi su konceptualno naj-
jednostavniji, pa su zbog toga pogodni za naša teorijska razmatranja. S druge
strane, oni su dovoljno reprezentativni i značajni da prǔze vernu sliku o pojmu
algoritma u celini.

Videli smo da se problem odlučivanja mǒze formalizovati takǒsto se naj-
pre fiksira azbukaΣ, konǎcan ili prebrojiv skup simbola (pomoću kojih se
izražavaju svi relevantni elementi problema), a zatim se problem odlučivanja
identifikuje sa parom jezika(Γ, L) nadΣ (podskupova odΣ∗), pri čemuΓ pred-
stavlja skupinstanci, svih potencijalnih ulaznih podataka datog problema, dok
se jezikL ⊆ Γ sastoji od svih instanci koje rezultuju izlazom DA.

U praksi, ova formalizacija se može dodatno pojednostaviti. Naime, razum-
no je daa priori po-demo od pretpostavke da je problem pripadnosti date reči
w ∈ Σ∗ skupu instanciΓ algoritamski rěsiv9, jer bi se u suprotnom teško moglo
uop̌ste govoriti o korektno formulisanom problemu odlučivanja. Na primer, bilo
bi prili čno besmisleno razmatrati pitanje da li je data iskazna formula tautologija
ili ne ukoliko ne bismo imali algoritam koji prepoznaje da li je uneti niz sim-
bola uop̌ste iskazna formula. Zbog toga, problem odlučivanja u ovom něsto
uprǒsćenom pristupu mǒzemo identifikovati sa jezikomL ⊆ Σ∗. Prelaskom

9Pri tome, u najvécem broju slǔcajeva koji figurǐsu u primenama, odgovarajući algoritmi su
prili čno jednostavni.
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na ”aritmetǐcku” verziju ovog formalizma (vidi Odeljak 1.4), umesto jezikaL

možemo razmatrati skup prirodnih brojeva

||L|| = {||w|| : w ∈ L}.

Na opisani nǎcin, dobijamo da je problem odlučivanja odre-den nekim pod-
skupom odN.

Ako je A ⊆ N, definǐsemokarateristǐcnu funkcijuskupaA sa

χA(x) =

{
0 x ∈ A,

1 x 6∈ A.

SkupA je (prosto) rekurzivanako je takva njegova karakteristična funkcija, dok
je jezik L (prosto) rekurzivan ako je||L|| (prosto) rekurzivan skup. Pri tome,
smatramo da je problem odlučivanja modeliran saL algoritamski rěsiv ukoliko
je L rekurzivan jezik. Klasu svih rekurzivnih jezika označavamo saR.

Pojmu rekurzivnog skupa srodan je pojam rekurzivno nabrojivog skupa.
Naime, za skupA ⊆ N kažemo da jerekurzivno nabrojivako postoji binar-
na prosto rekurzivna funkcijaf tako da je

a ∈ A ⇐⇒ (∃x ∈ N) f(a, x) = 0.

Drugim rěcima, rekurzivno nabrojivi skupovi su skupovi parametara koji neku
prosto rekurzivnu jednǎcinu čine rěsivom. Slǐcno kao i malopre, za jezikL
kažemo da je rekurzivno nabrojiv ako je||L|| rekurzivno nabrojiv skup. Klasu
svih rekurzivno nabrojivih jezika označavamo saRE.

Odmah se uǒcava da vǎzi

Lema 2.27 Svaki prosto rekurzivan skup je rekurzivno nabrojiv.

Dokaz.Posmatrajmo funkciju

f(a, x) = χA(a) + x.

Jasno, postojix ∈ N tako da jef(a, x) = 0 ako i samo ako jeχA(a) = 0, tj.
a ∈ A (i tada je jedino mogúce rěsenjex = 0). ¤

U svetlu iznetog, izraz ”rekurzivno nabrojiv” deluje malo neobično. Taj
naziv je, me-dutim, u priličnoj meri opravdan sledećim tvr -denjem.
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Teorema 2.28Neprazan skupA ⊆ N je rekurzivno nabrojiv ako i samo ako
postoji unarna prosto rekurzivna funkcijaϕ tako da jeA njen kodomen, tj.

A = {ϕ(n) : n ∈ N}.

Dokaz.(⇐) Posmatrajmo prosto rekurzivnu funkcijuf(a, x) = |ϕ(x) − a|.
Jasno, jednǎcinaf(a, x) = 0 ima rěsenje pox ako i samo ako postojix ∈ N
tako da jea = ϕ(x), tj. ako i samo ako jea ∈ A. Stogaf pokazuje da jeA
rekurzivno nabrojiv.

(⇒) Pretpostavimo da jeA rekurzivno nabrojiv skup, tako da jea ∈ A ako
i samo akof(a, x) = 0 ima rěsenje pox. Sada definǐsemo

ϕ(n) = `(n) sg f(`(n), r(n)) + b sg f(`(n), r(n)),

gde jeb ∈ A proizvoljan, ali fiksiran element. Naravno, funkcije`, r su kom-
ponente inverzne Kantorove enumeracije (tako je par(`(n), r(n)) n-ti po redu).
Nǎs cilj je da pokǎzemo da jeA bǎs skup svih slika funkcijeϕ.

Razmatramo dva slučaja. Ako jef(`(n), r(n)) = 0, to znǎci da je jednǎcina
f(`(n), x) = 0 rěsiva (jedno rěsenje jex = r(n)), pa `(n) ∈ A. Ali, sada
se istovremeno lako dobijaϕ(n) = `(n), pa ϕ(n) ∈ A. U suprotnom, vǎzi
f(`(n), r(n)) 6= 0, pa jeϕ(n) = b; ponovo jeϕ(n) ∈ A. To pokazuje da je
skup svih vrednosti funkcijeϕ sadřzan uA.

Preostaje da pokažemo da je svaki elementa ∈ A oblika ϕ(n) za pogodno
n. Kako znamo daf(a, x) = 0 mora imati bar jedno rěsenje pox, odaberimo
jedno takvo rěsenjex0. Neka je sadan = c(a, x0), tj. a = `(n), i x0 = r(n).
Dobijamo:

ϕ(n) = a sg f(a, x0) + b sg f(a, x0) = a,

što se i trǎzilo. ¤

Ovde treba napomenuti da važi i opštije tvr-denje od Leme 2.27.

Teorema 2.29Svaki rekurzivan skup je rekurzivno nabrojiv.

Kao direktnu posledicu gornje teoreme, dobijamoR ⊆ RE (u Glavi 3
ćemo pokazati da je ova inkluzija stroga). Gornju teoremućemo dokazati u
narednom odeljku. Ovaj odeljak okončavamo jednim kriterijumom rekurzivnos-
ti koji na efektan nǎcin demonstrira ulogu i značaj pojma rekurzivne nabro-
jivosti. Naime, lako se vidi da je komplement rekurzivnog skupa tako-de rekurzi-
van: dovoljno je samo posmatrati antisignum karakteristične funkcije polaznog
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skupa. Me-dutim, nije tǎcno da je komplement rekurzivno nabrojivog skupa uvek
rekurzivno nabrojiv. Naprotiv, situaciju u kojoj se to dešava precizno odre-duje
sledéci rezultat.

Teorema 2.30 (E.L.Post)Neka jeA ⊆ N. Ako su oba skupaA i A rekurzivno
nabrojivi, onda je skupA rekurzivan.

Dokaz.S obzirom na pretpostavke, date su nam dve binarne prosto rekurzivne
funkcije f, g tako daf(a, x) = 0 ima rěsenje pox ako i samo akoa ∈ A, dok
g(a, x) = 0 ima rěsenje pox ako i samo akoa ∈ A, tj. a 6∈ A.

Definišimo funkciju

h(a) = µx(f(a, x)g(a, x) = 0).

Tvrdimo da je
χA(a) = sg f(a, h(a)).

Posmatrajmo dva slučaja. Akoa ∈ A, tada jednǎcina f(a, x) = 0 ima
rěsenje, ag(a, x) = 0 ga nema. Kako jeh(a) definisano kao najmanja vred-
nost zax koja anulira proizvodf(a, x)g(a, x), sledi da u ovom slǔcaju imamo
f(a, h(a)) = 0, pa je

χA(a) = 0 = sg f(a, h(a)).

Ako paka 6∈ A, situacija je upravo obratna: mora bitig(a, h(a)) = 0, pa je
zatof(a, h(a)) 6= 0. Tako imamo

χA(a) = 1 = sg f(a, h(a)).

Ovo potvr-duje nǎse tvr-denje i okoňcava dokaz teoreme, budući da je sadaχA

očigledno kompozicija rekurzivnih funkcija. ¤

Intuitivno, rekurzivno nabrojiv skupA treba zamisliti kao ”crnu kutiju”,
proceduru koja u nekom nepoznatom redosledu i sa eventualnim ponavljanjima
ispisuje elemente skupaA. Ta procedura, u načelu,nije dovoljna kao algoritam
koji bi odlučio problem pripadnosti skupuA: ona mǒze samo dapotvrdida neki
brojx pripadaA (jer će nakon konǎcno mnogo vremena ispisati brojx), ali ne da
to i opovrgne(jer ”crna kutija” nakon konǎcno mnogo vremena može da ispǐse
samo konǎcno ”pařce” od A, a o ostatku tog skupa ništa ne znamo). S druge
strane, ako imamodve”crne kutije”, po jednu zaA i A, njih dve zajedno jesu
ekvivalentne algoritmu: nakon konačno mnogo vremena brojx će biti ispisan
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od strane jedne od njih, i tada preostaje samo da se utvrdi koja ”kutija” je to
učinila da bi se algoritamski odgovorilo na pitanje da li jex ∈ A. Ova mentalna
predstava jeste zapravo ideja koja je formalizovana kroz Postovu teoremu.

Zadaci.

1. Dokazati da je skup prostih brojeva prosto rekurzivan.

2. Dokazati da je skup svih stepena prostih brojeva prosto rekurzivan.

3. Dokazati da je za svakok > 2, skup svihk-tih stepena prirodnih brojeva
prosto rekurzivan.

4. Dokazati da je svaka

(a) aritmetǐcka progresija

(b) geometrijska progresija

koju čine prirodni brojevi prosto rekurzivan skup.

5. Neka jeϕ unarna prosto rekurzivna funkcija za koju važi ϕ(x) > x za
svex ∈ N. Dokazati da je skupA = {ϕ(n) : n ∈ N} prosto rekurzivan.

2.10 Parcijalno rekurzivne funkcije i rekurzivna nabro-
jivost

Glavni rezultat zavřsnog odeljka ove glave je Teorema 2.33 koja uz Lemu 2.32
daje ”parametarski oblik” parcijalno rekurzivne funkcijef : Nn → N, pri čemu
se ona posmatra kao(n + 1)-arna relacija naN, tj. podskup odNn+1. Ova teo-
rema ima sama po sebi veliki teorijski značaj, a omogúciće nam i da dokǎzemo
Teoremu 2.29 (tj. inkluzijuR ⊆ RE), kao i jǒs nekoliko zanimljivih posledica.

Kako bismo uop̌ste bili u mogúcnosti da formulǐsemo Teoremu 2.33, potreb-
no je da prǒsirimo pojmove rekurzivnosti i rekurzivne nabrojivosti sa skupova
prirodnih brojeva na skupove ure-denihn-torki prirodnih brojeva. Kaǒsto se
to radi i kod drugih prebrojivih kolekcija matematičkih objekata (rěci, formula,
grafova,...), veza se ostvaruje izborom neke standardne bijekcije izme-du odgo-
varajúceg domena problema iN. Na primer, u Odeljku 2.8 smo upoznaliKan-
torovu enumeraciju, bijekciju c : N2 → N. Na osnovu nje, mǒzemo lako kons-
truisati bijekcijuNn → N za proizvoljnon > 2. Naime, neka jec2(x1, x2)
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”sinonim” zac(x1, x2). Tada zan > 2 induktivno definǐsemo funkcije

cn+1(x1, x2, . . . , xn+1) = cn(c(x1, x2), x3, . . . , xn+1).

Jasno, pri tome jecn : Nn → N. Broj cn(x1, . . . , xn) zovemoKantorov indeks
n-torke (x1, . . . , xn). Očigledno, sve posmatrane funkcije oblikacn su prosto
rekurzivne. Tako-de, ako`, r predstavljaju komponente inverzne bijekcijec−1,
tada se lako dobija da su rešenja jednǎcine

c(x1, . . . , xn) = y

sledéca:

xn = r(y),

xn−1 = r`(y),
...

x2 = r` . . . `(y),

x1 = `` . . . `(y).

Prema tome, i komponente inverzne funkcije(cn)−1 su tako-de prosto rekur-
zivne. U daljemćemo desne strane gornjih jednakosti redom označavati sa
cn,n(y), . . . , cn,2(y), cn,1(y). Dakle, imamo identitete

cn(cn,1(x), . . . , cn,n(x)) = x

i

cn,i(cn(x1, . . . , xn)) = xi.

Kažemo da je skupA ⊆ Nn rekurzivan/ rekurzivno nabrojivako je skup
njegovih Kantorovih indeksacn(A) rekurzivan / rekurzivno nabrojiv podskup
odN.

Sada dajemo dve karakterizacije rekurzivno nabrojivih podskupova odNn.

Lema 2.31 SkupA ⊆ Nn je rekurzivno nabrojiv ako i samo ako postoji prosto
rekurzivna funkcijaF : Nn+m → N, m > 1, tako da vǎzi:

(a1, . . . , an) ∈ A ⇐⇒ (∃x1) . . . (∃xm)F (a1, . . . , an, x1, . . . , xm) = 0.
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Dokaz.(⇒) Neka jeA rekurzivno nabrojiv skup, tj. neka jecn(A) rekurzivno
nabrojiv. Tada postoji prosto rekurzivna funkcijag : N2 → N tako daa ∈ cn(A)
ako i samo ako jednačinag(a, x) = 0 ima rěsenje pox.

Uslov (a1, . . . , an) ∈ A ekvivalentan je uslovu

cn(a1, . . . , an) ∈ cn(A),

što je po pretpostavci dalje ekvivalentno sa rešivǒsću jednǎcine

g(cn(a1, . . . , an), x) = 0

pox. Prema tome, prosto rekurzivna funkcija

F (a1, . . . , an, x) = g(cn(a1, . . . , an), x)

zadovoljava trǎzenu ekvivalenciju, uz izborm = 1.
(⇐) Neka jeF prosto rekurzivna funkcija iA skup koji zadovoljava datu

ekvivalenciju. Posmatrajmo funkciju

f(a, x) = F (cn,1(a), . . . , cn,n(a), cm,1(x), . . . , cm,m(x)).

Ova funkcija je prosto rekurzivna. Tvrdimo daf(a, x) ”svedǒci” da jecn(A) ⊆
N rekurzivno nabrojiv skup.

Zaista, akoa ∈ cn(A), tada jea = cn(a1, . . . , an) za nekun-torku(a1, . . . ,

an) ∈ A. U tom slǔcaju, postoji(x1, . . . , xm) ∈ Nm tako da je

F (a1, . . . , an, x1, . . . , xm) = 0,

pa po osobinama Kantorove enumeracije sledi da je

f(a, cm(x1, . . . , xm)) = 0.

Obratno, ako jef(a, x) = 0, iz date ekvivalencije sledi da

(cn,1(a), . . . , cn,n(a)) ∈ A,

odaklea ∈ cn(A). ¤

Lema 2.32 Neprazan skupA ⊆ Nn je rekurzivno nabrojiv ako i samo ako pos-
toje unarne prosto rekurzivne funkcijeϕ1, . . . , ϕn tako da je

A = {(ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) : t ∈ N}.
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Dokaz.(⇒) Ako je cn(A) rekurzivno nabrojiv skup, po Teoremi 2.28 postoji
unarna prosto rekurzivna funkcijaϕ čiji je skup vrednosti bǎs cn(A). Ali, tada
je A skup vrednosti funkcije(cn)−1ϕ, tj.

A = {(cn,1(ϕ(t)), . . . , cn,n(ϕ(t))) : t ∈ N}.

(⇐) Skup Kantorovih indeksa datog skupaA je

{cn(ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) : t ∈ N},

tj. cn(A) je skup vrednosti neke unarne prosto rekurzivne funkcije. Po Teoremi
2.28,A je rekurzivno nabrojiv skup. ¤

Gornja lema je zapravo višedimenzionalno uopštenje Teoreme 2.28.
Najavljeno glavno tvr-denje ovog odeljka je sledeće.

Teorema 2.33Neka jef : Nn → N parcijalna funkcija. Tada jef parcijalno
rekurzivna ako i samo ako jef rekurzivno nabrojiv podskup odNn+1.

Dokaz.Tvr -denje teoreme je ǒcigledno akof nije nigde definisana, tj.f = ∅,
paćemo u daljem pretpostaviti da jef definisana u bar jednoj tački.

(⇐) Neka jef rekurzivno nabojiv podskup odNn+1. Tada je, po Lemi 2.32,

f = {(ϕ1(t), . . . , ϕn+1(t)) : t ∈ N}

za odgovarajúce prosto rekurzivne funkcijeϕ1, . . . , ϕn+1. Primetimo da je par-
cijalna funkcijaf definisana zan-torku (x1, . . . , xn) ∈ Nn ako i samo ako
postojit koje je rěsenje jednǎcine

|ϕ1(t)− x1|+ . . . + |ϕn(t)− xn| = 0.

Za svako takvo rěsenjet važi f(x1, . . . , xn) = ϕn+1(t). Prema tome,

f(x1, . . . , xn) = ϕn+1(µt(|ϕ1(t)− x1|+ . . . + |ϕn(t)− xn| = 0)),

pri čemu je desna strana definisana tačno zan-torke (x1, . . . , xn) iz domena
definisanostif . Stoga jef parcijalno rekurzivna funkcija.

(⇒) Ovu implikaciju dokazujemo indukcijom po složenosti parcijalno re-
kurzivne funkcijef . Kako se za osnovne funkcije lako pokazuje njihova rekur-
zivna nabrojivost, nǎs induktivni dokaz se svodi na sledeća tri tvr-denja.
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(A) Parcijalna funkcija dobijena primenom kompozicije na rekurzivno nabro-
jive parcijalne funkcije je rekurzivno nabojiv skup.

(B) Parcijalna funkcija dobijena primenom̌seme proste rekurzije na rekurziv-
no nabrojive parcijalne funkcije je rekurzivno nabojiv skup.

(C) Parcijalna funkcija dobijena primenom operatora minimalizacije na re-
kurzivno nabrojivu parcijalnu funkciju je rekurzivno nabojiv skup.

Dokaz za (A).Neka je

f(x1, . . . , xn) = g(h1(x1, . . . , xn), . . . , hk(x1, . . . , xn)),

pri čemu je desna strana definisana ako i samo ako(x1, . . . , xn) pripada domenu
definisanostif . Imajúci u vidu Lemu 2.32, polazimo od pretostavke da je

g = {(α1(t), . . . , αk+1(t)) : t ∈ N},

kao i
hi = {(βi,1(t), . . . , βi,n+1(t)) : t ∈ N}

za sve1 6 i 6 k, gde su sve funkcijeαi, βi,j prosto rekurzivne. Po definiciji
kompozicije (parcijalnih) funkcija,(a1, . . . , an, b) ∈ f ako i samo ako postoje
c1, . . . , ck tako da

(a1, . . . , an, ci) ∈ hi

za sve1 6 i 6 k, i
(c1, . . . , ck, b) ∈ g.

Po nǎsim pretpostavkama, egzistencija ovakvih prirodnih brojevaci, 1 6 i 6 k,
ekvivalentna je egzistencijit0, t1, . . . , tk tako da vǎze sledéce jednakosti:

βi,1(ti) = a1, . . . βi,n(ti) = an, (1 6 i 6 k)

α1(t0) = β1,n+1(t1), . . . αk(t0) = βk,n+1(tk),

αk+1(t0) = b.

Prema tome, ako uvedemo funkciju

F (x1, . . . , xn, y, t0, t1, . . . , tk) =

=
k∑

i=1

n∑

j=1

|βi,j(ti)− xj |+
k∑

i=1

|αi(t0)− βi,n+1(ti)|+ |αk+1(t0)− y|,
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tada(a1, . . . , an, b) ∈ f ako i samo ako jednačina

F (a1, . . . , an, b, t0, t1, . . . , tk) = 0

ima rěsenje pot0, t1, . . . , tk. Po Lemi 2.31,f je rekurzivno nabrojiv skup.

Dokaz za (B).Neka je parcijalna funkcijaf : Nn+1 → N dobijena od parcijalnih
funkcijag, h primenomšeme proste rekurzije, tako da je

f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn)

i
f(x1, . . . , xn, y + 1) = h(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y))

za svex1, . . . , xn, y ∈ N, pri čemu su obe strane gornje dve jednakosti defini-
sane za iste vrednosti promenljivih. Uočimo (u smislu Leme 2.32) parametarske
zapise ovih funkcija:

g = {(γ1(t), . . . , γn+1(t)) : t ∈ N}
h = {(δ1(t), . . . , δn+3(t)) : t ∈ N}.

Funkciju f ćemo razbiti na dva podskupa: prvi,f1, će činiti (n + 2)-torke
(x1, . . . , xn, y, z) kod kojih jey = 0, dok one kod kojih jey > 0 činef2. Po
Lemi 2.32,f1 je rekurzivno nabrojiv skup, budući da je

f1 = {(γ1(t), . . . , γn(t), N(t), γn+1(t)) : t ∈ N}.

Pǒsto se lako pokazuje da je unija dva rekurzivno nabrojiva skupa rekurzivno
nabrojiva, preostaje da se pokaže da je skupf2 rekurzivno nabrojiv.

Naime, primetimo najpre da je(a1, . . . , an, b, c) ∈ f2 ekvivalentno sa pos-
tojanjem prirodnih brojevau0, u1, . . . , ub

.−1 takvih da je

u0 = g(a1, . . . , an)

u1 = h(a1, . . . , an, 0, u0),

u2 = h(a1, . . . , an, 1, u1),
...

c = h(a1, . . . , an, b
.− 1, ub

.−1).

Jednakost oblikaui+1 = h(a1, . . . , an, i, ui) ekvivalentna je egzistenciji broja
ti+1 tako da je

δ1(ti+1) = a1, . . . δn(ti+1) = an,
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δn+1(ti+1) = i, δn+2(ti+1) = ui, δn+3(ti+1) = ui+1.

Prema tome,(a1, . . . , an, b, c) ∈ f2 ako i samo ako jednačina

n∑

j=1

|γj(t0)− aj |+ |γn+1(t0)− δn+2(t1)|+

+
b

.−1∑

i=1




n∑

j=1

|δj(ti)− aj |+ |δn+1(ti)− i|+ |δn+3(ti)− δn+2(ti+1)|

+

+|δn+3(tb .−1)− c| = 0 (∗)
ima rěsenje pot0, t1, . . . , tb .−1. Me-dutim, dokaz tvr-denja (B) se ovde ne završa-
va, jer nailazimo na ozbiljne tehničke potěskóce. Prvo, broj promenljivih po ko-
jima se ova jednǎcina rěsava nije konstantan, već zavisi od vrednosti promenlji-
veb. Slično vǎzi i za zbir u drugom redu gornje jednačine: granica sumiranja za-
visi od parametrab, a, s druge strane, primena teoreme o zbiru nije moguća, jer
se vezana promenljivai pojavljuje u indeksima drugih, slobodnih promeljivih
(npr. ti). Ove probleme moramo prevazići tako što ćemo pronáci nǎcin da ove
promenljive indekse ”podignemo” na nivo pravih promenljivih.

Upravo se taj cilj postǐze pomócuGedeloveΓ-funkcije. Ona je definisana sa

Γ(x, y) = rest(`(x), 1 + (y + 1)r(x)),

x, y ∈ N, odakle odmah sledi da je u pitanju prosto rekurzivna funkcija. Ključnu
osobinu Gedelove funkcije izražava sledéca

Lema 2.34 Za proizvoljnen ∈ N i a0, a1, . . . , an ∈ N sistem jednǎcina

Γ(x, 0) = a0,

Γ(x, 1) = a1,

...

Γ(x, n) = an,

ima bar jedno rěsenjex.

Dokaz Leme 2.34.Potrǎzićemo rěsenje u oblikux = c(u, b), gde suu, b nove
nepoznate. Tada tražimo rěsenje sistema

rest(u, 1 + (k + 1)b) = ak,
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0 6 k 6 n. Drugim rěcima, moraju biti zadovoljene nejednakostiak < 1 +
(k + 1)b, i u− ak mora biti deljivo samk = 1 + (k + 1)b. Ako odaberemo

b = (max(n, a0, . . . , an))! ,

tadaće trǎzene nejednakosti očigledno biti zadovoljene. Osim toga, brojevi
m0,m1, . . . , mk će biti uzajamno prosti. U suprotnom, ako bip | (mi,mj)
(i 6= j), tada bismo iz

mi −mj = (i− j)b

i činjenice da(i − j) | b (pǒsto je |i − j| 6 n) imali da p | b. Me-dutim, iz
mi = 1+(i+1)b je očigledno da sumi i b uzajamno prosti, odakle zaključujemo
da je(mi, mj) = 1. Sadau treba da na-demo na osnovu uslovamk | (u − ak),
tj. sistema kongruencija

u ≡ ak(mod mk),

0 6 k 6 n. Me-dutim, pǒsto smo upravo videli da su modulim0, . . . , mn po
parovima uzajamno prosti, egzistencija rešenja ovog sistema sledi po Kinsekoj
teoremi o ostacima. ♦

Ako sada u(∗) uvrstimoΓ(w, i) umestoti za sve0 6 i 6 b
.− 1, dobícemo

jednǎcinu

n∑

j=1

|γj(Γ(w, 0))− aj |+ |γn+1(Γ(w, 0))− δn+2(Γ(w, 1))|+

b
.−1∑

i=1




n∑

j=1

|δj(Γ(w, i))− aj |+ |δn+1(Γ(w, i))− i|+

+|δn+3(Γ(w, i))− δn+2(Γ(w, i + 1))|
)

+ |δn+3(Γ(w, b
.− 1))− c| = 0,

čija je leva strana prosto rekurzivna funkcijaG(a1, . . . , an, b, c, w). Ako (∗)
ima rěsenje pot0, t1, . . . , tb .−1, tada po prethodnoj lemi postoji rešenje sistema

Γ(w, i) = ti, 0 6 i 6 b
.− 1, pa je to rěsenjew istovremeno i rěsenje gornje

jednǎcine. Obratno, ako gornja jednačina ima rěsenje pow (za date parametre
a1, . . . , an, b, c), tada brojeviti = Γ(w, i), 0 6 i 6 b

.− 1, rěsavaju(∗). Lema
2.31 povlǎci da jef2 rekurzivno nabrojiv skup, jer važi (a1, . . . , an, b, c) ∈ f2

ako i samo akoG(a1, . . . , an, b, c, w) = 0 ima rěsenje pow.
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Dokaz za (C).Pretpostavljamo da je parcijalna funkcijaf dobijena primenom
operatora minimalizacije na sledeći nǎcin:

f(x1, . . . , xn) = µy(g(x1, . . . , xn, y) = 0),

gde jeg rekurzivno nabrojiv skup, tj. vǎzi

g = {(ξ1(t), . . . , ξn+2(t)) : t ∈ N}
za neke prosto rekurzivne funkcijeξ1, . . . , ξn+2. Formula(a1, . . . , an, b) ∈ f

ekvivalentna je sa egzistencijom prirodnih brojevac0, c1, . . . , cb takvih da je
g(a1, . . . , an, i) = ci, 0 6 i 6 b, pri čemu jeci 6= 0 zai < b i cb = 0. Drugim
rečima, ekvivalentan uslov je postojanje brojevat0, t1, . . . , tb takvih da za sve
0 6 j 6 b važi

ξ1(tj) = a1, . . . , ξn(tj) = an, ξn+1(tj) = j,

kao i ξn+2(tj) 6= 0 za0 6 j < b i ξn+2(tb) = 0. Ispunjenost ovih uslova je
dalje ekvivalentna rěsivosti jednǎcine

n∑

i=1




b∑

j=0

|ξi(tj)− ai|+ |ξn+1(tj)− j|

+

+b · sg
b

.−1∏

j=0

ξn+2(tj) + ξn+2(tb) = 0

(koeficijent b u prvom sabirku u drugom redu služi da obezbedi da se uslovi
tipa ξn+2(tj) 6= 0 proveravaju iskljǔcivo ako jeb > 0). Ako sada, slǐcno kao
i u delu (B), zamenimo svako pojavljivanjetj saΓ(u, j), ”promovisácemo” in-
dekse u promenljive,̌cime leva strana gornje jednačine postaje prosto rekurzivna
funkcija H(a1, . . . , an, b, u), tako da je(a1, . . . , an, b) ∈ f ako i samo ako
H(a1, . . . , an, b, u) = 0 ima rěsenje pou. Dakle, f je rekurzivno nabrojiv
skup. ¤

Posledica 2.35Oblast definisanosti i skup vrednosti svake parcijalno rekurziv-
ne funkcije su rekurzivno nabrojivi skupovi.

Dokaz.Neka jef : Nn → N parcijalno rekurzivna funkcija. Po Lemi 2.32, tada
postoje unarne prosto rekurzivne funkcijeϕ1, . . . , ϕn, ϕn+1 takve da je

f = {(ϕ1(t), . . . , ϕn(t), ϕn+1(t)) : t ∈ N}.
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Oblast definisanostif je tada{(ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) : t ∈ N}, dok se skup vred-
nosti f poklapa sa{ϕn+1(t) : t ∈ N}. Prvi od ova dva skupa je rekurzivno
nabrojiv po Lemi 2.32, a drugi po Teoremi 2.28. ¤

Dokaz Teoreme 2.29.Neka jeA ⊆ N rekurzivan skup. Posmatrajmo prosto
rekurzivnu funkcijuα datu sa

α(x) =
x∑

i=0

sg χA(x)

koja ”broji” koliko ima elemenata skupaA koji su6 x. Koristéci ovu funkciju,
dobijamo (strogo rastúcu) unarnu rekurzivnu funkciju

a(x) = µy(|α(y)− (x + 1)| = 0),

čiji je skup vrednosti bǎs A. Po prethodnoj posledici,A je rekurzivno nabrojiv
skup. ¤

U Odeljku 2.4 smo najavili rezultat po kome se svuda definisane parcijalno
rekurzivne funkcije poklapaju sa rekurzivnim funkcijama.

Dokaz Teoreme 2.15.Neka jef : Nn → N svuda definisana parcijalno rekurziv-
na funkcija. Tada jef = {(ϕ1(t), . . . , ϕn+1(t)) : t ∈ N} za neke prosto
rekurzivne funkcijeϕ1, . . . , ϕn+1. Pǒsto jef svuda definisana, za svex1, . . . ,

xn ∈ N postoji rěsenje jednǎcine

|ϕ1(t)− x1|+ . . . + |ϕn(t)− xn| = 0.

Zbog toga se na levu stranu gornje jednakosti može primeniti ogranǐcena mini-
malizacija (pot). Kako je

f(x1, . . . , xn) = ϕn+1(µt(|ϕ1(t)− x1|+ . . . + |ϕn(t)− xn| = 0)),

sledi da jef rekurzivna funkcija. ¤

Iz gornjeg dokaza, odnosno iz implikacije (⇐) u dokazu Teoreme 2.33,
neposredno uǒcavamo da vǎzi i

Posledica 2.36Svaka (parcijalno) rekurzivna funkcija se može dobiti od os-
novnih funkcija konǎcnom primenom kompozicija, šema prostih rekurzija i naj-
više jednog operatora minimalizacije.



3
Tjuringove mašine

Sa stanovǐsta pitanja egzistenicje algoritma koji rešava odre-deni problem, teorija
(parcijalno) rekurzivnih funkcija predstavlja potpuno zadovoljavajući formalni
ambijent. Ipak, ta teorija ima značajnih nedostataka akǒzelimo da na sveobuh-
vatan nǎcin izučavamo pojam algoritma. Parcijalno rekurzivne funkcije os-
vetljavaju uzrǒcno-posledǐcni odnos izme-du ulaznih i izlaznih podataka, ali,
istovremeno, kǎzu veoma malo o jednom drugom iskustvenom fenomenu:pos-
tupku izračunavanja. Kaǒsto je rěceno u uvodu, algoritam shvatamo kao niz
jasno definisanihkoraka, pri čemu pod korakom podrazumevamo izvo-denje
neke elementarne operacije na trenutno raspoloživim podacima. Zbog toga je
veoma znǎcajno da ponudimo neki matematički model procesa, ”mehanizma”
koji implementira rǎcunanje razmatrane funkcije. Drugim rečima, potreban nam
je apstraktni modelračunske mǎsine. Definisanje pojma izrǎcunljivosti preko
računskog modela neposredno omogućava da se precizirǎsta je to korak algo-
ritma, bezčega je nemogúce da govorimo o merama njegove složenosti (eng.
complexity) — osnovnog objekta izǔcavanja u analizi algoritama.

Polazéci upravo od ovakvih razmišljanja, engleski matematičar, osnivǎc ra-
čunarstva i tvorac teorije veštǎcke inteligencije Alan M. Tjuring (1912–1954) je
sredinom tridesetih godina prošlog veka pǎzljivo i detaljno analizirao postupke
računanja, kako u svakodnevnom̌zivotu ljudi, tako i na do tada poznatim meha-
ničkim mǎsinama za rǎcunanje. Tako je 1936. godine nastao opšti matematǐcki
model rǎcunara koji danas nazivamoTjuringova mašina(skráceno TM).

57
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3.1 Osnovni model Tjuringove mǎsine

Dizajn ”hardvera” osnovnog modela TM je krajnje jednostavan. On se, naj-
pre, sastoji odkontrolnog mehanizmakoji može da bude u jednom od konačnog
broja stanja. Ta stanja se menjaju u zavisnosti od samog toka rada mašine.
Kontrolni mehanizam je u vezi saglavom, koja operǐse trécim delom mǎsine,
trakom. Traka je beskonǎcna na obe strane, i izdeljena je na polja (tako da, u
sǔstini, ima strukturu skupaZ). U svakom polju trake se nalazi neki simbol iz
unapred zadateazbukeu kojoj data TM radi, s tim da u svakom trenutku skoro
sva polja (tj. sva sem konačno mnogo njih) sadrže simbolblanko, prazan simbol.
Glava u svakom trenutku skenira jedno polje trake — ona je sposobna dačita
simbol na tom polju (i tako eventualno izazove promenu stanja kontrolnog me-
hanizma), ili da taj simbol obriše i umesto njega napiše novi. Tako-de, glava
može da se pomeri na traci za jedno mesto udesno ili ulevo. Rad TM je odre-
-den njenimprogramom: on, u zavsnosti od trenutnog stanja i simbola koji glava
čita, definǐse jednu od opisanih akcija glave na traci i naredno stanje kontrolnog
mehanizma. Osim opisanih koraka, program može za neku kombinaciju stanje-
simbol i da nalǒzi obustavljanje rada mašine (”halt”).

Ovu mentalnu predstavu, opisani intuitivni model TM, najbolje ilustruje
sledéca slika.

b¡
¡µ

D
D
DD

¥
¥
¥¥

∗ a b b a· · · · · ·

kontrolni
mehanizam

glava

traka

Sada mǒzemo préci i na formalnu definiciju TM.Tjuringova mašinaje
ure-dena sedmorka

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0,>,⊥),

gde jeQ konǎcni skup stanja(kontrolnog mehanizma),Σ je ulazna azbuka
(skup simbola pomócu kojih su zapisani ulazni podaci),Γ ⊃ Σ je azbuka trake
(koja osim ulaznih simbola sadrži i druge pomócne simbole kojeM koristi
tokom rada, a obavezno simbol∗ za blanko),q0 ∈ Q je početno stanje, dok



3.1 Osnovni model Tjuringove mǎsine 59

su>,⊥ ∈ Q redom stanjaprihvatanja i odbijanja (koja omogúcavaju da TM
koristimo za rěsavanje problema odlučivanja). Najzad, ”sǔstina” svake TM je
njen program,funkcija prelaza

δ : Q× Γ → (Γ ∪ {L,R, H})×Q

gde, naravno, simboliL,R,H (koji redom predstavljaju komande ‘pomeri gla-
vu levo’, ‘pomeri glavu desno’ i ‘stani’) ne pripadaju nijednom od gore defini-
sanih skupova. Ova funkcija za svaki par stanje-simbol odre-duje sledécu akciju
na traci i naredno stanje mašine. Takoδ(q, a) = (α, q′) (što ponekad pišemo
prosto kaočetvorkuq a α q′) u nǎsem intuitivnom modelu tumačimo kao ko-
mandu ‘ako si u stanjuq, a glavačita na traci simbola, uradiα i pre-di u stanje
q′’. Pri tome, ako jeα ∈ Γ, to tumǎcimo kao akciju brisanja simbola u polju
trake kojeg skenira glava i upisivanjaα umesto njega,α = L znǎci pomeranje
glave jedno polje ulevo,α = R pomeranje glave jedno polje udesno, aα = H
zaustavljanje, prekid rada mašine. Uobǐcajeno je (iako ne i obavezno) da bude
δ(q, a) = (H, q) zaq ∈ {>,⊥}.

Kako bismo pratili rad TM, uvodimo pojam(trenutne) konfiguracije. Kon-
figuracija je ure-dena trojka(w1, q, w2) ∈ Γ∗ ×Q× Γ∗. Nju tumǎcimo tako da
je u datom trenutku mašina u stanjuq, da skenira prvi karakter reči w2, te da
suw1, w2 reči na traci redom levo, odnosno desno od pozicije glave. Pri tome,
ove rěci reprezentuju samo ”interesantni” deo trake, dok je ostatak popunjen
praznim simbolima∗. Dakle, ako jew1 = a1 . . . an i w2 = b1 . . . bm, tada je
sadřzaj trake

· · · ∗ ∗ ∗ a1 . . . anb1b2 . . . bm ∗ ∗ ∗ · · ·
(podvǔceni karakter oznǎcava poziciju glave). Uvodimo relacijù me-du kon-
figuracijama tako da jec1 ` c2 za c1 = (w1, q, w2), w1 = a1 . . . an i w2 =
b1 . . . bm (ukoliko je neka od rěci w1, w2 jednakaλ, uvek joj mǒzemo dodati
jedno∗ ako nam ”zafali” u donjim definicijama) ako je:

(1) c2 = (w1, q
′, b′b2 . . . bm) u slǔcajuδ(q, b1) = (b′, q′), b′ ∈ Γ,

(2) c2 = (a1 . . . an−1, q
′, anw2) u slǔcajuδ(q, b1) = (L, q′),

(3) c2 = (w1b1, q
′, b2 . . . bm) u slǔcajuδ(q, b1) = (R, q′),

(4) u slǔcajuδ(q, b1) = (H, q′) takvoc2 ne postoji.

Relacija`∗ predstavlja refleksivno-tranzitivno zatvorenje od`: važi c `∗ c′ ako
i samo ako jec = c′ ili postoji n ∈ N, n > 1, tako da jec = c0, c′ = cn i
ci ` ci+1 za sve0 6 i < n.
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Tjuringove mǎsine koristimo u dva rězima rada. Prvi od tih rězima pod-
razumeva da pomoću TM rěsavamo probleme odlučivanja. Pri tome, domen
problema je oblikaΣ∗ (Σ će tada biti ulazna azbuka mašine), pa se posmatrani
problem identifikuje sa nekim jezikomL ⊆ Σ∗.

U ovom pristupu,početna konfiguracijau kojoj mǎsina uvek zapǒcinje rad
je trojka (w, q0, λ), gde jew ∈ Σ∗ ulazna rěc. JezikTM M jeste skup svih
ulaznih rěci koje nakon konǎcno mnogo korakaM prevode u prihvatno stanje:

L(M) = {w ∈ Σ∗ : (w, q0, λ) `∗ (w1,>, w2) za nekew1, w2 ∈ Γ∗}.
Za mǎsineM1 i M2 kažemo da suekvivalentneako jeL(M1) = L(M2).

Prvi ključni rezultat koji povezuje Tjurinove mašine i teoriju rekurzivnih
funkcija je sledéci.

Teorema 3.1 Neka jeΣ 6= ∅ konǎcna azbuka iL ⊆ Σ∗. Postoji Tjuringova
mašinaM tako da jeL = L(M) ako i samo ako jeL rekurzivno nabrojiv jezik.

Skrécemo pǎznju da su za datu mašinuM i ulaznu rěc w u nǎcelu mogúca
tri ishoda:

(1) M se zaustavlja u prihvatnom stanju> (reč w je prihvaćena),

(2) M se zaustavlja u odbijajućem stanju⊥ ili nekom drugom stanju6= >
(reč w je odbijena),

(3) M nikada ne ulazi ni u jedno od stanja>,⊥, véc ulazi u ”mrtvu petlju”
(komandaH se nikada ne realizuje, već se radM nastavlja u beskonač-
nost).

Zbog mogúcnosti (3), tj. zboǧcinjenice daM za ulaznu rěc w 6∈ L(M)
u op̌stem slǔcaju mǒze da prati bilo koji od ”scenarija” (2), (3), ne možemo
proizvoljnu mǎsinuM identifikovati sa algoritmom koji rěsava problem odlǔci-
vanja modeliran saL(M). Zbog togaćemo posebno izdvojiti tzv.totalne TM,
kod kojih svaka ulazna reč proizvodi jednu od situacija (1), (2). One predstav-
ljaju pravi apstraktni model algoritamski rešivog problema, budúci da vǎzi

Teorema 3.2 Neka jeΣ 6= ∅ konǎcna azbuka iL ⊆ Σ∗. Postoji totalna Tjurin-
gova mǎsinaM tako da jeL = L(M) ako i samo ako jeL rekurzivan jezik.

S druge strane, Tjuringove mašine mǒzemo koristiti i za op̌stiji zadatak
izračunavanja (parcijalnih) funkcija. Slično kao i malopre, polazimo od pret-
postavke da se ulazni i izlazni podaci (vrednosti promenljivih i vrednost funkcije
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koja se rǎcuna) zapisuju u nekoj azbuciΣ, tako da su parcijalne funkcije koje
posmatramo oblika(Σ∗)n → Σ∗, n ∈ N (što ukljǔcuje i aritmetǐcke funkcije,
identifikacijom prirodnog broja sa njegovim zapisom u odabranom sistemu).

Kažemo da TMM izračunava vrednosti parcijalne funkcijef : (Σ∗)n →
Σ∗ ako seM, polazéci od konfiguracije

(w1 ∗ . . . ∗ wn, q0, λ),

zaustavlja nakon konačno mnogo koraka za svew1, . . . , wn ∈ Σ∗ za koje je
f(w1, . . . , wn) definisano, i to sa završnom konfiguracijom

(u ∗ f(w1, . . . , wn), q, λ)

za neku rěc u ∈ Γ∗ i nekoq ∈ Q, dok se za ostale vrednostiw1, . . . , wn mǎsina
M se ne zaustavlja (ishod (3)).

Dakle, za razliku od primene TM kao sistema za rešavanje problema odluči-
vanja, gde se komunikacija sa ”spoljnim svetom” odvija preko stanja kontrolnog
mehanizma u trenutku zaustavljanja mašine, ovde se izlazni podatak (rezultat
rada mǎsineM) čita sa same trake: dovoljno je pogledati prvu reč koja se nalazi
levo od polǒzaja glave.

Ispostavlja se da se rekurzivno izračunljive i Tjuring-izrǎcunljive parcijalne
funkcije poklapaju. To su upravo funkcije koje na osnovuČeřcove teze iz-
jednǎcavamo sa intuitivnim pojmom algoritamski rešivog problema.

Teorema 3.3 Neka jeΣ 6= ∅ konǎcna azbuka. Postoji Tjuringova mašina ko-
ja izračunava parcijalnu funkcijuf : (Σ∗)n → Σ∗ ako i samo ako je njoj
pridružena aritmetǐcka parcijalna funkcija||f || : Nn → N, odre-dena uslovom

||f ||(||w1||, . . . , ||wn||) = ||f(w1, . . . , wn)||

za svew1, . . . , wn ∈ Σ∗, parcijalno rekurzivna.

Kada se pominjeekvivalentnostformalizama Tjuringovih mǎsina i rekur-
zivne izrǎcunljivosti, pod time se zapravo podrazumeva ekvivalencija upravo u
smislu Teorema 3.1, 3.2 i 3.3. Ove teoreme predstavljaju rezime, ”kombinaciju”
glavnih rezultata sadrženih u radovimǎCeřca [5] i Tjuringa [47] (videti tako-de
i [14, 27]).

Primer 3.4 Jedan od tehnički najjednostavnijih (iako sa stanovišta potrǒsnje
polja trake ne bǎs najekonomǐcnijih) nǎcina na koji mǒzemo koristiti TM za
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izračunavanje aritmetičkih funkcija jeste da prirodne brojeve predstavimo u u-
narnom sistemu, tj. da radimo sa ulaznom azbukom koja sadrži jedan jedini
simbol,recku: Σ = {|}. Prirodan brojn tada odgovara nizu odn + 1 uzastopne
recke,|n+1 (tako, na primer, jedna recka reprezentuje nulu). Ovako prikazani
brojevni podaci se razdvajaju blanko simbolima∗. U smislu malopre-dǎsnjih
op̌stih definicija, kǎzemo da TMM izračunava funkcijuf : Nn → N ako se za
svex1, . . . , xn ∈ NmǎsinaM, polazéci od konfiguracije

||| . . . ||︸ ︷︷ ︸
x1+1

∗ · · · ∗ ||| . . . ||︸ ︷︷ ︸
xn+1

∗ ,

zaustavlja sa sledećom konfiguracijom:

||| . . . ||︸ ︷︷ ︸
x1+1

∗ · · · ∗ ||| . . . ||︸ ︷︷ ︸
xn+1

∗ ||||||| . . . |||||︸ ︷︷ ︸
f(x1,...,xn)+1

∗ .

Prema Teoremi 3.3, (parcijalne) funkcije koje se na ovaj način mogu izrǎcunati
su tǎcno (parcijalno) rekurzivne funkcije (vidi [14]). ¤

Zadaci.

1. Dizajnirati totalne TM koje prihvataju sledeće jezike nad ulaznom azbu-
komΣ = {0, 1}:

(a) {0n1n : n ∈ N},
(b) skup svih rěci koje imaju isti broj pojavljivanja simbola0 i 1,

(c) skup svih palindroma nadΣ.

2. Neka jen > 1. Konstruisati TM u ”recka-sistemu” koja desno odn unetih
brojeva kopira prvi od njih (posmatrano sleva).

3. Konstruisati TM u ”recka-sistemu” koje izračunavaju

(a) zbir

(b) proizvod

data dva broja.

4. Konstruisati TM u ”recka-sistemu” koje izračunavaju funkcijex
.− y i

|x− y|.
5. Konstruisati TM u ”recka-sistemu” koja izračunava parcijalnu funkciju⌊

x
y

⌋
.
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3.2 Vremenska i prostorna slǒzenost. Klase slǒzenosti

Nakon definicija iznetih u prethodnom odeljku, prilično je jasnǒsta podrazume-
vamo pod korakom algoritima — to je izvršenje jedne komande TM koja im-
plementira odgovarajúci problem. Broj koraka koji je potreban da bi mašina
zavřsila svoj rad (i tako dǒsla do rezultata izrǎcunavanja) zavisi od ulaznog po-
datka, te se mǒzemo zapitati na koji nǎcin zavisi taj broj koraka od veličine
ulaza10. Jasno je da je daleko manji broj koraka potreban da bi se za reč dǔzine
3 utvrdilo da li je palindrom (dovoljno je uporediti prvi i treći simbol), nego
što je to slǔcaj sa rěcima dǔzine 3000. Tako-de, broj koraka potreban za sabi-
ranje dva broja zavisi od toga koliko dati brojevi imaju cifara. Ovakva i slična
razmatranja vode ka konceptuvremenske slǒzenostialgoritma.

S druge strane, možemo meriti i broj polja trake koja data TM koristi tokom
odre-denog izrǎcunavanja (polja koja zauzima ulazni podatak se ne računaju,
već samo polja u koje mašina pǐse tokom rada). Drugim rečima, procenjujemo
potrǒsnju memorije TM od strane razmatranog programa. Ova mera naziva se
prostorna slǒzenostalgoritma.

Formalnije, imamo sledeće definicije. Neka jeM totalna TM. Za funkciju
TM : N → N kažemo da jeocena vremenske složenosti mǎsineM, ukoliko
seM, za svaku ulaznu reč w, |w| 6 n (n ∈ N), zaustavlja nakon ne više od
TM(n) koraka. Analogno, funkcijaSM : N→ N je ocena prostorne slǒzenosti
mašineM akoM za svaku ulaznu rěc w, |w| 6 n (n ∈ N), tokom svog rada
piše simbole na ne više odSM(n) polja trake.

Prilično je jasno da su ove definicije univerzalne u tom smislu da se one
mogu bez ikakvih potěskóca primeniti ne samo na (osnovni model) TM, već i
na svaki drugi model rǎcunske mǎsine. Pri tome je potrebno precizirati samo
dve stvari:

• koja operacija se smatra elementarnim korakom posmatrane mašine,

• šta je osnovna memorijska jedinica te mašine.

Ono što odmah upada u oči u gornjim definicijama jeste njihova nepre-
ciznost, ili bolje rěceno ”lězernost”. One uop̌ste ne definǐsujedinstvenufunkciju
složenosti mǎsine. To potǐce od op̌steg pristupa koji se u načelu prihvata u
teoriji složenosti algoritama. Naime, namaće biti od vrlo male koristi da znamo
da je tačna složenost neke mašine npr.15n2 − 6n + 1979. Umesto toga, mi
jedino pokǔsavamo da dobijemoocenusloženosti i da pri tome prona-demo

10Naravno, ovo pitanje ima smisla samo za totalne TM.
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što je mogúce bolju. Drugim rěcima, najvǐse nas zanima da procenimored
veličine razmatrane slǒzenosti, a ne da dobijemo tačnu funkciju (koju je u naj-
većem broju slǔcajeva praktǐcno nemogúce odrediti). Takócemo u pomenu-
tom primeru réci da je rěc o algoritmukvadratne slǒzenosti: zaista, navedena
funkcija jeO(n2). Podsetimo, za dve realne funkcijef, g : R → R pišemo da
je f = O(g) ako postoji konstantaC > 0 i x0 ∈ R tako da za svex > x0 važi
nejednakost

f(x) 6 Cg(x).

Kažemo i da funkcijag(x) asimptotski ogranǐcava funkciju f(x). Slična no-
tacija se mǒze definisati i za celobrojne funkcije.

Ovakav asimptotski pristup otvara put ka definisanjuklasa slǒzenosti. Nǎs
prvenstveni zadatak jeste klasifikacija problema odlučivanja, kao koncepcijski
najjednostavnijih (pǒsto se u njima vřsi izrǎcunavanje najmanje jedinice in-
formacije — jednog bita). Zbog toga, razvrstavamo jezike totalnih TM (tj.
rekurzivne jezike) u sledeće vremenske i prostorne klase(gde jef : N → N
data funkcija):

TIME(f(n)) = {L : postojiM tako daL(M) = L, TM(n) = O(f(n))},

odnosno

SPACE(f(n)) = {L : postojiM tako daL(M) = L, SM(n) = O(f(n))}.

Na slǐcan nǎcin je mogúce definisati i klase rekurzivnih funkcija u odnosu na
složenost mǎsina koje ih rǎcunaju.

Od interesa za teoriju je da se od nekih od ovih klasa prave dalji agregati.
Tako definǐsemo klasu

P =
⋃

k>0

TIME(nk).

Rěc je o tzv.polinomnim algoritmima (odlǔcivanja), klasi jezika odlǔcivih u
vremenu koje se mǒze oceniti polinomnom funkcijom po veličini ulazne rěci.
Sa stanovǐsta vremena, ovo su algoritmi koji se smatraju ”dobrim”, vremenski
efikasnim. Ostali jezici su ”lǒsi”, ”neobradivi” (eng.intractable), jer se smatra
da njihovo odlǔcivanje traje sa praktičnog stanovǐsta predugo11.

11Me -dutim, mnogi programi koji se nalazečak i u komercijalnoj upotrebi nisu polinomni, već
troše eksponencijalno vreme, ali funkcionišu zahvaljujúci pretpostavljenoj umerenosti veličine
ulaznih podataka i velikoj brzini savremenih računara. Tako, rěc intractabletreba uzeti sa dozom
rezerve.
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Znatnošira klasa

EXP =
⋃

a>1

⋃

k>0

TIME(ank
)

sastoji se izjednostruko eksponencijalnih algoritama.
Slično definǐsemo i neke interesantne prostorne klase. Klasa prostorno ”naj-

boljih” algoritama odlǔcivanja je:

L = SPACE(log n).

(Primetimo da se osnova logaritma u svakom asimptotskom razmatranju može
izostaviti, budúci da za svea, b > 1 važi loga x = O(logb x).) Tako-de, od
interesa je i klasaprostorno polinomnih algoritama,

PSPACE =
⋃

k>0

SPACE(nk),

koja je, iakošira (i stoga ”slabija”) odL, tako-de prilično zanimljiva kako sa
teorijskog, tako i praktǐcnog stanovǐsta.

Zadaci.

1. Oceniti vremensku slǒzenost mǎsina konstruisanih u Zadatku 3.1.1.

3.3 Vi šetračne Tjuringove mǎsine

Sa stanovǐsta analize slǒzenosti algoritama, glavni problem sa osnovnim mode-
lom TM jeste tošto je on sa tehničkog stanovǐsta suvǐse ”primitivan”, udaljen
od nǎcina na koji savremani računar operǐse sa podacima. Razlog za to je loša
struktura memorije: traka. Njena linearna ure-denost uslovljava da TM može u
svakom trenutku svog rada neposredno da pristupi samo jednom simbolu, dok
su za pristupanje drugim simbolima potrebne dodatne komande kojeće pome-
riti glavu na odgovarajúce mesto. Kako bi se prevazišli ovi problemi, pribeglo
se usavřsavanju osnovnog dizajna TM. Ispostavilo se da je računska móc ovih
usavřsenih modela ista kao i kod TM (što je bio jǒs jedan dodatni argument u
prilog Čeřc-Tjuringove teze), a da je razlika u brzini, tj. složenosti mǎsine koja
implementira razmatrani problem.

Kao jedan od znǎcajnih koraka u tom pravcu, izdvajaju sevišetrǎcne Tjurin-
gove mašine(VTM). Modifikacija se ovde sastoji u toměsto umesto jedne,
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mǎsinaM ima véci (ali fiksan) broj trakak > 2. Tada funkcija prelaza ima
oblik

δ : Q× Γk → ((Γ ∪ {L,R})k ∪ {H})×Q.

Dakle, jedan korak VTM se sastoji izk koraka obǐcne TM, po jedan na svakoj
traci nezavisno, s tim da je zaustavljanje mašine jedinstvena akcija za sve trake.

kontrolni
mehanizam

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

a b b

0 1 0 1 0

a b b a

A
AA

?

@@ 6

¢
¢¢

6

Kao što je to objǎsnjeno u prethodnom odeljku, sada možemo definisati
pojam slǒzenosti za VTM analogno kao za TM. Naravno, jedan isti problem
može imati razlǐcitu slǒzenost na običnoj TM i VTM. To dolazi do izrǎzaja u
sledécem primeru.

Primer 3.5 Razmotrimo jǒs jednom problem prepoznavanja palindroma na da-
toj azbuci sa bar dva simbola (vidi zadatke 3.1.1 (c) i 3.2.1). Nije teško pokazati
da ovaj problem zahteva kvadratno vreme na običnoj TM. Naime, odgovarajúca
TM mora tokom svog rada da uporedi prvo i poslednje, drugo i pretposlednje,
itd. slovo ulazne rěci. Ako je n dužina ulazne rěci, tada posmatrana mašina
mora da (radi opisanih pore-denja) nǎcini bar

(n− 1) + (n− 3) + . . . + rest(n− 1, 2)

pokreta glave (ulevo ili udesno). Gornji zbir iznosin2

4 ako jen parno, an2−1
4

ako jen neparno.
S druge strane, postoji očigledan algoritam koji radi isti posao na 2-tračnoj

TM. Naime, polazéci od konfiguracije gde je ulazna reč na prvoj traci i prva
glava je desno od nje, najpre treba iskopiratiw na drugu trakǔcitajući je una-
zad, zdesna nalevo, zatim vratiti drugu glavu na levi kraj iskopirane reči, i najzad
uporediti rěci na dvema trakama, karakter po karakter. Ovaj algoritam očigledno
radi u vremenu4n− 1 (2n koraka za kopiranje,n− 1 korak za vrácanje druge
glave na prvi karakter sleva kopirane reči i n koraka za pore-denje ulazne i ”in-
vertovane” rěci), pa je rěc o algoritmu koji radi ulinearnomvremenu, gde je
T (n) = O(n). ¤
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Me -dutim, ispostavlja se da, iako je sa VTM moguće postíci bolje rezultate
po pitanju slǒzenosti, to pobolǰsanje ipak nije drastično, dok po pitanju rǎcunske
moći pobolǰsanja uop̌ste i nema.

Teorema 3.6 Neka jeM k-tračna TM. Tada postoji (obična) TMM′ koja
simuliraM. Tǎcnije, mǎsineM i M′ su ekvivalentne (L(M′) = L(M)), a
ukolikoM izračunava neku parcijalnu funkcijufM, tadaM′ izračunava istu
tu funkciju. Pri tome, ako jet : N→ N funkcija takva da jeTM(n) = O(t(n)),
tada jeTM′(n) = O([t(n)]2).

Skica dokaza.Osnovna ideja simulacije se sastoji u tomeštoM′ na svojoj jedi-
noj tracičuva niz odk reči u azbuci mǎsineM razdvojenih posebnim simbolom
# — sekvencijalni zapis sadržaja traka mǎsineM. U nekoliko prolaza kroz
ovaj zapis,M′ ga ǎzurira tako da se dobije stanje na trakamaM nakon jednog
njenog koraka. Naravno, pri tomeM′ u svakom trenutku mora na neki način da
”pamti” položajek glava mǎsineM na njenim trakama. To se postiže takošto
će azbuka trake zaM′ biti šira od azbukeΓ mǎsineM: osim dodatnog sepa-
ratora#, mi ćemo zapravo ”duplirati” azbukuΓ, tako daće azbuka mǎsineM′

biti Γ ∪ Γ′ ∪ {#}, gde je
Γ′ = {â : a ∈ Γ}.

Izme-du svaka dva uzastopna simbola# tačno jedan simboĺce imati ”kapicu”,
i ona će reprezentovati ”virtuelnu glavu”:̂a simulira situaciju na posmatranoj
traci mǎsineM u kojoj njena glavǎcita simbola upravo na odgovarajućem
mestu na toj traci. Tako, na primer, u simulaciji neke 3-tračne TM mǒzemo
imati sledéci sadřzaj trakeM′:

· · · ∗ ∗ ∗#ab̂ba#010̂10#âbb# ∗ ∗ ∗ · · · ,

što reprezentuje trake mašineM čiji je sadřzaj redomabba, 01010 i abb, dok su
glave redom na drugom, trećem, odnosno prvom karakteru ovih reči (vidi sliku
na prethodnoj strani). Naravno, za očekivati je daće i skup stanja kontrolnog
mehanizma mǎsineM′ biti u izvesnom smislǔsiri od izvornog skupa stanja
mǎsineM′.

M′ zapǒcinje svoj rad sa ulaznom reči w = a1 . . . an mǎsineM i glavom
na prvom praznom polju desno od nje. Prvi zadatak kojiM′ ima je da inicijali-
zuje svoju traku tako da se dobije simulirani zapis sadržaja traka mǎsineM na
početku njenog rada. Drugim rečima,M′ treba da (preko ulazne reči) napǐse

· · · ∗#a1 . . . an∗̂#∗̂# · · ·#∗̂# ∗ · · ·
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Sada prelazimo na opis simulacije jednog koraka VTMM od straneM′.
Radi toga,M′ najpre postavlja svoju glavu na prvi simbol# sleva i pravi jedan
prolaz kroz ”interesantni” deo trake, sve dok ne stigne do(k+1)-vog simbola#,
usput pamtéci u svom kontrolnom mehanizmu simbole na pozicijama virtuelnih
glava. Kako je ovo mogúce? Ako saQ1 oznǎcimo skup internih, ”autohtonih”
stanja mǎsineM′, tada za skup stanja kontrolnog mehanizmaM′ možemo uzeti

Q1 ×Q× Γk × Nk,

gde jeNk = {0, 1, . . . , k}. U tom slǔcaju, stanje nǎse mǎsineM′ je ure-dena
(k + 3)-orka

(s, q, α1, . . . , αk, i),

gde jes ∈ Q1, q ∈ Q, α1, . . . , αk su simboli izΓ i 0 6 i 6 k. Pre opisanog
prvog čitanja trakeM′, mǎsina je u stanju(s1, q, ∗, ∗, . . . , ∗, 0) za nekos1 ∈
Q1, gde jeq stanje mǎsineM pre simuliranog koraka. Prvi potez joj je kretanje
nadesno. Svakǒcitanje simbola# uvéceva brojǎc za jedan, tako da mašina
M′ ”zna” koju simuliranu traku mǎsineM trenutno obra-duje. Ako je trenutna
vrednost brojǎcai, a mǎsina upravǒcita simbol̂a ∈ Γ′, tada se stanjeM′ menja
tako što se na(i + 3)-ćoj komponenti stanja umesto∗ upisujea. Zatim se
nastavlja kretanje nadesno, sve dok vrednost brojačai ne postanek. Na primer,
ako jeM′ čitala svoju traku sa sadržajem

· · · ∗#ab̂ba#010̂10#âbb# ∗ · · · ,

tadaće po opisanom prolazu stanje kontrolnog mehanizma biti oblika

(s2, q, b, 0, a, 3)

za nekos2 ∈ Q1.
Opisani ”trik” sa paḿcenjem ogranǐcene kolǐcine informacije od strane kon-

trolnog mehanizma TM implementiran je u svakom savremenom računaru: u
pitanju su registri procesora.

Ažuriranje trake se vrši u drugom prolazu, zdesna nalevo. Sadačitanje
svakog novog simbola# umanjuje brojǎc i za jedan, tako da taj brojač u svakom
trenutku pokazuje redni broj trake izvorne mašineM koja se u simulaciji obra-
-duje. Kad godM′ nai-de na simbol sa ”kapicom”, simulira akciju koju biM
izvršila nai-toj traci u stanjuq. Dakle, ako je to pisanje simbolab prekoa, tada
M′ zamenjujêa sa b̂. Ako je to pomeranje glave nalevo ili nadesno, tadaM′

zamenjujêa saa, dok se simbolb levo ili desno od njega zamenjuje sab̂. Zatim
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se ovaj posao nastavlja na narednoj traci (ide se nalevo,čeka se prvi simbol#,
dok sei umanjuje za jedan).

Naravno, problem nastaje ukoliko seM′, simulirajúci kretanje glaveM
na nekoj traci nalevo ili nadesno, na-de na polju koje sadrži marker#. Ovo
se doga-da upravo onda kada mašinaM na nekoj od traka po prvi put skenira
neko (prazno) polje, koje do tada nije bilo korišćeno. Sada mašinaM′ mora da
”otvori” prostor za novo polje izme-du dva uzastopna# i tu (na pǒcetku ili kraju
razmatrane podreči) upiše simbol̂∗. Tada glavaM′ mora da se (kontrolisana
adekvatnim internim stanjem izQ1) vrati na jedan od rubova radnog segmenta
svoje trake i zatim translira slovo po slovo sadržaj trake za jedno mesto nalevo
/ nadesno, sve do mesta gde je potrebno novo polje (to mesto se tako-de mǒze
zapamtiti daljim ”struktuiranjem” skupaQ1). U novo polje se směsta željeni
simbol ∗̂ i simulacija se nastavlja na narednom segmentu odre-denom uzastop-
nim simbolima#.

KadaM′ stigne do prvog simbola# sleva, prelazi u stanje oblika

(s3, q
′, ∗, . . . , ∗, 0)

za nekos3 ∈ Q1, gde jeq′ naredno stanje mašineM po okoňcanju simuliranog
koraka.

Ukoliko je pri tomeq′ ∈ {>,⊥}, mǎsinaM′ će úci u svoje stanje prihva-
tanja / odbijanja i zavřsiti rad. Ukoliko mǎsinaM izračunava neku parcijalnu
funkciju, tada ona na kraju svog rada ispisuje rezultat (ako on postoji) na neku
od traka i pozicionira glavu desno od njega. U tom slučaju, mǎsinaM′ će
kopirati taj podatak (kontrola se ponovo ostvaruje putem stanja izQ1) desno od
poslednjeg simbola#, postaviti svoju glavu desno od njega i obustaviti rad.

Preostaje da se izvrši procena vremenske složenosti simulacijeM′. Naj-
pre, inicijalizacija trakeM′ se realizuje u vremenuO(n), što je istovremeno
O(t(n)), pǒsto funkcijat(n) ne mǒze biti (po uslovima teoreme) asimptotski
slabija od linearne. Sama simulacija jednog koraka mašineM od straneM′

uključuje:

• jedno ”̌citanje” trenutnog sadržaja trake sleva nadesno — ako je trenutna
dužina rěci na tracid, onda ova faza trǒsi vremeO(d);

• ažuriranje sadřzaja pojedinih segmenata trake (ograničenih uzastopnim
simbolima#), kao i pozicija virtuelnih glava —̌sto zahteva konstantan
broj koraka mǎsineM′ (dakle, trǒsi vremeO(1));

• u slǔcaju da je potrebno ranije opisano ”proširenje” nekog segmenta, treba
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realizovati translaciju nekog dela (prefiksa ili sufksa) reči koja čini radni
deo trake — ova rutina ǒcigledno trǒsi vremeO(d).

Me -dutim, dǔzinad reči zapisane na traci mašineM′ jednaka je

d1 + . . . + dk + (k + 1),

gde jedi dužina rěci nai-toj traci mǎsineM pre koraka koji se trenutno simuli-
ra. Ta dǔzina di ne mǒze biti véca odt(n), pǒsto svaka TM tokomt koraka
može da skenira najviše isto toliko polja trake. Zakljǔcujemo da se jedan korak
mǎsineM simulira saO(t(n)) koraka mǎsineM′. Zbog toga je

TM′(n) = O(t(n))TM(n) = O([t(n)]2),

što je i trebalo dokazati. ¤

Dakle, simulacija VTM putem običnih TM nas ”kǒsta” kvadratnog uspore-
nja rada. To, me-dutim, znǎci da se pri prelasku sa TM na VTMne menjasvoj-
stvo vremenske polinomnosti algoritma — svi algoritmi koji rade u polinom-
nom vremenu na VTM radiće u polinomnom vremenu i na TM (jedinošto se
udvostrǔcava stepen polinoma koji izražava vreme rada, a i koeficijenti mogu
biti veći). Specijalno, klasa jezikaP ”ne oséca” ovu modifikaciju rǎcunskog
modela.

Zadaci.

1. Dizajnirati višetrǎcne TM koje odlǔcuju jezike iz Zadatka 3.1.1 (a) i (b).
Proceniti slǒzenost tako dobijenih mašina.

2. Dizajnirati višetrǎcnu TM koja za dva binarna broja data da prvoj traci,
razdvojena simbolom#, ispisuje iza njih (dakle, tako-de na prvoj traci)
još jedan simbol# i njihov zbir. Analizirati slǒzenost odgovarajúceg
algoritma.

3.4 Univerzalna Tjuringova mašina

Konstrukcija koju prezentiramo u ovom odeljku predstavlja jednu od ključnih u
teoriji izračunljivosti. Naime, polazéci od Čeřc-Tjuringove teze, mǒzemo réci
da svaka pojedinǎcna Tjuringova mǎsina predstavlja apstraktni model odgo-
varajúceg algoritma koji se implementira u viduprograma. Kako bi izvřsenje
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programa na rǎcunaru bilo mogúce, potrebno je odgovarajuće softversko okru-
ženje, tj. poseban program (dakle, Tjuringova mašina) koji će zasvaki pro-
gramP napisan po datim sintaksnim pravilima ”simulirati” algoritam opisan
sa P prosle-divanjem rǎcunaru odgovarajúcih mǎsinskih instrukcija i ulaznih
podatakǎcije je ǔcitavanje predvi-deno uP . Drugim rěcima, potreban nam je
interpretator. Koncept interpretatora je formalizovan upravo krozuniverzalnu
Tjuringovu mǎsinuU .

Grubo govoréci, ideja je u tome da ulazna reč za ovu mǎsinu bude par oblika

(M, w),

gde jeM neka Tjuringova mǎsina,w reč u njenoj ulaznoj azbuci (prǐcemu su
svi ovi podaci kodirani u nekoj fiksnoj konačnoj azbuciΣU ), i da mǎsinaU na
odre-deni nǎcin simulira rad mǎsineM za ulaznu rěc w, tako da je rezultat rada
U za opisani ulaz isti kao i rezultat obradew naM. Prema tome,̌zelimo da
bude

L(U) = {(M, w) : w ∈ L(M)},
tj. daU prihvata kod para(M, w) ako i samo akow prihvataM.

Ispostavlja se da ovakva mašinaU postoji, i da sama njena egzistencija —
kaoštoćemo to videti u narednom odeljku — ima više nego znǎcajne posledice
u teoriji algoritama.

Kako bismo mogli da precizno opišemo mǎsinuU , moramo najpre da vidi-
mo kakoćemo proizvoljnu mǎsinuM = (Q,Σ, Γ, δ, q0,>,⊥) i w ∈ Σ∗ pret-
voriti u podatak, tj. rěc nadΣU . Za ulaznu azbuku mašineU dovoljno će biti
da uzmemoΣU = {0, 1,#}. Naime, mǒzemo póci od pretpostavke (koja nije
nimalo ogranǐcavajúca) da su kod svih mašinaM koje razmatramo skupovi
stanja i azbuke pǒcetni segmenti odN, tj. da je

Q = {0, 1, . . . , n− 1},
Σ = {0, 1, . . . , m− 1},
Γ = {0, 1, . . . , k − 1},

gde jem < k, dok sur, s, t < n i u < k redom pǒcetno, prihvatno, odbijajúce
stanje i blanko. Tako, kod mašineM može zapǒceti prefiksom

0n10m10k10r10s10t10u1,

koji se zavřsava sa sedmim pojavljivanjem simbola1, i koji se jedinstveno deko-
duje tako daM ima n stanja, njena azbukak simbola, od kojih su prvihm
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ulazni, dok ostatak rěci definǐse istaknuta stanja i redni broj simbola∗. Dalje,
svaka pojedinǎcna instrukcijaδ(p, a) = (α, q) može biti kodirana sa

0p10a10b+310q1

ako jeα = b ∈ Γ, odnosno sa

0p10a10z10q1

ako jeα ∈ {L,R, H}, gde akcijama redom pridružujemo redne brojevez =
0, 1, 2. Tako, niz ovakvih sekvenci sa početiri simbola1 jedinstveno odre-duje
funkciju prelazaδ. Naravno, i rěc w se mǒze analogno kodirati:

0x01 . . . 10xi

pokazuje da je u pitanju bila reč w = x0 . . . xi (zaw = λ kod je tako-de prazna
reč). Najzad, kod para(M, w) je

〈kod mǎsineM〉#〈kod rěci w〉,

štoćemo u daljem (uz neznatnu zloupotrebu notacije) pisatiM#w.
Sada prelazimo na skicu mašineU (koja, podsetimo se, za ulazM#w treba

da prihvati / odbije / u-de u mrtvu petlju ako i samo akoM prihvata / odbija /
ulazi u mrtvu petlju za ulazw). U će imati 3 trake, od kojih je prvaread-only
i sadřzi ulaznu rěc. Na drugoj traci se odigrava simulacija mašineM (ako je
ulaz oblikaM#w), dok tréca traka slǔzi kako bi čuvala kod trenutnog stanja
kontrolnog mehanizma simulirane mašine.

Pre negǒsto zapǒcne bilo kakva simulacija, mašinaU mora da obavi malo
pripremnog rada. Najpre, ona mora da utvrdi da li je ulazna reč oblikaM#w za
neku mǎsinuM i reč w nad njenom ulaznom azbukom (prilično je ǒcigledno da
postoji niz komandi koji rěsava ovaj potproblem). Ukoliko nije tako,U odmah
prelazi u stanje odbijanja i zaustavlja se. Ako ulaz ima traženi oblik, kod rěci
w se kopira na drugu traku, a na treću traku se upisuje0r, gde jer redni broj
početnog stanja. Glava druge trake se postavlja desno od kodirane reči w.

Sada pǒcinje simulacija. U svakom koraku, mašinaU poredi niz nula na
trećoj traci i niz uzastopnih nula levo od položaja glave na drugoj traci sa ”blo-
kovima” (sačetiri jedinice) u onom delu koda koji reprezentuje funkciju prelaza
δ. Kada se prona-de poklapanje —̌sto znǎci da je sadřzaj tréce trake0p, p > 0,
a druge. . . 0a1̂ . . . (ili . . . 0a∗̂ ), i na prvoj traci se desno od sedme jedinice
pronalazi podrěc 0p10a1 — čita se ostatak ”bloka”0c10q1 i preduzima se ǎzu-
riranje druge i tréce trake koje odgovara jednom koraku mašineM (broj nula
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na trécoj traci postajeq, a u zavisnosti od vrednostic, mǎsina se zaustavlja,
glava druge trake ”skǎce” na prvu jedinicu levo/desno, ili se menja dužina niza
uzastopnih nula levo od glave). Prema tome, nakon simulacijei-tog koraka
mǎsineM, i > 0, trake mǎsineU izgledaju ovako:

M#w

〈kod sadřzaja trake mǎsineM poslei-tog koraka〉
〈kod stanja kontr. mehanizma mašineM poslei-tog koraka〉

Ukoliko se na trécoj traci pojave kodovi prihvatnog / odbijajućeg stanja (̌sto se
ustanovljava pore-denjem sa odgovarajućim kodom mǎsineM), mǎsinaU ulazi
u svoje prihvatno / odbijajúce stanje.

Sada se lako uǒcava da ovako skicirana mašina odgovara našim zahtevima:
ishod rada mǎsineU sa ulaznom rěci M#w isti je kao i ishod rada mašineM
sa ulaznom rěci w.

3.5 Neodlučivi jezici i problemi

Kaošto smo videli u Teoremama 3.1 i 3.2, klasa rekurzivno nabrojivih jezika se
poklapa sa klasom jezika svih Tjuringovih mašina, dok su rekurzivni jezici tačno
jezici totalnih Tjuringovih mǎsina. S druge strane, problem kome odgovara
nerekurzivan jezik jeneodlǔciv, tj. nije rěsiv putem algoritama.

U Odeljku 2.10 smo videli da važi inkluzija R ⊆ RE. Osim toga, trivijalno
važi i RE ⊆ P(N). Me-dutim, onošto za sada jǒs ne znamo je: da li su ove
dve inkluzije stroge? Ispostaviće se da je u oba slučaja odgovor pozitivan. U
narednim tvr-denjima, koja spadaju u temeljne rezultate teorije izračunljivosti
(budúci da ukazuju na fundamentalna ograničenja izrǎcunljivosti kao koncepta),
upoznácemo se sa nekim od ”klasičnih” neodlǔcivih problema odlǔcivanja (tj.
jezika).

Pretpostavimo najpre da nam je data reč u nad binarnom azbukom{0, 1}.
Ova rěc mǒze biti upravo kod neke Tjuringove mašine. Ukoliko je to slǔcaj,
odgovarajúcu mǎsinu (sa konvencijama u vezi saQ,Σ,Γ, . . . kao i u prethod-
nom odeljku) oznǎcavamo saMu. Ako ulazna azbuka ove mašine ima bar dva
simbola, tada sama reč u može biti ulazni podatak za rad mašineMu. Stoga
možemo definisati tzv.dijagonalni jezik:

Ld = {u ∈ {0, 1}∗ : u je kod neke mǎsine iu 6∈ L(Mu)},
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budúci da on nastaje upravo kao rezultat jedne ”kantorovske” dijagonalne kon-
strukcije (bǎs kao u dokazu da ne postoji bijekcija izme-du N i R, odnosno
izme-du bilo kog skupaX i njegovog partitivnog skupaP(X)). U Ld možemo
ubrojati i sve kodove mǎsina nad jednoelementnim alfabetom (slučajΣ = {0}),
pǒsto i tada mǒzemo smatrati da automatski važi u 6∈ L(Mu).

Teorema 3.7 JezikLd nije rekurzivno nabrojiv.

Dokaz.Pretpostavimo suprotno. Po Teoremi 3.1, tada postoji Tjuringova maši-
naM nadΣ = {0, 1} (sa svim ostalim parametrima u skladu sa zahtevima iz
konstrukcije univerzalne mašineU) tako da jeLd = L(M). Neka jeu kod
mǎsineM, tj. M = Mu.

Kao i u drugim situacijama u kojima imamo posla sa dijagonalizacijom,
pitamo se da li vǎzi u ∈ Ld. Ako bi bilo u ∈ Ld, to bi znǎcilo dau 6∈ L(Mu) =
L(M) = Ld. S druge strane, pretpostavkau 6∈ Ld = L(Mu) odmah vodi
zaključkuu ∈ Ld. Kontradikcija. ¤

Iz prethodne teoreme sledi da ne postoji algoritam koji za proizvoljnu maši-
nuM odlučuje da liM prihvata svoj sopstveni kod ili ne. Drugim rečima, ako
binarna rěcu predstavlja ulazni podatak, tada je pitanjeu ∈ L(Mu) neodlǔcivo.

Jǒs znǎcajniji jezik u teoriji izrǎcunljivosti je tzv.univerzalni jezik:

Luniv = {u#w : u je kod neke mǎsine iw ∈ L(Mu)}.

Ovaj jezik odgovara op̌stem problemu — poznatom i kaoproblem pripadnosti
(engl. membership problem(MP)) — koji pita, za datu mǎsinuM i reč w u
njenoj azbuci, da liw ∈ L(M). Lako se mǒze uǒciti da bi postojanje algoritma
koji rešava ovaj problem imalo za direktnu posledicuR = RE: naime, tada bi
taj pretpostavljeni ”super-algoritam” za svaku fiksnu mašinuM odlučivao da li
važi w ∈ L(M), za datu rěc w. Drugim rěcima, svi jezici Tjuringovih mǎsina
(tj. rekurzivno nabrojivi jezici) bi bili rekurzivni. Da to nije tako, pokazuje

Teorema 3.8 (A.M.Turing, 1936) JezikLuniv jeste rekurzivno nabrojiv, ali ni-
je rekurzivan.

Dokaz. Najpre, ǒcigledno je da jeLuniv upravo jezik univerzalne mašineU ,
Luniv = L(U), pa je on rekurzivno nabrojiv po Teoremi 3.1.

Pretpostavimo sada, suprotno tvr-denju teoreme, da je jezikLuniv rekurzivan.
U tom slǔcaju, postojitotalnaTjuringova mǎsinaM koja ga prihvata. Razmot-
rimo mǎsinuM′ nad{0, 1} koja je konstruisana tako da radi na sledeći nǎcin:
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(1) Za dati ulazu ∈ {0, 1}∗,M′ najpre proverava da li jeu kod neke mǎsine.
Ako nije,M′ ulazi u odbijajúce stanje i zaustavlja se.

(2) Ako je rezultat testa pod (1) potvrdan, reč u#u se prosle-duje mǎsiniM.
Pǒsto je mǎsinaM totalna, njen rad se završava u konǎcno mnogo koraka
u nekom od stanja>,⊥.

(3) Po okoňcanju rada mǎsineM, mǎsinaM′ se tako-de zaustavlja, s tim da
je zavřsno stanje mǎsineM′ suprotnood onog u kojem jeM zavřsila rad.

Šematski,M′ se mǒze prikazati ovako:
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Odmah se uǒcava daM′ prihvataw ako i samo ako jeu kod neke mǎsine
i Mu ne prihvatau. Drugim rěcima,L(M′) = Ld. Me-dutim, po prethodnoj
teoremi,Ld nije rekurzivno nabrojiv jezik, stoga ne može biti jezik ni jedne
Tjuringove mǎsine, pa ni mǎsineM′. Kontradikcija. ¤

Prema tome, ne postoji algoritam koji za proizvoljnu mašinuM odlučuje
da li data rěc w pripada jezikuL(M) ili ne. Štavǐse, postojifiksnamǎsinaM
kod koje je pitanjew ∈ L(M) (za datu rěc w) neodlǔcivo: na primer, takva je
univerzalna mǎsinaU i njen jezikLuniv iz prethodne teoreme. Dakle, postoje
Tjuringove mǎsinečiji jezici nisu rekurzivni. Samim tim, postoje nerekurzivni
rekurzivno nabrojivi skupovi, odakle, izme-du ostalog, sledi i naredno tvr-denje.

Posledica 3.9Postoji (unarna) prosto rekurzivna funkcijaf čija je slika (kodo-
men) nerekurzivan skup.

Može se pokazati da je neodlučiv čak i ”jednostavniji” problem od problema
pripadnosti — u pitanju je tzv.problem zaustavljanja(”halting problem” (HP)).
Odgovarajúci ”halting” jezik je sledéci:

Lh = {u#w : u je kod neke mǎsine iMu se za ulazw zaustavlja}.
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Pri tome je u potpunosti irelevantno stanje u kojem se zaustavila mašinaMu.
Jasno,Lu ⊆ Lh.

Teorema 3.10Lh ∈ RE \R.

Dokaz.Malom modifikacijom univerzalne mašineU dobija se mǎsinaU ′ čiji je
jezik bǎs Lh. Naime, dovoljno je ”prepraviti”U tako da pri simulaciji mǎsine
M koja se odigrava za ulazM#w mǎsinaU ′ prelazi u prihvatno stanjěcim se
M zaustavi,nezavisnood stanja u kojemM okoňcava rad. Ovo pokazuje da je
jezik Lh rekurzivno nabrojiv.

S druge strane, pretpostavimo da je jezikLh rekurzivan. Tada postoji totalna
mǎsinaM koja ga prihvata. Posmatrajmo sada mašinuM′ koja radi na sledéci
nǎcin (za ulazu#w, u,w ∈ {0, 1}∗):

(1) Ulaz u#w se prvo prosle-duje mǎsiniM. Ako je rezultat njenog izrǎcu-
navanja negativan,M′ vraća NE i zaustavlja se.

(2) Ako je odgovor mǎsineM pozitivan (̌sto znǎci da u#w ∈ Lh, tj. Mu

postoji i zaustavlja se za ulazw), ulazna rěc u#w se prosle-duje mǎsini
U , koja simuliraMu za ulazw. Rezultat njenog rada je ujedno i rezultat
rada mǎsineM′.

MašinaM′ je očito totalna. Osim toga,L(M′) = L(U) = Luniv, što je kon-
tradikcija sa nerekurzivnošću univerzalnog jezika. ¤

Dakle, i halting problem je algoritamski nerešiv. Štavǐse, mǒze se lako
pokazati da je neodlǔciva i restrikcija halting problema koja pita da li se data
mǎsinaM (data, naravno, svojim kodom) zaustavlja za prazan ulaz (reč λ).

Koristéci navedene ili druge poznate neodlučive jezike, mǒze se pokazati
algoritamska nerěsivostširokog spektra problema u raznim oblastima matema-
tike. Ispostavlja se da je neodlučivost zapravo ǔcestala pojava, pre pravilo nego
”egzotǐcni” raritet. U preostalom delu ovog odeljka pomenućemo tri poznata
problema za koje danas znamo da se ne mogu rešiti putem algoritama.

Deseti Hilbertov problem. Na svetskom kongresu matematičara odřzanom
1900. u Parizu, David Hilbert je održao predavanje koje je ušlo u istoriju mate-
matike. U okviru svog izlaganja Hilbert je izneo 23 tada otvorena problema za
koje je verovao dáce predstavljati okosnicu matematičkih istrǎzivanja u nared-
nom stolécu. I zaista, Hilbertovi problemi su u velikoj meri odredili i usmerili
razvoj matematike XX veka. Me-du tim problemima,desetije trǎzio da se prona-
-de op̌sti metod, postupak (danas bismo rekli: algoritam) kojim bi se utvr-divala
rěsivostdiofantskih jednǎcina. Preciznije, problem je sledeći:
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ULAZ: Polinomf(x1, . . . , xm) ∈ Z[x1, . . . , xm] od više promenljivih sa
celim koeficijentima,

f(x1, . . . , xm) =
n1∑

i1=0

· · ·
nm∑

im=0

ai1...inxi1
1 . . . xim

m .

IZLAZ: Da li postoji celobrojno rěsenje jednǎcinef(x1, . . . , xm) = 0 ?

Deseti Hilbertov problem se dugo opirao rešenju. Najzad, 1970. godine,
ruski matematǐcarJurij V. Matijaševǐc je pokazao da je ovaj problem neodlučiv
— algoritam koji je Hilbert trǎzio zapravo ne postoji. Iz Matijaševǐcevih op̌stih
rezultata naime sledi da postoji polinomf od 57 promenljivih sa celim koefici-
jentima takav da zaa ∈ N diofantska jednǎcina

f(x1, . . . , x56, a) = 0

ima rěsenje pox1, . . . , x56 u skupuZ ako i samo ako je||u#w|| = a za neku
reč u#w ∈ Lh. Stoga bi postojanje algoritma za utvr-divanje rěsivosti dio-
fantskih jednǎcina omogúcavalo algoritamsko rešavanje halting problema,što
je nemogúce.

Problem domina. Pod dominompodrazumevamo kvadrat fiksnih dimenzija
čije su sve stranice označene simbolima (a, b, c, d, . . .). Pri tome je iz tehnǐckih
razloga zgodno da pretpostavimo da je svaki od simbola zapravo oznaka za neki
binarni niz. Tako, jedna domina može da izgleda ovako:

a

b

c

d

Domine se slǎzu u ravni jedna do druge tako da ivice kvadratića koje se
dodiruju moraju imati iste oznake, npr.

a
b

c
d

e
d

a
g

c
h

g
a

a
a

d
f

Pri tome, nije dozvoljeno rotiranje domina: domina je, formalno, ure-denačet-
vorka(a, b, c, d) gde niz oznaka pǒcinje od gornje stranice i nastavlja se u smeru
kretanja kazaljke sata.
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Konǎcan skup domina koji je na raspolaganju u pojedinačnoj instanci ovog
problema mǒze se sada kodirati kao reč u azbuci{0, 1, $, #}, gde se jedna domi-
na zapisuje kaoa$b$c$d (a, b, c, d su binarni nizovi), dok# služi za razdvajanje
kodova dve razlǐcite domine.

Problem domina je sledeći:

ULAZ: Konačan skup domina.

IZLAZ: Da li postoji poplǒcavanje ravni dominama u skladu sa opisanim
pravilom slaganja (prǐcemu se svaka od datih domina može ko-
ristiti neogranǐceno mnogo puta)?

Ovaj problem je neodlǔciv. Štavǐse, mǒze se pokazati (uz pomoć Königo-
ve leme iz teorije grafova) da akoD oznǎcava jezik koji odgovara problemu
domina, tada jeD, komplement jezikaD, rekurzivno nabrojiv. Otuda sledi
po Postovoj teoremi (Teorema 2.30) da problem domina niječak ni rekurzivno
nabrojiv, jer bi u suprotnomD bio rekurzivan.

Postov problem korespondencije.Ovaj neodlǔciv problem potǐce od Emila
L. Posta. Neka jeΣ = {a0, a1, . . .} neka fiksirana prebrojiva azbuka (slično
prethodnim situacijama, njena slova se mogu kodirati binarnim rečima takošto
aj predstavimo kao0j1). Postov problem korepondencije (PCP) je sledéci:

ULAZ: Konačan skupP parova(u, v), gde jeu, v ∈ Σ∗.

IZLAZ: Da li postoje (ne nǔzno razlǐciti) parovi (u1, v1), . . . , (un, vn) ∈
P tako da je

u1 . . . un = v1 . . . vn ?

Intuitivno, ovaj problem mǒzemo zamisliti na sledeći nǎcin. Dat nam je
konǎcan skup ”kartica” na kojima se nalazi po jedna reč gore i dole, prǐcemu
nam od svake kartice na raspolaganju stoji neograničen broj primeraka.PCP
pita da li je mogúce napraviti izbor kartica tako da se, kada se one pore-daju u
niz jedna do druge, reči u gornjem i donjem redu poklapaju.

Neodlǔcivost problemaPCP nalazi svoju veliku primenu u teorijskom raču-
narstvu i matematici, pǒsto se neodlǔcivost mnogih algoritamskih problema
pokazuje upravo zahvaljujući svo-denjemPCP na njih.

3.6 RAM mašine

Model višetrǎcne Tjuringove mǎsine u velikom broju slǔcajeva znǎcajno olaǩsa-
va implementaciju i analizu raznih algoritamskih problema. Ipak, taj model
nije rěsio problem zbog koga je uveden. Umesto jedne linearne (sekvencijalne)
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memorije, kod VTM imamok takvih memorija: tako, u jednom trenutku imamo
neposredan pristup većem, ali ipak ograničenom broju podataka. Jedino pravo
rěsenje krije se u sǔstinski drugǎcijoj koncepciji memorije, koja bi omogućila
neposredan pristup neograničenom broju podataka. Reč je o organizaciji me-
morije koja se danas primenjuje na realnim računarima, a koja poznata pod
akronimom RAM (random access memory). Na taj nǎcin, dobijamo koncept
RAM mǎsinekoji su 1963. godine formalizovaliJ.C.Shepherdsoni H.E.Sturgis
[39], polazéci od osnovnih principa arhitekture računara koje je ranije postavio
John von Neumann(ro -den kaoNeumann J́anos Lajos, 1903–1957).

RAM mǎsina je rǎcunski model koji radi sa celim brojevima (standardno se
uzima da su oni zapisani u binarnom sistemu, uz dodatni bit koji definiše znak).
Njena osnovna memorijska jedinica jesteregistar, koji može da uskladišti pro-
izvoljno veliki ceo broj. RAM mǎsina se sastoji od tri komponente:

• memorije (RAM),

• procesora, i

• programa.

RAM sadřzi beskonǎcno mnogo registara (to je, uz veličinu registara, jedino
po čemu se sǔstinski razlikuje od realnog računara), i ti registri su numerisani
brojevima1, 2, . . .. Ovaj pridrǔzeni broj registra je njegovaadresa, i ona je
ta koja omogúcava neposredni pristup svakom registru. Na početku rada svi
registri sadřze broj0, osim registara sa adresama1, 2, . . . , k, koji sadřze ulazne
podatke. Broj uskladišten ui-tom registrúcemo oznǎcavati sari.

Procesor se sastoji od dva registra. Jedan se zoveakumulator, i to je registar
sa adresom0. On ima posebnu ulogu, jer se sve operacije na RAM mašini
izvode unutar njega. Drugi registar jebrojač (koji oznǎcavamo sacount) i u
njemu se mǒze náci isključivo nenegativan broj. Na početku on sadřzi broj
1, a inǎce pokazuje redni broj komande u programu koja se trenutno izvršava.
Mašina zavřsava svoj rad takǒsto se u brojǎcu pojavljuje vrednost0.

Najzad, program je konačan niz komandi. Spisak mogućih komandi (koje
delimo u tri grupe) dat je u narednoj tabeli.

Aritmetika Ulaz-izlaz Kontrola
ADD arg LOAD arg JUMPlab
SUBarg STOREarg JPOSlab
MULT arg JZEROlab
DIV arg JNEGlab

HALT
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U prve dve grupe komandi (sa izuzetkom STORE) argumentarg može
biti ” = i”, ” i” ili ” ↑ i”, što respektivno označava vrednostii, ri i rri (dakle,
doslovno vrednosti, vrednosti-tog registra, ipokazivǎc, vrednost registrǎcija
je adresa zapisana ui-tom registru). U komandama iz treće grupe, argumentlab
je pozitivan prirodan broj, labela neke komande iz programa.

Komande realizuju sledeće operacije:

• ADD / SUB / MULT / DIV arg: izvo -denje odgovarajúce aritmetǐcke ope-
racije sa sadržajem akumulatora kao prvim iarg kao drugim argumentom
(pod DIV se podrazumeva celobrojno deljenje),

• LOAD arg: r0 := arg,

• STOREi: ri := r0, STORE↑ i: rri := r0,

• JUMPlab: count := lab,

• JPOS / JZERO / JNEGlab: ako jer0 > / = / < 0, tadacount := lab,

• HALT: count := 0.

Smatramo da je svaka ”besmislena” komanda (npr. pozivanje registra sa ne-
gativnom adresom ili deljenje nulom) ekvivalentna komandi HALT za zaustav-
ljanje mǎsine. Pri tome, izvřsenje svake od komandi iz prve dve grupe uvećava
vrednost brojǎca za1, dok preostale kontrolne komande eksplicitno definišu
narednu vrednost brojača, tj. redni broj komande kojáce se sledéca izvřsiti. Kao
što je véc naglǎseno, mǎsina zavřsava svoj rad kada se u brojaču na-de broj0.
Sadřzaj akumulatora u tom trenutku se smatra za rezultat izračunavanja mǎsine.

U izvesnom smislu, komande MULT i DIV predstavljaju ”luksuz”. Naime,
može se pokazati (vidi [33]) da ako iz mašinskog jezika RAM mǎsina uklonimo
ove dve komande i koristimo komandu HALF koja sadržaj akumulatorar0 za-
menjuje sabr0/2c, tada MULTarg možemo isprogramirati u nekoliko desetina
redova, dok se program za DIV tada može napisati u skladu sa razmatranjima iz
Primera 2.7.

Sistemi obrǎcunavanja vremenske slǒzenosti RAM mǎsina

Najjednostavniji pristup u proceni vremenske složenosti RAM mǎsine jeste
da za vremensku jedinicu uzmemo izvršenje jedne komande programa. Na taj
nǎcin, dobijamouniformnisistem analize slǒzenosti.

Uniformni sistem koristimo u analizi većine algoritama. Me-dutim, treba u
najmanju ruku biti oprezan u njegovoj upotrebi, jer, kaošto su to 1974. pokazali
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Hartmanis i Simon, mogúce je zloupotrebiti ovaj sistem takǒsto se ǔzasno
komplikovana izrǎcunavanja kodiraju ogromnim celim brojevima, i zatim se
sam algoritamski problem svodi na njihovo množenje (pa bi se tako esencijalno
eksponencijalni algoritmi realizovali u polinomnom vremenu). Evo jednog jed-
nostavnog primera: izračunavanje funkcijef(n) = 32n

. Sledéci RAM program
računa ovu funkciju (na pǒcetku, brojn je u prvom registru).

1 LOAD =3
2 STORE 2
3 LOAD 1
4 JZERO 12
5 LOAD 2
6 MULT 2
7 STORE 2
8 LOAD 1
9 SUB =1

10 STORE 1
11 JUMP 4
12 LOAD 2
13 HALT

Algoritamska ideja implementirana u ovom programu je da se do vrednostif(n)
do-de uzastopnim kvadriranjem, polazeći od inicijalne vrednosti3 (komanda 1).
Registar br.1 se koristi kao brojač, i sve dok je njegova vrednost pozitivna (ko-
manda 4) vřsi se kvadriranje (komande 5 i 6) me-durezultata, koji se skladišti u
registru br.2. Kada vrednost brojača postane0, učitava se vrednost funkcije u
akumulator (komanda 12) i program okončava svoj rad. Kako komande 4–11
čine petlju koja se izvřsava tǎcnon puta, slǒzenost ovog programa je8n + 6,
dakleO(n). Skrécemo pǎznju da je ova slǒzenost eksponencijalna (a ne line-
arna, kako se to na prvi pogledčini), budúci da je ulazni podatakn, pa je njegova
dužinad (u binarnom zapisu) približnolog2 n. Stoga je slǒzenost gornjeg algo-
ritmaO(2d).

Me -dutim, u stvarnosti je situacija mnogo lošija. Kako je32k
> 22k

, zak-
ljučujemo da se broj32k

zapisuje sa bar2k + 1 binarnih cifara. Zbog toga,
komanda 6 (kojom se kvadrira prethodni me-durezultat) um-toj iteraciji pod-
razumeva mnǒzenje dva broja sa ne manje od2m−1+1 binarnih cifara,̌sto rezul-
tuje brojem sa bar2m + 1 cifara. Primera radi, zam = 1000, taj broj ima vǐse
od21000 cifara, i procenjuje se da svi listovi papira ikada proizvedeni na planeti
Zemlji nisu dovoljni da se taj broj zapiše. Jasno je da se na realnim računarima
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izvo -denje operacija sa takvim brojevima (ukoliko uopšte ima dovoljno memo-
rije na raspolaganju) ne može ostvariti u istom vremenu kao i množenje dva bita.
Šta vǐse, takav obrǎcun slǒzenosti ne bi bio opravdan ni na idealizovanim RAM
mǎsinama, budúci da se samo množenje rekurzivno definiše kao uzastopno sabi-
ranje (vidi Primer 2.1), pa bi se u slučaju velikih argumenata ta operacija teško
mogla smatrati elementarnom. Isto važi i za sabiranje velikih brojeva, budući
da se ono na ǒcigledan nǎcin sastoji od niza sabiranja jednocifrenih brojeva.

Zbog toga, uvodimo tzv.logaritamskisistem obrǎcunavanja vremenske slo-
ženosti. Ovaj sistem respektuje veličinu argumenata prilikom izvršavanja svih
komandi iz programa12. Kod ulazno-izlaznih komandi, sabiranja i oduzimanja,
obrǎcunava se vremenski utrošakO(log n), gden predstavlja maksimum argu-
menata komande. Kada je u pitanju množenje i celobrojno deljenje, razlikujemo
dve ”podvrste” logaritamskog sistema. Jedan pristup se sastoji u tome da se i za
ove operacije utrǒsak vremena rǎcuna na isti nǎcin kao i kod drugih operacija.
Taj pristup — iako tehnǐcki jednostavniji — tako-de nije realan. Naime, ako
uzmemo izvo-denje aritmetǐcke operacije na dva bita kao osnovnu vremensku je-
dinicu, tada algoritam za sabiranje zaista radi u linearnom vremenu u odnosu na
logaritme sabiraka: to je upravo algoritam sa potpisivanjem i sabiranjem ”cifru-
po-cifru” (sa prenosom) koji smo svi učili u školi. Me-dutim, lako se mǒze videti
da ”klasǐcan” algoritam za mnǒzenje dvak-tocifrena broja ukljǔcujekvadratno
mnogo (u odnosu nak) osnovnih operacija na bitovima (a isto važi i za deljenje,
vidi Odeljak 4.1). Danas nije poznat nijedan algoritam za množenje brojeva koji
se sastoji izO(k) takvih elementarnih operacija, i pitanje egzistencije takvog al-
goritma je otvoren problem13. Stoga je najrealniji — ali istovremeno najteži za
primenu — ”strogi” logaritamski sistem u kome je osnovna vremenska jedinica
izvo -denje neke operacije na nivou bitova, pričemu se izvřsenje komandi MULT
i DIV obračunava saO(log2 n), gde jen veći od dva argumenta.

Izbor sistema kojeg koristimo za proračun vremenske slǒzenosti nekog al-
goritma jeste pre svega pitanje mere, ”dobrog ukusa” i prilago-davanja karak-
teru razmatranog problema. Preterano insistiranje na logaritamskom sistemu
bi u najmanju ruku zamaglilo matematičku analizu vécine problema. Zbog to-
ga, pravilna upotreba unformnog sistema na podacima umerene veličine čini
matematǐcka razmatranja transparentnijim, i jasnije otkriva suštiniski stepen
složenosti algoritamskog zadatka. Uniformni sistemćemo bez izuzetka koristiti

12Ovo, naravno, nema nikakvog uticaja na kontrolne komande, budući da najvéca mogúca
vrednost njihovog argumentalab zavisi od dǔzine programa — koji je fiksan broj, nezavisan od
ulaznih podataka.

13Asimptotski najbolji rezultat u tom pravcu dali su A.Schönhage i V.Strassen, koji su našli al-
goritam za mnǒzenjek-tocifrenih brojeva koji sadřziO(k log k log log k) operacija na bitovima.
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kod analize svih grafovskih algoritama, problema u vezi sa iskaznim formulama,
itd.

Kada je u pitanju ekvivalentnost računskih móci TM i RAM mašina, kao
i odnos njihovih mera vremenske složenosti, imamo sledeće tvr-denje. Skice
odgovarajúcih simulacija se mogu naći npr. u [33, 37].

Teorema 3.11Neka jeR RAM mašina. Tada postoji (višetračna) TMM koja
simuliraR (u istom smislu kao i u Teoremi 3.6). Pri tome, ako jeTR(n) =
O(t(n)) za neku funkcijut : N → N, tada se simulacijaM mǒze konstruisati
tako da je njena vremenska složenostTM(n) jednaka:

• O([t(n)]2), ako se naR primenjuje osnovni logaritamski sistem obraču-
navanja, ili ako njen program ne sadrži komande MULT i DIV,

• O([t(n)]3), ako se naR primenjuje striktni logaritamski sistem obraču-
navanja.

Prema tome, strogo logaritamski obračunate RAM mǎsine su polinomno
ekvivalentne osnovnom modelu TM (uz ušestostrǔcenje stepena polinoma koji
izražava slǒzenost). Kao neposredna posledica ovog zaključka, sledi da za svaki
jezikL čiji se problem odlǔcivanja mǒze rěsiti na RAM mǎsini (uz odgovarajúce
binarno kodiranje azbuke) u polinomnom vremenu, važi L ∈ P.

U narednim glavama, naš osnovni rǎcunski model bíce upravo RAM mǎsina,
imajući u vidu njenu ekvivalentnost sa TM u smislu Teoreme 3.11. To otvara
mogúcnost da algoritme zapisujemo u pseudo-kodu, koristeći imperativni pro-
gramski stil, budúci da RAM mǎsine nisu nǐsta drugo do idealizacija realnih
računara.

Zadaci.

1. Bez korǐsćenja komande DIV, napisati RAM program koji izračunava ce-
lobrojni količnik dva broja. Oceniti slǒzenost ovog programa.

2. Oceniti broj sabiranja i mnǒzenja binarnih cifara neophodnih za množenje
dvan-tocifrena binarna broja.



4
Algoritmi polinomne vremenske složenosti

U ovoj glavi ćemo razmotriti nekoliko ”klasičnih” algoritama koji rade u poli-
nomnom vremenu u odnosu na veličinu ulaznih podataka. Najprećemo prikaza-
ti jedan od najstarijih i najpoznatijih algoritama: Euklidov algoritam za izraču-
navanjeNZD dva broja, a kroz taj prikaźcemo ”provúci” i analizu algoritma
za celobrojno deljenje. Efekte primene poznate algoritamske strategije ”podeli
i vladaj” (eng.divide and conquer) uočićemo kod mnǒzenja (celobrojnih) mat-
rica. Tako-de, razmotrícemo i jedan problem odlučivanja iz iskazne logike, prob-
lem zadovoljivosti Hornovih iskaznih formula, kao oslabljenje opšteg problema
SAT (kojim ćemo se vǐse pozabaviti u Glavi 6). Najzad, prikazaćemo i tri
klasǐcna grafovska algoritma: za pretraživanje grafova, za izrǎcunavanje dǔzine
najkráceg puta iz datog izvora u težinskom grafu (Dajkstrin algoritam), kao i za
nalǎzenje minimalnog razapinjućeg stabla u tězinskom grafu.

4.1 Euklidov algoritam

Euklidov algoritam, jedan od istorijski najznǎcajnijih algoritama, izrǎcunava
najvéci zajednǐcki delitelj dva data prirodna brojax, y > 0. Kao što je poz-
nato, on se sastoji u iterativnom nalaženju celobrojnih kolǐcnika i ostataka pri
deljenju. Naime, u prvom koraku izražavamo (pretpostavljajući da jex > y)

x = q0y + r0,

84
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gde je0 6 r0 < y. Nakon toga, par(y, r0) preuzima ulogu(x, y):

y = q1r0 + r1,

0 6 r1 < r0, a zatim uzastopno vršimo deljenja

ri = qi+2ri+1 + ri+2,

pri čemu jei > 0 i 0 6 ri+2 < ri+1. Naravno, tu je

qi+2 =
⌊

ri

ri+1

⌋
.

Kako na ovaj nǎcin dobijamo opadajúci niz

x > y > r0 > r1 > . . . > ri > ri+1 > ri+2 > . . . ,

ovaj postupak se mora okončati nakon konǎcno mnogo iteracija, tj. za neko
k > 0 imamork = 0. Tada se lako pokazuje da jeNZD(x, y) = rk−1, poslednji
nenulačlan gornjeg niza (smatramo da jer−1 = y), što je upravǒzeljeni rezultat
izračunavanja.

Euklidov algoritam.

1. Proveri da li jex, y > 0. Ako jeste,a := x, b := y, c := y. Ako nije,
vrati poruku grěske.

2. Dok je c 6= 0, radi:

• c := rest(a, b);

• a := b;

• b := c.

3. NZD := a.

Kako bismo analizirali slǒzenost Euklidovog algoritma, treba da učinimo
dve stvari:

• da ocenimo (u zavisnosti odx, y) broj iteracija u koraku 2,

• da ocenimo slǒzenost jedne iteracije.
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Naravno, pǒsto se jedna iteracija sastoji iz jednog nalaženja ostatka pri delje-
nju (što se postǐze jednim celobrojnim deljenjem, jednim množenjem i jednim
oduzimanjem) i dve dodele vrednosti, u uniformnom sistemu bi ona trošila kon-
stantno vreme. Me-dutim, Euklidov algoritam je dovoljno elementaran, paćemo
na njega primeniti strogi logaritamski sistem. Zbog toga, najpre moramo na
neki nǎcin ”opravdati” obrǎcunavanje slǒzenosti celobrojnog deljenja.

Kako delimo dva broja? Pretpostavimo da su brojevia > b zapisani u
nekom (na primer, decimalnom) sistemu. Najpre tražimo najkráci prefiks oda
koji (posmatran kao zapis broja) nije manji odb. Ova operacija zahteva vreme
O(log2 a), jer jedno pore-denje posmatranog prefiksa ib podrazumeva jedno
oduzimanje i poziv RAM komande JPOS. Kada smo pronašli traženi prefiks
(ako takvog nema, celobrojni količnik je 0), prelazimo na formiranje prve cifre
količnika. Da bismo to uradili, potrebno nam je da poznajemo jednocifrene
umnǒske odb: 0, b, 2b, . . . , 9b. Njih možemo dobiti uzastopnim sabiranjem
(devet sabiranja), zǎsta nam je potrebno vremeO(log b). Ako je m najmanja
cifra sa osobinom da je(m + 1)b strogo véce od odabranog prefiksa, tada jem
željena cifra, pa do nje dolazimo nakon najviše devet pore-denja, dakle,O(log a)
elementarnih operacija. Postupak se iterativno nastavlja oduzimanjemmb od
uočenog prefiksa i véc poznatim ”spǔstanjem” dodatne cifre i dopisivanjem uz
formiranu razliku. Na kraju postupka nam preostaje upravorest(a, b).

Iz samog opisa postupka deljenja, jasno je da je broj iteracijaO(log a), pri
čemu svaka iteracija troši vremeO(log a). Stoga je realno da se za celobroj-
no deljenjea sa b, odnosno za nalaženje ostatka pri tom deljenju, obračuna
vremenski utrǒsak odO(log2 a).

Prema tome, broj osnovnih operacija koji se izvode na ciframa u jednoj
operaciji Euklidovog algoritma mǒzemo proceniti saO(log2 x). Preostaje da
ogranǐcimo sam broj iteracija. Za to je dovoljno je dokazati sledeće tvr-denje.

Lema 4.1 Za svei > 0, u Euklidovom algoritmu vǎzi

ri+2 <
ri

2
.

Dokaz.Podsetimo se da je jednakost koja povezujeri i ri+2 sledéca:

ri = qi+2ri+1 + ri+2.

Razmatramo dva slučaja. Ako jeri+1 6 ri
2 , tada izri+2 < ri+1 neposredno

sledi tvr-denje leme. Zato pretpostavimo da jeri+1 > ri
2 . U tom slǔcaju vǎze

nejednakosti

1 <
ri

ri+1
< 2,



4.2 Mnǒzenje matrica 87

zbogčega jeqi+2 = 1 (jer je u pitanju zapravo ceo deo gornjeg količnika). Tako,
sledi da je

ri = ri+1 + ri+2,

odakle jeri+2 = ri − ri+1 < ri − ri
2 = ri

2 , što je i trebalo pokazati. ¤

Na osnovu gornje leme sledi zaključak da se u dve iteracije Euklidovog
algoritma (pri čemu se sa(x, y) prelazi na(r0, r1), odnosno sa(ri, ri+1) na
(ri+2, ri+3)), par brojeva koje delimo jedan drugimbar prepolovi. Stoga je
ukupan broj iteracija6 log2 x.

Zaključujemo da je vremenska složenost Euklidovog algoritmaO(log x) u
uniformnom sistemu,O(log2 x) u osnovnom, aO(log3 x) u striktnom logari-
tamskom sistemu obračunavanja.

Zadaci.

1. Napisati RAM program koji realizuje Euklidov algoritam.

4.2 Množenje matrica

Neka su date dve kvadratne matriceA = [aij ], B = [bij ], formatan× n, čiji su
elementi celi brojevi. Po samoj definiciji proizvoda matricaC = AB = [cij ],
imamo da je

cij =
n∑

k=1

aikbkj .

Prema tome, za formiranje jednog elementa proizvoda potrebno jen mnǒzenja i
n−1 sabiranja. U uniformnom sistemu obračuna, to podrazumeva vremeO(n),
dok je utrǒsak vremena u strogom logaritamskom sistemuO(n log2 MA,B), gde
je

MA,B = max{|aij |, |bij | : 1 6 i, j 6 n}
najvéci po apsolutnoj vrednosti element matricaA i B. Kako elemenata ima
n2, to u ovim sistemima izrǎcunavanje proizvoda dve matrice po definiciji traje
respektivnoO(n3), odnosnoO(n3 log2 MA,B).

Ipak, postoji nǎcin da se dve matrice pomnože u asimptotski boljem vre-
menu, koristéci tzv. tehniku ”podeli i vladaj”14. Ideja se sastoji u tome da naj-
pre na-demo nǎcin da pomnǒzimo dve matrice konkretnog formata koristeći pri

14U daljemćemo koristiti iskljǔcivo uniformni sistem obrǎcuna, uz napomenu da prelazak na
strogi logaritamski sistem podrazumeva množenje svih dobijenih vremenskih složenosti faktorom
log2 MA,B .
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tom manje mnǒzenjanego u klasǐcnom algoritmu. To prǔza mogúcnost da nǎse
proizvoljne matrice podelimo na blokove i množimo ih po uǒcenoj šemi, pa
da tako, primenjujúci rekurzivnu strategiju izrǎcunavanja proizvoda, dobijemo
bolje rezultate u pogledu vremenske složenosti.

Upravo to je 1969. uradio nemački matematǐcar Volker Strassen(Folker
Štrasen, 1936) [41]. Naime, klasičnim putem, mnǒzenje dve matrice2 × 2
zahteva 8 mnǒzenja i 4 sabiranja.̌Strasen je, me-dutim, pronǎsao nǎcin da isti
posao obavi sa samo 7 množenja i, dodǔse, sa 18 sabiranja. On je uočio da vǎzi

[
a b
c d

]
·
[

e f
g h

]
=

[
s1 + s2 − s4 + s6 s4 + s5

s6 + s7 s2 − s3 + s5 − s7

]
,

gde je

s1 = (b− d)(g + h),
s2 = (a + d)(e + h),
s3 = (a− c)(e + f),
s4 = h(a + b),
s5 = a(f − h),
s6 = d(g − e),
s7 = e(c + d).

Sada je (radi jednostavnosti) dovoljno pretpostaviti da jen stepen dvojke (u
praksi zaokrǔzujemon na prvi véci stepen dvojke). Ako, dakle, treba da pomno-
žimo dven× n matrice, mǒzemo da ih razbijemo na po 4 blokan

2 × n
2 , na koje

rekurzivno primenjujemo gornji postupak:
[

A B
C D

]
·
[

E F
G H

]
=

[
S1 + S2 − S4 + S6 S4 + S5

S6 + S7 S2 − S3 + S5 − S7

]
,

gde je

S1 = (B −D)(G + H),
S2 = (A + D)(E + H),
S3 = (A− C)(E + F ),
S4 = H(A + B),
S5 = A(F −H),
S6 = D(G− E),
S7 = E(C + D).
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Ako sada saT (n) oznǎcimo vreme potrebno za množenjen × n matrica po
opisanom algoritmu, sledi da je

T (n) = 7T
(n

2

)
+O(n2)

(kvadratničlan potǐce od matrǐcnih sabiranja). Nakon smenak = log2 n i tk =
T (2k), ova rekurentna relacija se lako rešava teleskopiranjem, pa sledi da je

T (n) = O(nlog2 7) = O(n2,81...).

Opisano rezonovanje se, naravno, može uop̌stiti: kad god na-demo nǎcin
da dve matricec × c pomnǒzimo koristéci d skalarnih mnǒzenja, to daje os-
novu za rekurzivni algoritam̌cija je slǒzenostO(nlogc d). Na primer, zac = 3,
kako bismo pobolǰsali Štrasenov algoritam, bilo bi potrebno da buded 6 21.
Me -dutim, danas najbolji poznat algoritam za množenje3× 3 matrica koristi 23
mnǒzenja. S druge strane,Viktor Pan je 1978. godine [32] pronašao nǎcin da
pomnǒzi dve matrice70 × 70 koristéci 143640 mnǒzenja (!!!), što daje asimp-
totsku slǒzenostO(n2,795...).

4.3 Problem HORNSAT

SAT je problem odlǔcivanja iz oblasti iskazne logike. Sa istorijskog, teorijskog
i praktičnog stanovǐsta, to je jedan od najznačajnijih algoritmaskih problema.
Njegova formulacija je sledeća:

ULAZ: Iskazna formulaφ data u konjuktivnoj normalnoj formi (KNF).

IZLAZ: Da li je φ zadovoljiva?

Podsetimo, zaφ kažemo da je zadovoljiva ako postoji valuacija

τ : Xφ → {>,⊥}

u odnosu na koju je vrednost te formule tačna,vτ (φ) = > (gde jeXφ skup svih
iskaznih slova koja se pojavljuju uφ). Tako-de, za formuluφ kažemo da je u
KNF ako je u pitanju konjunkcija

k∧

i=1

Ci,

gde su podformuleCi — zvanekonjunkti— disjunkcije literala (podliteralom
podrazumevamo iskazno slovo ili njegovu negaciju). Pri tome,često koristimo
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notaciju

xα =

{
x α = >,

¬x α = ⊥.

Nije těsko videti da KNFφ ima vrednost> u nekoj valuaciji ako i samo ako
svaki konjunkt sadřzi bar jedan literal koji je tǎcan u odnosu na tu valuaciju.

Ovaj problem je poseban stogašto za njega (zasad)nije poznatefikasan,
polinomni algoritam, ǐsto je to zapravo najstariji problem za koji pokušaji da se
takav algoritam na-de nisu urodili plodom (naravno, ”pravolinijsko”brute force
rěsenje koje podrazumeva isprobavanje svih mogućih valuacija u op̌stem slǔcaju
troši vreme koje je eksponencijalna funkcija u odnosu na dužinu date formule).
Nalǎzenje odgovarajúceg polinomnog algoritma bi automatski rešilo problem
P = NP (vidi Glavu 6), jedan od od 7 najznačajnijih otvorenih matematičkih
problema po izboruFondacije Clayiz Bostona (za rěsenja svakog od njih, ta
fondacija je raspisala nagradu od po 1.000.000 US$). S druge strane, dokaz da
ne postojipolinomni algoritam za rěsenje ovog problema bi za posledicu imao
P 6= NP. Jednom rěcju, pitanje egistencije polinomnog algoritma zaSAT
identifikovano je kao jedan od najrelevantnijih nerešenih problema savremene
matematike.

Me -dutim, često se děsava da specijalni slučajevi rǎcunski slǒzenih prob-
lema ipak imaju polinomno rešenje. To znǎci da algoritamski problem ostaje
nepromenjen, véc se samo sǔzava skupinstanci— svih potencijalnih ulaznih
podataka. Takav slučaj mǒzemo prikazati upravo u slučaju problemaSAT: is-
postavlja se da je za KNF specijalnog oblika lakše ustanoviti zadovoljivost for-
mule nego u op̌stem slǔcaju. Tako dolazimo do problemaHORNSAT.

Za KNF φ kažemo da jeHornova formulaako se u svakom konjunktu po-
javljuje najvǐse jedan literal bez negacije. Na taj način, sve konjunkte mǒzemo
podeliti na dve grupe:

• negativnikonjunkti, koji sadřze sve negirane literale,

• pozitivnikonjunkti, koji sadřze tǎcno jedan ne-negiran literal, dakle:

– konjukti koji se poklapaju sa nekim iskaznim slovom,

– konjunkti oblika¬x1∨. . .∨¬xm∨y koje zovemoimplikacije(pǒsto
su ekvivalentni formulama oblika(x1 ∧ . . . ∧ xm) ⇒ y, kakoćemo
ove konjunkte od sada i pisati).

Prema tome, kada razmatramo Hornovu KNFφ, uvek je mǒzemo pisati kao
φ− ∧ φ+, gde smo sve negativne konjunkte grupisali uφ−, a pozitivne uφ+.
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ProblemHORNSAT sada definǐsemo kao problemSAT čiji je skup instanci
sǔzen na Hornove formule. U narednom algoritmu za rešavanje ovog problema,
formiraćemo jednu specifǐcnu valuaciju putem koje se odlučuje zadovoljivost
date formule. Pri tomécemo valuaciju, umesto preslikavanjaτ : Xφ → {>,⊥},
posmatrati kao skupT = {x ∈ Xφ : τ(x) = >}15.

Algoritam za HORNSAT.

1. T := ∅.

2. Potrǎzi u φ+ prvi konjunkt sleva koji u odnosu na trenutnu valuacijuT
ima vrednost⊥. Ako takvog konjunkta nema, pre-di na korak 5.

3. Ako je taj konjunkt oblikay ili (x1 ∧ . . . ∧ xm) ⇒ y,

T := T ∪ {y}.

4. Vrati se na korak 2.

5. Na kraju je dobijena valuacijaT0. Ako φ ima vrednost> u odnosu naT0,
tada jeφ zadovoljiva; u suprotnom — nije.

Najpre moramo dokazati korektnost ovog algoritma, koja nije očita. Onaće
biti posledica sledéceg tvr-denja.

Teorema 4.2 Hornova KNFφ je zadovoljiva ako i samo ako valuacijaT0 iz
gornjeg algoritma zadovoljavaφ.

Najpre nam je neophodan sledeći pomócni rezultat.

Lema 4.3 Ako jeT ′ valuacija koja zadovoljavaφ+, onda jeT0 ⊆ T ′.

Dokaz.Pretpostavimo, suprotno tvr-denju leme, da postoji valuacijaT ′ koja
zadovoljavaφ+, ali pri tomeT0 6⊆ T ′. Neka je

∅ = T1, T2, . . . , T` = T0

niz svih valuacija formiranih uzastopnom primenom koraka 3 iz gornjeg algo-
ritma. Kako jeT1 ⊆ T ′, to postoji najmanji indeksr za koji je Tr ⊆ T ′, ali
Tr+1 6⊆ T ′. Me-dutim, Tr i Tr+1 se razlikuju samo za jedno iskazno slovo,
Tr+1 = Tr ∪ {z}, pa zakljǔcujemo da

15Razlog za ovo jěcisto tehnǐcke prirode, radi laǩseg zapisivanja dokaza korektnosti sledećeg
algoritma, a u praksi valuaciju svakako implementiramo kao binarni niz dužined, gde jed broj
različitih iskaznih slova u datoj formuli.
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• z 6∈ T ′,

• prilikom r-te primene koraka 3, konjunkt oblika(x1 ∧ . . . ∧ xm) ⇒ z
imao je vrednost⊥, pa je zatox1, . . . , xm ∈ Tr ⊆ T ′.

Ova dva tvr-denja povlǎce da konjunkt(x1 ∧ . . . ∧ xm) ⇒ z ima vrednost⊥
u odnosu naT ′, što je u kontradikciji sa pretpostavkom daT ′ zadovoljavaφ+.
Zbog toga, tvr-denje leme mora biti tǎcno. ¤

Dokaz Teoreme 4.2.Implikacija (⇐) je trivijalna. Zato dokazujemo sledeće
tvr -denje: akoT0 ne zadovoljava Hornovu KNFφ, tada formulaφ nije zado-
voljiva.

Kako je valuacijaT0 konstruisana tako da ona sigurno zadovoljavaφ+ (jer
je to jedini nǎcin da u koraku 2 iza-demo iz petlje i okoňcamo rad algoritma, a
to će se desiti nakon konačno mnogo iteracija, pǒstoT = Xφ sigurno zadovo-
ljavaφ+), nǎsa pretpostavka implicira daT0 ne zadovoljavaφ−. Dakle, postoji
negativni konjunkt, npr.¬x1 ∨ . . . ∨ ¬xs, koji ima vrednost⊥ u valuacijiT0.
To znǎci dax1, . . . , xs ∈ T0. Ako bi posotjala valuacijaT ′ koja zadovoljavaφ,
tada bi po prethodnoj lemi biloT0 ⊆ T ′, pa bi vǎzilo x1, . . . , xs ∈ T ′. Ali, tada
bi već uǒceni negativni konjunkt imao vrednost⊥ i u T ′. Kontradikcija. ¤

Preostaje jǒs da procenimo slǒzenost nǎseg algoritma. Za to je dovoljno
uočiti da izrǎcunavanje istinitosne vrednosti iskazne formule u odnosu na datu
valuaciju (pa tako i bilo koje njene podformule) zahteva linearno vreme u odno-
su nan, dǔzinu date formule. Tako, korak 1 zahteva konstantno vreme, a korak 5
vremeO(n), što isto vǎzi i za jednu pojedinǎcnu iteraciju definisanu koracima
2–4. Jasno, iteracija može biti najvǐse onoliko kolikoφ+ ima konjunkta, jer
svaki (netǎcan) konjunkt koji se obra-duje u koraku 2, nakon transformacije u
koraku 3 postaje tǎcan, i ostaje takav do kraja algoritma. Prema tome, broj
iteracija jeO(n), stoga ovaj algoritam radi u vremenuO(n2).

4.4 Reprezentacije grafova

Orijentisani graf je strukturaG = (V, E), gde jeV neprazan skup iE ⊆ V ×V
binarna relacija naV . Elementi skupaV se nazivajǔcvorovi, dok skupE čine
grane. Grafovi se naǰcěsće vizuelno prikazuju takǒsto sučvorovi predstavljeni
tačkama (u ravni, prostoru, itd.), dok za dvačvorau, v ∈ V činjenicu da je
(u, v) ∈ E reprezentujemo neprekidnom linijom koja spajau i v, i ona je pri
tome orijentisana strelicom odu kav. Mi ćemo se u ovoj knjizi baviti iskljǔcivo
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konǎcnim grafovima, páce se u daljem podrazumevati da su skupoviV i E
konǎcni.

Grafovi predstavljaju veoma značajan objekat istrǎzivanja u teorijskoj mate-
matici, ali su nezaobilazni u primenjenoj matematici, informatici i mnogim
prirodnim naukama i tehničkim disciplinama. Razlog za to je vrlo jednosta-
van: prvenstveni model za razne odnose me-du podacima i drugim entitetima
jeste apstraktni pojamrelacije. Većina relacija koje razmatramo u praksi su bi-
narne relacije. Grafovi stoga prestavljaju najjednostavniji matematički model
interakcije kao fenomena kojeg svakodnevno opažamo.

Kod nekih pojava i odnosa koje modeliramo grafovima orijentacija grane
nije bitna. Zbog takvih situacija uvodimo konceptneorijentisnog grafa. Imamo
dva nǎcina da definǐsemo neorijentisan graf. Jedan je da pod neorijentisanim
grafom podrazumevamo orijentisan graf kod koga jeE simetrǐcna relacija: ako
je (u, v) ∈ E, tada je i(v, u) ∈ E. Drugi nǎcin je da definǐsemo granu kao
neure-den par{u, v}, pa je tadaE podskup odP(V ) sa osobinom da svaki
element odE ima jedan ili dva elementa.

U teoriji grafova je uobǐcajeno da se pod terminomgraf podrazumeva ne-
orijentisan graf, dok se njegova orijentisanost posebno naglašava. Orijentisani
grafovi se zovu jǒs i digrafovi. Grane sěcesto kráce oznǎcavaju i sauv, umesto
sa (u, v), odnosno{u, v} (pri čemu je redosled bitan samo kod orijentisanih
grafova). Graf jeprostako nema petlji, tj. grana oblikauu.

U primenama su tako-de izuzetno znǎcajni tězinski grafovi. U pitanju su
strukture oblikaG = (V, E, w), gde je(V, E) prost graf, aw : E → X težinska
funkcija. Njene vrednosti su uskupu tězinaX, koji je — iako mǒze u nǎcelu
biti proizvoljan — naǰcěsće ure-den, a ne retko je naX definisana i neka al-
gebarska struktura koja omogućava izvo-denje osnovnih operacija na težinama.
U velikom broju slǔcajeva,X ima strukturu (ure-denog) poluprstena. Tipični
primeri u tom smislu suN, Z, R, Bulov poluprstenB2 i drugi. Tězine grana
se uobǐcajeno ucrtavaju neposredno do krivih koje reprezentuju grane. Prime-
timo da se tězinski grafovi sa tězinama izNmogu identifikovati sagrafovima sa
višestrukim granama, kod kojih je dozvoljeno da neka grana ”više puta” bude
element multiskupaE.
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Slika 4.4.1.Neorijentisani graf sa višestrukim granama i odgovarajući težinski graf



94 GLAVA 4: Algoritmi polinomne vremenske slǒzenosti

Kako bismo mogli da posmatramo algoritme na grafovima i njihove im-
plementacije na RAM mǎsinama, veoma je pogodno da grafove reprezentu-
jemo strukturama podataka kojeće omogúciti laku manipulaciju. Tako, grafove
možemo prikazati prekomatrica susedstvai lista susedstva.

Za dati orijentisani grafG = (V, E), |V | = n, definǐsemo matricu susedstva
AG = [aij ] formatan× n, tako da je

aij =

{
1 (i, j) ∈ E,

0 inače.

Pri tome smo (bez umanjenja opštosti) identifikovaliV sa skupom{1, . . . , n}.
Za neorijentisane grafovéce — u skladu sa našim definicijama — matrica su-
sedstva biti simetrična.

”Elegantnost” ove reprezentacije leži, izme-du ostalog, i u sledécem poz-
natom tvr-denju iz teorije grafova.

Lema 4.4 Ako jeA matrica susedstva (orijentisanog) grafaG i d > 0 prirodan
broj, tada je element na(i, j)-tom polju matriceAd (pri čemu se sva sabiranja
i mnǒzenja vřse uN) jednak broju razlǐcitih puteva dǔzined u G koji vode iz
čvorai u čvor j.

Na isti nǎcin (uz tvr-denje analogno gornjoj lemi) možemo definisati i mat-
ricu susedstva grafova sa višestrukim granama, pričemuaij oznǎcava vǐsestru-
kost grane(i, j).

Reprezentacija preko matrice susedstva se može primeniti i na tězinske gra-
fove, ali uz malu modifikaciju. Naime, ako jeX ure-deni skup tězina grafaG
(sa najmanjim elementom0) i ∞ 6∈ X, tada definǐsmo da je(i, j)-ti element
matriceAG jednak

aij =





0 i = j,

w(i, j) (i, j) ∈ E,

∞ inače.

Ovim želimo da izrazimo da je težina nepostojéce grane ”beskonačna”: uobǐca-
jeno je da relaciju poretka naX prǒsirujemo sax < ∞ za svex ∈ X. Iz tog
razloga, za svaki tězinski graf mǒzemo u sǔstini pretpostaviti da je u pitanju
kompletan prost graf sa totalnom težinskom funkcijomw : V 2 → X ∪ {∞}.

Glavni nedostatak matrične reprezentacije grafova je relativna prostorna
(memorijska) neekonomičnost. Naime, kada su u pitanju grafovski algoritmi,
standardno se za meru veličine grafaG = (V, E) kao ulaznog podatka uzimaju
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dva broja:n = |V | i m = |E|. Naravno, pri tome jem = O(n2), ali u op̌stem
slučaju (a i naǰcěsće u praksi) broj grana u grafu može biti i znatno manji od reda
veličinen2. Kod tězinskih grafova imamo i trécu meru: to je ukupan broj ci-
fara tězina (ukoliko su one celobrojne), ali je ta veličina u uniformnom sistemu
obrǎcuna vremena retko kad relevantna. Sada je očito da skladǐstenje informa-
cije o grafu u formi matrice zahtevan2 memorijskih jedinica, tj. nezavisno je
od broja grana. U praksi, to znači čuvanje ogromnog broja nula u memoriji i
poneke jedinice u ”moru” nula. Zbog toga je za velike i ”retke” grafove mnogo
pogodnija reprezentacija koja koristiliste susedstva.

Za svakičvoru ∈ V grafaG, Adj(u) je listačiji su elementi svi susedi odu
(ovde razmatramo neorijentisani slučaj, dok za orijentisane grafove treba da za
svaki čvor imamo po dve liste susedstva: ulaznu i izlaznu). Preciznije,Adj(u)
je pokazivǎc koji pokazuje na prvi element liste, a element liste je slog koji
sadřzi informaciju o suseduv, eventualno tězinu graneuv (ako je graf tězinski)
pokazivǎc na sledéci element liste i, po potrebi, ”povratni” pokazivač (eng.
back-pointer) naAdj(u). U ovom pristupu, ukupan broj slogova i pokazivača
je n + m (n + 2m u orijentisanom slǔcaju), tako da se graf pamti uz utrošak
memorijeO(n + m).

Prema tome, ako jem ¿ n2, ova reprezentacija grafova je memorijski
mnogo ekonomǐcnija, a osim toga omogućava da se brzo pristupi svim susedima
nekogčvora i, u krajnjoj liniji, isključivo baratanje pokazivačima kao najefikas-
nijim oblikom programiranja grafovskih problema. S druge strane, u matričnoj
reprezentaciji se trenutno (u jednom koraku) odlučuje da li za dati pařcvorova
(i, j) postoji granaij, dok isti posao u reprezentaciji preko lista zahteva line-
arno vremeO(n). Izbor reprezentacije za dati problem predstavlja, naravno,
stvar ukusa, i treba da u načelu odgovori praktǐcnim potrebama proizašlim iz
prirode i strukture samog problema.

Zadaci.

1. U poznatom filmuGood Will Hunting, Matt Damon tumǎci problematǐc-
nog mladog marginalca Vila koji radi kaǒcistǎc na MIT-u, a inǎce je
vanserijski talenat za matematiku. Na početku filma (4:57 na DVD snim-
ku koji posedujem), Vil (̌cistéci hodnik ispred amfiteatra) opaža domáci
zadatak zapisan na maloj tabli u hodniku. U tom zadatku, dat je graf sa
Slike 4.4.1 (levo) ǐcetiri pitanja vezana za njega. Prva dva su:

1. Odrediti matricu susedstva datog grafa.

2. Odrediti matricu koja predstavlja broj svih puteva dužine 3 u tom
grafu.
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(Druga dva zadatka su u vezi generativnih funkcija za puteve u ovom
grafu.) Vil rěsava ove zadatke i rešenja se ”misteriozno” pojavljuju na
tabli sledéceg jutra, na op̌ste zaprepǎsćenje studenata i profesora(?!). Iz-
računajte i vi (poput Vila) ove dve matrice! (Rešenje se mǒze nakratko
videti u filmu negde oko 8:30.)

2. Nakon uklanjanja tězina iz grafa na desnoj strani slike 4.4.1, odrediti
odgovarajúce liste susedstva.

4.5 Dostiživost u grafovima

Problem dostǐzivosti(eng.reachability) jedan je od najznǎcajnijih algoritamskih
problema u teoriji grafova:

ULAZ: (Orijentisani) grafG = (V, E) i dva čvoras, t ∈ V .

IZLAZ: Da li u G postoji puts Ã t?

(Ovde oznakes i t potiču od engleskih terminasource(izvor) i target (meta,
cilj).) Nešto ”zahtevnije” verzije ovog problema imaju kao ulaz grafG i izvor
s, a izlazni podatak mǒze biti skup svihčvorovau za koje postoji puts Ã u
(što je u neorijentisanom slučaju upravo komponenta povezanostičvoras), ili
čak funkcija rastojanjads : V → N ∪ {∞}, gdeds(u) = d(s, u) oznǎcava
dužinu najkráceg puta ods dou (ta dǔzina je∞ ukoliko trǎzeni put ne postoji).
Konǎcno, voleli bismo da (kao ”nusproizvod”) odgovarajući algoritam za svaki
čvoru identifikuje bar jedan najkráci puts Ã u.

Kao što smo to véc naglasili, strukture podataka koje se najčěsće koriste
u grafovskim algoritmima suliste. Mi ovde nécemo detaljno ulaziti u imple-
mentaciju lista (naposletku, to i nije zadatak analize algoritama), već ćemo ko-
ristiti jednu uop̌stenu sintaksu za manipulaciju listama. Pošto je sama lista u
principu pokazivǎc koji pokazuje njen prvi slog,glava liste je jedini podatak
kojem u datom trenutku možemo neposredno da pristupimo. Ako jeL posmat-
rana lista,čvor koji je zapisan u njenom prvom slogu dobijamo kao rezultat
funkcije head(L). Osim toga, na listu mǒzemo směstati podatke (komandom
push(L, x)), a tako-de ih i uklanjati sa nje, tj. obrisati trenutnu glavu liste (ko-
mandompull(L)), čime drugi po redu podatak (ako postoji) postaje nova glava.

Naravno, pri tome se postavlja pitanje hijerarhije novih elemenata u listi:
nije svejedno da li ih smeštamo na pǒcetak ili kraj liste. U prvom slǔcaju,
kažemo da je lista ustrojena po principu LIFO (last in, first out), i ona se tada
nazivastek(eng.stack). U suprotnom, rěc je o listi tipa FIFO (first in, first out),
poznatijoj kaored za opslǔzivanje(eng.queue).
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U najgrubljim crtama, ideja za polinomni algoritam koji rešava problem
dostǐzivosti je sledéca. Na pǒcetku, listaL sadřzi samočvor s, i on je jedini
”oznǎcen” čvor (ovo se realizuje jednom Bulovom funkcijom naV ). Zatim,
iterativno odabiramo jedaňcvor sa listeL i uklanjamo ga sa nje. Inspekcijom
liste susedstva toǧcvora, pronalazimo sve njegove do tada neoznačene susede.
Te susede označavamo, i stavljamo ih naL. Algoritam radi sve dok seL ne
isprazni, kada označeničvorovi predstavljaju upravo skup svihčvorova dostǐzi-
vih iz s.

U zavisnosti od tipa liste koju koristimo, opisana pretraga može poprimi-
ti sasvim razlǐcit tok. Ako zaL koristimo stek, tadáce ovaj algoritam naj-
pre pronáci susede ods, opredeliti se za jednog od njih, zatim pronaći njegove
susede, ponovo se opredeliti za jednog od njih, i tako redom, sve dok više nije
mogúce náci nijedan neoznǎcenčvor koji je susedan sa trenutno obra-divanim.
Tada primenjujemo tehniku ”vraćanja”,back-tracking, vrácamo se na prethodno
razmatraničvor i posmatramo nekog drugog njegovog suseda (kojičeka na
steku), itd. Na taj nǎcin, naizmenǐcnim otkrivanjima ”u dubinu” i vrácanjima
otkrivamo svěcvorove dostǐzive iz s. Stoga i niječudnošto se ovakva tehnika
pretrǎzivanja grafa zovepretrǎzivanje u dubinu, tj. DFS (akronim od eng.depth-
first search).

Sasvim je druga situacija ako se opredelimo daL bude red za opslǔzivanje,
kada dobijamopretrǎzivanje uširinu, BFS (odbreadth-first search). Ovde se
ponovo polazi ods i otkrivaju se njegovi susedi. Zatim se za svaki od tih
suseda ponaosob pronalaze njihovi do tada neotkriveni susedi, i tako redom.
Važna primedba je da se ovom tehnikom rešava i prǒsiren problem dostiživosti,
pǒsto ona nalazi bǎs najkráce puteve izs, i stoga omogúcava algoritamsko
izračunavanje funkcije rastojanja u grafuG (nije těsko uveriti se da to nije slǔcaj
sa DFS). Preciznije, imamo sledeći algoritam. U njemu, osim listeL, figurišu
i funkcije d : V → N ∪ {∞} i new : V → {>,⊥}, koje redom izrǎcunavaju
rastojanje ods i vode rǎcuna o oznǎcenostičvorova (new(u) = ⊥ će znǎciti da
je u oznǎcen).

BFS algoritam za pretraživanje grafa G = (V, E).

1. d(s) := 0; new(s) := ⊥; L := [s].

2. Za sveu ∈ V \ {s} radi:

• d(u) := ∞;

• new(u) := >.
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3. Dok jeL 6= ∅ radi:

a) u :=head(L);

b) pull(L);

c) za svev ∈ Adj(u):

akonew(v) onda:

– d(v) := d(u) + 1;

– new(v) := ⊥;

– push(L, v).

Kako bismo dokazali korektnost ovog algoritma, najpre nam treba jedno
pomócno tvr-denje.

Lema 4.5 Ako je u gornjem algoritmu u nekom trenutku

L = [u1, . . . , uj ],

tada je
d(u1) 6 . . . 6 d(uj) 6 d(u1) + 1.

Dokaz.Dovoljno je proveriti da se opisana ”situacija” očuvava tokom celog
algoritma, tj. da je invarijantna na sve promene sadržaja listeL. Na pǒcetku,L
ima samo jedan element, pa su tražene nejednakosti trivijalno ispunjene. Zato
pretpostavimo da je u nekom trenutkuL = [u1, u2, . . . , uj ] i razmatrajmo dve
mogúcnosti. U koracima 3.a i 3.b uklanja se glava listeu1. Drugim rěcima, novi
sadřzaj listeL je [u2, . . . , uj ]. Sada imamo

d(u2) 6 . . . 6 d(uj) 6 d(u1) + 1 6 d(u2) + 1,

što smo iželeli da imamo.
S druge strane, drugi tip promene koju lista može da dǒzivi jeste da joj

se na kraj dopiše novičvor (korak 3.c), tj. da umesto[u1, . . . , uj ] ona postane
[u1, . . . , uj , v]. Ovo se děsava zbog togǎsto je sa liste upravo uklonjena njena
malopre-dǎsnja glavau0, av je njen sused. Pri tome jed(v) = d(u0) + 1. Stoga
važe nejednakosti

d(u0) 6 d(u1) 6 . . . 6 d(uj) 6 d(u0) + 1 = d(v) 6 d(u1) + 1,

pa je dokaz leme okončan. ¤
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Teorema 4.6 (Korektnost BFS)Na kraju rada gornjeg algoritma, za sveu ∈
V vǎzi d(u) = ds(u), pri čemud(u) = ∞ oznǎcava nepostojanje puta ods do
u.

Dokaz.Najpre dokazujemo indukcijom poi da ako jed(u) = i, tada postoji
put s Ã u dužine i. Za i = 0 ovo je jasno, pǒsto jes jedini čvor koji dobija
vrednost0 tokom gornjeg algoritma (vidi korake 2 i 3.c). S druge strane, ako je
i > 0, tada ječvor u mogao biti oznǎcen ovim brojem samo tokom koraka 3.c,
i to tako što je u tom trenutku bio aktivaňcvor u′ čiji je u sused, prǐcemu je
bilo d(u′) = i − 1. Po induktivnoj pretpostavci, to znači da postoji puts Ã u′

dužinei− 1, pa jes Ã u′ Ã u put dǔzinei.
Sada preostaje da pokažemo dad(u) = i > 0 implicira da ne postoji put

s Ã u dužine manje odi. Pretpostavícemo suprotno: da postojičvor v ∈ V
takav da jeds(v) = k < i = d(v), i da je pri tomk minimalno sa opisanom
osobinom. Neka jeu ”pretposlednji”čvor na jednom uǒcenom najkrácem putu
s Ã v. Me-dutim, svaki pǒcetni segment najkraćeg puta ods do nekogčvora je
ujedno i najkráci put ods do ”usputnih”čvorova, pa zakljǔcujemo da jeds(u) =
k − 1. Po gornjem uslovu minimalnosti, mora bitid(u) = k − 1. Ako je u
uklonjen saL pre negǒsto jev otkriven, tada biv bio otkriven kao suseďcvora
u, i bilo bi d(v) = d(u) + 1 = k, što nije slǔcaj. Zakljǔcujemo da jev bio
otkriven pre negǒsto jeu postao ”aktivan”. Me-dutim, otkrivanjeu nije moglo
da se desi nakon ”aktiviranja”v, jer bi u suprotnomu bio otkriven kao sused od
v, i imali bismo

d(u) = d(v) + 1 = i + 1 > k − 1,

što je nemogúce. Dakle, jedina mogúcnost je da su u jednom trenutkuu i v bili
istovremeno na listiL. Kako je

d(v)− d(u) = i− (k − 1) = i− k + 1 > 2,

imamo kontradikciju sa prethodnom lemom.
Kako smo iscrpli sve mogúcnosti, zakljǔcujemo da opisanǐcvorv ne postoji,

tj. da vǎzi ds(v) = d(v) za svev ∈ V . ¤

Na osnovu dokaza gornje teoreme je veoma lako opisati postupak kojim se
za svakǐcvor t ∈ V koji je dostǐziv iz s konstruǐse bar jedan najkraći puts Ã t.
Naime, ako je razmatrani BFS algoritam izračunao da jed(t) = i > 0, tadat
mora da ima bar jednog susedau takvog da jed(u) = i − 1. Odaberimo jedan
takav čvor u1. Sadau1 ima susedau2 takvog da jed(u2) = i − 2, itd. Na
ovaj nǎcin se formira nizčvorovau1, u2, . . . tako da jed(uj) = i − j za sve
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1 6 j 6 i. Naravno, to ukljǔcuje id(ui) = 0; ali, kako jeds(x) = 0 ako i samo
ako jes = x, slediui = s. Stoga jes, ui−1, . . . , u1, t put dǔzinei.

Preostaje da analizaramo vremensku složenost razmatranog BFS algoritma.
Neka je (kao i u prethodnom odeljku)|V | = n i |E| = m. Očigledno je da faza
1 nǎseg algoritma trǒsi konstantno vreme. Tako-de, korak 2 se realizuje u vre-
menuO(n). Što se tǐce iteracije 3, njenu vremensku složenost bismo ”lagodno”
mogli da procenimo naO(n2) (broj iteracija je ogranǐcen brojemčvorova, dok
svaka iteracija ukljǔcuje a|Adj(u)| + b koraka, gde sua, b konstante, au je
”aktivan” čvor, pa je u pitanjuO(n)). Me-dutim, mogúca je i něsto bolja pro-
cena. Naime faze 3.a i 3.bće biti realizovane onoliko puta koliko ima i iteracija.
Me -dutim, primetimo da je broj elementarnih koraka kojiće se sprovesti u tački
3.c u svim iteracijama kumulativnoproporcionalan broju grana grafaG: uvek
razmatramo jedan ”aktivan”̌cvor i njegove susede i u tom smisluće svaka grana
biti obra-dena samo jednom — naime, ako je otkrivenčvorv iz čvorau, tadaće
u biti uklonjen saL i nikada vǐse néce tamo dospeti, pošto jenew(u) = ⊥
do kraja algoritma. Zbog toga je složenost koraka 3, a tako i celog algoritma,
O(m + n) — linearna funkcija pom i n.

Zadaci.

1. ”Ručno” primeniti algoritam za BFS pretragu sledećeg grafa (izvor jes):

•

•

•

•

•

•

•

•

¡
¡

¡
¡

¡
sa

b c

d e

f
g

Pri tome su sve liste susedstva su abecedno soritrane.

2. Za graf iz prethodnog zadatka, ”ručno” primeniti DFS strategiju pretrage
(koja se dobija kada se listaL implementira kao stek). Uporediti redosled
otkrivanjačvorova tokom BFS i DFS pretraga.

4.6 Dajkstrin algoritam

Kao uop̌stenje problema dostiživosti u grafovima, mǒzemo posmatratiproblem
najkraćih putevau tězinskom grafuG = (V,E, w). Pri tome radi jednostavnosti
pretpostavljamo da su težine prirodni brojevi. Podsetimo se daw možemo pos-
matrati kao totalnu funkcijuV × V → N ∪ {∞} tako da jew(x, x) = 0 za
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svex ∈ V , dok jew(x, y) = ∞ ako i samo akox 6= y i {x, y} 6∈ E (odnosno
(x, y) 6∈ E).

Problem najkrácih putevaiz jednog izvoraje sledéci:

ULAZ: Težinski grafG i s ∈ V .

IZLAZ: Funkcijad : V → N ∪ {∞} takva da je za sveu ∈ V ,

d(u) = d(s, u),

dužina ”najlaǩseg” putas Ã u.

Naime, za proizvoljnu kolekciju granaX ⊆ E definǐsemo njenu tězinu kao

w(X) =
∑

e∈X

w(e),

pa se ova definicija odnosi i na puteve izme-du dvačvora. U tom smislu se
u gornjem problemu trǎzi minimalna tězina putas Ã u. Primetimo da je
(prǒsireni) problem dostiživosti u grafovima specijalan slučaj gornjeg problema,
kada su tězine svih grana istovetne (npr. sve su jednake1).

Polinomni algoritam za rěsavanje problema najkraćih puteva iz jednog izvo-
ra dao jeEdsger W. Dijkstra(Edsher Dajkstra, 1930–2002) 1959. godine [8],
a odlikuju ga elegancija i frapantna jednostavnost. Osim funkcijed, u njemu
figuriše jǒs i skup obra-denih čvorovaX (nije těsko videti da je ova struktura
ekvivalentna sa Bulovom funkcijomnew iz prethodnog odeljka, ali je zapis
petlje iz koraka 3 donjeg algoritma ovako kompaktniji).

Dajkstrin algoritam.

1. d(s) := 0; X := {s}.

2. Za sveu ∈ V \ {s} radid(u) := w(s, u).

3. Dok jeX 6= V radi:

a) na-di u ∈ V \X tako da jed(u) minimalno;

b) X := X ∪ {u};
c) za svev ∈ V \X radi:

d(v) := min(d(v), d(u) + w(u, v)).
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Opisani iterativni nǎcin formiranja funkcijed(u) primenjen u koraku 3.c
(kojim se ta funkcija postepeno ”poboljšava”, tj. priblǐzava optimalnom rěsenju)
se u literaturǐcesto nazivarelaksacija.

Korektnost ovog algoritma biće direktna posledica naredna dva tvr-denja.

Lema 4.7 U svakom koraku Dajkstrinog algoritma za sveu ∈ X, v 6∈ X vǎzi
d(u) 6 d(v).

Dokaz.Lemaće biti dokazana ako pokažemo da se trǎzena nejednakost očuvava
pri svakoj promeni skupaX i svakoj promeni vrednosti funkcijed tokom Dajk-
strinog algoritma.

Naravno, opisana nejednakost važi na pǒcetku algoritma, jer jed(s) = 0,
dok jed(u) > 0 za sveu 6= s. Pretpostavimo sada da pre razmatrane promene
(skupaX ili relaksacije funkcijed) imamo da jed(u) 6 d(v) za sveu ∈ X,
v 6∈ X. Nakon te promene, imaćemo skupX ′ i funkciju d′.

SkupX se menja u koraku 3.b, kada se u njega uključuje novičvor. Oznǎci-
mo taj čvor sau0. Prema nǎsoj pretpostavci, vǎzi d(u) 6 d(v) sa sveu ∈ X
i v ∈ V \ X ′. Osim toga, zbog nǎcina na koji ječvor u0 izabran u koraku
3.a, imamod(u0) 6 d(v) za svev 6∈ X, v 6= u0. Prema tome, posmatrana
nejednakost néce biti narǔsena u koraku 3.b.

Do promene funkcijed dolazi u koraku 3.c: njena vrednost se modifikuje
za (neke) susedev čvorau0 koji je upravo ukljǔcen uX, takošto se za suseda
v ∈ Adj(u0) koji ne lězi u X takvog da jed(u0) + w(u0, v) < d(v) zad′(v)
uzme bǎs d(u0) + w(u0, v). Me-dutim, pǒsto ječvor u0 upravo ukljǔcen uX ′,
važi d(u) 6 d(u0) za sveu ∈ X. S druge strane, zbog izbora načinjenog u
3.a, vǎzi d(u0) 6 d(v) za svev ∈ V \ X ′. Opisanom relaksacijom se tačnost
ove poslednje nejednakosti očuvava, jer u slǔcajud′(v) 6= d(v) važi d(u0) 6
d(u0) + w(u0, v) = d′(v). Time je dokaz leme okončan. ¤

Lema 4.8 U svakom koraku Dajkstrinog algoritma za sveu ∈ X vǎzi da je
trenutna vrednostd(u) dǔzina najkráceg puta izs do u koji prolazi isljučivo
krozčvorove iz skupaX.

Dokaz.Pǒsto je na pǒcetkuX = {s}, tvr -denje leme je tada trivijalno zadovo-
ljeno. Slǐcno kao i u prethodnoj lemi, dokazaćemo da je tǎcnost njenog tvr-de-
nja invarijatna na promene skupaX i funkcije d tokom realizacije algoritma.
Zapravo, dovoljno je ograničiti se samo na promene skupaX, jer se u koraku
3.c menjaju vrednostid(v) za nekěcvorovev koji u tom trenutkunepripadaju
skupuX, dok se nakon ukljǔcenja nekoǧcvorau u X vrednostd(u) više ne
menja.
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Zbog toga, pretpostavljamo da u nekom trenutku važi tvr -denje leme i doka-
zujemo da ono vǎzi i nakon sledéceg koraka u algoritmu u kojem je došlo do
uključenja novoǧcvorau0 u skupX.

Najpre, dokazujemo da je u tom trenutku vrednostd(u0) upravo dǔzina naj-
kraćeg putas Ã u0 koji prolazi krozčvorove izX. Pǒcetna vrednostd(u0)
je bila w(s, u0). Ukoliko je tokom algoritma ona bila bar jednom relaksira-
na, to znǎci da je u trenutku ukljǔcenjau0 u X vrednostd(u0) bila jednaka
d(x) + w(x, u0) za nekox ∈ X. Me-dutim, tada jed(x) bilo jednako dǔzini
najkráceg putas Ã x koji prolazi krozčvorove izX. Stoga je pri ukljǔcenju
u0 u X, vrednostd(u0) jednaka dǔzini nekogputas Ã u0 koji prolazi kroz
čvorove izX.

Neka je sada (u tom istom trenutku)

s = x0, x1, . . . , xn−1, xn = u0

jedan od najkrácih putevas Ã u0, pri čemu jex0, x1, . . . , xn−1 ∈ X (prime-
timo da je tadas = x0, x1, . . . , xn−1 jedan od najkrácih putevas Ã xn−1 koji
prolazi krozčvorove izX, čija je dǔzina, po pretpostavci, jednakad(xn−1)).
Prilikom uključenjačvoraxn−1 u X (koje se ranije véc moralo desiti), dǒslo
je do relaksacije vrednostid za njegove susede koji tada nisu pripadaliX.
Jedan od takvih suseda je bio baš u0. Tada je za novu vrednostd(u0) defini-
sanomin(d(u0), d(xn−1) + w(xn−1, u0)) (gde sed(u0) odnosi na prethodnu
vrednost). Prema tome, vrednostd(u0) pri uključenju u0 u X nije véca od
d(xn−1) + w(xn−1, u0), a što je upravo dǔzina putas, x1, . . . , xn−1, u0.

Rezimirajúci, imamo da jed(u0) (u trenutku koji posmatramo) dužina ne-
kog putas Ã u0 sa me-dučvorovima izX, ali da ta dǔzina nije véca od dǔzine
najkráceg takvog puta. Dakle,d(u0) je bǎs dǔzina najkráceg putas Ã u0 sa
me-dučvorovima izX.

Najzad, preostaje da pokažemo da se ukljǔcenjemu0 u X tačnost tvr-denja
leme nije promenila u odnosu na ostalečvoroveu ∈ X. Naime, pre ukljǔcenja
u0, d(u) je bila dǔzina najkráceg putas Ã u sa me-dučvorovima izX. Uključe-
njemu0 u X mogu da nastanu novi putevis Ã u. Me-dutim, takvi putevi imaju
u0 kao me-dučvor, pa je njihova dǔzina bard(u0). U prethodnoj lemi smo videli
da mora bitid(u) 6 d(u0). To znǎci da novonastali putevis Ã u ne mogu biti
kraći od ”starog” najkráceg puta izme-du ovihčvorova, pa je lema dokazana.¤

Iz gornje leme odmah dobijamo da su na kraju posmatranog algoritma izra-
čunate vrednostid(u), u ∈ V , jednake dǔzinama najkrácih puteva izs dou.

Kao i kod algoritma za BFS, koraci 1 i 2 troše ukupno vremeO(n). Broj
iteracija 3 je tako-de ogranǐcen san, pǒsto se u svakoj iteraciji dodaje po jedan
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novi čvor u skupX. Korak 3.b se realizuje u konstantnom vremenu, a koraci
3.a i 3.c, kao i provera uslova iteracije, u vremenuO(n). Prema tome, slǒzenost
Dajkstrinog algoritma16 jeO(n2).

Zadaci.

1. ”Ručno” primeniti Dajkstrin algoritam za sledeći neorijentisan tězinski
graf (izvor jes):
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Rad algoritma prikazati kao matricu u kojoj su kolone označnečvorovi-
ma, dok se ui-toj vrsti nalazi trenutne vrednostid(u) nakoni-te iteracije,
u ∈ V .

2. Analogno kao i u prethodnom zadatku, ”ručno” primeniti Dajsktrin algo-
ritam na sledéci orijentisan tězinski graf:
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4.7 Minimalna razapinju ća stabla u tězinskim grafovi-
ma

Povezan graf koji ne sadrži cikluse zovemostablo. Kaošto je poznato iz teorije
grafova, bilo koji od uslova povezanosti, odnosno acikličnosti, mǒze se u ovoj
definiciji ekvivalentno zameniti uslovom da posmatrani graf iman čvorova i
n − 1 granu. Tako-de, stabla mǒzemo definisati kao u izvesnom smislu ”mak-
simalne” aciklǐcne grafove: dodavanje grane izme-du bilo koja dva nesusedna

16Korišćenjem reprezentacije težinskih grafova preko lista susedstva, kao i nešto slǒzenijih
struktura podataka, moguće je postíci složenostO(m + n log n).
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čvora rezultuje pojavom ciklusa. S druge strane, u pitanju su ”minimalni”
povezani grafovi: uklanjanje bilo koje od grana daje nepovezan graf (tj. svaka
grana jemost).

Neka jeG = (V, E) proizvoljan (neorijentisan) graf. Njegov podgraf ob-
lika T = (V, E′) koji je stablo zovemorazapinjúce stablood G. Ako je pri
tomeG težinski graf, tada mǒzemo posmatrati (kao i u prethodnom odeljku)
težinu nekog njegovog razapinjućeg stabla kao sumu težina grana kojěcine to
stablo. Tako se nameće izuzetno znǎcajan problem pronalaženja razapinjúceg
stabla minimalne tězine (MST, od eng.minimal spanning tree):

ULAZ: Povezan tězinski grafG = (V,E, w).
IZLAZ: Težina minimalnog razapinjúceg stabla grafaG.

Naravno, bilo bi od velike koristi da se tokom odgovarajućeg algoritma identi-
fikuje bar jedno minimalno razapinjuće stablo (koje ne mora biti jedinstveno).
Problem je korektno formulisan, pošto se indukcijom lako pokazuje da graf ima
razapinjúce stablo ako i samo ako je povezan. S druge strane, ne bi predstav-
ljao ozbiljan problem ni da je kao skup instanci navedena klasa svih težinskih
grafova, pǒsto se povezanost može testirati (npr. pomócu BFS algoritma sa
proizvoljnim izvorom) u linearnom vremenu.

•SU
•SO

•NS

•SM •
BG

•PA

•KI

•ZR

D
D
D
D
DD

³³³

@
@

@
@

³³³

XXXX

¯
¯̄ J

J
JJhhh¡¤

¤
¤
¤

100

60

100

8042

55

50

60

15

55

55

50

Slika 4.7.1.Graf koji reprezentuje približna rastojanja Beograda i sedišta okruga u Vojvodini

ProblemMST ima veliku praktǐcnu primenu u dizajniranju komunikacijskih
i logističkih sistema uz minimalni utrošak komunikacione opreme, odnosno
transportnih resursa. Na primer, mrežu vécih gradova u nekom regionu ili državi
sa odgovarajúcom mrězom puteva mǒzemo posmatrati kao težinski graf, budúci
da trǒskovi transporta neke robe izme-du gradovaA i B očito zavise (izme-du
ostalog) od njihovog rastojanja. Isto se može réci i ukoliko želimo da izme-du
posmatranih gradova položimo optǐcke kablove. Minimalno razapinjuće stablo
razmatranog grafa tada definiše transportne koridore, odnosno trasu polaganja
optičkog kabla, tako da se uz minimalni utrošak sredstava obezbedi prevoz robe
(ili protok podataka) na datoj teritoriji.
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Verovatno prvi algoritam za rešavanje problemaMST dao je 1926. profe-
sor Univerziteta u Brnu,Otakar Bor◦uvka— motiv je bio elektrifikacija zapadne
Moravske. 1930. godine, tako-dečěski matematǐcarVojtěch Jarńık (1897–1970)
nǎsao je znatno jednostavniji algoritam.Joseph Kruskal(Džozef Kraskal, 1929)
[23] je 1956. dao je jedan tako-de veoma prost algoritam zaMST, a godinu dana
kasnijeRobert C. Prim(1921) je ponovo otkrio Jarnı́kov algoritam17. U teoriji
grafova su najpoznatija ova poslednja dva algoritma, paćemo ih i mi ovde raz-
motriti. Oni, naravno, daju isti rezultat, ali to postižu razlǐcitim algoritamskim
strategijama. Ne retko se dešava da oni nalaze dvarazličita minimalna razapi-
njuća stabla datog težinskog grafa.

Kraskalov algoritam za MST.

1. Sortiraj grane po tězini u neopadajúcem poretku.

2. Za svaku granue sa sortirane liste, ukljǔci e u skup granaF (koji će na
kraju formirati minimalno razapinjúce stablo) ukoliko ona něcini ciklus
sa véc ranije odabranim granama. U suprotnom, odbacie.

3. Ukoliko još nije odabranon−1 grana, pre-di na narednu granu sa sortirane
liste i ponovi korak 2, a u suprotnom stani.

Jarnı́k-Primov algoritam za MST.

1. Izaberi proizvoljaňcvorv1 ∈ V .

2. Ako su do sada odabraničvorovi {v1, . . . , vi+1}, odaberi granue mini-
malne tězine sa osobinom da je incidentna sačvorovimavj ∈ {v1, . . . ,
vi+1} i x 6∈ {v1, . . . , vi+1}. Uključi granue u skupF i dodajvi+2 := x
spisku odabraniȟcvorova.

3. Ukoliko još nije odabranon − 1 grana, ponovi korak 2, a u suprotnom
stani.

Oba ova algoritma pripadaju tipu ”gramzivih” (eng.greedy) algoritama, gde
seželjeni objekat formira iterativno, dodavanjem novih (u tom trenutku najpo-
voljnijih) elemenata u svakom koraku, bez ”povratnih” koraka (tj. bez relak-
sacije, kaǒsto je to bio slǔcaj u Dajkstrinom algoritmu). U oba ova algoritma,
nakon svake pojedinačne iteracije 2–3 (a i pre nje) imamo razapinjuću šumu

17Naravno, Prim je ovaj algoritam otkrio ne znajući za rezultate Jarnı́ka. Treba imati u vidu
da su 1957. mogúcnosti komunikacije i pretrǎzivanja naǔcne literature bile drastično manje nego
danas.
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F = (V, F ) odG, gde jeF ⊆ E. Podsetimo,̌suma je aciklǐcan graf, bez uslova
povezanosti (rěc je zapravo o uniji stabala).

Na pǒcetku, u oba algoritma,̌suma od koje polazimo je(V,∅). Ona u tom
trenutku ima|V | komponenti: svakǐcvor čini komponentu za sebe. Nakon sva-
kog odabiranja nove grane, broj komponentišume se smanjuje za jedan, pošto
se odabirom te grane dve komponente spajaju u jednu. Tu nastupa ”strateška”
razlika izme-du Kraskalovog i Jarńık-Primovog algoritma. Naime, geometrijski
posmatrano, kod Kraskalovog algoritma stabla-komponente kojačine razmat-
ranu razapinjúcu šumu rastu ”haotično”, budúci da kao ”reper” imamo ure-denu
listu svih grana tězinskog grafaG, i zato je svaka grana u svakom trenutku po-
tencijalni element razapinjućeg stabla kojeg gradimo. S druge strane, situacija
je mnogo ure-denija u slǔcaju Jarńık-Primovog algoritma: ovde je rastšume
takoréci ”centralizovan” u odnosu na prvǐcvor v1. U svakom trenutku algo-
ritma, jedino komponenta kojoj pripadav1 može biti netrivijalno stablo, dok
su sve ostale komponente trivijalne (sastoje se od po jednogčvora). Kasnije
se jedan po jedan izolovaničvor pridodaje toj jedinoj netrivijalnoj komponenti,
koja na kraju prerasta u MST.

1983. godine,Robert E. Tarjan(Robert Tarďzan, 1948) [43] je primetio da
su kako dva posmatrana algoritma, tako i niz drugih algoritama koji nalaze MST
za dati tězinski graf specijalni slǔcajevi jedne op̌stije šeme, koju je on nazvao
plavo-crveni algoritam. Naime, on posmatra proces odabira grana i njihovog
uključivanja u razapinjúce stablo kao bojenje grana grafa u dve boje: plavu i
crvenu (pri tomeće plave graněciniti traženo minimalno razapinjúce stablo,
dok će prostale grane biti crvene). Tokom bojenja, primenjuju se dva pravila.

Plavo pravilo: Na-di u G rez, neprazan skup̌cvorovaX ⊂ V tako
da nijedna grana koja spajačvorove izX i V \X nije plava. Me-
-du svim neobojenim granama koje spajajučvorove izX i V \ X
odaberi onu najmanje težine i oboji je u plavo.

Crveno pravilo:Na-di u G ciklus u kome nijedna grana nije crvena.
Me -du svim neobojenim granama tog ciklusa odaberi onu najveće
težine i oboji je u crveno.

Na pǒcetku algoritma, nijedna grana posmatranog težinskog grafa nema
boju. Zatim primenjujemo plavo i crveno pravilou proizvoljnom redosledudo-
god je to mogúce. Tarďzan je dokazao sledeći naoko iznena-dujući rezultat.

Teorema 4.9 (R.E.Tarjan, 1983)Kako god primenjivali plavo i crveno pravi-
lo, plavo-crveni postupaḱce uvek rezultovati bojenjem svih grana datog težin-
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skog grafaG i pri tome podgraf odre-den plavim granamǎcini minimalno raza-
pinjuće stablo odG (štaviše, ovo potonje tvr-denje je tǎcno véc nakon bojenja
(|V | − 1)-ve grane u plavo, kada neke grane možda jǒs nisu obojene).

Dokaz.Za delimǐcno (parcijalno) bojenje grana grafaG (tako da grane mogu
biti plave, crvene, ili bezbojne) kažemo da jeekonomǐcnoakoG ima minimalno
razapinjúce stablo koje sadrži sve plave i nijednu crvenu granu u uočenom bo-
jenju. Ideja dokaza je da indukcijom pokažemo da je svako parcijalno bojenje
koje nastaje tokom plavo-crvenog algoritma ekonomično. Jasno, ovo je trivi-
jalno tǎcno na pǒcetku (nijedna grana nije obojena), pa je dovoljno dokazati da
primena bilo plavog, bilo crvenog pravilǎcuva ekonomǐcnost. Pretpostavimo,
dakle, da se u nekom koraku algoritma boji granae = uv i da je prethodno
bojenje ekonomǐcno, tako da jeT skup grana jednog minimalnog razapinjućeg
stabla odG koji sadřzi sve u posmatranom trenutku plave grane i nijednu crvenu
granu.

(1) e se boji po plavom pravilu.Ako je e ∈ T , tada upravoT ”svedǒci”
da je novo bojenje tako-de ekonomǐcno. Zbog toga, razmotrimo slučaj e 6∈ T .
Neka jeX ⊂ V rez na koji smo upravo primenili plavo pravilo. Pošto grane
iz skupaT obrazuju razapinjúce stablo odG, T sadřzi grane koje formiraju put
u Ã v. Kako po plavom pravilu jedan oďcvorovau, v pripadaX, a drugi ne,
uočeni put sadřzi granue′ = xy tako da je jedan oďcvorovax, y iz X, a drugi
nije. Po plavom pravilu, granae′ ne mǒze biti plava. Po nǎcinu na koji smo
izabraliT , e′ ne mǒze biti ni crvena, pa je u pitanju neobojena grana. Pri tome
je w(e) 6 w(e′), imajúci u vidu plavo pravilo. Neka je sada

T ′ = (T \ {e′}) ∪ {e}.

Očigledno,w(T ′) 6 w(T ). Osim toga, grane skupaT ′ formiraju razapinjúce
stablo odG, jer je |T ′| = |T | = |V | − 1 i T ′ ne sadřzi cikluse (dodavanjem
granee se stvara tǎcno jedan ciklus, koji nestaje uklanjanjem granee′). Stoga
grane izT ′ tako-de formiraju minimalno razapinjúce stablo odG (i, specijalno,
mora bitiw(T ′) = w(T ) i w(e′) = w(e)). Ovo stablo pokazuje da je bojenje
koje u posmatranom slučaju nastaje posle primene plavog pravila ekonomično.

(2) e se boji po crvenom pravilu.Ako e 6∈ T , tadaT pokazuje ekonomičnost
novonastalog bojenja. Stoga pretpostavljamo da jee ∈ T . Primetimo da se
brisanjem granee iz stabla odre-denog saT to stablo ”raspada” na dve kompo-
nente (svaka grana u stablu je most). Posmatrajmo ciklus uG u odnosu na koji
je upravo primenjeno crveno pravilo. Ovaj ciklus sadrži granue′′ 6= e koja je
incidentna sǎcvorovima iz razlǐcitih komponentǐsume nastale brisanjeme iz T .
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Po crvenom pravilu, ova grana nije crvena, ali nije ni plava, jer bi u suprotnom
bilo e′′ ∈ T , što protivrěci činjenici da grane iz skupaT \ {e} formiraju dve
komponente povezanosti. Stoga,e′′ je neobojena grana i po crvenom pravilu
mora bitiw(e) > w(e′′). Ako sada definǐsemo

T ′′ = (T \ {e}) ∪ {e′′},

dobijamo skup od|V | − 1 grana koji ne sadrži cikluse (jer jee′′ most u tom
skupu), tj. razapinjúce stablo. Slǐcno kao i u prethodnom slučaju, to razapinjúce
stablo je tako-de minimalno i pokazuje ekonomičnost novog bojenja.

Sada pokazujemo da se proces bojenja grana neće ”zaglaviti” sve dok sve
grane nisu obojene. Pretpostavimo da u nekom trenutku imamo parcijalno bo-
jenje u kome postoji neobojena granae = uv. Gornji argumenti pokazuju da
je to parcijalno bojenje ekonomično: zbog toga, plave grane formiraju acikličan
graf, tj. šumu. Nazovimo komponente tešumeplavim stablima. Ako sečvorovi
u, v nalaze u istom plavom stablu, tada se može primeniti crveno pravilo na cik-
lus odre-den sae i granama (jedinstvenog) plavog putau Ã v. U suprotnom,
za rezX uzmimočvorove plavog stabla kojem pripadačvor u. Tada se mǒze
primeniti plavo pravilo u odnosu naX (s tim da nije sigurno dáce grana koju
ćemo obojiti u plavo biti bǎs e). Dakle, u svakom slǔcaju se proces bojenja
može nastaviti dogod postoje neobojene grane.

Najzad, razmotrimo ”završnu” situaciju u kojoj su sve grane obojene. Po
dokazanom, ovo bojenje tako-de mora biti ekonomično: postoji minimalno raza-
pinjuće stabloT koje sadřzi sve plave grane i nijednu crvenu. Ovo je moguće
samo ako plave grane formiraju povezan graf, tj. stablo, i ako se ono poklapa
saT . Prema tome, plavo pravilóce biti primenjeno|V | − 1 puta, nakoňcega
imamo jedno minimalno razpinjuće stablo odG. ¤

Primetimo da je Jarnı́k-Primov algoritam veoma specijalan slučaj plavo-
crvenog algoritma: on primenjuje isključivo plavo pravilo, dogod je to moguće
(za rez uzimamo upravo skup do tada odabranihčvorova). Posle|V | − 1 koraka
u kojima smo primenili plavo pravilo, preostaje da se uzastopno primenjuje cr-
veno pravilo, ali to naravno nije neophodno.

Isto se mǒze réci i za Kraskalov algoritam, s tim da on primenjuje jednu za
nijansu slǒzeniju strategiju. Naime, ako jee grana koja se trenutno obra-duje
(redosled obrade grana definisan je njihovom po težini soritranom listom) i ako
je ona incidentna sǎcvorovimau i v takvim da véc postoji plavi putu Ã v,
tadaćemo primeniti crveno pravilo u odnosu na ciklus odre-den opisanim putem
i granome. U suprotnom,u i v pripadaju razlǐcitim komponentamaV1 i V2
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”plavešume” odre-dene skupomF , pa primenjujemo plavo pravilo npr. u odnosu
naX = V1 (jer je e u datom trenutku najlakša neobojena grana u celom grafu,
pa tako i me-du onim granamǎciji je jedan ”kraj” uX).

Prema tome, gornja teorema implicira korektnost Kraskalovog i Jarnı́k-Pri-
movog algoritma.

Analiza Jarnı́k-Primovog algoritma

Oznǎcimo saX skup odabraniȟcvorova. Na pǒcetku jeX = {v1}. U svakoj
iteraciji, bira se grana najmanje težine koja povezuje po jedaňcvor izX i V \X.
Naravno, ispitivanje svih grana bi oduzelo mnogo vremena, paćemo algori-
tam implementirati putem pogodnih struktura podataka kojeće omogúciti brzo
pronalǎzenje trǎzene grane. Za tóce nam biti potrebna dva niza indeksirana
skupomčvorovaV (koje ćemo, naravno, ǎzurirati tokom algoritma):close[v]
će sadřzati jedan od ”najblǐzih” čvorova iz skupaX u odnosu nav (zav ∈ X
definisácemoclose[v] = ∞), dok će element nizawmin[v] biti jednakw(v, x)
ako jeclose[v] = x 6= ∞, dok jewmin[v] = ∞ zav ∈ X. Takoće naredna
odabrana grana biti najlakša od{v, close[v]}, v ∈ V \X.

Na pǒcetku jeclose[v1] = ∞ i wmin[v1] = ∞, dok je za sve drugěcvorove
close[v] = v1 i wmin[v] = w(v, v1). Sada svaka iteracija Jarnı́k-Primovog
algoritma podrazumeva (na nivou implementacije) sledeće dve faze:

• Izbor sledéce (plave) grane.Najpre nalazimo minimum nizawmin i iden-
tifikujemo jedančvor v ∈ V u kome se taj minimum realizuje. Ovaj
posao zahteva vremeO(n), gde jen = |V |. Odabrana granáce biti
{v, close[v]}, čimev postaje element skupaX (X := X ∪ {v}), pa stav-
ljamo close[v] =wmin[v] = ∞. Ove dodele se realizuju u konstantnom
vremenu.

• Ažuriranje nizovaclose i wmin (koje nastaje kao posledica uključenja
v u X). Naime, za sveu ∈ V \ X, u slǔcaju da jeclose[u] 6= ∞ i
w(v, u) < wmin[u], potrebno je redefinisati:

– close[u] := v,

– wmin[u] := w(v, u).

Ovo ǎzuriranje se obavlja u vremenuO(n).

Kako je broj iteracijan− 1, opisana implementacija radi u vremenuO(n2).
U prethodnom, koristili smo matričnu reprezentaciju težinskih grafova. Ako

ih prikažemo preko lista i koristimo neke složenije strukture podataka, moguće
je postíci složenostO(m log n) (m = |E|).
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Analiza Kraskalovog algoritma

Pre svega, u koraku 1 Kraskalovog algoritma se sortiraju grane po težini. Ovo
se realizuje u vremenuO(m log m) = O(m log n) (pǒsto je m = O(n2)),
koristéci neki od standardnih algoritama sortiranja.

Radi implementacije iteracije sadržane u koracima 2–3, uvodi se struktura
podataka poznata pod imenomunion-find. Ova struktura se sastoji iz particije
{A1, . . . , Ak} datog skupaS (dakle, vǎzi i 6= j ⇒ Ai ∩ Aj = ∅ i A1 ∪ . . . ∪
Ak = S), na kojoj je mogúce izvoditi dve operacije:

• UNION(Ai, Aj), kojom se postojéca particija zamenjuje particijom

(
{A1, . . . , Ak} \ {Ai, Aj}

)
∪ {Ai ∪Aj}

(klaseAi i Aj se ”spajaju” u jednu klasu).

• FIND(x), koja zax ∈ S vraća ”ime”, labelu klase kojojx pripada.

Upravo nam je ovakva struktura podataka potrebna u Kraskalovom algoritmu:
u njemu radimo sa razapinjućomšumom odre-denom skupomF , i komponente
te šumečine particiju skupǎcvorovaV . Dalje, ukljǔcivanje granee = uv u F
ima za posledicu da se komponente kojimau i v pripadaju (nazovimo ihV1 i
V2) spajaju u jednu,̌sto je upravo primena operacijeUNION(V1, V2). Granae
se odabira ukoliko ona ne zatvara ciklus sa ranije odabranim granama — ovaj
uslov se lako proverava, jere zatvara ciklus ako i samo akou i v pripadaju
istoj komponenti u trenutnoj particiji. Prema tome, u Kraskalovom algoritmu se
obra-divana granae uključuje uF ukoliko jeFIND(u) 6= FIND(v).

Jedan od najprostijih načina za realizaciju opisane strukture jeste da pos-
matramo niz indeksiran elementima skupaS (odnosnoV u Kraskalovom al-
goritmu), čiji su elementi iz skupa{1, . . . , |S|} (labele komponenti). Tako
se FIND(x) izračunava u konstantnom vremenu, jer je u pitanju očitavanje
odre-denogčlana niza. Me-dutim, primenaUNION(Ai, Aj) zahteva linearno
vreme u odnosu na|S|, pǒsto je potrebno próci kroz ceo niz i izjednǎciti labele
koje odgovaraju komponentamaAi i Aj (preuzima se jedna od labela starih
komponenti). Budúci da se u implementaciji Kraskalovog algoritma operacija
UNION primenjuje iskljǔcivo pri uključivanju grane uF , onaće biti primenje-
na tǎcnon − 1 puta. Provera uslova iteracije troši konstantno vreme, kao i sve
iteracije u kojima se razmatrana grana odbacuje. Broj iteracija, jasno, može biti
najvišem. Prema tome, ukupna vremenska složenost jeO(m log n+n2+m) =
O(n2).
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Něsto sofisticiranijim pristupom u realizaciji struktureunion-findmogúce
je postíci asimptotski bolji rezultat. Ako se ova struktura implementira preko
drveta u kojima se u korenu nalazi prazan pokazivač (labela komponente) i
prirodan broj koji oznǎcava broǰcvorova u drvetu — prǐcemu su grane u drvetu
orijentisane ”nagore”, ka korenu, a spajanje komponenti se sprovodi takošto ko-
ren manjeg drveta postaje naslednik korena većeg, dok se brojevi koji označava-
ju veličinu drveta sabiraju — tada se može postíci složenostO(m log n). Uko-
liko se prilikom poziva operacijeFIND(x) (koja podrazumeva praćenje orijen-
tisanog puta u odgovarajućem drvetu odx do korena) primenjuje tehnikakom-
presije puteva, što znǎci da se samo drvo preure-duje tako dax nakon otkrivanja
korena drveta kome pripada postaje naslednik tog korena, za iteraciju 2–3 se
može postíci i složenostO((m + n)α(n)), gde jeα tzv. inverzna Akermanova
funkcija. Ova funkcija nije ograničena, ali raste izuzetno sporo: npr. poznato
je da jeα(x) 6 4 za svex < 265536. Zbog toga se u svim realnim prime-
nama mǒze smatrati da jeα(n) konstanta (̌cak, vrlo mala,6 4), čime se do-
bija da ovaj deo algoritma radi praktično u linearnom (”pseudolinearnom”) vre-
menu. Tako-de, u specijalnim slǔcajevima (koji se u praksi najčěsće i susrécu),
mogúce je izvřsiti sortiranje iz koraka 1 u vremenu boljem odO(m log m):
ukoliko su tězine po apsolutnoj vrednosti mali celi brojevi, poznate su metode
sortiranja koje rade u linearnom vremenuO(m), tako da implementacija celog
Kraskalovog algoritma postaje pseudolinearna.

Zadaci.

1. ”Ručno” primeniti Jarńık-Primov i Kraskalov algoritam na težinske gra-
fove date u Zadatku 4.6.1 , odnosno na Slici 4.7.1 (uz prethodno fiksiranje
neke hijerarhije me-du granama iste težine). Uporediti tok ova dva algo-
ritma na datim grafovima.

2. U grafovima datim u prethodnom zadatku proveriti zavisnost razapinjućih
stabala koja daje Jarnı́k-Primov algoritam od pǒcetnogčvorav1.



5
Nedeterminizam

Nedeterminizamje jedan od najzanimljivijih fenomena u teoriji računskih mǎsi-
na. U svim rǎcunskim modelima koje smo do sada susretali, naredno stanje
mǎsine je bilojednoznǎcno(deterministǐcki) odre-deno postojécom konfiguraci-
jom, tako da je izrǎcunavanje bilo ”linearan” objekat: niz konfiguracija koje
nastaju tokom rada mašine. Koncept nedeterminizma je upravo suprotan ovome:
mǎsina u svakom trenutku ima na raspolaganju nekoliko mogućnosti me-du ko-
jima se bira naredno stanje. Trenutna konfiguracija ne odre-duje naredni korak
mǎsine (tj. algoritma) jednoznačno, véc taj izbor mǒze zavisiti od niza faktora
koji su van okvira nǎseg razmatranja.

Strogo uzev, apstraktni koncept nedeterminističke rǎcunske mǎsine nije re-
alan u smislu da ne modelira rad nijednog fizički postojéceg ure-daja za rǎcuna-
nje18. Ipak, nedeterminizam se u izvesnom smislu pojavljuje u računarskoj
praksi, kada spoljǎsnji činioci utiču na tok izrǎcunavanja: na primer, neki proces
u distribuiranom sistemu može zavisiti od poruka koje dobija od drugih procesa,
pri čemu nije mogúce predvideti ni sadržaj tih poruka, a ni trenutak u komeće
one biti upúcene.

U teoriji izračunljivosti je od posebnog interesa izučavanje odnosa izme-du
odgovarajúcih deterministǐckih i nedeterministǐckih modela. Primera radi, poz-
nat je rezultat o ekvivalenciji determinističkih i nedeterministǐckih konǎcnih

18Validnost ove rěcenice se, me-dutim, ozbiljno dovodi u pitanje pojavom tzv.kvantnih rǎcu-
nara.

113
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automata: i jedni i drugi prihvataju jezike predstavljene regularnim izrazima,
tzv. regularne jezike. S druge strane, kod pushdown automata za kontekstno-
slobodne jezike ova simetrija ne važi: postoji kontekstno-slobodni jezik koji nije
jezik nijednog determinističkog pushdown automata (vidi [15, 26]). U ovoj i
narednoj glavi nǎs prvenstveni cilj je da razmotrimo koncept nedeterminističkog
algoritma definisan preko nedeterminističke TM i da proǔcimo odnos obǐcnih
TM i njihovih nedeterministǐckih ”ro -daka”. Taj koncept́ce nam omogúciti da
procenjujemo slǒzenostičitavog niza interesantnih algoritamskih problema.

5.1 Nedeterminističke Tjuringove mašine

Definicija nedeterministǐcke Tjuringove mašine(NTM) razlikuje se od deter-
minističke varijante po toměsto je funkcija prelaza sada definisana kao

δ : Q× Γ → P((Γ ∪ {L,R,H})×Q).

(Alternativno, mǒzemo posmatratiδ kaorelaciju prelaza,

δ ⊆ Q× Γ× (Γ ∪ {L,R, H})×Q.)

Jednu komandu NTMM možemo zapisati ovako:

q a





α1 q1

α2 q2
...
αm qm

(ukoliko je δ(q, a) = {(α1, q1), (α2, q2), . . . , (αm, qm)}). Kao što smo véc
istakli, dok je kod TM stanjem kontrolnog mehanizma i simbolom koji sečita
na traci jednoznǎcno odre-dena sledéca akcija i sledéce stanje mǎsine, kod NTM
to nije slǔcaj. Naprotiv, postoji neure-denost u smislu da naredni korak i stanje
mǎsine mǒze biti bilo koja od ponu-denihm opcija. Ovo, naravno, ukljǔcuje i
mogúcnost da za nekoq ∈ Q i a ∈ Γ važi m = 1 (u kom slǔcaju imamo upravo
deterministǐcku ”situaciju”), kao im = 0 (kada se mǎsina zaglavljuje, jer nema
narednog koraka, tj. konfiguracije u kojuM može préci).

Naravno, prelaskom na računski model NTM, menja se i pojam toka izraču-
navanja. Ako je data konfiguracijac u kojoj je mǎsina u stanjuq i čita sim-
bol a, tada u slǔcaju |δ(q, a)| = m na raspolaganju stojim različitih konfigu-
racija u koje ta mǎsina mǒze da pre-de. Ovakav pristup nam sugeriše da za-
mislimo rad NTM kao odvijanje ”paralelnih stvarnosti”, jednu vrstu paralelnog
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računanja u kome se na istoj TM istovremeno izvršava vǐse programa. Zbog
toga, izrǎcunavanje NTM prikazujemo kaodrvo.

c0

?

¡
¡¡ª

@
@@R

c1 c2 c3

¡
¡ª ?

c4 c5
?

c6
?

HHHHj
@

@R
c7 c9c8

...
...

...
...

...
... ?

vreme

Slika 5.1.1.Drvo izrǎcunavanja NTM

Svaki putc0 Ã c (tj. put od korena drveta do nekoǧcvora kome odgovara
konfiguracijac) predstavlja rad jedne determinističke TM koja radi isto kao i
data NTM, uz nametanje odre-denog niza izbora iz skupovaδ(q, a).

Slično kao i kod TM, za NTMM kažemo da jetotalnaako je drvo izrǎcuna-
vanja te mǎsine konǎcno (tj. konǎcne dubine) za svaku ulaznu reč w. U suprot-
nom, drvo izrǎcunavanja sadrži beskonǎcan put: postoji nǎcin da nedeterminis-
tički biramo korake tako daM u -de u mrtvu petlju.

Jednostavnosti radi, mićemo posmatrati NTM iskljǔcivo u rězimu za rěsa-
vanje problema odlǔcivanja (iako se mǒze definisati i nedeterminističko izrǎcu-
navanje parcijalne funkcije). Stoga treba da definišemošta znǎci da NTM prih-
vata datu ulaznu rěc. Kǎzemo da NTMM prihvataw ∈ Σ∗ ako u odgovara-
jućem drvetu izrǎcunavanja postoji bar jedna konfiguracija oblika(w1,>, w2).
Drugim rěcima, ulazni podatak je prihvaćen ako postoji bar jedan način da
se izvřsi niz nedeterminističkih izbora tako daM do-de u prihvatno stanje.
Obratno, ulaz je odbijen ako svako moguće izrǎcunavanje rezultuje stanjem raz-
li čitim od>. Kao i ranije,L(M), jezikNTM M, sastoji se iz svih prihvácenih
reči nad ulaznom azbukomΣ.

Očigledno, svaka deterministička TM je specijalni slǔcaj NTM, pa zato
klasa jezika svih NTM sadrži klasu rekurzivno nabrojivih jezika. Naredna teo-
rema pokazuje da su u smislu računske móci NTM i obične TM ekvivalentne
(tj. da jezik svake NTM pripada klasiRE), pǒsto je rad svake NTM moguće
simulirati deterministǐckim modelom.

Teorema 5.1 Za svaku nedeterminističku Tjuringovu mǎsinuM postoji deter-
ministǐcka 3-trǎcna Tjuringova mašinaD tako da jeL(D) = L(M).

Skica dokaza.Pretpostavimo da jeb ∈ N tako da uM važi |δ(q, a)| 6 b za sve
q ∈ Q, a ∈ Γ. Trake mǎsineD zvácemo redom A,B,C. Na početku, na traci A
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je ulazna rěc w, i ona jeoff-line, što znǎci da se ona nikada ne koristi za pisanje,
dok su B i C prazne. Traka B jeradna i na njoj će se vřsiti izračunavanja, a
C je adresna trakai na njoj će se tokom narednog algoritma generisati nizovi
elemenata skupa{1, . . . , b} u istom poretku u kojem funkcija|| · || enumerǐse
reči nadb-elementnim alfabetom (vidi Odeljak 1.4)19.

Algoritam koji opisuje rad mǎsineD je sledéci:

1. Kopiraj ulaznu rěc w sa trake A na traku B i postavi glavu trake B iza
kopirane rěci.

2. Na traci B simuliraj rad mǎsineM koristéci se trakom C kao sredstvom
za vřsenje nedeterminističkih izbora. Dakle, ako je uk-tom koraku simu-
lacije mǎsina u stanjuq i čita slovoa, tako da je

δ(q, a) = {(α1, q1), . . . , (αc, qc)}
za nekoc 6 b, a nak-tom polju trake C stoji brojmk 6 c, primeni
komandu

q a αmk
qmk

.

Kada na traci C nema više brojeva, ili jemk > c, obustavi simulacijuM.

3. Ako se (radom na traci B) došlo do prihvatnog stanja, PRIHVATI ulaznu
reč i stani.

4. U suprotnom, generiši u naredni niz na traci C, obriši sadřzaj trakeB i
vrati se na korak 1.

Očigledno, ovo je upravo deterministički algoritam koji vřsi pretragu kom-
pletnog stabla izrǎcunavanjaM za ulaznu rěc w. On prihvata tu rěc ako i samo
ako je u smislu prethodnih definicija prihvata NTMM. ¤

5.2 Nedeterminističke klase slǒzenosti

FunkcijaTM : N → N ocenjuje vremensku složenosttotalne NTMM ako
nijedno drvo izrǎcunavanja zaM koje odgovara ulaznoj reči dužine6 n nije
dublje odTM(n). Ocena prostorne slǒzenostiSM : N → N mǎsineM se
definǐse analogno: u svakom nizu koraka kojeM prevode iz pǒcetne konfigu-
racije u neku konfiguraciju iz drveta izračunavanja za ulaznu reč dǔzine6 n,
M izvršava komandu pisanja na ne više odSM(n) polja trake.

19Taj poredak je definisan na sledeći nǎcin: za dva nizax, y nad{1, . . . , b} važi x < y ako je
x kraći ody, ili su nizovi x i y iste dǔzine i za najmanjei takvo da jexi 6= yi važi xi < yi.
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Na ove definicije se sada prirodno nadovezuje uvo-denje klasa slǒzenosti

NTIME(f(n)) = {L : postoji NTMM tako da

L(M) = L, TM(n) = O(f(n))},

i

NSPACE(f(n)) = {L : postoji NTMM tako da

L(M) = L, SM(n) = O(f(n))}.

Analogno kao i u determinističkom slǔcaju, dalje formiramo vremensku klasu

NP =
⋃

k>0

NTIME(nk),

kao i prostorne klase
NL = NSPACE(log n)

i
NPSPACE =

⋃

k>0

NSPACE(nk).

U Odeljku 4.3 smo véc spomenuli problemP = NP (formulacija prob-
lema je, naravno, sadržana u njegovom imenu) i naglasili da je posredi jedno od
najznǎcajnijih i najintrigantnijih otvorenih pitanja moderne matematike i teorij-
skog rǎcunarstva. Pri tome je inkluzijaP ⊆ NP trivijalna20, pa se ovaj problem
svodi na sledéce pitanje: da li se svaki nedeterministički algoritam (tj. NTM)
može ”determinizovati” tako da pri tom ostane sačuvana polinomnost utrošenog
vremena (sa neograničenim mogúcnostima ”kvarenja” stepena polinoma)? Da
li je, u nǎcelu, za svaki problem izNP mogúca lokalizacija konfiguracije sa
prihvatnim stanjem (ukoliko ona uopšte postoji) na srazmerno mali deo drveta
izračunavanja? Da li se to drvo uvek može ”pametno” pretrǎziti?

Problem lězi u tome da je simulacija iz Teoreme 5.1 suviše ”naivna”, te da
ne dajězeljeni rezultat. Naravno, pri tome mašinaD nije totalna, pa je moramo
prepraviti tako da se ona zaustavi kad god simulira NTMM konǎcne vremenske
složenosti.

Teorema 5.2 Neka jeM NTM vremenske složenostiO(f(n)). Tada postoji
deterministǐcka TMD′ koja simuliraM takva da jeTD′(n) = 2O(f(n)).

20Generalno, za sve funkcijef : N → N važe inkluzijeTIME(f(n)) ⊆ NTIME(f(n)) i
SPACE(f(n)) ⊆ NSPACE(f(n)).
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Dokaz.MašinuD′ dobijamo malom modifikacijom mašineD iz Teoreme 5.1.
Naime, dovoljno je da uvedemo jednu Bulovu promenljivu koja služi kao in-
dikator da li se u pretrǎzivanju drveta izrǎcunavanjaM za ulazw dǒslo do
poslednjeg sprata tog drveta (ovo možemo realizovati preko dva simbola trake
— nazovimo ih0 i 1 — koje upisujemo na novu,̌cetvrtu traku mǎsine, ili ćemo
dozvoliti pisanje na jednom polju trake A, desno od ulazne reči). Na pǒcetku,
vrednost ove promenljive je0. Kad god se u koraku 2 (vidi opis mašineD)
nai-de na konfiguraciju u kojoj jeδ(q, a) 6= ∅, postavlja se vrednost1. Svaki put
kada se na traci C (korak 4) do-de do adrese oblika11 . . . 1 (leksikografski prve
adrese date dužine), proverava se vrednost posmatrane promenljive. Ako je ona
0, mǎsinaD′ okoňcava svoj rad (jer nijedaňcvor na prethodno obra-denom spratu
analiziranog stabla izračunavanja nema naslednika). U suprotnom, promenljiva
se ponovo postavlja na0 i mǎsina nastavlja svoj rad (istraživanjem narednog
sprata).

Na ovaj nǎcin, mǎsinaD′ će zavřsiti svoj rad nakoňsto generǐse sve adrese
dužine 6 TM(n). Svaka adresa dužine d odre-duje niz odd koraka jedne de-
terministǐcke TM, pa zato deo simulacije vezan za tu adresu troši vremeO(d).
Dakle, slǒzenost mǎsineD′ je asimptotski ograničena sa

b + 2b2 + . . . + tbt 6 t2bt 6 b2t = 2O(t),

gde jet = TM(n). U Teoremi 3.6 smo videli da prelazak na jednotračnu TM
kvadrira slǒzenost (nǎsta je red velǐcine 2O(t) invarijantan), pa sledi tvr-denje
teoreme. ¤

Čak i kada bismo optimizovali gornju pretragu (npr. BFS tehnikom) tako da
se u njoj svakǐcvor drveta izrǎcunavanja obilazi samo jednom (i da se za svaki
čvor vezuje konstantan broj koraka mašineD), broj samihčvorova u posmatra-
nom drvetu mǒzemo proceniti sa

1 + b + . . . + bt =
bt+1 − 1
b− 1

= O(bt) = 2O(t),

t = TM(n), što ne menja gornji rezultat. Prema tome, za razliku od simu-
lacija nekih drugih rǎcunskih modela (VTM, RAM mǎsine) obǐcnim TM (gde
se slǒzenost simulacije izrǎzava kao polinom u odnosu na složenost izvorne
mǎsine), gornja simulacija NTM determinističkim modelom podrazumeva eks-
ponencijalno usporenje.̌Citav problemP = NP je zapravo u toměsto do
sada nije poznata nijedna suštinski efikasnija simulacija od navedene, niti je
pokazano da takva simulacija ne postoji.
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S druge strane, upravo nam razmatrana simulacija omogućava da dobijemo
sledécu vezu izme-du nedeterminističkih vremenskih i determinističkih prostor-
nih klasa.

Teorema 5.3 Za svaku funkcijuf : N → N takvu da jef(n) > n vǎzi
NTIME(f(n)) ⊆ SPACE(f(n)).

Skica dokaza.Neka jeM nedeterministǐcka mǎsinačija je vremenska slǒzenost
t(n) = O(f(n)). Posmatrajmo mǎsinu D′ iz dokaza Teoreme 5.2 koja je
simulira (odnosno, mǎsinuD iz dokaza Teoreme 5.1, pošto je njena prostorna
složenost asimptotski ista) i pratimo potrošnju prostora u pojedinim fazama
njenog rada. Pri tomen oznǎcava dǔzinu ulazne rěci w.

Korak 1 ǒcigledno trǒsi prostorn. Nakon toga se u koraku 2 simulira rad
mǎsineM za jedan put u drvetu izračunavanja (adresna traka sadrži odgo-
varajúci niz nedeterministǐckih izbora). Pǒsto su svi takvi putevi dǔzine6 t(n),
mǎsinaD može tokom ove simulacije da piše na ne vǐse odt(n) polja. Do kraja
jednog ciklusa u simulaciji na traci B neće biti potrǒseno vǐse nijedno polje
(samoće ranije konzumirana polja biti ”obrisana”, tj. ispunjena sa∗). Naravno,
u skladu sa uslovom sadržanim u koraku 4, na adresnoj traci C može biti pisano
na najvǐset(n) + 1 polju. Prema tome,SD(n) = O(t(n)) = O(f(n)).

Preostaje da se primeti da prelazak na jednotračni model TM ne menja pros-
tornu slǒzenost (vidi Teoremu 3.6). ¤

Direktna posledica prethodne teoreme je inkluzijaNP ⊆ PSPACE.
U Glavi 6 ćemo videti da klasaNP sadřzi u izvesnom smislu reprezen-

tativne, tzv.NP-kompletne probleme. Njihov znǎcaj je prvenstveno u tome
što se na njima ”lomi” pitanjeP = NP: za ma kojiNP-kompletan problem
odlučivanjaA važi da je jednakost klasaP i NP ekvivalentnaegzistenciji poli-
nomnog (determinističkog) algoritma za rěsavanjeA. Zbog togácemo u daljem
razmotriti neke od najpoznatijihNP-kompletnih problema.

Kada su u pitanju nedeterminističke prostorne klase, jedan od prvih i naj-
znǎcajnijih rezultata jesteSavǐceva teorema[38].

Teorema 5.4 (Walter J. Savitch, 1970)Za svaku funkcijuf : N→ N takvu da
je f(n) > log n vǎzi NSPACE(f(n)) ⊆ SPACE([f(n)]2).

Dokaz gornje teoreme zasniva se na konstrukciji algoritma za rešavanje
problema dostǐzivosti u grafovima koji trǒsi prostorO(log2 n). Kao specija-
lan slǔcaj Savǐceve teoreme, važi NL ⊆ SPACE(log2 n). Pitanje da li je
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L = NL něsto je manje poznato od problemaP = NP, ali (čini se) nǐsta ma-
nje těsko. Kao posledicu prethodne teoreme imamo i jednakostPSPACE =
NPSPACE. Najzad, mǒze se pokazati da važi i inkluzija NL ⊆ P (u dokazu
se ponovo na pogodan način koristi problem dostǐzivosti).

Ako je C neka klasa slǒzenosti (vremenska ili prostorna), definišemocoC,
komplementklaseC, kaocoC = {L : L ∈ C}, pri čemu se komplement jezika
uzima u odnosu na domen problema koji taj jezik modelira. Na primer,SAT
predstavlja jezik koji se sastoji iz svih iskaznih formula kojenisuzadovoljive,
tj. formula čija je negacija tautologija. Tako-de, mǒzemo posmatrati problem da
li dati graf nemaHamiltonovu konturu,̌sto predstavlja komplement problema
Hamiltonovih kontura. Komplement problema da li je data reč nadΣ palindrom
je pak predstavljen jezikomΣ∗ \ Lp, gde jeLp skup svih palindroma nadΣ.

Veoma je lako videti da za svaku determinističku klasuC važi C = coC,
jer ako totalna TMM prihvata jezikL sa slǒzenǒsćuO(f(n)), tada je jezik
mǎsineM′, koja se dobija odM takošto se zamene uloge stanja> i ⊥, upravo
L. Jasno, slǒzenosti mǎsinaM i M′ su identǐcne. Zbog toga, razmatranje
komplementarnih klasacoC ima smisla samo u nedeterminističkom slǔcaju.
Treći znǎcajan otvoren problem teorije računske slǒzenosti koji pominjemo u
ovom odeljku jeste pitanje da li jeNP = coNP (očigledno, vǎzi P ⊆ NP ∩
coNP). S druge strane, 1987/88. godineR.Szelepcśenyi [42] i N.Immerman
[16] su (nezavisno jedan od drugog) pokazali da za svaku funkcijuf : N → N
takvu da jef(n) > log n važi NSPACE(f(n)) = coNSPACE(f(n)), pa
specijalno iNL = coNL.

5.3 Klasa NP i polinomna verifikacija

U ovom odeljku je nǎs cilj da damo jednu operativniju karakterizaciju problema
koji se nalaze u klasiNP.

Neka jeA = (Γ, A) problem odlǔcivanja. Za problemB kažemo daprove-
rava (ili verifikuje) problemA ako jeB oblika

B = (Γ×∆, B),

gde je∆ najviše prebrojiv skup, tako da za svex ∈ Γ važi

x ∈ A ⇐⇒ (∃c ∈ ∆) (x, c) ∈ B.

Zax ∈ A, objekatc za koji vǎzi (x, c) ∈ B nazivamosertifikat(ili dokaz) zax.
Na primer, u problemuSAT, ∆ može biti skup svih valuacija nad prebro-

jivim skupom iskaznih slova; sertifikat za zadovoljivu KNFφ jeste bilo koja
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valuacijaτ takva da jevτ (φ) = >. Tako je problem-verifikator zaSAT sledéci:
za datu formuluφ u KNF i datu valuaciju, da li jeφ tačna u odnosu na tu valu-
aciju?

Slično, za problem Hamiltonovih kontura u grafu, sertifikat za Hamiltonov
graf je permutacija njegoviȟcvorova koja obrazuje traženu konturu. Zato je ve-
rifikujući problem sledéci: za dati graf i permutaciju njegoviȟcvorova, da li su
svaka dva uzastopnačvora u permutaciji (ukljǔcujući poslednji i prvi) susedni u
grafu?

U oba primera, mǒzemo primetiti da, dok za izvorni problem nije poznat
efikasan algoritam, verifikujúci problemi se veoma lako mogu odlučiti u poli-
nomnom vremenu: izrǎcunavanje istinitosne vrednosti KNF u odnosu na datu
valuaciju zahteva linearno vreme (u odnosu na dužinu formule), dok se u dru-
gom slǔcaju proveravajúci problem svodi na inspekciju svih lista susednosti,
dakle trǒsi vremeO(m) (gde jem broj grana grafa). Da to nije slučajno, poka-
zuje sledéce tvr-denje, kojeg mǒzemo uzeti i kao drugu definiciju klaseNP.

Teorema 5.5 Neka jeA = (Γ, A) problem odlǔcivanja.A ∈ NP ako i samo
akoA ima verifikatorB tako da jeB ∈ P.

Skica dokaza.(⇒) Neka jeM NTM polinomne vremenske složenosti koja
rěsavaA. Neka je u njoj uvek|δ(q, a)| 6 b. U proveravajúcem problemu
koji konstruǐsemo, sertifikat́ce biti niz c koji se sastoji od brojeva iz skupa
{1, . . . , b}, dǔzine6 TM(n), gde jen dužina ulazne rěci (∆ je skup svih nizova
nad ovim skupom). Za konstrukciju verifikatoraB ponovo koristimo mǎsinuD
iz dokaza Teoreme 5.1: dovoljno je definisatiB da bude skup svih parova(w, c)
za koje mǎsinaD vraća rezultat PRIHVATI kada sew postavi (kao ulazna reč)
na traku A, ac na na traku C (pretpostavljamo da se ne vrše dalja generisanja
nizova na C, véc se simulacija mǎsineM sprovodi samo za dati, konkretni niz
c). Time smo konstruisali TM koja rešavaB i radi u vremenun + 2TM(n)
(kopiranjew sa A na B, simulacijaM na traci B i usputnǒcitanje sadřzaja trake
C radi selekcije nedeterminističkih izbora).

(⇐) Pod datim pretpostavkama, konstruišemo NTMM koja rěsavaA. Ona
treba da radi na sledeći nǎcin:

1. Nedeterministǐcki ispiši neki elementc ∈ ∆ desno od ulazne reči w, tako
da je dǔzina rěci koja reprezentujec ne véca odTM′(|w|) (duže rěci ne
mogu biti sertifikati zaw, s obzirom na vremensku složenost mǎsineM′).

2. Simuliraj rad TMM′ koja rěsavaB i koja radi u polinomnom vremenu.
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3. U -di u prihvatno ili odbijajúce stanje u zavisnosti od rezultata simulacije
M′.

Iz gornjeg opisa mǎsineM imamoTM(n) = O(TM′(n)) (n = |w|), pa trǎzeni
zaključak sledi. ¤

Tako, na osnovu gornje teoreme i prethodnih razmatranja zaključujemo da
problemSAT i problem Hamiltonovih kontura pripadaju klasiNP.



6
NP-kompletnost

6.1 Redukcije i kompletnost. NP-kompletnost

Neka suA = (Γ1, A) i B = (Γ2, B) dva problema odlǔcivanja. Kǎzemo da
seA (polinomno) redukujenaB, u oznaciA 6P B, ako postojiredukciona
funkcijaσ : Γ1 → Γ2 koja ima sledéce dve osobine:

• σ je izrǎcunljiva u deterministǐckom polinomnom vremenu,

• za svex ∈ Γ1 važi
x ∈ A ⇐⇒ σ(x) ∈ B.

ProblemiA i B su ekvivalentni, A ≡P B, ako istovremeno vǎzi A 6P B i
B 6P A.

U oznakama6P i ≡P koristimo indekse kako bismo razlikovali upravo
definisanu redukciju (koja se u literaturi zove još i Karpova [18]) od drugih
redukcija, kaǒsto su Tjuringova6T , logaritamska6L (koju primenjujemo u
dokazuNL-kompletnosti problema dostiživosti), itd. Me-dutim, ovdećemo ko-
ristiti isključivo navedenu polinomnu redukciju, paćemo u daljem izostavljati
indekse.

Intuitivno,A 6 B znǎci da problemA nije rǎcunski ”tězi” od B. Specijalno,
važi sledéce tvr-denje.

Lema 6.1 AkoA 6 B i B ∈ P, tadaA ∈ P.

123
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Dokaz.Neka jeMσ TM koja izrǎcunava funkcijuσ u polinomnom vremenu, i
neka jeM mǎsina koja rěsava problemB. Kompozicija ove dve mǎsine rěsava
problemA. Jasno, za datu instancux ∈ Γ1, |x| = n, mǎsinaMσ troši vreme
koje je polinom pon. Tako-de,M radi u vremenu koje je ograničeno polinomom
po velǐcini njenog ulaza u ovom algoritmu,|σ(x)|. Preostaje da primetimo da
ova poslednja veličina mora biti polinom pon, budúci da je ona rezultat rada
vremenski polinomno ograničene TM. ¤

Ako jeA 6 B, tada odnos izme-du ovih problema (a i kompoziciju mašina
opisanu u gornjem dokazu) možemo slikovito prikazati sledećim dijagramom.

x
? ?

?

- ¾DA/NE

A
σ

B

Neka jeC neka klasa slǒzenosti. Za problemA kažemo da jeC-tězakako za
sve problemeB ∈ C važi B 6 A. Ako je problemAC-težak i jǒs pri tomA ∈
C, onda je onC-kompletan. Kompletni problemi jesu pravi ”reprezentativni
predstavnici” slǒzenosti klaseC: u pitanju su rǎcunski najtězi problemi te klase.

Naravno, ova definicija nam je najinteresantnija u slučaju da jeC = NP.
Znǎcaj NP-kompletnih problema je u potpunosti obrazložen sledécim tvr -de-
njem.

Propozicija 6.2 Neka jeANP-kompletan problem. Tada važi:

A ∈ P ⇐⇒ P = NP.

Dokaz.Implikacija (⇐) je trivijalna. S druge strane, neka jeB ∈ NP proizvo-
ljan problem. Kako zbog kompletnosti važi B 6 A, to A ∈ P po Lemi 6.1
povlǎci B ∈ P, pa je stogaNP ⊆ P (obratna inkluzija je, kaǒsto je véc
pomenuto, trivijalna). ¤

Prema tome, kako bi se potvrdila jednakostP = NP, dovoljno je za bilo
koji od NP-kompletnih problema pronaći polinomni algoritam. Obratno, ako
bi bilo mogúce za ma koji od tih problema pokazati nepostojanje odgovarajućeg
polinomnog algoritma, odmah bi slediloP 6= NP.

Ali, da li NP-kompletni problemi uop̌ste postoje? Odgovor na ovo pitanje
dobícemo véc u narednom odeljku.
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6.2 Kuk-Levinova teorema

Prvi otkrivenNP-kompletan problem bio jeSAT, problem zadovoljivosti is-
kaznih formula.NP-kompletnost ovog problema dokazali su (nezavisno jedan
od drugog)Stiven Kuk(Stephen A. Cook, 1939) [6] iLeonid A. Levin[24].

Teorema 6.3 (S.A.Cook, L.A.Levin) SAT je NP-kompletan problem.

Skica dokaza.Neka jeL proizvoljan jezik iz klaseNP. To znǎci da postoji
NTM

M = (Q,Σ, Γ, δ, q0,
√

,×)

polinomne vremenske složenosti tako da jeL(M) = L. Nǎs cilj je da za svaku
reč w ∈ Σ∗ konstruǐsemo iskaznu formuluφ(M, w) koja ima sledécu izuzetnu
osobinu:

w ∈ L(M) ako i samo ako jeφ(M, w) zadovoljiva.

Pri tome, mora postojati algoritam za konstrukciju ove formule koji radi u poli-
nomnom vremenu u odnosu na|w|. Osnovna ideja koja nas vodi ovakvom
kodiranju problema odlǔcivanja za jezikL iskaznom formulom jeste da (putem
većeg broja iskaznih slova)φ(M, w) sadřzi kompletnu informaciju o svim re-
levantnim elementima mašine, te da jedna valuacija zapravo reprezentuje jednu
granu u drvetu izrǎcunavanja mǎsineM za ulazw. Pri tome, ta valuacijáce
zadovoljitiφ(M, w) ako i samo ako krajnjǐcvor te grane odgovara prihvatajućoj
konfiguraciji.

Bez umanjenja op̌stosti, mǒzemo pretpostaviti da smo odabrali dovoljno
veliko k ∈ N (koje zavisi iskljǔcivo od mǎsineM) tako da funkcijaTM(n) =
nk ocenjuje vremensku složenost odM. Drugim rěcima,M obustavlja svoj rad
nakon6 nk koraka. Ako pri tome numerišemo polja trake celim brojevima tako
da je polje koje glava skenira u početnoj konfiguraciji oznǎceno sa0, to tako-de
znǎci daće mǎsina tokom obrade ulazaw (nezavisno od nedeterminističkih iz-
bora) biti ogranǐcena na deo trake označen brojevima iz intervala[−nk, nk].

Iskazna slova koja koristimo uφ(M, w) delimo u tri grupe:

• xq
i (0 6 i 6 nk, q ∈ Q) — postavljanje vrednosti ove promenljive na>

će intuitivno znǎciti:

”Nakon i-tog koraka, stanje mašineM je q.”

• yij (0 6 i 6 nk, −nk 6 j 6 nk) — postavljanje vrednosti ove promen-
ljive na> će intuitivno znǎciti:
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”Nakon i-tog koraka, glava mǎsineM skenira polje trake br.
j.”

• za
ij (0 6 i 6 nk, −nk 6 j 6 nk, a ∈ Γ) — činjenica da je u nekoj

valuaciji vrednost ove promenljive> kodira iskaz:

”Nakon i-tog koraka, u polju trake br.j nalazi se simbola.”

Formulaφ(M, w) biće sastavljena od nekoliko delova:

φ(M, w) = φstate ∧ φhead ∧ φtape ∧ φstart ∧ φaccept ∧ φmove.

Zadatak prva tri dela jeste da obezbede jedinstvenost konfiguracije mašine
M u svakom pojedinǎcnom trenutku. Na primer, formulaφstate treba da bude
konstruisana tako da kodira iskaz ”Nakon svakog koraka, mašinaM je tǎcno u
jednom stanju.”, tj. da jedine valuacijeτ koje zadovoljavaju ovu formulu budu
tačno one u kojima za svakoi važi τ(xq

i ) = > za tǎcno jednoq ∈ Q. Lako se
proverava da sledeća KNF ima trǎzenu osobinu:


 ∧

06i6nk


 ∨

q∈Q

xq
i





 ∧




∧

06i6nk

∧

p, q ∈ Q
p 6= q

(¬xp
i ∨ ¬xq

i )


 .

Analogno,φhead obezbe-duje jedinstvenost polǒzaja glave:

 ∧

06i6nk


 ∨

−nk6j6nk

yij





 ∧


 ∧

06i6nk

∧

−nk6j<`6nk

(¬yij ∨ ¬yi`)


 ,

dok je ulogaφtape da obezbedi jedinstvenost sadržaja svakog (u toku obradew
naM dostupnog) polja trake u svakom trenutku:


 ∧

06i6nk

∧

−nk6j6nk

(∨

a∈Γ

za
ij

)
 ∧




∧

06i6nk

∧

−nk6j6nk

∧

a, b ∈ Γ
a 6= b

(¬za
ij ∨ ¬zb

ij)


 .

Podformuleφstart i φaccept treba da redom opišu pǒcetnu i prihvatajúce kon-
figuracije. Naravno, glava je na početku u stanjuq0, čita (po dogovoru) nulto
polje trake koje sadrži blanko (to je prvo polje desno od ulazne reči), i ako je
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w = a1 . . . an tada se simbolaj (1 6 j 6 n) nalazi na polju br.j − (n + 1),
dok su ostala polja prazna. Ovo stanje opisuje upravo sledeća formula:

xq0
0 ∧ y00 ∧

n∧

j=1

z
aj

0,j−(n+1) ∧
∧

−nk6j6−n−1

z∗0j ∧
∧

06j6nk

z∗0j .

Rěc w je prihvácena od straneM ako se u drvetu izrǎcunavanja pojavi kofigu-
racija sa prihvatajúcim stanjem

√
(zamenili smo oznake prihvatajućeg i odbi-

jajućeg stanja, radi izbegavanja zabune sa istinitosnim vrednostima), pa zato
φaccept glasi: ∨

06i6nk

x
√
i .

Najzad, podformulaφmove treba da sadrži informaciju o svim mogúcim
prelazima mǎsineM, tj. da bude zadovoljiva samo onim valuacijama koje opi-
suju izrǎcunavanja koja su u saglasnosti sa programomδ. U zapisu ove pod-
formule koristícemo se i iskaznim veznikom⇒, imajúci u vidu da jeα ⇒ β
skráceni zapis za¬α ∨ β i koristéci (po potrebi) De Morganove zakone.φmove

se prirodno sastojǐcetiri dela. Najpre, ako nakoni-tog koraka glavaneskenira
j-to polje, njegov sadržaj će ostati nepromenjen i nakon(i + 1)-vog koraka. Za
ovu svrhu uvodimo formuluψ1:

∧

0 6 i 6 nk

−nk 6 j 6 nk

a ∈ Γ

(
(¬yij ∧ za

ij) ⇒ za
i+1,j

)
.

S druge strane,ψ2 opisuje efekat primene neke komande oblikaq a b q′ iz δ na
trenutno skenirano polje:

∧

0 6 i 6 nk

−nk 6 j 6 nk

a ∈ Γ


(xq

i ∧ yij ∧ za
ij) ⇒

∨

(q,a,b,q′)∈δ

(xq′
i+1 ∧ yi+1,j ∧ zb

i+1,j)


 .

Analogno,ψ3 opisuje pokrete glave nalevo:

∧

0 6 i 6 nk

−nk 6 j 6 nk

a ∈ Γ


(xq

i ∧ yij ∧ za
ij) ⇒

∨

(q,a,L,q′)∈δ

(xq′
i+1 ∧ yi+1,j−1 ∧ za

i+1,j)


 ,
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aψ4 nadesno:

∧

0 6 i 6 nk

−nk 6 j 6 nk

a ∈ Γ


(xq

i ∧ yij ∧ za
ij) ⇒

∨

(q,a,R,q′)∈δ

(xq′
i+1 ∧ yi+1,j+1 ∧ za

i+1,j)


 .

Definišemoφmove = ψ1 ∧ ψ2 ∧ ψ3 ∧ ψ4.
Pretpostavimo sada da jew ∈ L(M). Tada u odgovarajúcem drvetu izrǎcu-

navanja postojǐcvor sa prihvatajúcom konfiguracijom. Posmatrajmo put u drve-
tu koja sadřzi taj čvor. Konstruǐsemo valuacijuτ tako da ako je ui-tomčvoru tog
puta (0 6 i 6 nk) mǎsinaM u stanjuq i čita j-to polje trake, tada jeτ(xq

i ) =
τ(yij) = > dok sva drugax- i y-slova imaju vrednost⊥. Vrednosti slovaza

ij

biramo tako da kodiraju sadržaj trake mǎsineM u i-tom čvoru uǒcenog puta.
Rutinski se proverava da je sadavτ (φ(M, w)) = >.

Obratno, neka valuacijaτ zadovoljavaφ(M, w). Budúci daτ zadovoljava
φstate ∧ φhead ∧ φtape, za svakoi, 0 6 i 6 nk, postoje jedinstveniq ∈ Q
j ∈ [−nk, nk] i a ∈ Γ tako da jeτ(xq

i ) = τ(yij) = τ(za
ij) = >. Na ovaj nǎcin

prirodno dobijamo niz konfiguracijac0, c1, . . . , cnk . Pǒstoτ zadovoljavaφstart,
c0 je bǎs pǒcetna konfiguracija mašineM za ulazw. Pǒsto τ zadovoljava i
φaccept, ovaj niz sadřzi prihvatajúcu konfiguraciju. Najzad, kakoτ zadovoljava
φmove, zaM važi c0 ` c1 ` . . . ` cnk . Prema tome,M prihvataw.

Preostaje da se dužina formuleφ(M, w) oceni polinomnom funkcijom po
n. Kako su velǐcine poput|Q|, |Γ| i |δ| konstantne (ne zavise odw), dǔzina
formulaφstate, φhead, φtape i φmove je O(n2k), dok je dǔzina formulaφstart i
φaccept redaO(nk). Tako-de, nije těsko pokazati da postoji algoritam koji na
osnovu rěci w i parametara mǎsineM konstruǐseφ(M, w), pri čemu se vreme
potrebno za ispisivanje svakog simbola može ogranǐciti polinomom pon. Stoga
je prezentirana redukcija polinomna, pa je teorema dokazana. ¤

6.3 Problem klika u grafovima

Polazéci od Kuk-Levinove teoreme i koncepta polinomne redukcije, moguće je
pronáci čitavo ”more” drugihNP-kompletnih problema. Naime, važi sledéce.

Propozicija 6.4 Neka jeA NP-kompletan problem. AkoA 6 B i B ∈ NP,
tada je i problemB tako-deNP-kompletan.

Dokaz.Kako jeA NP-težak, za svaki problemA′ ∈ NP važi A′ 6 A. Neka
je σ′ odgovarajúca redukciona funkcija, dokσ realizuje redukcijuA 6 B. Tada
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kompozicija funkcijaσ′ ◦σ redukujeA′ naB. Kako seσ′ izračunava u vremenu
O(nk) za nekok > 0, za svaki elementx iz domena problemaA′ važi |σ′(x)| =
O(|x|k). Ako slǒzenost izrǎcunavanja funkcijeσ iznosiO(n`), tada seσ(σ′(x))
izračunava u vremenuO(|x|k + (|x|k)`) = O(|x|k`). Dakle, redukcijaσ′ ◦ σ
je polinomna, pa vǎzi A′ 6 B. Stoga je problemB NP-težak, a time iNP-
kompletan. ¤

Kao prvu ilustraciju ovog tvr-denja, redukovácemoSAT naproblem klika u
grafovima. Ovaj problem je definisan na sledeći nǎcin:

ULAZ: Neorijentisan grafG = (V, E) i prirodan brojk.

IZLAZ: Da li G ima kompletan podgraf (kliku) odk čvorova?

Ovaj problem (koji oznǎcavamo saKLIKE) pripada klasiNP, jer podskup
C ⊆ V , |C| = k, predstavlja odgovarajući sertifikat, a verifikacija da li je
C zaista klika uG zahtevak(k − 1)/2 provera susednosti parovačvorova,što
iznosiO(n2) (pǒsto mora bitik 6 n = |V |, u suprotnom je odgovor očigledno
negativan)21.

Prema prethodnoj propoziciji, kako bismo pokazaliNP-kompletnost prob-
lema klika dovoljno je konstruisati polinomnu redukcijuSAT 6 KLIKE. Ova
redukcija zahteva da se za proizvoljnu KNFφ konstruǐse grafGφ = (Vφ, Eφ) i
prirodan brojkφ tako da vǎzi sledéca ekvivalencija:

φ je zadovoljiva ako i samo akoGφ ima kliku odkφ čvorova.

Najpre, zakφ uzimamo broj konjunkta u KNFφ. SkupčvorovaVφ će biti
skup svihpojavljivanja literala uφ (dakle, vǐsestrukim pojavljivanjima istog
literala odgovaraju različiti čvorovi). Dvačvorau, v ovog grafa spajamo granom
ukoliko su ispunjena sledeća dva uslova:

• u i v ne predstavljaju literale iz istog konjunkta,

• literali koji odgovarajučvorovimau, v nisu komplementarni (tj. nije reč
o x,¬x za neko slovox).

Zbog prvog uslova, ovaj graf́ce biti kφ-partitan:čvorovi koji reprezentuju lite-
rale iz istog konjunktǎcine jednu klasu particije. Stoga se svaka njegova even-
tualna klika mora sastojati ižcvorova iz razlǐcitih klasa (tj. literala iz razlǐcitih

21Pri tome, neposredna provera svihk-elementnih podskupova odV nije polinomni algoritam
za KLIKE, jer je broj takvih podskupova

(
n
k

)
. Budúci da je ovdek deo ulaznog podatka, a

nefiksan broj, ovo je u op̌stem slǔcaju eksponencijalna veličina pon, pǒsto je najvéci binomni
koeficijentn-te klase> 2n/(n + 1).
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konjunkta); tako svaka njegovakφ-klika (ako takva uop̌ste postoji) sadřzi tačno
po jednog predstavnika svake klase.

Primer 6.5 Posmatrajmo KNF

φ = (x ∨ y ∨ z) ∧ (¬x ∨ ¬y ∨ z) ∧ (¬x ∨ y ∨ z) ∧ (¬x ∨ ¬y ∨ ¬z).

Za ovu formulu jekφ = 4, dok odgovarajúci grafGφ izgleda ovako:
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(⇒) φ je zadovoljiva.Neka jeτ : Xφ → {>,⊥} valuacija koja zadovoljava
φ. Tada svaki konjunkt sadrži bar jedan literal koji je tǎcan u odnosu na ovu va-
luaciju. Odaberimo po jedan takav literal iz svakog konjunkta; neka oni redom
odgovarajǔcvorovimau1, . . . , ukφ

konstruisanog grafa.
Tvrdimo da ovičvorovi formiraju kliku. Zaista, njima odgovarajući lite-

rali svi dolaze iz razlǐcitih konjunkta, po konstrukciji.Štavǐse, nikoja dva od
njih ne mogu odgovarati komplementarnim literalima, jer bi u suprotnom bilo
nemogúce da je njihova vrednost istovremeno> u odnosu naτ . Sledi da svaka
dva od navedeniȟcvorova moraju biti susedni uGφ.

(⇐) Gφ ima kφ-kliku. Neka se ta klika sastoji oďcvorovav1, . . . , vkφ
. Kao

što je ranije napomenuto, ovičvorovi moraju odgovarati literalima iz različitih
konjunkta. Neka zav ∈ V , `(v) oznǎcava literal koji odgovarǎcvoruv. Sada
definǐsemo valuacijuτ na sledéci nǎcin (x ∈ Xφ):

τ(x) =

{
> x ∈ {`(v1), . . . , `(vkφ

)},
⊥ inače.

Tvrdimo da jevτ (φ) = >, tj. da φ u svakom svom konjunktu ima bar
jedan literal koji je tǎcan u odnosu naτ . Neka je`(vj) = x

αij

ij
, 1 6 j 6 kφ.

Ako je αij = >, tadaxij ∈ {`(v1), . . . , `(vkφ
)} (pǒsto jexij = `(vj)), pa je

vτ (`(vj)) = τ(xij ) = >. U suprotnom slǔcaju (αij = ⊥), imamo`(vj) =
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¬xij , pa zatoxij 6∈ {`(v1), . . . , `(vkφ
)}, jer bi inǎce skup{`(v1), . . . , `(vkφ

)}
sadřzao par komplementarnih literala,što je nemogúce po konstrukciji. Otuda
je τ(xij ) = ⊥, odnosnovτ (`(vj)) = >. Dakle, u svakom slǔcaju, svi literali
`(vj) imaju vrednost> u odnosu naτ , pa ova valuacija zadovoljavaφ.

Preostaje da se primeti da je sama redukciona funkcija (tj. grafGφ i prirodan
broj kφ) izračunljiva u polinomnom vremenu u odnosu nan, dǔzinu formuleφ.
Zaista,|Vφ| = O(n), dok je za svaki pařcvorova (kojih imaO(n2)) za utvr-
-divanje njihove susednosti potrebno najviše linearno vreme (dovoljan je jedan
”prolaz” kroz formuluφ da bi se utvrdilo da li njima odgovarajući literali leže u
istom konjunktu, a za utvr-divanje komplementarnosti literala se troši konstantno
vreme). Stoga se ceo grafGφ može konstruisati u vremenuO(n3). Time je
dokazana

Teorema 6.6 ProblemKLIKE je NP-kompletan.

Primer 6.7 Graf dat u Primeru 6.5 ima nekoliko 4-klika. Jedna od njih je is-
taknuta na sledécoj slici:
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Ovoj kliki odgovara valuacija
(

x y z

> ⊥ >

)
,

koja ǒcigledno zadovoljava formuluφ iz prethodnog primera. ¤

Sa problemomKLIKE su blisko povezana i sledeća dva problema:

• INDEP. Za skup̌cvorovaX ⊆ V grafaG = (V, E) kažemo da jenezavi-
sanako uG ne postoji grana koja je incidentna sa dvačvora izX (drugim
rečima,X formira anti-kliku). ProblemINDEP pita da li u datom grafuG
postoji nezavisan skup odk čvorova, gde jek ∈ N dati broj. Ovaj problem
je NP-kompletan zbog redukcijeKLIKE 6 INDEP koja datom grafuG
i broju k pridružuje par(G, k), gde jeG = (V, V 2 \E) komplementgrafa
G.
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• V-COVER. Za skupčvorovaX ⊆ V grafaG = (V,E) kažemo da je
čvorni pokrivǎc ako je svaka grana uG incidentna sa bar jednim̌cvorom
iz X. ProblemV-COVER pita da li u datom grafuG i za datok ∈ N
postoji čvorni pokrivǎc od k čvorova. Pǒsto jeX čvorni pokrivǎc sak
čvorova ako i samo ako jeV \X nezavisan skup od|V |−k čvorova, vǎzi
INDEP 6 V-COVER, pa jeV-COVER NP-kompletan problem.

Zadaci.

1. Konstruisati grafGϕ za formulu

ϕ = (x ∨ y) ∧ (¬x ∨ ¬y) ∧ (x ∨ ¬y)

i na osnovu njega odrediti sve valuacije koje zadovoljavajuϕ.

6.4 Problem k-SAT

Neka jeφ iskazna formula u KNF. Za prirodan brojk > 0 kažmo da jeφ u
k-konjunktivnoj normalnoj formi (k-KNF) ako svaki konjunkt uφ sadřzi ne vǐse
odk literala.

Problemk-SAT je (slično problemuHORNSAT) restrikcija problemaSAT
za k-KNF. Znǎci, algoritamsko pitanje ostaje isto (zadovoljivost formuleφ),
jedino je skup instanci sužen.

Odmah se nameće pitanje rǎcunske slǒzenosti problemak-SAT za razlǐcite
vrednostik. Ispostavlja se da je vrednost parametrak od sǔstinskog znǎcaja;
naime, pokazácemo da ovaj problem

• zak 6 2 pripadaP, dok je

• zak > 3 onNP-kompletan.

Najprećemo obrazlǒziti potonje tvr-denje takǒstoćemo dokazati da važi

Teorema 6.8 Problem3-SAT je NP-kompletan.

Naime, mogúca je redukcijaSAT 6 3-SAT, tj. u ovom slǔcaju seopšti
problem redukuje na svoj specijalan slučaj (tada zbog trivijalne redukcije3-
SAT 6 k-SAT, k > 4, imamoNP-kompletnost problemak-SAT i za sve véce
vrednostik). Nakon dokaza gornje teoreme, prikazaćemo polinomni algoritam
za2-SAT. Problem1-SAT ima ǒcigledno rěsenje, budúci da je1-KNF prosto
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konjunkcija literala, a ona je zadovoljiva ako i samo ako ne sadrži komplemen-
tarne literale (̌sto se neposredno proverava u linearnom vremenu).

RedukcijaSAT 6 3-SAT zasniva se na sledećem pomócnom tvr-denju, poz-
natom kaopravilo rezolucije.

Lema 6.9 Za sve iskazne formuleψ, θ, ξ u kojima se ne javlja iskazno slovox
vǎzi da je formula

(x ∨ ψ) ∧ (¬x ∨ θ) ∧ ξ

zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva formula

(ψ ∨ θ) ∧ ξ.

Dokaz.Neka je(x∨ψ)∧ (¬x∨θ)∧ ξ zadovoljiva formula: pretpostavimo da je
zadovoljava valuacijaτ . Tada jeτ(x) = > ili τ(x) = ⊥ (kada jevτ (¬x) = >),
pa mora bitivτ (ψ) = > ili vτ (θ) = >. Osim toga,vτ (ξ) = >, pa sledi
vτ ((ψ ∨ θ) ∧ ξ) = >.

Obratno, ako jevτ ′((ψ∨θ)∧ξ) = > za neku valuacijuτ ′ iskaznih slova koje
se pojavljuju u formulamaψ, θ, ξ, tada jevτ ′(ξ) = >, i bar jedna od formula
ψ, θ mora imati vrednost> u odnosu naτ ′. Prǒsirićemoτ ′ do valuacijeτ čiji
domen ukljǔcuje ix. Ako je formulaψ tačna u odnosu naτ ′, definǐsimoτ(x) =
⊥, a inǎceτ(x) = >. Sada je ǒcigledno da jevτ ((x∨ψ)∧ (¬x∨ θ)∧ ξ) = >,
što se i trǎzilo. ¤

Dokaz Teoreme 6.8.Neka jeφ proizvoljna KNF. Za svaki njen konjunkt

(`1 ∨ `2 ∨ . . . ∨ `m),

gde su`i (1 6 i 6 m) literali i m > 4, uvedimo nova iskazna slovax1, . . . ,
xm−3 i zamenimo gornji konjunkt podformulom

(`1 ∨ `2 ∨ x1) ∧ (¬x1 ∨ `3 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ `4 ∨ x3) ∧ . . .

. . . ∧ (¬xm−4 ∨ `m−2 ∨ xm−3) ∧ (¬xm−3 ∨ `m−1 ∨ `m).

Na taj nǎcin se dobija3-KNF φ′. Višestrukom primenom gornje leme sledi da
je φ zadovoljiva ako i samo ako jeφ′ zadovoljiva. Osim toga, primetimo da se
na opisani nǎcin od konjunkta koji se sastoji od2m + r + 1 simbola (gde jer
broj negativnih literala) konstruiše podformula odφ′ dužine 7 + 8(m − 3) +
r + m − 3 = 9m + r − 20. Prema tome,φ′ se mǒze izrǎcunati na osnovuφ u
linearnom vremenu, stoga je opisana redukcija zaista polinomna. To kompletira
dokaz Teoreme 6.8, pošto3-SAT očito pripadaNP. ¤
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Nǎs drugi zadatak je da na-demo polinomni algoritam koji rěsava problem2-
SAT, dakle, problem zadovoljivosti za KNF sa najviše dva literala po konjunktu.
Bez ogranǐcenja op̌stosti, mǒzemo pretpostaviti da svaki konjunkt sadrži tačno
dva literala, pǒsto svaki konjunkt oblika(`) možemo pisati i kao(` ∨ `).

Neka je{x1, . . . , xm} skup svih iskaznih slova koja se pojavljuju u2-KNF
φ. Konstruisácemo digrafHφ nad skupom̌cvorova

V = {x1,¬x1, . . . , xm,¬xm}

tako što svakom konjunktu(` ∨ `′) formuleφ odgovara par orijetisanih grana
(¬`, `′) i (¬`′, `). Primetimo da je digrafHφ u odre-denom smislu ”simetričan”:
ako suα, β literali i (α, β) je grana uHφ, tada je i(¬β,¬α) tako-de grana. Zbog
toga, uHφ postoji putα Ã β ako i samo ako postoji put¬β Ã ¬α.

Podsetimo, za dvǎcvorau, v nekog digrafa kǎzemo da sujako povezani
ako postoje puteviu Ã v i v Ã u, tj. ako u, v istovremeno lěze na nekoj
orijentisanoǰsetnji (lako se pokazuje da je jaka povezanost relacija ekvivalencije
na skupǔcvorova). Trǎzeni algoritam se sada zasniva na sledećem tvr-denju.

Lema 6.10 Neka jeφ 2-KNF. Formulaφ je zadovoljiva ako i samo ako nikoja
dva komplementarna literala nisu jako povezana uHφ.

Dokaz.(⇒) Pretpostavimo da su za neko iskazno slovox, čvorovi x i ¬x jako
povezani uHφ, ali da je formulaφ zadovoljiva. Neka jeτ valuacija za koju
je vτ (φ) = >. Bez umanjenja op̌stosti, pretpostavimo da jeτ(x) = >. Kako
postoji putx Ã ¬x, na tom putu postoji grana(`, `′) tako da jevτ (`) = > i
vτ (`′) = ⊥. Me-dutim, egzistencija ove grane znači da je(¬` ∨ `′) konjunkt
u φ. Ali, s obzirom da posmatranu valuaciju, vrednost ovog konjunkta je⊥.
Kontradikcija.

(⇐) Polazimo od pretpostavke da nikoja dva literala oblikax,¬x nisu jako
povezana uHφ. Tadaćemo sledécim iterativnim postupkom definisati jednu
valuaciju u odnosu na kojúce vrednostφ biti >. Nije těsko videti da je za to
potrebno i dovoljno da uHφ ne postoji ni jedan put koji vodi ižcvoračija je
vrednost> u čvor sa vrednǒsću⊥.

Željena valuacija se formira sledećim algoritmom:

1. Odaberi iskazno slovox takvo da literalimax,¬x još nije dodeljena is-
tinitosna vrednost. Ako takvo slovo ne postoji, stani.

2. Proveri da li postoji putx Ã ¬x. Ako postoji, stavì := ¬x. U suprot-
nom,` := x.
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3. Prǒsiri domen i definiciju do ovog trenutka definisane (parcijalne) valu-
acije tako dà , kao i svičvorovi dostǐzni iz `, dobiju vrednost> (pri tom,
naravno,̌cvorovi koji su negacije ovih literala dobijaju vrednost⊥, što su
upravočvorovi iz kojih je dostǐzan¬`).

4. Vrati se na korak 1.

Očigledno, kad god se u ovom algoritmu nekomčvoru dodeli vrednost>, to
isto vǎzi i za svečvorove koji su dostǐzni iz njega. Zato u odnosu na rezultujuću
valuaciju ne mǒze nastati put koji vodi iz ”tǎcnog” u ”netǎcan” čvor. Preostaje
da se uverimo da je korak 3 logički ispravno definisan. Za to su dovoljne sledeće
dve primedbe:

• Prilikom primene koraka 3, nije moguće da su iz literalà istovremeno
dostǐzni y i ¬y za neko slovoy. U suprotnom, zbog simetrijeHφ bi iz
istih čvorova postojali putevi u¬`. Zbog toga bismo imali put̀ Ã ¬`,
što je u suprotnosti sa izborom načinjenim u koraku 2.

• Tako-de, u koraku 3 nije mogúce da iz` vodi neki put učvor `′ kome
je ranije u algoritmu dodeljena vrednost⊥, jer bi u suprotnom,̌cvoru
¬`′ bila dodeljena vrednost> i postojao bi put¬`′ Ã ¬`, pa bi stoga
¬` još ranije dobio vrednost>, a samim tim,̀ vrednost⊥ (što bi bila
kontradikcija sa pretpostavkom da` još nema dodeljenu vrednost).

Jasno, gornji algoritam se završava u konǎcno mnogo koraka, a njegov rezultat
je, kaošto smo pokazali, valuacija koja zadovoljavaφ. ¤

Dakle, za ispitivanje zadovoljivosti formuleφ dovoljno je sprovesti2m pre-
traživanja u digrafuHφ (koji se konstruǐse u linearnom vremenu u odnosu na
n = |φ|), kako bi se otkrili eventualni putevixi Ã ¬xi i ¬xi Ã xi, 1 6 i 6 m.
Broj grana u digrafuHφ je redaO(n), pa se svaka njegova pojedinačna pretraga
realizuje u linearnom vremenu. Tako-de,m = O(n). Stoga se2-SAT rěsava u
vremenuO(n2).

Zadaci.

1. Primenom pravila rezolucije transformisati formulu

φ = (x∨y∨z∨t)∧(¬x∨y∨z∨t)∧(x∨¬y∨¬z∨t)∧(¬x∨y∨¬z∨¬t)

u 3-KNF.

2. Za formuluϕ iz Zadatka 6.3.1 konstruisati grafHϕ, a zatim ”rǔcnom”
primenom algoritma iz dokaza Leme 6.10 odrediti jednu zadovoljavajuću
valuaciju.
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6.5 Problem 6=-SAT i problem obojivosti grafova

Razmotrimo najpre sledeću varijaciju problema3-SAT:

ULAZ: 3-KNF φ.

IZLAZ: Da li postoji valuacija u odnosu na koju svaki konjunkt uφ ima
bar po jedan tǎcan i netǎcan literal?

Ovo je problem6=-zadovoljivosti formuleφ (pǒsto se trǎzi valuacija u odnosu
na koju nijedan konjunkt nema sva tri literala iste vrednosti), u oznaci6=-SAT.
Traženu valuaciju iz ovog problema zovemo6=-valuacija.

Ako za valuacijuτ saτ oznǎcimo njoj ”komplementarnu” valuaciju (defini-
sanu saτ(x) = vτ (¬x) za sva iskazna slovax), tada veoma lako uočavamo da
je za svaku6=-valuacijuτ , τ tako-de 6=-valuacija. Prema tome, problem6=-SAT
možemo formulisati i tako da pitamo da li za datu3-KNF φ postoji valuacijaτ
tako daτ i τ istovremeno zadovoljavajuφ.

Teorema 6.11Problem6=-SAT je NP-kompletam.

Dokaz.Pǒsto je ǒcigledno da6=-SAT ∈ NP, tvr -denjeće biti dokazano ako
konstruǐsemo redukciju3-SAT 66=-SAT.

Za datu3-KNF φ za svaki njen konjunktCi uvedimo novo iskazno slovo
pi (koje, jasno, ne figuriše uφ), kao i jǒs jedno posebno slovoq. Formuluφ
transformǐsemo uφ′ (koja će tako-de biti u3-KNF) takošto za svei, konjunkt

Ci = (`i,1 ∨ `i,2 ∨ `i,3)

zamenjujemo konjunkcijom dva nova konjunkta

(`i,1 ∨ `i,2 ∨ pi) ∧ (¬pi ∨ `i,3 ∨ q).

Očito, formulaφ′ se konstruǐse u polinomnom vremenu u odnosu na|φ|. Tvrdi-
mo da jeφ zadovoljiva ako i samo ako jeφ′ 6=-zadovoljiva.

(⇒) φ je zadovoljiva.Neka jeτ valuacija za koju vǎzi vτ (φ) = >. Želimo
da konstruǐsemo valuacijuτ ′ koja 6=-zadovoljavaφ′. Ovu valuacijućemo do-
biti kao prǒsirenje odτ : dovoljno će biti da na pogodan način ”dodefinǐsemo”
istinitosne vrednosti novouvedenih slova.

Dati uslovi povlǎce da za svakoi postojiji ∈ {1, 2, 3} tako da jevτ (`i,ji) =
>. Ako je ji ∈ {1, 2} definǐsimoτ ′(pi) = ⊥; ako je pakvτ (`i,1) = vτ (`i,2) =
⊥ i vτ (`i,3) = >, stavljamoτ ′(pi) = >. U svim slǔcajevima jeτ ′(q) = ⊥.
Sada se lako proverava da je po konstrukciji vrednost slovapi uvek suprotna
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vrednosti bar jednog od litaralài,1, `i,2. S druge strane, imamovτ ′(¬pi) =
vτ (`i,3) ako i samo ako je ta vrednost> (to će se dogoditi kada je literal`i,3

tačan, kao i bar jedan od̀i,1, `i,2). Me-dutim, tada vrednost⊥ koju ima q
obezbe-duje 6=-zadovoljivost formuleφ′.

(⇐) φ′ je 6=-zadovoljiva.Neka jeτ1 valuacija koja6=-zadovoljavaφ′. Doka-
zácemo da bar jedna od valuacijaτ1, τ1 zadovoljavaφ. Zaista, ako jevτ1(φ) =
⊥, tada postojii tako da jevτ1(`i,1) = vτ1(`i,2) = vτ1(`i,3) = ⊥. Po izboru
τ1, tada mora bitiτ1(pi) = τ1(q) = >. Me-dutim, sadaφ ne mǒze imati kon-
junkt u kome su sva tri literala tačna u odnosu naτ1, vτ1(`i′,1) = vτ1(`i′,2) =
vτ1(`i′,3) = >, jer bi u suprotnom moralo biti>(pi′) = ⊥, pa bi konjunkt
(¬pi′ ∨ `i′,3 ∨ q) u φ′ imao sva tri tǎcna literala u odnosu naτ1 — kontradik-
cija sa izborom valuacijeτ1. Drugim rěcima, u odnosu na valuacijuτ1, nijedan
konjunkt uφ ne sadřzi sva tri netǎcna literala, tj.τ1 zadovoljavaφ. ¤

Problem 6=-SAT ćemo iskoristiti kako bismo pokazaliNP-kompletnost
jednog znǎcajnog grafovskog problema: problema bojenjačvorova datog grafa
u tri boje. Naime, podbojenjem (̌cvorova22) grafa G = (V,E) u k boja pod-
razumevamo bilo koju funkcijuc : V → {0, . . . , k − 1}. Kažemo da jeG
k-obojiv ako postoji njegovo bojenjec u k boja tako da za svaki par sused-
nih čvorovau, v važi c(u) 6= c(v) (takvo bojenje nazivamopravilnim). Drugim
rečima, mogúce je particionisati skup̌cvorovaV u k klasa,V = V0∪. . .∪Vk−1,
tako da nijedna grana izE nije incidentna sǎcvorovima iz iste klase.

Dakle, problemk-obojivosti grafovak-COL (k je fiksiran broj> 0) glasi:

ULAZ: Graf G.

IZLAZ: Da li je G k-obojiv?

Problem1-COL je trivijalan, zatošto je grafG 1-obojiv ako i samo ako je
E = ∅. Dalje, 2-obojivost grafaG ekvivalentna je njegovoj bipartitnosti, tj.
nepostojanju ciklusa neparne dužine — lako se mǒzemo uveriti da se adekvat-
nom modifikacijom algoritma za pretraživanje grafova (uz BFS ili DFS tehniku
pretrage) mǒze dobiti polinomni algoritam koji za svakičvoru ∈ V utvr -duje da
li u pripada neparnom ciklusu. Me-dutim, situacija je sasvim drugačija u slǔcaju
k = 3.

Teorema 6.12Problem3-COL je NP-kompletan.

Dokaz.Važi 3-COL ∈ NP, pǒsto verifikujúci problem proverava pravilnost
datog3-bojenja (̌sto ǒcigledno trǒsi vremeO(m)). Naravno, sertifikat je pravil-

22U teoriji grafova je uobǐcajeno da se podbojenjem grafapodrazumeva bojenje njegovihčvo-
rova. Akoželimo da bojimo grane, to se posebno naglašava.
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no 3-bojenje. Prema tome, preostaje da se pokaže da je razmatrani problem
NP-težak. Ovoćemo postíci redukcijom 6=-SAT 6 3-COL. To znǎci da za
proizvoljnu3-KNF φ treba da konstruišemo grafGφ takav daGφ ima pravilno
3-bojenje ako i samo ako jeφ 6=-zadovoljiva formula.

Čvorovi grafaGφ će biti sledéci: za svako iskazno slovop koje se pojavljuje
u φ imaćemo dvačvorap i ¬p, za svaki konjunktCi u φ definǐsemo tričvora
Ci,1, Ci,2 i Ci,3, i imamo i jedan specijalaňcvor a. Za svako iskazno slovop,
čvorovia, p,¬p čine trougao, kao iCi,1, Ci,2, Ci,3 za svei. Osim toga,̌cvorovi
Ci,j i ` (gde je` neki literal) su povezani granom ako i samo ako sej-ti literal u
Ci poklapa sà . Jasno, grafGφ se konstruǐse u polinomnom vremenu u odnosu
na|φ|. Stoga prelazimo na dokaz tražene ekvivalencije.
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• •
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Slika 6.5.1.Deo grafaGφ koji odgovara konjunktuCi = (x ∨ ¬y ∨ z)

(⇒) Gφ ima pravilno3-bojenje. Bez ogranǐcenja op̌stosti, mǒzemo pret-
postaviti da jec(a) = 2. U tom slǔcaju, čvorovi koji odgovaraju literalima
moraju biti obojeni jednom od boja0, 1. Definǐsimo valuacijuτ tako da je
τ(p) = > ako i samo ako jec(p) = 1. Tvrdimo da ova valuacija6=-zadovoljava
φ. Zaista, ako bi formulaφ imala konjunktCi u kome svi literali imaju istu is-
tinitosnu vrednost u odnosu naτ , to bi znǎcilo da su uGφ čvoroviCi,1, Ci,2, Ci,3

susedni sǎcvorovima-literalima koji su svi iste boje. Sledilo bi da u trouglu
Ci,1, Ci,2, Ci,3 figurišu samo dve boje,̌sto protivrěci pravilnosti uǒcenog bo-
jenja.

(⇐) φ je 6=-zadovoljiva.Nekaτ 6=-zadvoljavaφ. Sada konstruišemo pravil-
no3-bojenje grafaGφ čitajući, u izvesnom smislu, prethodnu implikaciju ”una-
zad”. Obojimoa u boju2, a čvorove koje odgovaraju literalima u boje0 i 1 u
zavisnosti od njihove istinitosne vrednosti: ako jeτ(p) = >, bojimo čvor p u
1, a¬p u 0, dok u suprotnom slǔcaju postupamo obratno. Preostaje da obojimo
trouglove koji odgovaraju konjunktima. Kako svaki konjunkt, po pretpostavci,
sadřzi po jedan tǎcan i netǎcan literal, izaberimo jedan takav par iz svakog kon-
junkta. U tom paru,̌cvor koji odgovara poziciji tǎcnog literala posmatranog
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konjunkta obojimo u0, a čvor koji odgovara poziciji netǎcnog literala u1. Pre-
ostali čvor trougla koji odgovara razmatranom konjunktu bojimo u2. Lako se
proverava da je na ovaj način konstruisano bojenje pravilno. ¤

Zadaci.

1. Odrediti grafGφ iz dokaza Teoreme 6.12 za3-KNF φ datu u Primeru 6.5.
Naći jedno pravilno3-bojenje tog grafa i odrediti odgovarajuću valuaciju
koja 6=-zadovoljavaφ.

2. Dokazati da je problemk-COL NP-kompletan za svakok > 4.

6.6 NP-kompletni problemi iz diskretne optimizacije

U ovom odeljku dajemo pregled nekihNP-kompletnih problema koji se javlja-
ju uglavnom u tehnǐckim primenama matematike i operacionim istraživanjima.
Kao štoćemo kasnije videti, svi ovi problemi predstavljaju specijalne slučajeve
op̌steg problema celobrojnog linearnog programiranja.

Najprećemo razmotriti problemsume podskupa(SP):

ULAZ: Konǎcan skupS, tězinska funkcijaw : S → N i B ∈ N (tzv.ciljni
broj).

IZLAZ: Da li postoji podskupS′ ⊆ S takav da je

∑

x∈S′
w(x) = B ?

Par(S,w) je jedan od nǎcina da se formalno definišemultiskupprirodnih bro-
jeva. Velǐcina ulaznih podataka u ovom problemu je ukupna dužina zapisa bro-
jevaw(x), x ∈ S, i B, dakle,log B +

∑
x∈B log w(x). Jednostavnosti radi, tu

veličinu mǒzemo asimptotski proceniti san log B, gde jen = |S|.
Imajući u vidu ove primedbe, lako se vidi daSP ∈ NP: sertifikat je pod-

skupS′ ⊆ S, a verifikacija se sastoji u sabiranju brojevaw(x), x ∈ S′, odu-
zimanjuB i pore-denju dobijenog rezultata sa0, što čini |S′| sabiranja i oduzi-
manja ulaznih podataka i jednu primenu operacije JZERO. Stoga se verifikujući
problem rěsava u linearnom vremenu. Me-dutim, vǎzi i vi še.

Teorema 6.13SP je NP-kompletan problem.

Dokaz.Kako bismo dokazali ovo tvr-denje, dácemo redukciju3-SAT 6 SP.
Ova redukcija polazi od3-KNF φ i konstruǐse instancu(Sφ, wφ, Bφ) problema
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SP tako da jeφ zadovoljiva ako i samo ako se iz multiskupa(Sφ, wφ) može
odabrati podskup tězineBφ.

Pretpostavimo da se u formuliφ pojavljuju iskazna slovax1, . . . , xm i da
ona imak konjunkta. Definǐsemo

Sφ = {y1, z1, . . . , ym, zm, u1, v1, . . . , uk, vk}.
Dakle, svakom iskaznom slovuxi, 1 6 i 6 m, a tako-de i svakom konjunktu
Cj , 1 6 j 6 k, pridrǔzili smo po jedan par elemenata skupaSφ. Tězinewφ(x),
x ∈ Sφ, i ciljni broj Bφ će biti vrste u narednoj tabeli, shvaćene kao decimalni
zapisi.

x1 x2 x3 x4 · · · xm C1 C2 · · · Ck

y1 1 0 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0
z1 1 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
y2 1 0 0 · · · 0 0 1 · · · 0
z2 1 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0
y3 1 0 · · · 0 1 1 · · · 0
z3 1 0 · · · 0 0 0 · · · 1
...

...
...

...
...

...
ym 1 0 0 · · · 0
zm 1 0 0 · · · 0
u1 1 0 · · · 0
v1 1 0 · · · 0
u2 1 · · · 0
v2 1 · · · 0
...

...
...

uk 1
vk 1
Bφ 1 1 1 1 · · · 1 3 3 · · · 3

U gornjoj levoj ”četvrtini” tablice cifra1 se nalazi na poljima(yi, xi) i
(zi, xi), 1 6 i 6 m, dok se u donjem desnom delu1 nalazi na poljima(uj , Cj)
i (vj , Cj), 1 6 j 6 k (ostala polja su prazna, ili sadrže0, po potrebi).

U gornjem desnom delu tabele, polje(yi, Cj) sadřzi 1 ako i samo ako kon-
junkt Cj sadřzi literal xi, dok (zi, Cj) sadřzi 1 ako i samo akoCj sadřzi ¬xi.
Ponovo, sva ostala polja sadrže0. U gornjem primeru, tablica je popunjena za
formuluφ oblika

(x1 ∨ ¬x2 ∨ x3) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ . . .) ∧ . . . ∧ (¬x3 ∨ . . .).
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Preostaje da se uverimo da je ovo zaistaželjena redukcija.
(⇒) φ je zadovoljiva.Neka jeτ valuacija koja je zadovoljava. Za svakoi,

1 6 i 6 m, uključićemo tǎcno jedan od elemenatayi, zi u podskupS′ ⊆ Sφ, i
to tako dayi ∈ S′ akoτ(xi) = >, a inǎce (akoτ(xi) = ⊥) odabiramozi ∈ S′.
Suma do sada odabranih elemenata je broj koji u decimalnom zapisu na prvihm
mesta sleva ima sve jedinice, a na preostalihk mesta, cifre su1, 2 ili 3, pǒstoτ
zadovoljavaφ, pa svaki konjunkt sadrži izme-du jednog i tri tǎcna literala. Kako
bismo postigli trǎzeni ciljni broj, dovoljno je uS′ uključiti odgovarajúci broj
elemenatauj , vj ; tačnije, stavícemo da budeuj ∈ S′ ako konjunktCj sadřzi
najviše dva tǎcna literala u odnosu naτ , a vj ∈ S′ akoCj sadřzi tačno jedan
tačan literal. Sa ovako odabranim skupomS′, tězina njegovih elemenata je baš
Bφ.

(⇐) Sφ ima podskupS′ čiji je zbir tězinaBφ. Konstruisácemo valuacijuτ
koja zadovoljavaφ. Najprećemo konstatovati nekolikǒcinjenica.

• Sve tězinewφ(x), x ∈ Sφ, su brojevi koji se u decimalnom sistemu za-
pisuju iskljǔcivo ciframa0 i 1.

• Svaka kolona gornje tablice sadrži ne vǐse od pet jedinica. Stoga, pri sabi-
ranju bilo koje kolekcije navedenih brojeva nikada neće dóci do prenosa
(tj. kolone se sabiraju me-dusobno nezavisno).

• Kako bi se u zbiru dobila cifra1 u prvihm kolona,tačno jedanod eleme-
natayi, zi mora pripadatiS′ (1 6 i 6 m).

Tražena valuacija je sada sledeća:

τ(xi) =

{
> yi ∈ S′,

⊥ inače,

gde je1 6 i 6 m.
Tvrdimo da jevτ (φ) = >, budúci da je zbir u zadnjihk kolona bǎs 3. Od

tog zbira3, u koloni koja odgovara konjunktuCj , najvǐse2 može da potǐce od
težina elemenatauj , vj . Zbog toga, skupuS′ pripada bar jedan element oblika
yi ili zi takav da se na polju koje odgovara tom elementu iCj pojavljuje cifra1.
Ako je to element oblikayi, to znǎci da se literalxi javlja u konjunktuCj . Kako
je tada po gornjoj definicijiτ(xi) = >, sledi da jevτ (Cj) = >. Obratno, ako
je u pitanju element tipazi, tadaCj sadřzi literal ¬xi, koji je tǎcan, jer je sada
τ(xi) = ⊥. Kako je u ovom razmatranjuj bilo proizvoljno, sledi da je svaki
konjunkt uφ tačan u odnosu naτ , što je i trebalo dokazati.
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Na kraju, primetimo da se opisana tablica konstruiše u polinomnom vre-
menu. Ona sadrži 2(m + k)2 + m + k polja. Pǒsto je dǔzina svakog konjunkta
ogranǐcena, izrǎcunavanje svake cifre u ovoj tabeli zahteva samo konstantan broj
koraka. Zato se tabela formira u vremenuO(n2), gde jen = |φ|. ¤

Veoma srodni problemu SP su i sledeći.

• RANAC. Dat je konǎcan skupS, funkcija tězinew : S → N, funkcija
dobiti b : S → N i dva ciljna brojaW,B ∈ N. Utvrditi da li postoji
podskupS′ ⊆ S tako da vǎze nejednakosti

∑

x∈S′
w(x) 6 W,

∑

x∈S′
b(x) > B.

Intuitivno, mǒzemo zamisliti objekte iz skupaS kao predmete kojězeli-
mo da ponesemo na kampovanje (u ruksaku, otuda i ime): svaki od njih
ima neku numerǐcku karakteristikub(x) koji meri koliko jex zaista potre-
ban, ali i zapreminuw(x). Pri tome jeW zapremina (odnosno nosivost)
ruksaka.

• POLOVLJENJE. Dat je konǎcan skupS i funkcija tězinew : S → N.
Utvrditi da li postoji podskupS′ ⊆ S tako da je

∑

x∈S′
w(x) =

∑

x∈S\S′
w(x).

• BIN PACKING (”Pakovanje u korpe”). Dat je konačan skupS i funkcija
zapreminew : S → N, zapremina korpeB i prirodan brojk > 1. Da li je
mogúce rasporediti elemente skupaS u ne vǐse odk korpi?

Lako se vidi da svi nabrojani problemi pripadajuNP. Štavǐse, svaki od njih
je i NP-kompletan, kaǒstoće to naredne (polinomne) redukcije pokazati.

SP 6 POLOVLJENJE. Neka je(S, w, B) instanca problemaSP, i neka
je

Σ =
∑

x∈S

w(x).

Konstruǐsemo multiskup(S1, w1) tako što definǐsemoS1 = S ∪ {a, b} (gde
a, b 6∈ S), i proširujemo funkcijuw dow1 tako da jew1(a) = N −B i w1(b) =
N−(Σ−B), gde jeN dovoljno veliki prirodan broj (dovoljno je uzetiN > Σ).
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Sada ako postojiS′ ⊆ S tako da je tězinaS′ jednakaB, tada je ǒcito tězina
skupaS′ ∪ {a} jednakaN , polovini ukupne tězine2N skupaS1. Obratno, ako
seS1 može ”prepoloviti”, tada je jasno daa, b ne mogu biti u istoj ”polovini”,
jer je njihova ukupna tězina2N − Σ > N . Tako, neka jeS′1 ⊆ S1 skupčija je
težinaN . Bez umanjenja op̌stosti mǒzemo pretpostaviti daa ∈ S′1. Ali, tada je
težina skupaS′ = S′1 \ {a} upravoN − (N −B) = B.

POLOVLJENJE 6 RANAC. Polazimo od multiskupa(S, w) i konstrui-
šemo instancu(S1, w1, b1,W,B) problemaRANAC. Lako se uǒcava da se sa
S1 = S, w1 = b1 = w i W = bΣ/2c, B = dΣ/2e dobija trǎzena redukcija.

POLOVLJENJE 6 BIN PACKING. Očigledno,B = bΣ/2c i k = 2
daju potrebnu redukciju.

Svi navedeni problemi predstavljaju zapravo specijalne slučajeve problema
celobrojnog linearnog programiranja(CLP). Ovaj problem, u formi problema
odlučivanja, sastoji se u utvr-divanju egizstencije bar jednog celobrojnog rešenja
(x1, . . . , xn) sistema linearnih nejednačina

n∑

j=1

aijxj 6 bi (1 6 i 6 m),

gde suaij , bi, 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n, dati racionalni brojevi. (Jasno, ovi uslovi
odre-duju u op̌stem slǔcaju oblast uRn koja nastaje kao presek poluprostora.
ProblemCLP pita da li ta oblast sadrži celobrojnu tǎcku.) U formi optimizacij-
skog problema, za date koeficijentecj ∈ Q, 1 6 j 6 n, trǎzi se maksimalna
vrednost (nadZn) linearne funkcije

n∑

j=1

cjxj ,

pri čemu vektor(x1, . . . , xn) zadovoljava gornje nejednakosti.
S druge strane, u klasičnom problemulinearnog programiranja(LP) nema

ogranǐcenja u smislu celobrojnosti rešenjaxj , 1 6 j 6 n, véc se trǎzi egzis-
tencija proizvoljnog realnog rešenja (ili racionalnog rěsenja,što je svejedno
zbog gustine skupaQn u Rn), tj. utvr -duje se da li date nejednačine definǐsu
nepraznu oblast uRn. Pri tome pretpostavljamo da su svi koeficijenti koji
opisuju problem racionalni brojevi (dati kao ure-deni parovi uzajamno prostih
celih brojeva). Klasǐcno rěsenje problemaLP, tzv.simpleks metoddao je 1947.
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George B. Dantzig. Ovaj metod je u praksi veoma upotrebljiv, iako je u opštem
slučaju eksponencijalne složenosti. Da problemLP ima polinomno rěsenje
dokazao je 1979/80.Leonid G. Hǎcijan [12], i njegovo rěsenje je danas poznato
pod imenomelipsoidni metod. Ovaj metod ima prvenstveno teorijski značaj,
jer zbog velikog stepena polinoma koji izražava slǒzenost nije uspeo da se u
praksi takmǐci sa brzinom simpleks metoda. Me-dutim,Narendra K. Karmarkar
[17] je 1984. pronǎsao jǒs břzi metod unutrǎsnje tǎcke i od tada je ubrzanje
algoritama zaLP i njihova implementacija (tzv. LP-solveri) postalo aktivna
oblast u istrǎzivanjima u primenjenoj matematici i informatici. Poboljšanja Kar-
markarovog algoritma su i u praksi uspela da budu konkurentna sa simpleks
metodom: procene su da su za velike sisteme u kojima jen + m > 2500 ovi
savremeniji postupci brži.

Me -dutim, problemCLP je NP-kompletan. Naime,̌cinjenicu da jeCLP
NP-težak potvr-duje redukcijaSP 6 CLP, za koju je dovoljnoSP izraziti kao
sistem nejednǎcina

0 6 xt 6 1 (t ∈ S),
∑

t∈S

w(t)xt = B,

gde se0 6 xt može ekvivalentno pisati kao−xt 6 0, dok se poslednji uslov na
očigledan nǎcin zapisuje preko dve nejednačine. DaCLP uop̌ste pripada klasi
NP dokazali su 1976. godineI.Boroshi L.B.Treybig[3]: ako gornji op̌sti sistem
nejednǎcina ima celobrojno rěsenje, tada postoji rešenje koje se mǒze zapisati sa
polinomno mnogo cifara u odnosu san,m i broj cifara potreban za zapisivanje
brojilaca i imenilaca racionalnih brojevaaij i bi.

6.7 Problem Hamiltonovih kontura

Problem egzistencije Hamiltonove konture u datom grafu postoji u dve verzije:
neorijentisanoj (HAM) i orijentisanoj (

−−−→HAM).

Teorema 6.14Problem
−−−→HAM je NP-kompletan.

Dokaz.Pǒsto smo ranije véc obrazlǒzili pripadnost problema Hamiltonovih kon-
tura klasiNP, pokazujemoNP-težinu ovog problema redukcijom nekog već
poznatogNP-kompletnog problema na njega. U narednomćemo opisati re-
dukciju V-COVER 6 −−−→HAM: za dati par(G, k) koji se sastoji od grafaG i
prirodnog brojak, konstruisácemo digrafH = H(G, k) tako daH ima Hamilto-
novu konturu ako i samo akoG ima čvorni pokrivǎc odk čvorova.
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Konstrukciju digrafaH zapǒcinjemo takǒsto svakoj (neorijentisanoj)grani
e = uv grafaG pridružujemo sledéci digrafHe (koji će biti podgraf odH):
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Iz drugih čvorova digrafaH, graneće ulaziti iskljǔcivo u e1
u i e1

v, a izlaziti ka
drugimčvorovima iskljǔcivo iz e2

u i e2
v. Pod takvim uslovima, postoji svega tri

nǎcina da neka Hamiltonova kontura uH (ako ona uop̌ste postoji) ”pro-de” kroz
He (ovo ćemo kasnije i pokazati):
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Sada prelazimo na opis digrafaH. Onće se sastojati iz svih podgrafovaHe

za sve granee grafaG i dodatnog skupǎcvorovaK koji ima tǎcnok elemenata.
Tomećemo dodati jǒs neke orijentisane grane na sledeći nǎcin. Za proizvoljan
čvor u grafaG, neka jeAdj(u) = [v1, . . . , vdu ] (gdedu oznǎcava stepeňcvora
u), i neka jeei = uvi za1 6 i 6 du. U tom slǔcaju, dodajemo sledeće grane u
H:

• (x, (e1)1u) za svex ∈ K,

• ((ei)2u, (ei+1)1u) za sve1 6 i < du,

• ((edu)2u, x) za svex ∈ K.

Kao rezultat ove konstrukcije, za svakičvoru grafaG dobijamo podgrafove ob-
likaHei (pridružene svim granama incidentnim sau uG) ”nanizane” po jednom
usmerenom putu, i pri tome svičvorovi iz K tuku ”donji levi” čvor podgrafa
He1 , dok ”donji desni”čvor podgrafaHedu

tuče svečvorove izK. Vizuelno,
ovu konfiguraciju (kojúcemo zvatiu-petlja) možemo prikazati na sledeći nǎcin:
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Prelazimo na dokaz korektnosti redukcije.
(⇒) G ima čvorni pokrivǎc od k čvorova. Neka jeG = (V,E) i neka je

X = {u1, . . . , uk} ⊆ V čvorni pokrivǎc. Dalje, neka jeK = {w1, . . . , wk}.
Konstruisácemo Hamiltonovu konturu uH koja nastaje kao unija usmerenih
putevawi Ã wi+1, 1 6 i 6 k, pri čemu jewk+1 = w1. Svaki od ovih puteva
će predstavljati jedan ”prolazak” krozui-petlju.

Neka je, dakle,̌cvor ui incidentan redom sa granamae1 = uiv1, . . . , ep =
uivp uG. Za svaki od navedenih susedavj , 1 6 j 6 p, postoje dve mogúcnosti:
vj 6∈ X ili vj ∈ X. U prvom slǔcaju ćemo iz podgrafaHej odabrati grane
((ej)1ui

, (ej)1vj
), ((ej)1vj

, (ej)2vj
) i ((ej)2vj

, (ej)2ui
) (ovo odgovara prvom načinu

”prolaska” krozHej sa prethodne strane). U suprotnom (akovj ∈ X), tada
biramo samo granu((ej)1ui

, (ej)2ui
) (primetimo daće tada upravo zbogvj ∈ X

— pǒsto je tadavj = ui′ za nekoi′ — biti odabrana i grana((ej)1ui
, (ej)1vj

),
pa imamo tréci nǎcin ”prolaza” krozHej ). Osim toga, u putwi Ã wi+1

uključujemo svakako(wi, (e1)1ui
), ((ep)2ui

, wi+1), kao i ((ej)2ui
, (ej+1)1ui

) za
sve1 6 j < p. Sledéca ilustracija u mnogome razjašnjava ovu konstrukciju:
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Po opisanoj konstrukciji i pretpostavci da jeX čvorni pokrivǎc (nema grana
koje lěze ”van” X), svaki odčvorova digrafaH pripada tǎcno jednom putu
wi Ã wi+1, pa unija ovih putevǎcini Hamiltonovu konturu.

(⇐)H ima Hamiltonovu konturu.Razbijmo ovu konturu nak puteva oblika
wi Ã wi+1, 1 6 i 6 k, gde jeK = {w1, . . . , wk} i wk+1 = w1, i posmatrajmo
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jedan od tih puteva. Jasno, drugičvor na ovom putu mora biti oblika(e1)1ui
za

neki čvorui i neku granue1 incidentnu saui (ta grana odgovara prvom̌cvoru sa
liste Adj(ui)). Ako je |Adj(ui)| = r, tada indukcijom pokazujemo da uočeni
put wi Ã wi+1 sadřzi svečvorove(e1)1ui

, (e1)2ui
, (e2)1ui

, . . . , (er)2ui
i to bǎs u

navedenom redosledu, pričemu su svaka dva uzastopnačvora u nizu ili susedna
na putuwi Ã wi+1, ili su na rastojanju3 na tom putu. Zaista, pretpostavimo da
je ovo tvr-denje tǎcno zakljǔcno sǎcvorom(ej)1u1

. Ovajčvor uH tuče svega dva
čvora:(ej)2ui

i (ej)1vj
, gde jeej = uivj . U drugom slǔcaju je jedina raspolǒziva

grana za nastavak Hamiltonove konture((ej)1vj
, (ej)2vj

). Izlazni stepeňcvora
(ej)2vj

je opet2; me-dutim, Hamiltonova kontura sada ne može da se nastavlja
dužvj-petlje, jer bi u suprotnom̌cvor(ej)2ui

bio ”zagra-den” (i tako izostavljen iz
Hamiltonove konture,̌sto je nemogúce) — njega tuku svega dvačvora,(ej)1ui

i
(ej)2vj

, a nijedna od odgovarajućih grana ne bi tada bila deo razmatrane konture.
Naredna slika opisuje ovu nemoguću situaciju:
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Zbog toga, sledéca grana putawi Ã wi+1 mora biti ((ej)2vj
, (ej)2ui

). Stoga se
duž posmatranog puta iz(ej)1u1

do (ej)2ui
stiže u jednom ili tri koraka. Nakon

toga, naredna grana očito mora biti((ej)2ui
, (ej+1)1ui

) (ili ((er)2ui
, wi+1) u slu-

čajuj = r).
Prema tome, zakljǔcak je da putwi Ã wi+1 jednoznǎcno odre-duječvor ui

grafaG (kaočvor krozčiju petlju taj put prolazi) i da ona mora izgledati baš kao
na drugoj slici s prethodne strane. Neka jeX skup svih na ovaj nǎcin odre-denih
čvorova. Jasno,|X| = k. Kako uǒcena Hamiltonova kontura ”obilazi” svaki od
podgrafova oblikaHe (i to, kaošto smo upravo pokazali, na jedan od tri načina
opisan na strani 145), svaka grana grafaG mora biti incidentna sa bar jednim
čvorom izX, tj. X je čvorni pokrivǎc uG.

Na kraju, primetimo da akoG iman čvorova im grana, tadaH imak +4m
čvorova, dok je broj grana

2k(n− |V0|) + 6m +
∑

u∈V \V0

(du − 1) = (2k − 1)(n− |V0|) + 8m,

gde jeV0 ⊆ V skup svih izolovaniȟcvorova grafaG (čvorova stepena0).
Na prvi pogled se mǒze ǔciniti da su dimenzije digrafaH eksponencijalne u



148 GLAVA 6: NP-kompletnost

odnosu na dimenzije ulaznih podataka (koje sun,m, log k). Me-dutim, ovo se
rěsava primedbom da možemo pretpostaviti da jek 6 n, jer u suprotnom prob-
lem čvornog pokivǎca ima trivijalno negativno rěsenje, pa tadaH iz prethodne
konstrukcije mǒzemo zameniti bilo kojim fiksnim digrafom bez Hamiltonove
konture. Uz ovakvu modifikaciju,H imaO(n + m) čvorova iO(n2) grana.
Digraf H se konstruǐse na osnovu inspekcije lista susedstva grafaG, dakle, u
polinomnom vremenu, pa je teorema dokazana. ¤

Potpuno analogno se pokazuje da važi

Teorema 6.15ProblemHAM je NP-kompletan.

U prethodnom dokazu dovoljno je digraf oblikaHe pridružen svakoj grani
grafaG (vidi stranu 145) zameniti neorijentisanim grafom:
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pri čemu su, naravno, i sve preostale grane u gornjem dokazu neorijentisane.
Kao prirodno uop̌stenje problemaHAM za tězinske grafove, javlja seprob-

lem trgovǎckog putnika(TSP, od eng.travelling salesman problem). U formi
problema odlǔcivanja, ovaj problem za dati težinski grafG = (V, E, w) i k ∈ N
pita da liG ima Hamiltonovu konturu tězine6 k. Kao i u slǔcajuCLP, mǒze se
razmatrati i optimizacijska varijanta ovog problema, koja za težinski grafG traži
minimalnu tězinu Hamiltonove konture uG, ukoliko ona uop̌ste postoji.TSP
je NP-kompletan problem, jer seHAM očigledno redukuje na njega: dovoljno
je dati grafG pretvoriti u tězinski definǐsúci w(e) = 1 sa sve granee.

Zadaci.

1. Odrediti optimalnu turu za trgovačkog putnika koji obilazi Beograd i voj-
vo -danske gradove, pričemu je těziski graf puteva dat na Slici 4.7.1.
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[28] D.Mašulovíc, Odabrane teme diskretne matematike, Prirodno-matematič-
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logaritamski, 82
strogi (striktni), 82

uniformni, 80
skup

nezavisan,̌cvorova, 131
rekurzivan, 44, 48

prosto, 44
rekurzivno nabrojiv, 44, 48
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višetrǎcna, 65

Tjuringove mǎsine
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