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Onaj koji iskljuEivo ceni praksu bez teorijskih osnova
slican je moreplovcu koji ulazi u brod bez krme i busole
ne znaj&i kuda se plovi.

LEONARDO DA VINCI






Predgovor

Ova knjiga je napisana sa namerom dazpuyid u osnovne elemente matema-
tiCke teorije algoritama i njihove stenosti. Kao takva, ona nalazi svoje mesto
na (ne preteranodiroj) granici izméu matematike i lunarstva (engomputer
sciencg. Teorija izr&unljivosti i teorija r&unske slaenosti — dve discipline
teorijske informatike koj&emo izitavati na narednim stranama — predstavlja-
ju veoma znéajne etape u obrazovanju svakog profesionalnégmrarca, ali i
matemaittara.

Na fakultetu na kome predajem (a prema najnovijoj verziji studijskih pro-
grama u trenutku pisanja ovog teksta),daéina ove dve teorije poprima dve
inkarnacije: prva je kurgl52: Analiza algoritamana Il godini osnovnih stu-
dija informatike, dok druga pod imenoneorija algoritamafiguriSe kao izborni
predmet na doktorskim studijama iz matematike. Moja je nadadava knjiga
naCi svoju primenu u odnosu na oba predmeta — naravno, (itkzliulogama.
Ona je prvenstveno koncipirana kao osnovritheehik za prvi od dva navedena
kursa. Kada je u pitanju drugi predmet, ona treba da @goko polazna os-
nova za dalj&irenje i produbljivanje znanja. T&irenje mde krenuti u véem
broju pravaca: ka dubljem izavanju teorije algoritama kao grane matetiai
logike (pre svega kroz detaljnije ispitivanje fenomena rekurzije), ka napredni-
jim konceptima dizajna i analize algoritama (k& su to paralelni, stajni i
aproksimativni algoritmi, kriptografija, itd.), ili, na primer, ka istrganjima u
vezi algoritamskih problema u algebri.

S druge strane, treba naglasiti da je misija teorije algoritama i njiho¥e-slo
nosti u sklopu studija informatike zéajno drugaija od one koju ima predmet

Vii



Viii Predgovor

Strukture podataka i algoritmiUpoznavanje sa baaim fondom struktura po-
dataka, algoritamskih ideja i tehnika, predstavlja na dené n&in "temelj”
programerske tehnologije, skup osnovnih alatki u dizajnu softveradubita,
teorija algoritama predstavlja nastavak i nadgradnju ovih znanja: njen cilj je da
sa aspekta matemélte nauke kao vrhunskog anaiito-interpretativhog sred-
stva osvetli samu &tinu pojma algoritma, te da usvojene tehnike uklopi i uje-
dini u jednusSiru sliku informatike kao racionalne i sistematske (aadehoq
ljudske delatnosti. Moje je najdublje uverenje daéak i kada matemdiki
koncepti i metode nisu eksplicitno prisutni u razvoju informacionih tehnologija
— upravo matemattki stil razmiSljanjajeste onaj klj@ni element koji vodi
osmEljenom ré&avanju ogromne aéne relevantnih problema u toj oblasti. Ma-
temattka konceptualzacija algoritma, jednog od Eljih informattkih poj-
mova, predstavlja dobar deo "krme i busole” kojimazamo da se pouzdano
rukovodimo u traganju za naprednijim i kvalitetnijim ITS&njima.

Imajuti sve ovo u vidu,zeleo sam da nagem knjigu koja je u izvesnom
smislu "minimalisttka”. Vetina najpoznatijih referenci iz oblasti teorije al-
goritama, odnosno teorije ¢anske slaenosti (od kojih se jedan deo nalazi u
literaturi), jesu znatno obimnijgtiva. Ovaj tekst je, nautim, nastao iz skripti
sa predavanja iAnalize algoritama(drzanih na smerovima primenjene mate-
matike), koje sam negde od jeseni 2005. naovamo postepeno "brusio” i usavr-
Savao. Zbog toga on obuhvata tek malevod materijala koji se (prema ovda
njim metodama nastave) @ obraditi za jedan semestar: Skovi” (npr. dokaz
rekurzivnosti Akermanove funkcije, rekurzivne nabrojivosti rekurzivnih skupo-
va, korektnosti Dajkstrinog algoritma, Kuk-Levinove teoreNeP-komplet-
nosti problema Hamiltonovih kontura i sl.) predstavljaju fakultativhu doma
lektiru za ambicioznije studente. Istovremeno, hteo sam da maksimalno is-
taknem najzné&ajnije motive i ideje kojicine okosnicu kursasto ne bi bilo
mogLte da sam utbenik opteretio dodatnim gradivom koje se neposredno ne
uklapa u centralni tok zapleta pa. Najzad, morao sam i da opravdam naslov
knjige: ne bi valjalo da je ona prerita obim malo dae novele.

Matemattke pretpostavke za savladavanje ovog kursa nisu prevelike i one
su uob€ajene za ovaj tip materije. Uglavnom, radi se o elementima matékeati
logike (osnovi matematke pismenosti, iskazna i predikatska logika, prirodni
brojevi, matemaiika indukcija, naivna teorija skupova, relacije i funkcije), kaoi
o0 jednostavnijim konceptima i rezultatima diskretne matematil®, (s&upovi i
multiskupovi, particije i druge osnovne kombinatorne konfiguracije, rekurentne
relacije, grafovi i digrafovi). Ppeljno je (iako ne i neophodno) neko iskustvo
sa polaznim kursevima programiranja.



Predgovor iX

Veliku zahvalnost dugujem momgitelju, profesoru Sirdii Crvenkoveu.
Saralujuci sa njim dugi niz godina i crf® iz njegovog iskustva (a — budimo
poSteni — i izvanrednih bekki) sam napredovao (i) kao nastavnik ovog pred-
meta. Takde, razgovori koje sam na temu algoritama vodio sa kolegama prof.
dr Rozliom Sz. Madaasz, prof. dburom Paurgem, dr Draganom Maulo-
vicem i dr Petrom Markogiem su doprineli ne samo kristalizaciji kursa, nego
i boljem videnju celokupne oblasti. M vec pomenutim imenima nalaze se
i recenzenti, pa koristim priliku da im se i ovim putem zahvalim na korisnim
sugestijama i prkenoj podsci.

Na kraju, ali pre svih, zahvalnost ugpwjem mojoj supruzi Szd@bTeez, koja
mi je tokom itavog rada na ovom naslovu, uz njeno strpljenje i razumevanje,
predstavljala nepreSan izvor inspiracije.

NovI SAD, 22.9.2007. Igor Dolinka
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Pojam algoritma

1.1 Malo istorije: poreklo re Ci algoritam

Ret algoritam (eng.algorithmt) je latinizovani oblik prezimena jednamveka.

U pitanju je Abu Dzafar Muhamed ibn-Musal-Horezmi (=780-850), astro-
nom, astrolog, geograf i jedan od prvih Zagnih srednjevekovnih arapskih
matemattara. Rden je u Horezmu (danas Hiva, Uzbekistan), u &nilaj per-
sijskoj provinciji Horasan, a najg@gédeo svogzivota proveo je rade kao nag-
nik u Bagdadu u tzvKuéi mudrost?. U naslovu njegovog najpoznatijeg i naj-
zna&ajnijeg delaAl-kitab al-muhtasar fi hisab alZhbr val-mukabald“Sazeta
knjiga o r&unanju putem dopunjavanja i uravnodeja”, u latinskom prevodu:
Liber algebrae et almucabalekrije se koren j& jednog osnovnog termina sav-
remene matematiketlgebre Zaista, al-Horezmijeva “S&ta knjiga”, napisana
oko 820. godine, predstavlja zbir i sistematizaciju tada poznastingeu réa-
vanju algebarskih jedi@ma. Pod time, naravno, podrazumevamo kvadratne

1U XIX veku i potetkom XX veka u upotrebi je bio i termiagorism

2Al-Horezmi je poreklom bio Persijanac, ali celokupna njegova delatnost predstavlja doprinos
razvoju arapske kulture.

3Kuta mudrostibeit al-hikma velika dvorska biblioteka, oshovana je u drugoj polovini VIII
veka, kada je prestonica Arapskog carstva pfere iz Damaska u Bagdad dolaskom dinastije
Abasida na vlast 750. godine. Najplodnije godine rada al-Horezmija vezuju se za vladavinu
Mamuna(813-833), sedmog kalifa ove dinastije, koji je po majci bio persijskog porekla, i koji je
do dolaska na presto bio guverner Horasana.

1



2 GLAVA 1. Pojam algoritma

jedn&ine, koje al-Horezmi deli ndest osnovnih tipova, do kojih dolazi pri-
menama pravilal-dzabr (sabirak mde da prde na drugu stranu jedéiae uz
promenu znaka)al-mukabala(potiranje istih sabiraka na obe strane jetina).
Prcti cecitavih sedam vekova pre negtce italijanska renesansna matematika
uciniti korak dalje otkreem postupaka za$avanje jedn@na treteg iCetvrtog
stepena.

Medutim, za nastanak ¢e“algoritam” od kljucne vanosti je drugo naj-
zn&ajnije delo al-Horezmija. Arapski original ovog spisa je izgubljen i ono je
satuvano samo u latinskom prevodu iz prve polovine Xl veRak je i taj latin-
ski prevod nekompletan (nedostaje nekoliko prvih stranica, pa stoga naslov dela
nije pouzdano uvden), a tekst na prvoj 8avanoj stranici péinje re€ima: Dixit
Algorismi:.... (“Kaze al-Horezmi:..."). Kasnije, knijizi je dat latinski naslov
Algorismi de numero IndorurfAl-Horezmi o indijskoj vestini ratunanja”), a
pretpostavlja se (na osnovu drugih izvora) da je izvorni naslov ghddiitab al-
dzam val-tafrik bi hisab al-Hind"Knjiga o sabiranju i oduzimanju u indijskom
racunu”).

Otkud ta “indijska vétina r&unanja” u bagdadskoj Kiimudrosti? Naime,

VIl vek i prva polovina VIII veka predstavljali su vreme pojave i brZ&igenja

nove religije na svetskoj mapislama Osniv& islama, prorok Muhamed je

do smrti 632. godine uspeo da ujedini celo arapsko poluostrvo, na kome su do
tadazivela vse-manje nepovezana nomadska plemena. Muhamedovi nasled-
nici, kalifi 4, osvajanjima su znatno &ili teritoriju arapske dfave, koja se na
vrhuncu ma@i prostirala od Atlanskog okeana, pa sve do reke Ind. 637. godine,
Arapi su osvoijili Persiju, zbacsi poslednjeg vladara sasanidske dinastije. Ovaj
dogaiaj je zn&ajan kako sa standsta ogromnog uticaja drevne persijske civi-
lizacije i njenih tekovina koje su Arapi asimilovali, tako i u pogledu kontakta sa
dostignitima indijske kulture. Jedno od za nas najzgaijih takvih dostignéa

bio je pozicioni brojevni sistem sa deset simbola:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Ove simbole su Arapi nazvalnhdijske cifre Kasnije, zaslugom upravo al-
Horezmija, indijski decimalni sistem ¢ananja je 8ao u prak@nu upotrebu
u celom arapskom svetu.

“Vetinska denominacija unutar islamauniti, smatraju kalife za legitimne naslednike
Muhameda, kao istovremene nosioce duhovne i svetovne vlasti &njadaislamskom svetu.
Medutim, Siiti smatraju da duhovno dstvo i pravo na tunt@nje islamskog &enja pripada
isklju€ivo Muhamedovim potomcimaerki Fatimi Zahri i zetu Aliju (koji je, in&e, bioCetvrti
kalif), dok su kalifi (sa izuzetkom Alija) priznati samo kao svetovni vladari.



1.2 Intuitivni pojam algoritma 3

S druge strane, Arapi su 711. godine preko Gibraltara upali u Evropu, da bi
ih tek 732. porazio frariki vojskovala Karlo Martel (deda Karla Velikog) u bici
kod Poatjea. Njihovo napredovanje je zaustavljenotalirapi (u Evropi tada
poznati pod imenom Mavri) ostati na Iberijskom poluostrvu narednih sedam
i po vekov&. Kao politicki i kulturni centar mavarsképanije nametnuo se
grad Kordoba, u kome su delovali mnogiani ljudi tog vremenaCak i kas-
nije, tokom opadanja mavarske tidkljucni dogaiaj u tom smislu je osva-
janje Toleda od strane Btiana 1085. godine), Kordoba i Toledo su bili centri
u kojima se odvijalo previtenje velikog broja arapskih rukopisa na latinski.
Upravo na taj néin je nastao i prevodlgorismi de numero Indoruyma is-
tim putem je za darénja pokolenja sauvana (posredstvom arapskih prevoda
sainjenih u KEi mudrosti) vé&ina dela Aristotela, Euklida, Ptolemejéitavog
niza drugih antikih filozofa i matematiara, kao i drugih filozofskih i naunih
spisa starogikog, arapskog i indijskog porekla. Tako jeGetkom XII veka
Evropa po prvi put déla u dodir sa indijskim ciframa, koje su (iz sada sasvim
razumljivih razloga) Evropljani nazvahrapske cifre Arapski decimalni sis-
tem je bio daleko praktniji i laksi za upotrebu od nezgrapnih rimskih brojeva.
Stogace sa renesansom i reformacijom, kao i ubrzanim ekonomskim razvojem
Evrope kojice uslediti — prvenstveno u vidu rapidnogganja trgovine i prve
pojave manufakturnog kapitalizma — arapski brojevi u praksi potpuno istisnuti
rimske, kojice zadiati samo protokolarnu, ali ne i upotrebnu vrednost.

Tako su, istorijski gledano, udareni temgdpjma algoritma koji je prvo-
bitno ozn&avao vétinu ra&unanja pomou arapskih (indijskih) cifara.

1.2 Intuitivni pojam algoritma

Svrha svakog algoritma jesteSavanje odréenogproblema Svaki problem od-
likuju dve karakteristikeulaznii izlazni podaci Ovi podaci jesu matemaki
objekti koji pripadaju nekom kortamom ili prebrojivom skupu, dok se sam
problem sastoji u iznafenju odréene uzréno-posledine veze izm@u ulaza i
izlaza, metodologije kojom se ulazne \agtie transfornBu uzeljeni (matema-
ticki definisan) rezultat. Zbog toga je najpogodnije da intuitivni pojam prob-
lema matematiki formalizujemo kroz koncept diskretne funkcije (funkaijg

su domen i kodomen najeé prebrojivi).

5755. godine, pet godina nakon svrgavanja sa vlasti u Arapskom carstvu, dinastija Oteajada
osnovati nezavisni kalifat sa prestonicom u Kordobi. Tekl492. Ferdinand Aragonski osvojiti
Kraljevinu Granadu, poslednju islamskwewu na tluSpanije.



4 GLAVA 1. Pojam algoritma

Sa stanovita informatike i ljudske prakse uste, najinteresantniji su oni
problemicCije se r&avanje (transformacija ulaza u izlaz) odvija na automatizo-
van, "jednoobrazan”, rutinski . Drugim r&€ima, posmatramo one probleme
koji se mogu raiti upotrebonalgoritama tj. primenom standardizovanih postu-
paka r&unanjasto u krajnjoj liniji omogwava da se posao3avanja problema
prepusti ré@unskim m&inama. Na nivou diskretnih funkcija kao apstraktnog
modela problema, to zBada tragamo za klasom funkcija koje po svojim svoj-
stvima odgovaraju riam (nematematkim) intuitivnim kriterijumima algori-
tamske izraunljivosti. Te funkcije najeste ozn&avamo terminonizracunljive
funkcije(eng.computable functions

Naravno, neizostavno se natespitanje o matematkom konceptu (tj. ma-
temattki definisanoj potklasi diskretnih funkcija) koji treba opredeliti intuitiv-
nom pojmu izrgunaljive funkcije, tako da odabrani koncept najbolje odgovara
nasim zamislima i potebama. Bitno je naglasiti da je svaka odluka ili dogovor
po tom pitanjucin koji po svom karakteru 8 van okvira matematike, jer se
radi upravo o tome da se neki materiktiformalizovan objekapo konvenciji
izjedn&i sa pojmom algoritma — dakle, idejom koja ussini pripada domenu
ljudske psihologije. Zbog toga je pitanje materikd konceptualizacije pojma
izracunljivosti mnogo Vse up@eno filozofiji nauke, nego samoj nauci.

Donald E. Knuth(Donald Knut, 1938) u uvodu svoje izuzetno uticajne
monografijeThe Art of Computer Programming0], istiCe pet klji&nih svoj-
stava intuitivnog pojma algoritma:

e ulaz,
e izlaz,

kona&nost,

definitnost (odrdenost),

efektivnost.

Prve dve osobine — postojanje uzlaza i izlaza — govore zapravo o tome
da su algoritmi sredstvo zaSavanje problema. Na primer, u Euklidovom al-
goritmu ulaz se sastoji od dva pozitivna cela broja, dok je izlaz njihov Bajve
zajedncki delilac. S druge strane, u algoritmima za préitranje grafova ulaz
se sastoji iz konénog (orijentisanog ili neorijentisanog) grafai dva ¢vora
s,t € V(G), dok je izlaz binaran (DA ili NE) u zavisnosti od toga da li postoji
puts ~- t u grafug.
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U n&elu, od algoritma éekujemo da bude niz intuitivno jasnih koraka.
Zahtevkonanostipostulira da broj tih elemenatrnih koraka mora biti kGawa.

U tome se algoritam razlikuje od procesa: procegenbiti jasno definisan,
ali beskon&an niz koraka. Na primer, iterativni postupak z&aeanje neke
jedn&ine (kaosto je to Njutnov postupak) nije algoritam, &vée u pitanju

(beskonaan) proces f@unanja. Mdutim, definisanjem margine dgikee, on

postaje (numetki) algoritam za pribkno ré&Savanje posmatrane jediae, jer

konvergencija postupka garantuje@ase nakon korfao mnogo iteracija do

do zadovoljavajbeg priblznog résenja.

Definitnostizrazava potrebu da svi pomenuti koraci algoritma budu pre-
cizno i nedvosmisleno formulisani, te da s&elni svih oblika subjektivnosti.
Izmedu ostalog, definitnost jeste jedna od glavnih razlika idmalgoritma i
(kulinarskog) recepta. €ekujemo da koraci algoritma budu do te mere egzaktno
odredeni da se oni bez ikakvih daljih interpretacija mogu sprovesti Ganaru.
Programski jezici predstavljaju tigan primer sredstva kojim se ostvaruje zahtev
za definitn&cu.

Najzad, @ekujemo da algoritmi budefektivni koraci koji Cine algori-
tam moraju biti dovoljnaelementarnia ceo tok algoritma (bar u dalu) lako
proverljiv od stran€oveka.

1.3 Reciijezici, formalizacija problema

Pre negoSto se opredelimo za matent@i model izr&unljivih funkcija, iz
tehnitkih razloga je zgodno da najpre malo preciziramo reprezentaciju samih
problema.

Najpre, svaki matematki objekat — pa tako i ulazniiizlazni podaci nekog
problema — reprezentuje se kao koaa niz simbola. Svi simboli koji stoje na
raspolaganju za zapisivanje odemog tipa objekatéine azbuku S obzirom na
zahteve koje smo postavili u vezi sa intuitivnim pojmom algoritma, sve azbuke
koje razmatramo moraju biti kotae ili prebrojive.

Polazéi od simbola azbuke:, mazemo graditi konéne nizove elemenata
Y., koje zovemoreCi. Pri tome je uoliiajeno da se pri zapisivanjudiene
koriste nikakvi dodatni simboli za razdvajanje elemenata niza, tako da se u
sli€ajuy = {a, b} jedna od réi nad ¥ krace zapisuje ka@bbababa umesto
(a,b,b,a,b,a,b,a). Skup svih réi nadX¥ ozn&ava se s&*, 5to ukljuuje i
praznu r& A (niz dwzine0).

JezikL (nadX) je proizvoljan skup réi, L C X*.
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Prema tome, ako j& azbuka kojom je zapisan neki problem, tada ulazne
i izlazne podatke miemo posmatrati kao elemente skupa Naravno, ne
mora pri tome svaka teiz ¥* predstavljati smislen zapis ulaznog podatka
nadeg problema. Na primer, ako posmatramo problem u kome je ulazni po-
datak iskazna formul@, a izlaz npr. binarni zapis broja ragiiih valuacija
za koje ima vrednostT, tada kao azbuku ovog problema beono definisati
Y ={NV,=>,<.(,), 21,22, 23,...,0,1}. Jasnogp = -z V (x93 = x3)
jeste korektno izgmdena iskazna formula nad datom azbukom i pri tome je
f(¢) = 111 (gde jef funkcija koja modelira dati problem), daks)(< x—0
i 1AV =)zg6 jesu r&i nady, ali ne predstavljaju zapise iskaznih formula.

Bez velikog umanjenja gytosti, m@emo n&e posmatranje problema svesti
na slitaj kada svaki problem imadanizlaz, tj. kada izlazne podatke tretiramo
kao jedinstven objekat. Ako J& azbuka uGenog problema, a broj ulaznih
podataka, tada taj problem temo poistovetiti sa nekom parcijalnom funkci-
jom

f(EH)" =X

Oblast definisanosti funkcij¢ je domen problemaa elementi domena so-
stancé. U prethodnom primeru smo imali = 1, funkcija f je bila definisana
samo za ré koje jesu zapisi iskaznih formula, a kodomen smo bétisskih
izmena mogli suziti i na skugo, 1}*. Ta funkcija je &igledno izr&unljiva, jer
ako palemo od formules, sastavimo njenu istinitosnu tablicu, prebrojimo broj
simbolaT u poslednjoj koloni i zagiemo taj broj u binarnom sistemu, dobi-
jamo f(¢). S druge strane, za sve nabrojane potprobleme postoje dobro poznati
algoritmi koji ih resavaju.

Posebnu klastine problemi kod kojih je izlazni podatak binaran (DA/NE),
tj. kod kojih se pitamo da li objekat (ili objekti) predstavljeni ulaznim podatkom
imaju ili nemaju neko svojstvo. To su tzproblemi odliivanja Njihovo
matemattko modeliranje se dodatno pojednostavljuje. Naime, primetimo da
je problem odlgivanja u potpunosti odden sa dva jezika: domenom problema
I' € ¥*iskupomL C T svih instanci koje rezultuju izlazom DA. Stoga prob-
lem odIivanja i pgemo kao pafl’, L). U slutajul’ = ¥* dobijamo upravo
problem pripadnosti (engnembership problenza jezikL: za datu ré w € ¥*
pitamo se da liv € L. Tako se opti problem odlgivanja svodi na dva problema
pripadnosti jezika: najpre za jezlk putem kojeg se utduje da li je data ré
uopBte instanca posmatranog problema (npr. da li je u pitanju korektno konstru-

Uvodenje parcijalnih funkcija je neophodno upravo iz razloga opisanih u prethodnom pa-
susu: nije neophodno da svaki niZreadX: predstavlja instancu za razmatrani problem.
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isana iskazna formula), a zatim Za putem kojeg se dobija $enje problema
za re€i koje predstavljaju instance.

1.4 ReCiiprirodni brojevi

Pored prikazanog "lingvistkog” pristupa formalizaciji pojma problema koji je
baziran na konceptima iz teorije formalnih jezika, postoji i drugi, "aritGieti
pristup koji je u pojedinim situacijama pogodniji i pregledniji, néito kada su
u pitanju same matemakie osnove teorije iztanljivosti. Osnovna ideja je da
se ulazni i izlazni podaci problema prika kao prirodni brojevi, tj. elementi
skupaN = {0,1,2,3,...}.

Neka je data korna azbuk& = {a1, ..., a;}. DefiniSemo bijekciju|-|| :
¥* — Ntako daje|\|| =0, dok je zaw = aq, - . . Gq, (n > 1),

l[w]| = ark" L 4. .. + an_1k + ay.

Ova bijekcija redom lista & nad> duzine0, 1,2, ... poredane (unutar svake
grupe) po "leksikografskom” redosledu.

Na ovaj n&in, svakoj (parcijalnoj) funkcijif : (¥*)" — X* pridruzujemo
(parcijalnu) aritmetiku funkciju|| f]| : N* — N datu sa

ANl s Tlwnll) = [1f (was - wn)]

za sve(wy, ..., wy,) izdomenaf. Takade, svaki jezikL C ¥* mozemo identi-
fikovati sa skupom brojeva

IL][ = {ljwll + w e L}.

S druge strane, zapis prirodnih brojeva se u nekom (binarnom, decimalnom,
heksadecimalnom,...) brojevnom sistemu nifatdrugo nego ienad skupom

svih cifara kao azbukom. Prema tome, aritleti funkcije takde m@&emo
koristiti kao formalne modele problema, dok probleme Gilanja m@&emo
reprezentovati podskupovima skuya

1.5 Nastanak teorije algoritama i Ceréova teza

Patetak XX veka doneo je pravu revoluciju u razvoju matetiatilogike. Is-
trazivanja usmerena na same osnove matedikatnetodologije i njenog jezika
pocela su da zaokupljaju matentatie (kao npr. Rordza Bula) vé& polovinom



8 GLAVA 1. Pojam algoritma

XIX veka, i ta stremljenja bila su krunisana krajem veka pojavom Kantorove
teorije skupova. Méutim, ubrzo su uéene sitinske logtke slabosti te teorije,
poznate kagaradoksiteorije skupova (npr. Raselov paradoks i drugi). Kao
odgovor na probleme koji su se javili u samim temeljima matetkathauke, a
inspirisan monumentalnim deloRrincipia Mathematicd50] Vajtheda i Rase-
la, pojavio se pokret unutar matematike (i filozofije matematilkie)e cilj bio

da celokupnu matematiku svede siataksy skup formalnih pravila za mani-
pulaciju matematikim simbolima, nezavisno osemantikesmisla i znéenja
koje pridajemo tim simbolima. Naravno, cilj tog pokreta bio je da se el&uini
logiCki paradoksi koji su se javljali u sve &#em broju, i da se na taj b —
uvodenjem "reda i zakona” u matemélie teorije — sama matematika postavi
na zdravije osnove. Ovaj pokret je u istoriji matematike postao pozndkao
malisticki program Upravo zahvaljujai ovom programu d&lo je do velikog
razvitka matematike logike, aSto je u krajnjoj liniji vodilo pojavi r&unarstva
kao nadne discipline.

Predvodnik formalistikog pokreta bio je nent&i matemaitar David Hil-
bert (1862—1943), najuticajniji matemaér kraja XIX i paetka XX veka. Hil-
bert je verovao u bezgraine mogg@nosti ljudskog saznanja i to uverenje ilus-
truje i natpis na njegovom nadgrobnom spomenikdr miissen wissen, wir
werden wisseh Formalisti su smatrali da se do svake matethkatistine mde
doCi unutar neke aksiomatske teorije, dakle potape izvesnog broja aksioma i
pravila izvalenja koja se primenjuju na mehékiinaCin. To je, izmelu ostalog,
zn&ilo i da su Hilbert i formalisti (kao i mnogi matemédiri pre njih) verovali
da za svaki (adekvatno formulisan) problem postoji algoritam koji Gava
Zaista, maksimalni cilj formalistkog programa bio je konstrukcigokaziv&a
teorema— algoritma koji bi za svaku teoremu neke formalne teorije dao njen
formalni dokaz, dok bi za preostale formule s&igwao da one nisu posledice
datih aksioma.

Na primer, jedna od "najpopularnijin” formalnih teorija tog vremena bila
je Peanova aritmetikgPA), koja je zanBljena da slai kao formalna osnova
teorije brojeva. U skladu sa formaligkim idejama, smatralo se da je sistem
aksioma PA dovoljan kako bi se na automatski (tj. algoritamskijmavela
sva tvidenja koja vde na strukturi prirodnih brojevi.

Medutim, ovi ambiciozni ciljevi formalistikog projekta daiveli su potpuni
krah. 1931. godine, mladi austrijski matengatiKurt Godel(Kurt Gedel, 1906—
1978) objavljuje svoja otkéia [11] koja su stavila t&ku na sva nadanja Hilberta

"Mi moramo saznati, mtemo saznati. (nem.)
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i formalista. Naime, ispostavilo se da postojednja (tj. formule prvog reda)
koje vaze uN, ali ipak nisu teoreme formalne teorije PA! Ali, tu se nije radilo
samo o pukom propustu, manjkavosti u formulaciji PA koja bi se mogla "zakr-
piti” dodavanjem novih aksioma. Gedel je zapravo dokazao da ukolilerpo

od bilo kojeg skupa formul® koje vaze naN takvog da:

e O pro8iruje PA, tj. sadzi sve njene aksiome, i

e postoji algoritamkoji reSava problem pripadnosti date formubeskupu
aksioma® (a to je osnovni zahtev da bismo e imali aksiomatsku
teoriju),

tada uvek postoji formula takva dag vazi naN, ali nije formalna posledica
od ©. Drugim re&ima, ne postoji aksiomatska teorija koja potpuno formalizuje
prirodne brojeve Kao direktha posledica, dobija se da ne postoji algoritam
koji bi za datu formulup odIuCivao da liN = ¢. Dakle, problem odléivanja

za teoriju struktureN nije algoritamski r8iv (kazemo j& da je teorijdl’h(N)
neodl€iva). Bio je to prvi algoritamski nef&v problem u istoriji matematike.

Naravno, ovi rezultati su u prvi plan izbacili #gomenuto pitanje o mate-
matickom modelu intuitivnog pojma algoritma. Sam Gedel jéljpa anali-
zirao taj pojam i kao njegov mateméki "pandan” odabragparcijalno) rekur-
zivne funkcije posebnu klasu aritmékih funkcija koje€emo izuitavati u na-
rednoj glavi. Tako, Gedel u svojim dokazima nematebkatitvrdenje ‘ne pos-
toji algoritam koji réSava problem’ zamenjuje sa ‘aritméka funkcijaf (koja
modelira problem u smislu prethodnog odeljka) nije rekurzivna’'. Stoga njegova
teorema nekompletnosti aritmetikgasi: ne postoji konzistentno rekurzivho
praSirenje PA koje aksiomatizuje teoriju prirodnih brojeva.

Nedugo zatim, pojavio séitav niz sistema koji su predlagani za formalni
okvir koncepta algoritamske iztanljivosti. Najpre su ametki matemaitari
Alonzo Church(Alonzo Ceft, 1903-1995) Stephen C. Kleenstiven Kilini,
1909-1994) sredinom tridesetih godina razwilratun, formalni sistem koji
lezi u osnovi vé&ine funkcionalnih programskih jezika. Aritmékie funkcije
koje je ovaj sistem mogao datana bile su upravo Gedelove rekurzivne funkci-
je. Cett je smatrao da je ta@injenica vée od puke koincidencij&sto ga je
verovatno navelo da 1936. godine u radu [5] prédkonvenciju, "dogovor”
(danas poznat pod imeno@ergova tezda seintuitivni pojam algoritma pok-
lapa sa\-izraCunljivoXu / rekurzivnim funkcijamaMedutim, samo nekoliko
nedelja nakosto jeCertov rad iz&ao izstampe, engleski mateméar Alan M.
Turing (Alan Tjuring, 1912—-1954) podneo je uredhiu Casopisa Londonskog
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matemattkog dristva svoj rad [47] u kojem uvodi koncept iZuljivosti preko
ratunskog modeladealizacije ré@unske maine kojate kasnije postati poznata
pod imenomTjuringova mdina Za recenzenta Tjuringovog rada odabran je
upravoCert, i na njegov predlog, Londonsko maten&t drustvo je zahtevalo
od Tjuringa da dopuni svoj rad tal&o bi svoj koncept iz@unljivosti uporedio
saA-racunom. Tjuring je to ubrzo iginio, i ispostavilo se da su ta dva sistema
potpuno ekvivalentna po ¢anskoj m@i. Tako je nastala "Tjuringova verzija”
Certove teze ((:erc Tjuringova teza problem je algoritamski f&iv ako i samo
ako se mbe réiti (isprogramirati) na Tjuringovoj masini

Iste 1936. godin&mil L. Post(1897-1954) uvodPostove sistemed kojih
su kasnije razvijenéormalne gramatikea osim toga su se pojavilikombina-
torna logikg normalni algoritmi Markova masine Minskogwhile programi
kao i mnogi drugi formalizmi. Svi ovi sistemi ¢ananja su ekvivalentni u
smislu da mogu da simuliraju jedni druge, te da je klasa diskretnih funkcija
koje ti sistemi mogu da iztainavaju ista u svim stiajevima. Prema tome,Ge
je o jednoj izuzetno robusnoj klasi funkcija, "otpornoj” na pnilb radikalne
promene raunskih modelasto sve sugese da je u pitanju upravo ttana
klasa izr&unljivih funkcija. Savremena interpretaci@ertove teze izraava
upravo to uverenje: da fenomen simultano ob@evesvim pobrojanim for-
malizmima odgovara &®j intuitivnoj ideji o izr&unljivosti. U ravni filozofije
nauke, Cergova teza bi se mogla pobiti jedino ukoliko bi neko prezentovao
postupak oko koga bi postojala &p saglasnost da zadovoljava kriterijume
algoritma, a koji ne bi mogao, na primer, biti implementiran na Tjuringovim
masinama. lako néelna osporavanj@etove teze ne prestaju sve do dénjzh
dana, niko do sada nije uspeo da prdedakav postupak.

Tako, 1936. mdemo uzeti za godinu denja nove discipline —teorije al-
goritama(eng.theory of algorithmsa ponekad je u upotrebi i termbeorija
izracunljivosti eng. computability theory, Po Donaldu Knutu, teorija algori-
tama jeste oblast nauke koja se prvenstveno bavi pitanjem postojanja ili nepos-
tojanja algoritama koji réavaju pojedine probleme; kao takva, ona le sferi
matemaitke logike. Pojava elektronskih @anara nakon |l svetskog rata (u
¢emu je Tjuring ponovo imao ne malu ulogu) dala je ogroman podstrek i oprav-
danje teoriji algoritama, ali je i dala doprinos pojavi nove grane koja se bavi
algoritmima. Bud@i da je sa stanoSta prakse najinteresantniji pristup pojmu
izracunljivosti putem rédunskog modela (kasto je to Tjuringova msina ili
neka sofisticiranija idealizacija tanara, nprRAM masing otvara se pitanje
ne samo egzistencije algoritma za&aganje nekog problema, &é njegove
efikasnosti. Naime, implementacija algoritma na nekofumakom modelu
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troSi resurse tog modela, prvenstveno (procesorsko) vreme i prostor (memo-
riju). Taj utrasak se meri u odnosu na dimenzije ulaznih podataka i naziva se
vremenska / prostorna stenostrazmatranog algoritma. Naravno, Bémost
jeste kvalitet koji se vezuje za pojediira algoritam, ali postoje ograteénja

u tom smislu koja su svojstvena samom problemu koji $ava. Ovakvim
pitanjima se bavanaliza algoritama(eng. analysis of algorithmsili teorija
racunske slzenostieng.computational complexity thegryAnaliza algoritama
predstavlja jedan od kamena temeljaearijskog r&€unarsva(eng.theoretical
computer sciengea od matematkih metoda naj\ée koristi tehnike diskretne
matematike, matemdte logike i teorije formalnih jezika.

U preostalih pet glava ovog teksta daitéemo neka osnovna pitanja kako
teorije, tako i analize algoritama. U naredne dve glave uptmema principe
teorije rekurzivnih funkcija, kao i pojedinosti u vezi Tjuringovih &iaa, koje
su glavna pretpostavka za tavanje raunske slaenosti. UCetvrtoj glavicemo
prikazati algoritme za &avanje nekoliko najpoznatijih problema koji rade u
polinomnom vremenu u odnosu na \é#tiu ulaznih podataka. Najzad, posled-
nje dve glave su posgene znaajnom fenomenu nedeterminizma, tj. konceptu
nedeterministikog algoritma. Posebnuj@ju obrattemo na tzvINP-komplet-
ne probleme: pitanje moguosti s&tinskog ubrzanja algoritama zaevanje
ovih problema predstavlja jednu od kijuih nepoznanica savremenog teorij-
skog r&unarstva.



Rekurzivne funkcije

Kao 5to smo to vé pomenuli u prethodnoj glavi, Kurt Gedel je 1931. go-
dine, tragajai za adektvatnim matemakim modelom izraunljivih funkcija,
izucavaorekurzivne funkcifg U ovoj glavi prikazujemo neke osnovne elemente
te teorije. NajpreCemo upoznati jednu zBajnu klasu rekurzivnih funkcija,
prosto rekurzivne funkcije

2.1 Prosto rekurzivne funkcije

Klasa prosto rekurzivnih funkcija defe se induktivnim putem. Najpre defini-
Semo tzvosnovne funkcije

(1) unarnanula funkcijadata saV(z) = 0 za sver € N,
(2) sledbentka funkcijadata saS(z) =z + 1,z € N,

(3) n-arne projekcije funkcije I} : N* — N, n > 1,1 < k < n, definisane
sa
Iy, ..., xn) = xg

zasvery,...,x, € N.

8Paralelvno sa Gedelom, rekurzivne funkcije je sarglm motivacijom razmatraoJacques
Herbrand(Zak Erbran, 1908-1931).

12
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Polazéi od navedenih funkcija, konst&gmo nove funkcije korigé slede-
¢a dva postupka.

(1) Kompozicija funkcija.Pretpostavimo da su date funkcije: N¥ — N i
hi,...,h; : N* — N. Tada kaemo da je funkcijg : N* — N data sa

flz1,...,xn) = g(hi(zy, .oy zn)y ooy hg(2r, .oy 2))

za svery,...,x, € N dobijenakompozicijom(slaganjem, superpozici-
jom) funkcijag, odnosnahy, . . ., h.

(2) Sema proste rekurzij@Neka su date funkcijg : N* — Ni h : N*t2
N. Kazemo da je funkcijg : N**! — N dobijena izg, h primenomSeme
proste rekurzijaukoliko vaze sledée dva uslova:

() f(z1,...,2n,0) = g(2z1,...,2,) ZaSVery,..., o, €N,
(i) zasvery,...,xn,y € Nvazi

flxy,...,xn,y+ 1) =h(z1, ..., 20y, f(z1,...,2n,9)).

Ovde se promenljive, . . ., z,, obicno zovuparametri rekurzije dok je
y glavna promenljivaekurzije (tj. rekurzija je definisana "pg).

Aritmeticke funkcije koje se dobijaju od osnovnih kd@m@m primenom
postupaka (1) i (2) sprosto rekurzivne funkcijePrimetimo da su sve prosto
rekurzivne funkcijetotalne— domen prosto rekurzivne funkcije edpromen-
ljivih je ceo skupN™,

Sema proste rekurzije izgleda veoma néabipri prvom susretu, pre svega
zbog svoje "indirektnosti”. Tu je funkcija definisana "korak po korak”, in-
duktivno: nakonsto je zadat p@etni uslov (uslov (i)), vrednost funkcijé u
tacki S(y) = y + 1 je — funkcijom h — determinisana parametrima rekur-
Zije, vrednd&tu glavne promenljive, i "prethodnom” vredstu funkcije f, tj.
flx1, .. 20, y).

Ispostavlja se da nam je rekurzija kao postupak neophodna da bisrsie uop
definisali oshovne &unske radnje na skupu prirodnih brojeva.

Primer 2.1 Od sabiranja, naravnogekujemo da bude asocijativho, ddude
neutralni element, kao i da bude saglasno sa sledkem funkcijom (ij. da
zbir x + 1 bude istovetan sa vred$tu S(x) za sver € N). Ovi zahtevi su
vet dovoljni da omogte zadavanje binarne funkcijeSemom proste rekurzije,
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gde je prvi sabirak parametar (radi preglednosti koristimo prefiksnu notaciju
+(z,y), pored uoktajene infiksne: + y):

+(z,0) = =,
+z,y+1) = 2+ y+1)=(@+y) +1=_5(+(z,y9).

Prema tome, sabiranje je dobijeno primengeme proste rekurzije na funkcije
g(z) = I (z) i h(x,y,2) = S(2) (uh su promenljiver, y "fiktivne”, ali to je u
redu, jer mademo formalno pisati(z, y, 2) = S(I3(x,y, 2))).

Sto se tte mndenja, ovde jé zaista "nula”,1 je neutralni element, dok
treba da bude distributivho u odnosu-haStoga (ponovo uz prefiksnu notaciju)
imamo:

'(I’, O) = 07
Tako je ovdeg(z) = N(x), ah(x,y,z) = +(z,z) (preciznije, u pitanju je

+(I3(z,y, 2), I} (z,y,2))), pa je mndenje prosto rekurzivna funkcija, butiu
da smo upravo malopre pokazali da je to i sabiranje. O

S druge strane, uotdajeno oduzimanje i deljenje usie nisu aritmetike
funkcije, pasto skupN nije zatvoren na ove operacije (ngr— 6 i 5/3 nisu
prirodni brojevi). Zbog toga uvodimo aritmékiu funkciju — €iji je zadatak da
"zameni” oduzimanje:

) rT—y x>y,
T—y=
0 r < y.

Primer 2.2 Najpre dokazujemo da j&(z) = = — 1 prosto rekurzivna funkcija.
Zaista,

f(0) =0,
flz+1) = (z4+1) - 1=2=1I(2)

jesteSema proste rekurzije koja defieif. Koristeti ovu funkciju, konstrusemo
Semu proste rekurzije za— y:

—(x,0) = z—-0=uz,
—(y+1l) = 2-(@y+1)=( -y —1=f(-(z,9).
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Prematome, operacijaje prosto rekurzivna, a to je i apsolutna vrednost razlike
dva prirodna brojdx — y|, budLi se lako pokazuje da ¥aformula

[z —yl=(z—y)+(y —2).
O
Kada je u pitanju deljenje, njega rbemo zameniti parcijalnom funkcijom
celobrojnog deljenjdz/y |, definisanom za # 0 (ili na odreden n&in do-
punjenom do totalne funkcije za= 0). Medutim, ovom funkcijoméemo se
pozabaviti néto kasnije.
Zadaci.

1. Dokazati da su slede funkcije prosto rekurzivne:

(a) n-arna nula funkcija data S&,(x1,...,z,) =0, z1,...,z, €N,

(b) konstantna funkcija data s&z1,...,z,) = a, 1,...,2, € N,
gde jea fiksiran prirodan broj,

(©) f(z) =sgz,

(d) f(x) =sgx, funkcijaantisignum definisana sag0 = 1isgx =0

zasver > 0,
(e)
1 <y,
leq(z,y) =
0 z>uy,
()
1 2>y,
geq(x,y) =
0 z<uy,

(9) min(x,y),
(h) max(x,y).

2. Neka jef : N* — N prosto rekurzivna funkcija i neka sy, . .., i, €
{1,...,n} proizvoljni brojevi. Dokazati da je tada funkcija: N* — N
data sa

g(x1,. . ) = f(xig, ..., T4,)
zasvery,...,r, € Ntakade prosto rekurzivna.
3. Date su dve funkcije, f/ : N* — N Cije se vrednosti razlikuju u samo

kon&no mnogo téaka. Dokazati: ako je funkcij@ prosto rekurzivna,
ondaje toif’.
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2.2 Teorema rekurzije

Naravno, glavno pitanje koje se sada postavlja jeste d&diea proste rekurzije
uopste "legalan”, logtki korektan néin da se defifiie aritmeitka funkcija. Da

li u opStem sldaju postoji funkcija koja za datpi A zadovoljava uslove (i) i (i)

iz definicijeSeme proste rekurzije, i, ako je odgovor na to pitanje potvrdan, dali
je funkcija koja zadovoljava te uslove ugip jedinstvena? Intuicija govori da je
tako, ali se ona mora i formalno potvrditi. Ispravnéeme proste rekurzije kao
metode definisanja funkcija posledica je sieetgof$teg tvdenja.

Teorema 2.3 (Teorema rekurzije) Neka suA i B neprazni skupovi i neka su
date funkcijeg : A — Bih: Ax N x B — B. Tada postoji jedinstvena
funkcijaf : A x N — B tako da vde sledéi uslovi:

(i) f(z,0) = g(x) zasver € A,
(i) f(z,n+1)=h(z,n, f(x,n))zasver € Ain e N.

Dokaz. Najpre éemo pokazatjedinstvenostunkcije f (polaz&€i od toga da
postoji bar jedna funkcija sa ttanim uslovima).

Pretpostavimo, dakle, da du(z,n) i fo(z,n) funkcije koje zadovoljavaju
uslove (i) i (ii). Indukcijom por pokazujemo da za svee€ A vazi fi(x,n) =
fa(x,n). Zaista, zan = 0 imamo

f1(2,0) = g(z) = fa(,0).
Sada pretpostavimo d&ljena jednakost Zhza odre&lenu vrednost. Tada je
filx,n+1) = h(z,n, fi(x,n)) = h(z,n, fa(z,n)) = fa(z,n + 1),

Sto okortava induktivni dokaz.

Preostaje da pokamoegzistencijdunkcije f sa uslovima (i) i (ii).

U tu svrhu uvodimo novi pojam. Za podski$pC A x N x B kazemo da
je (g, h)-skupako v&e sledéi uslovi:

(1) (x,0,9(z)) € S zasver € A,
(2) zasver € A,n € Niy € Btakve da(z,n,y) € S vazi

(x,n+1,h(x,n,y)) €S.
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Ocigledno, sam skupgl x N x B je (g, h)-skup &to pokazuje dgg, h)-skupovi
uopste postoje). Takie, veoma lako je pokazati da je presek proizvoljne fami-
lije (g, h)-skupova takde (g, h)-skup (provera ovog tdenja se pregtacitao-
cima).

Ozn&imo saF familiju svih (g, h)-skupova. Sada defgmo

f=0s

SeF

Drugim re&ima, u pitanju jenajmaniji (g, h)-skup (imaj&i u vidu zatvorenost
ove klase skupova na preseke, konstatovanu malopre$. cNge da najpre
pokazemo da jef funkcija, a zatim i da ona zadovoljava (i) i (ii) iz formulacije
teoreme.

Da bi f bila funkcija potrebno je i dovoljno da za swec Ain € N
postojitatno jednoy € B tako da je(z,n,y) € f. Ovu tvrdnju dokazujemo
indukcijom pon.

Zan = 0, po uslovu (1) za proizvoljnae € A imamo(x,0,¢9(z)) € f.
Ukoliko bismo imali(z,0,y’) € f za nekoy’ € B tako da jey’ # g(z),
mogli bismo da posmatramo skup trojki= f \ {(x,0,%’)}. Sada je dovoljno
primetiti da je f’ takade (g, h)-skup: zaista, nijedan od gornjih uslova (1), (2)
nije narsen uklanjanjem trojkéz, 0,') iz f (uslov (2), naime, govori da pod
odredenim pretpostavkama izvesna trogig@ je druga komponenta 1 mora
biti u f, $to nema nikakvih "dodirnih taka” sa(z, 0, y)). Ovo jasno protivréi
minimalnosti skupg .

Sliéno postupamo i u samom induktivnom koraku. Naime, polazimo od
pretpostavke da za proizvoljno € A postoji jedinstvenay € B tako da
(x,n,y) € f. Zbog uslova (2), sledjz,n + 1,h(z,n,y)) € f. Preostaje
da se pokze da je nemogte da(z,n + 1,9) € f zanekoj # h(z,n,y). U
suprotnom, posmatramo skyp= f \ {(z,n + 1,7)}. Ogigledno, uslov (1) iz
definicije(g, h)-skupova nije narsen. Me&utim, nije nargen ni uslov (2), jer da
bi se to dogodilo, potrebno bi bilo da, n, z) € f, ada pritomj = h(z,n,z)

(u kom sli€aju bismo imali(z,n + 1,9) & f, suprotno uslovu (2)). Ali, po
definiciji f i po induktivnoj pretpostavci, ovakva situacija je mégsamo ako
je z =y, pajey = h(z,n,y) — suprotno izbory;. Prema tomef je (g,h)-
skup. Medutim,f C f, pa opet imamo kontradikciju sa minimabdo skupa
f.

Na osnovu dobijene kontradikcije, zaldujemo da jef funkcija. Zapisuju-
Ci sada uslove (1) i (2) u notaciji udtajenoj za funkcije, sledi da jg(z,0) =
g(z)iday = f(z,n) implicira f(z,n + 1) = h(x,n,y); drugim r&€ima,
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f(z,n+1) = h(z,n, f(x,n)). Stoga je funkcijgf upravo ona koju smozeleli
da konstrusemo, pa je dokaz okéan. O

2.3 Teoreme o zbiru i proizvodu

Kao Sto je rekurzija jedan od osnovnih postupaka u programiranju, tako je to
i iteracija. Cesto smo suteni sa situacijom da se véiina (tj. funkcija) koju

u datoj situacijizelimo da izréunamo ne dobija putem neke zatvorene for-
mule, v& ona nastaje kao rezultat iterativnog procesa: sumiranja, proizvoda
i slicno. Postavlja se pitanje kakav je odnos iteracije i rekurzije. Njkae
videti da je prva zapravo specijalni oblik druge, a formalnu potvrdu takvog vi-
denja ilustruju i teoreme o zbiru i proizvodu, koje tvrde da suma i proizvod po
nekoj promenljivoj prosto rekurzivne funkcije daju ponovo prosto rekurzivnu
funkciju.

Teorema 2.4 (Teorema o zbiru)Neka jeg : N — N prosto rekurzivna funk-
cija, n > 1. Tada je funkcijaf : N* — N definisana sa

Tn
f(xla” . 7l‘n—17xn) — Zg(xlv"')xn—lai)
=0

takode prosto rekurzivna.

Dokaz. Pokazujemo da s¢ dobija iz prosto rekurzivnih funkcija primenom
Seme proste rekurzije (pg,). Naime,

flxy,...,2n-1,0) = g(z1,...,25-1,0),
dok je
rn+1
flz1, .. o1, 2+ 1) = Z g(x1, ... xp_1,1) =
i=0
Tn
= (Zg(a:l,...,xn_l,i)> +g(x1,...,on—1,2n+1) =
i=0
= f(x1,.. . xp_1,2n) + g(z1,. .., Tn_1,S(zn)).

Prema tome, prosto rekurzivna funkcija

h(:ﬂl, cee ,xnflaxnay) = y+g(x1, cee 7mn*1as(xn))
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generse tr&enusemu. O
Teorema o zbiru ima i ugienja koja se odnose na granice sumiranja.

Posledica 2.5Neka jeg : N — N prosto rekurzivna funkcijayp > 1. Tada je
funkcija f* : N*+! — N definisana sa

4
E g(z1, ..., Tp_1,1) Yy< 2
Li1y.eyTn-1,Y,2) = i= ’ ’ 7 ,
I ) -

0 Yy >z,

prosto rekurzivna.
Dokaz.Dovoljno je primetiti da vai

2—y

f*(xlv sy In—1,Y, Z) = IGQ(y, Z) : Zg($17 R . + Z)

i=0
Naime, ako jefi(z1,...,Zn, zn+1) funkcija koja nastaje primenom teoreme
o0 zbiru na funkcijug; (x1,...,Tn-1,2n, 1) = g(1,...,Tn—1,T, + 1), tada

imamo da je
f*(q;l? sy In—-1,Y, Z) = 16(1(3/7 Z)fl(.’ﬂl, sy Ip—1,Y,%2 - y):
odakle sledi tvdenje. d

Posledica 2.6Neka sug : N* — Ni h,k : N"~1 — N prosto rekurzivne
funkcije,n > 1. Tada je funkcijaf : N*~! — N definisana sa

k(z)
~ T1,...,Tn_1,%) h(Z) < k(Z),
Fon o) = i:;(m)g(l L) h(E) < k(@)
0 h(z) > k(z),
prosto rekurzivna (gde jé = (z1,...,%n—1))-

Dokaz. Imajuci u vidu funkciju iz prethodne posledice, dovoljno je uvrstiti
funkcije granica sumiranja:

f(l'l, e ,xn_l) = f*(l'l, e ,xn_l,h(wl, .. .,I’n_l),k‘(iﬂl,. . .,I‘n_l)).

O
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Primer 2.7 Posmatrajmo funkciju celobrojnog deljenjanastalu kompletira-
njem odgovarajce parcijalne funkcijéx/y|:

q(a;,y){ EJ y >0,

z y=0.

Primetimo da vai:

q(z,y) =) geq(x, iy).
=1

Naime, gornja jednakost je trivijalna za= 0. Ako je y > 0, tada se zbir
sa desne strane sastoji od nekoliko uzasptopnih sabirdda kojih sledi niz
sabiraka0. Jasno, broj jedinica u toj sumi jednak je ndeen celobrojnom
reSenju (pa) nejedné@inex > iy, ato je upravdzx/y].

Odavde neposredno sledi da je funkeijat(x, y), koja zay = 0 vrata0, a
zay > 0 ostatak pri deljenju: say, prosto rekurzivna, gio je

rest(z,y) == — q(x,y) - y.

Samim tim, prosto rekurzivna je i funkcijiv, indikator deljivosti

Loyl
div(z,y) =
0 yfu,
buditi da jediv(z,y) = sgy - sgrest(z,y). O

Primer 2.8 Dokazaemo prostu rekurzivnost funkcil€ZD(z, y) za koju vai
NZD(0,0) = 0, dok za ostale ke NZD(z, y) vrata najve&i zajedncki delilac
brojevax i y (pritome je, naravnd\ZD(z,0) = NZD(0, z) = x za sver > 0).

U tu svrhu uvodimo pomanu funkcijué(z, y, z) za koju jed(0,0,z) = 0
zasvez € N, dok je za ostale vrednosti paia y), 6 (x, y, z) jednako najveem
zajedn€kom deliocu brojeva: i y koji nije veti od z. Po dogovoricemo defi-
nisatid(x,y,0) = 0 (kaoStoce se ispostaviti, ova jgetna vrednost je zapravo
nebitna z&emu proste rekurzije koja sledi). Ukoliko(je, y) # (0, 0), vrednost
d(z,y,z+ 1) se dobijaizi(z,y, z) na sledéi natin:

o ako(z+1)|zi(z+1) |y, tadajed(zr,y,z+1) =2+ 1,

e usuprotnomg(z,y, z + 1) = 8(z, y, 2).
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Zbog toga, vai jednakost:
z,y,z+1) = sglz+y)- ((z + 1)div(z, z 4+ 1)div(y,z + 1) +
+ 6(2,, 2)58 [div(e, 2 + Ddiv(y, 2 + 1)]).
(Izmedu ostalog, vai §(z,y,1) = 1 — nezavisno od toga kako smo defini-
sali§(z,y,0).) Time je zadat&ema proste rekurzije zg pa je r&€ o prosto
rekurzivnoj funkciji. Na kraju, primetimo da je NZD dva brojaod svakog od
njih, sem u sldaju kada je jedan od brojeva Stoga je

NZD(z,y) = 6(x,y, max(z,y)),

pa je funkcijaNZD prosto rekurzivna.
Koristeti poznatu relaciju iz teorije brojeva

NZD(z,y)NZS(z,y) = zy
koja véi zax,y > 0, dobijamo da je
NZS(z,y) = q(zy,NZD(z,y)),

odakle sledi prosta rekurzivnost funkciZS. Najzad, prosto rekurzivna je i
Ojlerova funkcijap, pdsto je po samoj njenoj definiciji

o) = 358 INZD(z, i) — 1.
=1

Potpuno analogna teoremi o zbiru je teorema o proizvodu.

Teorema 2.9 (Teorema o proizvodu)Neka jeg : N — N prosto rekurzivna
funkcija,n > 1. Tada je funkcijaf : N — N definisana sa

Tn
f(xla o ,.Tn_hl’n) - HQ(«Tlv o 7xn—17i)
=0

takade prosto rekurzivna.
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Dokaz.Sema proste rekurzije koja odige funkciju f je sledé&a:

flx1,...,2p-1,0) = g(z1,...,25-1,0),

odnosno

Tn+1
f(xlv"wxn—laa:n—'_]- Hgl‘lu" y Tp— 17)_

Tn
= (Hg($la---a$nl,i)> g(T1, . T, T + 1) =
=0

- f(xla ce ,ZEn_l,ﬂjn)g(fEl, cee ,In_l,S(xn)).

O

Takade, i za proizvod vze tvidenja koja su analogna malogdegnjim Posle-
dicama 2.5i2.6.

Posledica 2.10Neka jeg : N* — N prosto rekurzivna funkcijap > 1. Tada je
funkcija f° : N*+! — N definisana sa

g(x1,. . xp_1,1) y <z,
fo(wlw'wxnflayaz): H , ’

1 Yy >z,
prosto rekurzivna.

Posledica 2.11Neka sug : N* — Ni h,k : N*~! — N prosto rekurzivne
funkcije,n > 1. Tada je funkcijaf : N*~! — N definisana sa

k(z)
F n— ,' h(7T < k(7 ’
f($1,...,xn_1) - H)g X1, y Tp—1 Z) (;p) (:E)
1 h(z) > (1),
prosto rekurzivna (gde j& = (z1,...,2p—_1)).

Primer 2.12 Na osnovu Posledice 2.18! je prosto rekurzivna funkcija, [3o
vazi
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Zadaci.

1. Dokazati prostu rekurzivnost sletlk funkcija:

(@) ~v(x) — broj delitelja brojar,

(b) o(x) — zbir delitelja brojar,

(c) Pr(z) —funkcija koja vr&al ako jex prost broj, & u suprotnom,
(d) m(x) — broj prostih brojeva< z,

(e) x¥ (pri emu defirsemo da j@° = 1),

H z!.

2.4 Operator minimalizacije

U prethodnim odeljcima istakli smo da rekurzija i iteracija spadaju u temeljne
postupke u izgradnji algoritama. U te postupke svakakaenm uvrstiti ipre-
trazivanje unapred nam je poznato da za dati niz parametara neki uslov (tj.
jedn&inag(z1,...,z,,y) = 0) imareenje u prirodnim brojevima (pg), a mi
zelimo da ddemo do minimalnog &enja "najprimitivnijim” mogw&im putem
— direktnom proverom. Upravo ovaj koncept formalizojgerator minimali-
zacije

Najpre temo definisatheogranéeni (eng. unbounded)perator minimali-
zacije: u ostem sldaju, on deluje na parcijalne funkcije i rezultuje tdkgar-
cijalnom funkcijom. Neka jgy : N**! — N parcijalna funkcija ivy, ..., z, €
N proizvoljni prirodni brojevi. Psemo da je

py(g(z1, ..., 20,y) =0) =a

ako i samo ako jg(z1, ..., x,,y) definisano i raztiito od0 za svey < a, dok
jeg(xi,...,xn,a) = 0. Usuprotnom, vrednogt, (g(x1, ..., z,,y) = 0) nije
definisana. Na taj i@, dobijamon-arnu parcijalnu funkciju

f(xla"' ,.ZKn) = /-Ly(g(xlv" . 7xnay) = 0)7

za koju k&emo da je dobijena iz primenom operatora minimalizacije.

Za parcijalnu aritmetiku funkciju f kazemo da jeparcijalno rekurzivna
ako je dobijena od osnovnih funkcija kdimem primenom kompozicij&eme
proste rekurzije i operatora minimalizacije. Pri tome, za kompozic§amu
proste rekurzije primenjene na parcijalne funkcijgeaekivana ograrienja u
smislu domena funkcija koje figit u definiciji odgovarajteg postupka.
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Primer 2.13 Funkcija celobrojnog deljenj®(x,y) = |z/y] je parcijalna, jer

je definisana ako i samo ako je# 0 (u Primeru 2.7 razmatrali smo njeno
kompletiranjeq(z, y), koje je prosto rekurzivna funkcija). Razmotrimo sada
(pod pretpostavkom # 0) jedn&inu

-

Po definiciji celog dela, ona je ekvivalentna sistemu nejéifaa
x
a<—<a+l,
Yy

Sto je zbogy > 0 ekvivalentno sa
ya <z <yla+1).

Prema tome, tizena vrednost je zapravaminimalna vrednost promenljiveza
koju vazi uslovy(t + 1) € x, tj. posredi je minimalno &enje jednéine

leq(y(t +1),z) =0.

Otuda jeD(z,y) = w(leq(y(t + 1),z) = 0), pa je u pitanju parcijalno rekur-
zivna funkcija. a

Naravno, méae se dogoditi da se primenom kompozicama prostih re-
kurzija i operatora minimalizacije dobije parcijalno rekurzivna funkdfja
N" — N €iji je domen definisanostiitav skupN"™. Za takvu parcijalno rekur-
zivnu funkciju k&emo da jesvuda definisana

Drugi n&in da se u néem razmatranju ograiimo iskljucivo na totalne
funkcije jeste koltenjeogranicenogoperatora minimalizacije, koji deluje na
totalne funkcije i rezultuje totalnom funkcijom. Radi se naprosto o tome da se
ograntavamoglenostprimene operatora. Naime, neka jg : N**! — N
(totalna) aritmetika funkcija, takva da je funkciji : N — N data sa

f(mla cee ,l‘n) = ,uy(g(xl, .. -axnay) = 0)
takade totalna, tj. za sveq, . .., z, € N postojiy € N tako da je
g(fﬁl, .. 'axnay) =0.

Tada je, naravno, funkcijé dobijena izg primenom operatora minimalizacije;
medutim, ukoliko funkcijag ne ispunjava navedeni kriterijum, tada primena
ograntenog operatora minimalizacije panije dopustena
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Aritmeticka funkcijaf je rekurzivnaako je dobijena od osnovnih funkcija
kona&nom primenom kompozicij&eme proste rekurzije i ograminog opera-
tora minimalizacije.

Primer 2.14 Posmatrajmo totalnu aritméku funkciju f(z) = |\/z|. Sli€no
kao i u prethodnom primeru, posmatrajmo jecina

Vz| =a.
Ona je ekvivalentna sa< \/z < a + 11, dalje, sa
> <z < (a+1)2

Prema tome, zaklftujemo da jez hajmanja vrednost promenljivekoja zado-
voljava uslov(y + 1)? ¢ z, zbogtega je

() = py(lea((y + 1)*,2) = 0).
Stoga jef rekurzivna funkcija. O

Trivijalno, svaka rekurzivna funkcija je istovremeno i svuda definisana par-
cijalno rekurzivna funkcija. Méutim, vai i obratno tvdenje.

Teorema 2.15Funkcija f je svuda definisana parcijalno rekurzivna funkcija
ako i samo ako je rekurzivna.

Netrivijalna (i matematiki veoma suptilna) implikacija=$) gornje teoreme
bice dokazana u zasmom odeljku ove glave.

Zadaci.
1. Dokazati da je parcijalna funkcija
fl@y) = [V,
definisana zg > 0, parcijalno rekurzivna.
2. Dokazati da je parcijalna funkcija
fz,y) = [log, z],

definisana za > 0i y > 2, parcijalno rekurzivna.
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2.5 Teorema o majoraciji

Pogodnost operatora minimalizacijeile tomesto on u velikom broju sktajeva
omogltava da se razmatrana funkcija izrazi preko prostijih funkcija na veoma
kompaktan néin. Medutim, kaoSto to sugese poréenje Primera 2.7 i 2.13,
upotreba operatora minimalizacije u odemim sli€ajevima nijeneophodna
razmatrana funkcijg — dobijena primenom ogratenog operatora minimali-
zacije — mae se dobiti iz osnovnih funkcija (mida na komplikovaniji néin)
samo primenom kompozicija3ema proste rekuruzije (drugiméima, f je
prosto rekurzivna). Uslove pod kojima nastupa takva situacija opisujetslede
teorema.

Teorema 2.16 (Teorema o majoraciji)Neka sug : N**! — Nia: N* - N
prosto rekurzivne funkcije, ptiemug ispunjava uslove za primenu ogr&eihnog
operatora minimalizacije (u odnosu na poslednju promenljivu). Neka je

f1,.. o zn) = py(g(z1, ..., 2n,y) =0)
i neka za svey,...,x, € Nvazi nejednakost
flay,... xn) < alz,...,x,).
Tada jef prosto rekurzivna funkcija.

Dokaz.Za fiksirane vrednostty, ..., x, ozn&imo (radi kr&eg zapisaj =
iy (g(x1,. .., 20, y) = 0). DefiniSemo novu funkcijh : N"*! — N sa:

z
hxi,..., 20, 2) = Hg(ml, ey X, ).
=0

Po teoremi o proizvodu, je prosto rekurzivna.
Klju¢na primedba jeste daZissledé€a ekvivalencija:

h(z1,...,2n,2) =0 <= z>a.

Ovaj zakljuiEak sledi na osnovu izbora— naime, to je najmanja vrednost pro-
menljivei koja anulirag(z1, . . ., z,, ). Osim toga, po uslovima teoremezva

a<a(ry,... xn).



2.5 Teorema o majoraciji 27

Na osnovu gornje nejednakosti i prethodne ekvivalencije, sledi

a(1,e5n,)

a= Y sg(h(zr,... zn, )

§=0
Kako izneti niz argumenata ¥aza proizvoljne parametrey, . . ., x,,, dobi-
jamo
o(z1,0Tn)
fx1,...,zn) = Z ngg(ml,...,xn,i),
j=0 i=0
pa neposredno zakfujemo da jef prosto rekurzivna funkcija. O

Primer 2.17 U Primeru 2.14 zakIjGili smo da je

Vx| = py(leq((y + 1)%,2) = 0).

Pasto jeg(x,y) = leq((y + 1)2, x) prosto rekurzivna funkcija i za sve € N
vazi nejednakost./z | < x, po teoremi o majoraciji sledi da je funkcifdz) =
| /x| prosto rekurzivna. O

Primer 2.18 (Niz prostih brojeva) Jedna od zriajnijih posledica teoreme o
majoraciji je prosta rekurzivnost niza prostih brojeva. Pod termimanpod-
razumevamo unarnu aritmékiu funkciju f : N — N. Rast@&i niz prostih
brojeva oznéicemo sa (pri cemutemo umestp(n) Cesto pisati p,,), tako da
jep(0) =2,p(1) =3,p(2) =5, ...

Koristimo funkciju raspodele (z) koja za datar daje broj prostih brojeva
< z (vidi Zadatak 2.3.1 (d)). Primetimo da za sves N vazi

m(x+1)—7(z) € {0,1},

pri cemu jer(x + 1) — w(x) = 1 ako i samo ako je: + 1 prost broj. Dakle,
7(pz) = x+1 (jer su prosti brojevik p, b&po, p1, . .., ), dokjer(p, —1) =
x. Stoga dobijamo da jg, zapravo minimalno &enje (pay) jedn&ine

m(y) =z + 1.

Otuda sledi
p(x) = py(Im(y) — (z + 1) = 0),
pa jep(x) rekurzivna funkcija.
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Preostaje da pokamo prostu rekurzivnost niza prostih brojeva primenom
teoreme o majoraciji. Kako bismo uspeli u tome, potrebno jg(da ogranti-
mo odozgo nekom prosto rekurzivnhom funkcijerz). Mi €emo pokazati in-
dukcijom pox da v&i nejednakost

pe < 2%

Ocigledno, zar = 0 imamo jednakost. Sada pretpostavimo dai yg <
22" za sven < z i dokazimo da jep,.1 < 227" Totemo dobiti iz sledee dve
nejednakosti:

xz+1
Pet1 < pop1---pr+1<2% .

Desna nejednakost sledi neposredno iz induktivhe pretpostavke:

popL - pe 1< 2292 02 1 = 922427 g
= 22I+1—1 + 1 < 2214'1‘

Sto se fEe leve nejednakosti, posmatrajmo proizvoljan prost fakimmnja

popP1--.-Px + 1.
To ne m@e biti ni jedan o, p1, - . ., p.. (U suprotnom bismo dobili dg; deli
1 zanekoi < z), pajep > p,+1. Kako je, s druge stranggpy ..., p. +1 = p,
sledizeljeni zakljak. O

Primer 2.19 Zax > 0, ozn&imo saexp,z najvisi stepen kojim prost braj,
deli z, dok jeexp,0 = 0 za svey € N. Uz néto slobodniju upotrebu notacije
(a imajLEi u vidu osnovnu teoremu aritmetike), tada za svake 0 mozemo
pisati
€r = p(e]Xp()CEp?XplI . .p’?xpix P

Po definiciji, exp,x je najveti broj k£ sa osobinom d@’y“ | . Primetimo
da se taj broj mie istovremeno opisati i kaajmanjibroj k sa osobinom da
pitt { 2. Prema tome,

exp,r = fig(T - div(z, p(y)**') = 0)

(faktorz je dodat kako bismo obezbeditip,0 = 0). Kako je &itoexp,z < ,
po teoremi o majoraciji sledi da jexp, « prosto rekurzivna funkcija. O
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2.6 Rekurzije viSeg reda
Cuveni nizFibonatijevih brojevadefinisan je s&'(0) = F(1) = 11
Flzx+2)=F(x+1)+ F(z)

za sver > 0. Ova definicija je krajnje jednostavna i veomé haSemu proste
rekurzije, ali ipak nije saglasna sa njom. Da podsetig®mma proste rekurzije
koja definse niz f odralena je brojeny € N i binarnom funkcijomh(z,y),
takodajef(0) =gi f(xr +1) = h(z, f(x)) za sver € N.

Ocigledno, problem je u toms&to seCini daSema proste rekurzije dogia
samo rekurzije koraka 1, dok je Fibdhigv niz definisan rekurzijom koraka 2.
Kako, dakle, usaglasiti rekurzije &e €ak, proizvoljne) dubine sa definicijom
rekurzivnih funkcija? Odgovor g u adekvatnoj upotrebi niza prostih brojeva
(vidi Primer 2.18). Uz njihovu pontg koristenjem osnovne teoreme aritmetike
i funkcije exp,r, mogLEe je kodirati proizvoljan kori@n niz brojeva jednim
jedinim brojem.

Kako bismo pokazali prostu rekurzivnost Fibéijevog niza, uvodimo po-
mocnu funkciju

w(m) — 2F(m)3F(:L"+1)

Odavde je
F(z) = expg(z),
Flz+1) = expy(z).

Prva od gornje dve jednakosti Znala bi prosta rekurzivnost funkcije imala
za posledicu prostu rekurzivnost niza Medutim, ¢ se sada lako dobija od
poznatih prosto rekurzivnih funkcija puteseme proste rekurzije, buciuda je

$(0) = 61
Yz +1)

2F(CE+1)3F($+2) — 2F($+1)3F(I+1)+F(I)

2exp1w(z) Sexplw(:t)JrexpOw(x) .
Opisani "trik” se mae uogstiti kroz teoremu o "dubinskoj” rekurziji.

Teorema 2.20Neka su : N* — Ni h : N**2 — N prosto rekurzivne funkcije
i neka je funkcijaf : N*+! — N data uslovima:

1) f(x1,...,20,0) = g(x1,...,2,) ZASVELY,..., T, €N,
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(2) f(xlv"‘ 733my+1) = h(xlw - Iny Y, fﬁ(xl,...,xn,y))zaSVErl,. )
xnay E N’

gde je
fﬁ(xl, ey T, Y) = ﬁp{(xl,m,xn,i)‘
i=0
Tada jef prosto rekurzivna funkcija.
Dokaz.Kako je

f(xlw . -7xn7y) - expyfﬁ(ml, cee 7$nay)7

dovoljno je dokazati da dati uslovi poda prostu rekurzivnost funkcije?.
FormiramoSemu proste rekurzije:

P, g, 0) = 2F@1mnd) = gol@nen),

kao i

y+1 ‘
ey, ry+ 1) = pr(“’""w””)
1=0

Y
— f(.’L' ""7Zn’y+1) f(fE ""7In’i)
- py+11 Hpi 1

1=0

h ceeydbn,y Y, ﬁ [ARAS Sk (]
_ y—(iixlh T Yo f* (@150 y))f’j(:cl,...,xn,y).
Tvrdenje teoreme sledi na osnovu proste rekurzivnosti niza prostih brojeva (Pri-
mer 2.18). O

2.7 Akermanova funkcija

Imajuti u vidu teoremu o rekurziji i primere koji ilustruju njenu primenu, prirod-
no je zapitati se: da li ucpe postoji rekurzivna funkcija koja nije prosto rekur-
zivna? Odgovor je pozitivan; ndatim, upravo teorema o rekurziji pokazuje
zbog Cega je t8ko konstruisati odgovarauprimer. Naime, takva funkcija
mora (ako rita drugo, u asimptotskom smislu) da rasteelwd ma koje prosto
rekurzivne funkcije!

Sam Gedel je krajem dvadesetih godina XX veka, u prvim pajma da
dokaze nekompletnost i neodlivost formalne aritmetike, radio iskifivo sa
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prosto rekurzivnim funkcijama kao modelom izaljivosti. Ali, ubrzo su se
pojavili prvi primeri rekurzivnih (i @igledno izr&unljivih) funkcija u Cijoj je
izgradnji primena ografene minimalizacije neizostavna, pa je Gedel morao
da modifikuje svoj pristup. Takve funkcije su pr&tia— nezavisno jedan od
drugog — Hilbertovi &enici Gabriel Sudani Wilhelm Ackermanr{Vilhelm
Akerman, 1896-1962). Prvobitna Akermanova funkcija prezentovana u radu [1]
imala je tri promenljive, a binarna funkcija koju danas nazivamo Akermanovom
je rezultat pojednostavljenja izvornog primera za koje su zasRaphael M.
Robinson(1911-1995) Rozsa Reter (Politzer)(1905-1977).

Akermanova funkcijad : N> — N je definisana sa sleda tri uslova koji
vaze za sver,y € N:

(A1) A(0,y) =y +1,
(A2) A(z +1,0) = A(z, 1),
(A3) A(x+1,y+1) = Az, A(z + 1,y)).

Naravno, pre bilo kakvog razmatranja ove interesantne funkcije, potrebno je
dokazati sledee tvdenje.

Teorema 2.21 Uslovi (A1)—(A3) odrduju jedinstvenu funkciju.

Dokaz Kao i u teoremirekurzije, najpre dokazujeedinstvenoséikermanove
funkcije. Pretpostavimo dd; i A; zadovoljavaju uslove (A1)—(A3). Ncilj
je da dok@aemo da vai A (z,y) = As(z,y) za svex,y € N. Ovo tvidenje
dokazujemo indukcijom pg.

Zaz = 0, na osnovu pravila (A1) imamd;(0,y) = y + 1 = A2(0,y).
Pretpostavimo sada da za neki fiksni begje N vazi A;(xo,y) = A2(xo,y) za
svey € N. Indukcijom poy dokazujemo dava A; (zo+1,y) = Aa(xo+1,y).

Zay = 0, pravilo (A2) i induktivna pretpostavka daju

Al(:ro + 1,0) = Al(.fv[), 1) = AQ(.T(), 1) = AQ(.TQ +1, 0)

Sada pretpostavljamo da za nejoc N vazi A;(xo+ 1,y0) = Aa(zo+ 1, o).
Otuda je, na osnovu (A3),

Ai(zo+1,y0 + 1) = Ai(zo, A1(zo + 1,y0)) = A1(xo, A2(z0 + 1,30)) =

= As(z0, A2(w0 + 1,90)) = A2(wo + 1,90 + 1),
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pri ¢emu pretposlednja jednakost sledi iz induktivne pretpostavke prve induk-
cije. Ovim su oba induktivha dokaza istovremeno diama.
Za dokazgistencijgunkcije A(z, y) koja zadovoljava (A1)—(A3), uvodimo
relaciju strogog poretka na skupuN? svih parova prirodnih brojeva, tako da
je
(a,b) < (e,d) <= a<cili a=¢, b<d.

Zaa,b € N ozn&avamo

M(a,b) = {(1773/) : (%,y) = (CL, b)}

Ovaj skup zapravo predstavlja skup svih parova koji se nalaze u nultoj, prvoj,
..., (a — 1)-voj vrsti (akoN? predstavimo u vidu beskobae "tabele”), kao i
onih parova koji se nalazeastoj vrsti, ali su "levo” od parda, b). Za svaki par
(a,b) € N2 definis&emo parcijalnu funkcijul(, ;) sa domenond/, ;) tako da
je za(a,b) < (a',0") funkcija A, restrikcija 0dA iy (tj. A pry Prosiruje
A(ap)), tako dad = U(a,b)€N2 A(q,) imaZzeljene osobine. Pritome, rb&mo se
ograntiti na slitaja > 1, posto je naM(, oy funkcija A eksplicitno definisana
(naime,(z,y) < (1,0) zn&ida jex = 0, iiz (Al) imamo A(0,y) = y + 1).
Zatotemo definisati; o) (0,y) = y + 1.

Sada zga,b) ~ (1,0) treba da konstrgemo funkcijud, ), polaze&i od
pretpostavke da jel(, g definisano za svea, 3) < (a,b). Razlikujemo tri
sluCaja. Ako jeb > 1, tada je

{ A(a,b—l)(‘rv y) ((L‘, y) = (aa b— 1)7
A(a,b—l)(a - 17 A(a7b—l) (a7 b— 1)) (TII, y) - (a’7 b— 1)7

pri Cemu je ova definicija dobra budida (a,b — 1), (a — 1,¢) € M, ) za sve
c € N. Zab = 1 definSemo
A(a70) ((L‘, y) T <a,

A a,l (ﬂf,y) = {
“n Auola=1,1) (2,9) = (a,0),
gde je dovoljno zapaziti dar — 1, 1) € M(, ). Najzad, ako jé = 0, stavljamo
A0,0) = Uaca Upen Aa,9)-
Preostaje da proverimo da funcldjj)b(avb) enz A(a,p) ima osobine (A1)—(A3).
Medutim, ovo lako sledi iz gornjih definicijadinjenice da za sver, y) < (a,b)
vezi A(x> y) = A(a,b) (1'7 y) O

Apy(z,y) =

U narednom pokazujemo da funkcifi(x, y) nije prosto rekurzivna. Is-
postavce se da Akermanova funkcija raste toliko brzo da je nijedna prosto
rekurzivna funkcija ne mie nadmaiti.
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Lema 2.22 Za sver, y € N vaze sledée nejednakosti:

(1) A(z,y) >y,

(z,
(2) A(z,y+1) > Az, y),
() A(z + 1,y) > A(z,y),
4) A(z+ 1,y) > A(z,y + 1).

Dokaz llustracije radi, dokazujemo samo nejednakost (1), dok se ostale dokazu-
ju na sltan n&in. Dokaz sprovodimo (kao u Teoremi 2.21, a i \tive tvrde-

nja o Akermanovoj funkciji) dvostrukom indukcijom. Najpre, indukcijom:po
zapc@injemo dokaz nejednakosti(z, y) > y.

Zax = 0 imamo neposrednd(0,y) = y + 1 > y za svey € N. Pret-
postavimo sada da za nekg € N vazi A(zo,y) > y za svey € N. Nejed-
nakostA(zg + 1,y) > y dokazujemo indukcijom pg.

Zay = 0 imamo (po uslovu (A2) i induktivnoj pretpostavci prve indukcije)
A(z9+1,0) = A(zo,1) > 1 > 0. Dalje, pretpostavimo da ¥aA(zo+1, yo) >
Yo za nekoyy € N. Tada sledi:

A(xo + 1,90 + 1) = A(xo, A(zo + 1,%0)) > A(xo + 1,90) > o,

pri Cemu prva nejednakost sledi po induktivnoj pretpostavci prve, a druga po
induktivnoj pretpostavci druge indukcije. Kako smo u gornjem nizu Koristili
dvestroge nejednakosti, dobijamo da4éxo + 1,yo + 1) > yo + 2, pa zapravo
vaZi bolja ocena

A(zo+ 1,y0+ 1) > yo + 1,

Sto je i trebalo dobiti. Ovaj zaklftak istovremeno okdrava oba induktivna
dokaza. ]

Lema 2.23 Za proizvoljnexy, ..., z,,y € N, n > 2, vaZi
Z A(xu y) < A(l’, y)7
=1

gde jex = max(z1,...,2,) +4(n —1).

Dokaz.Lako se vidi da je dovoljno lemu dokazati za&hjin = 2. Tada je za
z = max(x1, x2),

A(z1,y) + A(ze,y) < 24(2,y) < 2A(z,y) + 3 = A(2,A(z,y)) <
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CA(+2,A(+3,y) = Az + 3,y +1) < Az +4.p) = Az, y),

pri €emu smo Kkoristili prethodnu lemuwinjenicu (koja se lako utava) da je
A(2,y) =2y + 3. O

Lema 2.24 Neka jef : N — N prosto rekurzivna funkcija. Tada postoje N
tako da za sve, ..., z, € Nvazi nejednakost

flz1,...,xn) < Alc,x1 + ...+ xp).

Dokaz.Lemu dokazujemo indukcijom po sdenosti funkcijef. Najpre razmat-
ramo slitaj ako jef osnovna funkcija. Ako j¢ nula funkcija, imamo

N(z)=0< A(0,z) = x + 1,
pa jec = 0 pogodan izbor. Za sledbeikiu funkciju je
S(x)=x+1=A(0,2) < A(1,x),
pac = 1 zadovoljava zahteve leme. Najzad, za projekcije je
IN(xy,...,zp) =2 <x1+ ...+ 2, < A0, 21 + ...+ 2p),

stogac = 0 ponovo odgovara.
Predimo na sléaj kada je funkcijg’ dobijena kompozicijom,

flzy, ... xn) = h(gi(x1, ..oy zn), - oy gr(T1, - oy ),

pri ¢emu su induktivne pretpostavke da postgje .., ¢, d € N tako da vde
sled€e nejednakosti:

g1(z1,...,xn) < Alcr,x1+ ...+ xp),

gk (x1,. . xn) < Alck, 1+ ...+ xn),
h(yi, - uk) < Aldsyr + .o+ y),

= A(d+d+1,21+.. +mn+1)
Ald +d+2,00+ ...+ 1),

zasvery,...,Tn,Y1,-..,yx € N. Tako je (uz zapig = (z1,...,x,)):
f@) = ha1(@),...,9x(2))
< AW gu(®) + ..+ (@)
< Ald,Alcr,z1+ ...+ xn) + ...+ Alck, 21 + ...+ 20))
< Ald,Alc1+ ...+ cp+4k—4,x1+ ...+ )
< Al +d,A(d +d+ 1,21+ ...+ 1y,))
(
(

N
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gde smo oznéli ¢ = ¢1 +. ..+ ¢ + 4k — 4. Ovde prve dve nejednakosti slede
iz induktivne pretpostavke, tta iz prethodne leme, a preostale dve na osnovu
Leme 2.22. Prema tome= ¢’ + d + 2 ispunjava uslove leme.

Najzad, posmatramo giaj kada jef dobijenoSemom proste rekurzije:

f(@,0) = g(2),
f@y+1) = hz,y, [(Z,9)),

gde imamo

9(z) < Aler,x1+...+ ),
hz,y,2) < Alcz,z1+...+zn+y+2).

Pokazujemo da va
f(z,y) < Alc,x1 + ...+ xy + 1),

zac = max(c1,c2) + 4n + 1, tako Sto €emo indukcijom pay dokazati j&u
nejednakost

14 .tz +y+ f(Zy) < Ale,z1+ ... + 20 + ).
Zay = 0 sledi

r1+... .+, +04+ f(Z,0) =21+ ...+ 2, +9(T) <
<x1+...+xp+Alcr,z1+ ...+ xp) <
<nA0,z1+ ...+ xp) + A, o1 + ... F2p) <
<Al +4An—4,x1+ ... 4 xp) < Alc,x1 + ..o+ ).

Sada posmatramo sletenejednakosti:

T4ty 1+ f(@y+1) =
=z 4.0, +y+14+h(a,y, f(T,9)) <
<(n+1DAQO0,z1 4+ ...+ 2, +y) +
+A(co, 1+ ..+ +y+ f(Z,y)+1<
<A(ca+4n,Alc,xr + ... +xp+y)) +1 <
<Alc—1LA(e,z1+...+xpn+y)+1=
=Alc,o1+...+op+y+1)+1.
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Kako se u ovom nizu pojavljuju bar dve stroge nejednakosti, imanmmnskao
u dokazu Leme 2.22):

1+ ...epty+1+f(Zy+1) <Alc,z1+...+x,+y+ 1),
5to je i trebalo dokazati. O
Propozicija 2.25 Akermanova funkcija nije prosto rekurzivna.

Dokaz.Pretpostavimo suprotno. Deféiino funkcijua(z) = A(x, z), za koju
sledi da je prosto rekurzivna. Tada, po prethodnoj lemi, postgjiN tako da
za sver € N vazi nejednakost(z) < A(c, z). Medutim, zax = ¢, ovo zn&i

A(c,c) = a(c) < A(e, ).

Kontradikcija. d

kor. izraz skr&enica Gedelov br.

0 A(2,1) 2,1 2332 = 72
1 A(1,A(2,0)) 1,2,0 223351 = 540
2 A(1,A(1,1)) 1,1,1 223252 = 900
3 A(1,A(0,A(1,0))) 1,0,1,0  223'527! = 2100
4 A(1, A0, A(0,1))) 1,0,0,1 2235172 = 2940
5  A(1,A(0,2)) 1,0,2 223153 = 1500
6 A(1,3) 1,3 2234 = 324
7 A0,A(1,2)) 0,1,2 213253 = 2250
8 A(0,A(0,A(1,1))) 0,0,1,1  2'3'5272 = 7350
9 A(0,A(0,A(0,A(1,0)))) 0,0,0,1,0 2'3'5'72111 = 16170
10 A(0, A0, A(0, A(0,1)))) 0,0,0,0,1 2'13'5171112 = 25410
11 A(0, A0, A(0,2))) 0,0,0,2 2315173 = 10290
12 A(0, A(0,3)) 0,0,3 213154 = 3750
13 A(0,4) 0,4 213° = 486
14 5 5 26 = 64
15 5 26 = 64
16 5 26 = 64

Tabela 2.1:Postupak izréunavanja vrednost (2, 1)
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Sada prelazimo na dokaz rekurzivnosti Akermanove funkcije. U tu svrhu,
blize temo posmatrati postupak iZw@navanja vrednostil(z, y). Na primer,
tok izratunavanja vrednost (2, 1) dat je u prethodnoj tabeli (gde prva kolona
oznd&ava redni broj koraka, a druga izraz do kojeg sm&lidokom izr&unava-
nja; o preostale dve kolor@e biti re€i kasnije).

Primetimo sledee: postupak iz@navanja tée takoSto se nanajvise "ug-
nezden” izraz oblikaA(n, m) primenjuje jedno od pravila (A1)—(A3), ptemu
je mogLEe primeniti t&no jedno od pravila. Pri tome, pravilo (A3) pradhva
izraz, (A1) ga skréuje, a (A2) mu ne menja @inu. Ovde smo pravila (Al)-
(A3) u stvari "orijentisali” (leva strana se zamenjuje desnadsiy), potencijalno
moze umanijiti ojtost izr&unavanja. Mdutim, upravo dokaz Teoreme 2.21
pokazuje da se ovom strategijom za datékta(x,y) uvek dobija vrednost
funkcije A u kona&no mnogo koraka. Drugim éema, dokazujai Teoremu 2.21,
mi smo zapravo opisali algoritam za iZtanavanjed(x, y).

Ocigledno, tokom tog algoritma pojavlji¢a se isklj@ivo izrazi oblika

A($07 A(:Ub R A(xk?—l) l’k;))

Stoga je su\dno pisati simbol funkcijed | zagrade; izraz do kojeg se u datom
koraku d&lo je u potpunosti odden nizom brojeva

Lo, L1y« -y Lh—1,LTk-

Sve kon&ne nizove prirodnih brojeva niemo, mdutim, kodirati jednim je-
dinim brojem, tzvGedelovim brojenmiza:

pgo+1p9101+1 N .pik"rl

(dodavanjel u eksponentima je ramo kako bi iz Gedelovog broja bilo moge
jednozn&no rekonstruisati niz, kako bi se npr. razlikovali Gedelovi brojevi ni-
zoval,2 i 1,2,0). U tabeli su u tréoj i Cetvrtoj koloni dati odgovarajti
skreteni zapisi izraza i njihovi Gedelovi brojevi. Pri tome smo stavili da se ko-
natan rezultat izréunavanja neograf®no ponavlja u svim narednim koracima.

Sada uvodimo aritmetku funkciju f : N3 — N tako 3to definsemo da
je f(z,y,z) jednako Gedelovom broju niza argumenata izraza dobijenog u
tom koraku izré&unavanja vrednostl (z, y). Ako se to izr&unavanje zadava
tatno uz-tom koraku, tada jef (x,y, z) = f(x,y, z0) zZa svez > zy. S druge
strane, svi brojevif(x,y, z), z < 29, moraju biti razl€iti — u suprotnom bi
se izr&unavanjeA(x, y) zatvorilo u mrtvu petlju i nikada ne bi bilo okéano,
a to protivre&i algoritmu koji proist€e iz Teoreme 2.21 (vidi ranije primedbe).
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Prema tome, rezultat iztanavanjad(z, y) prepoznajemo pprvoj ponovljenoj
vrednosti u nizuf (z,y,z), = € N. Ta vrednost je, &ito, jednaka24(@¥)+1,
Prema tome,

A(‘T?y) = eXpOf(xvyauz(‘f(‘T7y7z) - f(.T,y,Z + 1)’ = O)) -1

Stoga je rekurzivnost Akemanove funkcije direktna posledica skgltvidenja.
Propozicija 2.26 Funkcija f(z,y, z) je (prosto) rekurzivna.

Dokaz.Konstruis&éemoSemu proste rekurzije koja daje funkcifiz, y, z). Za
pocetak, primetimo da j¢(z, y, 0) Gedelov broj nizar, y, pa je zato

f(x, Y, O) = 2$+13y+1’

5to je &ito prosto rekurzivna funkcija pe, y.

Sadatemo pretpostaviti da j@ Gedelov broj nekog niza argumenata u
izrazu koji nastaje tokom izéanavanja neke vrednosti Akermanove funkcije,
i razlikovatemo sl&ajeve u odnosu na to koje se od pravila (A1)—(A3)z&0
primeniti na izraz reprezentovan sa

Pre razmatranja ovih stajeva, primetimo da se dina niza reprezento-
vanog san maze dobiti kao broj raziitih prostih faktora ocdh:

d(n) = _div(n,i) - Pr(i).
=2

(1) Pravilo (A1) se mbe primeniti na niz argumenata reprezentovamsa
Ovaj sliEaj nastaje @no onda kada je je niz arugmenatazithe bar2 i kada
je pretposlednji broj u tom nizu jedn@k Zbog toga je karakterigtna funkcija
posmatranog skupa Gedelovih brojeva

xa(m) = sg (2 = d(n) + |1 = expyg,y 5n])
tj. uoCeni skup je prosto rekurzivan. U ovom &hju, niz argumenata
Zoy .-, 07 Td—1

transformse se u
To,...,Tq—1 + 1.
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Stoga imamo da je

_ +1 +1 1 Tq1+1
n = 2%0Ti3TTE .pd(n)_gpd?n)l_l )
a Gedelov broj; (n) novog niza je

xo+loxi+1 Tg—1+2
grotlgoitl |t t?

Posto jexy_1 = XDy 1" — 1, mozemo izraziti

n-p(d(n) — 2)6Xpd<n>'1”J
p(d(n) — DoPan "

g1(n) = {

(2) Pravilo (A2) se mie primeniti na niz argumenata reprezentovamsa
Ovaj sliEaj nastupa ako i samo ako odgovatapiz argumenata ima poslednii
¢lan 0, a pretposlednjtlan > 0 (pri ¢emu, naravno, niz ima bar déana).
Odgovarajéa karakteristina funkcija je

xa(n) =sg <(2 —d(n)) +]1 - eXpd(ﬂ)'—ln‘ * (2 - eXpd(n);zn)) ‘

Niz argumenata
Zoy .- Td—2,0

transformisao se u
ZTQyewey XTg—2 — 1717

pa je Gedelov broj polaznog niza bio

_ +lqzi+1 Tg—2+1 1
n = 2%0TI3TTE | .pd?n)Q,Q Pd(n)—1

a novog
Ti—2 2
grotizmtl 'pd(dn)272pd(n)717
tj.
n-p(dn) -1
oy = [ R =)
p(d(n) —2)
(3) Pravilo (A3) se mbe primeniti na niz argumenata reprezentovamsa
Ovaj slitaj imamo ako i samo ako je niz argumenatdida bar2, a poslednja
dvaclana su> 0. Toj situaciji odgovara karakterigtia funkcija

Xa(n) = s (2= d(m) + (2 = expy-in) + (2 exby-an) ).
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U ovom sli&aju, p&li smo od niza argumenata

LOy«v+yLd—2,Td—1,

a dobijamo
0y -y Td—2 — L, xg-2,24-1 — 1.

To zn&i da smo od Gedelovog broja

_ +1 +1 T2+l xq-1+1
n =273 “Pan)—2 Pa(n)-1
dobili
+1 +1 Td—2 Tqg—ot+l Tq 1
2R3 “Pyn)—2Pda(n)—1 Pd(n)
odnosno

n - pld(n) = 1) p(d() “Pam 1"

p(d(n) = 2) - pld(n) = 1) Pam ="

g3(n) =

Najzad, preostaje da se dodefmida Gedelov broj ostaje ukoliko ni-
jedno od pravila (A1)-(A3) nije primenljivo (tj. kada smo stigli do rezultata
izraCunavanja), i da se Goda vai

fx,y,2+1) =G(x,y, f(2,y,2)),

gde je
G(x,y,2) = g1(2) -38 x1(2) + 92(2) - 58 x2(2) + g3(2) - 58 x3(2)+

+z - x1(2)x2(2)x3(2).

Kako su funkcijeg;(z), xi(z), i = 1,2, 3, prosto rekurzivne, to je prosto rekur-
zivna i funkcijaf(z,y, z). O

Primetimo da smo u prethodnom uspeli da Akermanovu funkciju izrazi-
mo kortenjemsamo jednogoperatora minimalizacije. Ovo nije dajno:
moze se pokazatisfo éemo i initi u Odeljku 2.10) da se svaka parcijalno
rekurzivna funkcija mde dobiti iz osnovnih funkcija k&tenjem kompozicija,
Sema prostih rekurzijariajvise jednogperatora minimalizacije.
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2.8 Kantorova enumeracija

Kantorova enumeracijf bijekcijac : N> — N. Ona se, zapravo, pojavljuje u
Kantorovom dokazu o ekvipotentnosti skupd¥a N. Ispitivanje ove funkcije i
utvrdivanje njene proste rekurzivnosti predstavlja zanimljiviabee alice imati
i znatajnu ulogu u narednim odeljcima.

Kako se uspostavlja ova bijekcija? Najpre se svi parovi prirodnih brojeva
poredaju u beskonénu pravougaongemu:

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3)
(1,0) (1,1) (1,2) (1,3)
(2,0) (21) (22) (2.3)
(3.0) 3.1 (32 (3.3)

Zatim se parovi enuméti "dijagonalno” — na istoj dijagonali su parovi sa
istim zbirom komponenti (tako sé-ta dijagonala sastoji samo iz pa@, 0),
prva sadti dva para(0,1) i (1,0), itd.), a prebrajanje na datoj dijagonali ide
odozgore narde, tj. zdesna nalevo. Tako je, na primgf),0) = 0, ¢(0,1) =1,
¢(1,0) =2, ¢(0,2) = 3, itd.

NaS prvi zadatak je da izvedemo $ipizraz zac(z,y) i da se tako uveri-
mo da jec prosto rekurzivna funkcija. U tom smislu kna primedba je da
je c(x,y) niSta drugo nego broj parova koji prethode péruy) u opisanom
poretku.

Najpre, primetimo da se p&#, y) nalazi na dijagonali koju "odlikuje” zbir
komponentiz + y. Prema tome, "prethodni” parovi su oni koji se nalaze na
dijagonalamd, 1, ..., x+y—1, kao i prethodni parovi na dijagonali broj-y,
atosu

0,z+7y),...,(x—1,y+1).

Njih ima z. Takade, primetimo da se na dijagonali ldrnalazid + 1 par. Na
osnowvu izl@enog, dobijamo

2

Naravno, zanimljiv je i problem oddivanja inverzne funkcije™! : N —
N? — za daton € N se pitamo koji je to par Ban-ti po redu u Kantorovoj
enumeraciji. Radi operativnosti,gdno

c™H(n) = (¢(n), r(n)).
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NaS drugi cilj je da odredimo funkcijé(n),r(n) i da se uverimo da su one
takode prosto rekurzivne.
Prema tome, potrebno je da iz uslova

(w+y)(3;+y+1) n

r=n

odredimoz, y. To se na prvi pogledini kao nemogt zadatak: réavanje dve
nepoznate iz jedne jedine jediae. Melutim, ograntenje da s, y, n prirod-
ni brojevi i speciféni oblik funkcijec(z, y) u€inice ovaj cilj ostvarivim.

Najpre imamo, mnbenjem s& i sredivanjem:

on = 2% 4+ y? + 22y + y + 3z,

odakle je
8n+ 1 =4x? + 4y* + 8y + 4y + 12z + 1.

Izraz na desnoj strani se m@transformisati na dva bima:
Sn+1=2c+2y+1)°+8z=(2x+2y+3)?—8y—8,
tako da vde nejednakosti
2z +2y+1)? <8n+ 1< (22 + 2y +3)%

Korenovanjem i dodatnim elementarnim transformacijama sledi

\V8 1+1
x+y+1<7n—; * <zr+y+2,
drugim re&ima,
qn+1+1
RLEAEE]

Gornja jednakost omo@ava da se iz izraza zdx,y) u potpunosti elimirBe
x + y, pa preostaje linearna jediiaa pox koju odmah neposredno§avamo.
Tako je
(LMSn-‘rH—lJ - 1) L\/Sn—i-l-i-lJ

2 2

ln)=x= 5 ,

kao i

r(n) = V@J = (6(n) +1).
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Prosta rekurzivnost ovih funkcija je posledica proste rekurzivnosti funkcije

an) = |,

koja je, sa svoje strane posledica identiteta

-]

zar € R,a € Z\ {0}, budLti da je zbog njega

{@HJ _ M@JHJ

2.9 Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

U prvoj glavi (Odeljak 1.3) izdvojili smo posebnu klasu problebiaje izlaz
binaran: u pitanju sproblemi odl&ivanja Ovi problemi su konceptualno naj-
jednostavniji, pa su zbog toga pogodni z&a&eorijska razmatranja. S druge
strane, oni su dovoljno reprezentativni i Za@i da prde vernu sliku o pojmu
algoritma u celini.

Videli smo da se problem odiivanja ma@e formalizovati takasto se naj-
pre fiksira azbuka:, kon&an ili prebrojiv skup simbola (ponta kojih se
izrazavaju svi relevantni elementi problema), a zatim se problemcodinja
identifikuje sa parom jezikd", L) nadX (podskupova od*), pri cemul pred-
stavlja skupnstancij svih potencijalnih ulaznih podataka datog problema, dok
se jezikL C T" sastoji od svih instanci koje rezultuju izlazom DA.

U praksi, ova formalizacija se nide dodatno pojednostaviti. Naime, razum-
no je daa priori podemo od pretpostavke da je problem pripadnosti daie re
w € ¥* skupu instancl” algoritamski r&iv®, jer bi se u suprotnom $&o moglo
uopste govoriti o korektno formulisanom problemu ogiitanja. Na primer, bilo
bi prilicno besmisleno razmatrati pitanje da li je data iskazna formula tautologija
ili ne ukoliko ne bismo imali algoritam koji prepoznaje da li je uneti niz sim-
bola uopte iskazna formula. Zbog toga, problem dianja u ovom ngto
uprastenom pristupu mgemo identifikovati sa jezikonk, C ¥*. Prelaskom

°Pri tome, u najvéem broju sléajeva koji figursu u primenama, odgovarajialgoritmi su
prili€no jednostavni.
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na "aritmettku” verziju ovog formalizma (vidi Odeljak 1.4), umesto jezika
mozemo razmatrati skup prirodnih brojeva

L]} = {[lwll - w e L}.

Na opisani nain, dobijamo da je problem odiivanja odréen nekim pod-
skupom odN.
Ako je A C N, definBemokarateristtnu funkcijuskupaA sa

0 ze€A,
XA(x)_{ 1 2¢A

SkupA je (prosto) rekurzivarako je takva njegova karakterigtia funkcija, dok
je jezik L (prosto) rekurzivan ako jgL|| (prosto) rekurzivan skup. Pri tome,
smatramo da je problem odlivanja modeliran s& algoritamski ré&iv ukoliko
je L rekurzivan jezik. Klasu svih rekurzivnih jezika oziswvamo s&R.

Pojmu rekurzivnog skupa srodan je pojam rekurzivho nabrojivog skupa.
Naime, za skupd C N kazemo da jerekurzivno nabrojivako postoji binar-
na prosto rekurzivna funkcijf tako da je

a€A <~ (Jx €N) f(a,z) =0.

Drugim re&€ima, rekurzivno nabrojivi skupovi su skupovi parametara koji neku
prosto rekurzivnu jedré@nu Cine resivom. SlEtno kao i malopre, za jezik
kazemo da je rekurzivno nabrojiv ako jd.|| rekurzivno nabrojiv skup. Klasu
svih rekurzivno nabrojivih jezika ozgavamo sRE.

Odmah se utava da vai

Lema 2.27 Svaki prosto rekurzivan skup je rekurzivno nabrojiv.
Dokaz.Posmatrajmo funkciju

fla,x) = xa(a) + .

Jasno, postojr € N tako da jef(a,x) = 0 ako i samo ako jeca(a) = 0, tj.
a € A (i tada je jedino mogte ré&enjex = 0).

U svetlu iznetog, izraz "rekurzivno nabrojiv” deluje malo ndotn. Taj
naziv je, meutim, u priliénoj meri opravdan sledam tvrdenjem.
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Teorema 2.28 Neprazan skupd C N je rekurzivno nabrojiv ako i samo ako
postoji unarna prosto rekurzivna funkcijatako da jeA njen kodomen, tj.

A={p(n): neN}

Dokaz.(«<) Posmatrajmo prosto rekurzivnu funkcifi(a,z) = |¢(x) — al.
Jasno, jedn&@na f(a,xz) = 0 ima reSenje por ako i samo ako postoji € N
tako da jea = ¢(z), tj. ako i samo ako je € A. Stogaf pokazuje da jed
rekurzivno nabrojiv.

(=) Pretpostavimo da jé rekurzivno nabrojiv skup, tako da jec A ako
i samo akof (a, z) = 0 ima reSenje par. Sada defiriemo

p(n) = £(n)sg f(E(n),r(n)) + bsg f(€(n), r(n)),

gde jeb € A proizvoljan, ali fiksiran element. Naravno, funkcijer su kom-
ponente inverzne Kantorove enumeracije (tako je(p@atr), r(n)) n-ti po redu).
Nas cilj je da pok@emo da jed bas skup svih slika funkcije.

Razmatramo dva sbaja. Ako jef(¢(n),r(n)) = 0, to zn&i da je jednéina
fl(n),z) = 0 reSiva (jedno r8enje jex = r(n)), pal(n) € A. Ali, sada
se istovremeno lako dobija(n) = ¢(n), pay(n) € A. U suprotnom, vai
f(n),r(n)) # 0, pajep(n) = b; ponovo jep(n) € A. To pokazuje da je
skup svih vrednosti funkcije sadzan uA.

Preostaje da pokamo da je svaki elemente A oblika p(n) za pogodno
n. Kako znamo dg (a,z) = 0 mora imati bar jedno &enje par, odaberimo
jedno takvo r8enjez,. Neka je sada = c(a, xo), tj. a = €(n), i zog = r(n).
Dobijamo:

p(n) = asg f(a, z9) + bsg f(a, z0) = a,

Sto se i trdilo. O
Ovde treba napomenuti dazia opstije tvrdenje od Leme 2.27.
Teorema 2.29 Svaki rekurzivan skup je rekurzivno nabroijiv.

Kao direktnu posledicu gornje teoreme, dobijalRoC RE (u Glavi 3
temo pokazati da je ova inkluzija stroga). Gornju teoresamo dokazati u
narednom odeljku. Ovaj odeljak oké&avamo jednim kriterijumom rekurzivnos-
ti koji na efektan néin demonstrira ulogu i zi@aj pojma rekurzivne nabro-
jivosti. Naime, lako se vidi da je komplement rekurzivnog skupadakekurzi-
van: dovoljno je samo posmatrati antisignum karaktémstifunkcije polaznog
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skupa. Melutim, nije t&no da je komplement rekurzivno nabrojivog skupa uvek
rekurzivno nabrojiv. Naprotiv, situaciju u kojoj se toS#wa precizno oddeije
sled€i rezultat.

Teorema 2.30 (E.L.Post)Neka jeA C N. Ako su oba skupd i A rekurzivno
nabrojivi, onda je skupA rekurzivan.

Dokaz.S obzirom na pretpostavke, date su nam dve binarne prosto rekurzivne
funkcije f, g tako daf(a,z) = 0 ima reSenje par ako i samo aka € A, dok
g(a,x) = 0 ima resenje par ako i samo aka € 4, tj. a ¢ A.

Definisimo funkciju

h(a) - Mw(f(av x)g(avx) = 0)

Tvrdimo da je
xa(a) = sg f(a, h(a)).

Posmatrajmo dva staja. Akoa € A, tada jednéina f(a,xz) = 0 ima
reSenje, ag(a,x) = 0 ga nema. Kako jé(a) definisano kao najmanja vred-
nost zax koja anulira proizvodf (a, x)g(a, x), sledi da u ovom skEaju imamo
f(a,h(a)) =0, paje

xa(a) =0 =sg f(a, h(a)).

Ako paka ¢ A, situacija je upravo obratna: mora hjfia, h(a)) = 0, pa je
zatof(a, h(a)) # 0. Tako imamo

xa(a) =1=sg f(a,h(a)).

Ovo potvduje nde tvdenje i okotava dokaz teoreme, butida je saday 4
oCigledno kompozicija rekurzivnih funkcija. O

Intuitivno, rekurzivno nabrojiv skupd treba zamisliti kao "crnu kutiju”,
proceduru koja u nekom nepoznatom redosledu i sa eventualnim ponavljanjima
ispisuje elemente skupd. Ta procedura, u ri&lu, nije dovoljna kao algoritam
koiji bi odlucio problem pripadnosti skupd: ona ma@e samo daotvrdida neki
brojx pripadaA (jer €e nakon konéno mnogo vremena ispisati beg)j, ali ne da
to i opovrgne(jer "crna kutija” nakon konéno mnogo vremena rize da ispse
samo konéno "pake” od A, a o ostatku tog skupa§ta ne znamo). S druge
strane, ako imamdve”crne kutije”, po jednu zad i A, njih dve zajedno jesu
ekvivalentne algoritmu: nakon ko&@o mnogo vremena braj €e biti ispisan
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od strane jedne od njih, i tada preostaje samo da se utvrdi koja "kutija” je to
ucinila da bi se algoritamski odgovorilo na pitanje da lije A. Ova mentalna
predstava jeste zapravo ideja koja je formalizovana kroz Postovu teoremu.

Zadaci.
1. Dokazati da je skup prostih brojeva prosto rekurzivan.
2. Dokazati da je skup svih stepena prostih brojeva prosto rekurzivan.

3. Dokazati da je za svakb > 2, skup svihk-tih stepena prirodnih brojeva
prosto rekurzivan.

4. Dokazati da je svaka

(a) aritmetitka progresija
(b) geometrijska progresija

koju Cine prirodni brojevi prosto rekurzivan skup.

5. Neka jep unarna prosto rekurzivna funkcija za kojuzve(z) > = za
svex € N. Dokazati da je skupl = {¢(n) : n € N} prosto rekurzivan.

2.10 Parcijalno rekurzivne funkcije i rekurzivna nabro-
jivost

Glavni rezultat zavdnog odeljka ove glave je Teorema 2.33 koja uz Lemu 2.32
daje "parametarski oblik” parcijalno rekurzivne funkcjje N* — N, pri cemu
se ona posmatra kga + 1)-arna relacija nd, tj. podskup odi"*!. Ova teo-
rema ima sama po sebi veliki teorijski Z1@, a omogaice nam i da dokeemo
Teoremu 2.29 (ij. inkluzijlR C RE), kao i jos nekoliko zanimljivih posledica.
Kako bismo uopte bili u mog&nosti da formubemo Teoremu 2.33, potreb-
no je da pr&irimo pojmove rekurzivnosti i rekurzivne nabrojivosti sa skupova
prirodnih brojeva na skupove utenihn-torki prirodnih brojeva. Kadto se
to radi i kod drugih prebrojivih kolekcija matemékih objekata (réi, formula,
grafova,...), veza se ostvaruje izborom neke standardne bijekcij@izotgo-
varajiteg domena problemaN. Na primer, u Odeljku 2.8 smo upozn#lan-
torovu enumeracijubijekciju ¢ : N> — N. Na osnovu nje, micemo lako kons-
truisati bijekcijuN™ — N za proizvoljnon > 2. Naime, neka je?(z1, x2)
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"sinonim” zac(x1, x2). Tada zan > 2 induktivho definsemo funkcije

Y wy, @, apgr) = Y e(Ty, 22), T3, . ., Trgl)-

Jasno, pritome je" : N* — N. Broj ¢"(x1,...,z,) zovemoKantorov indeks
n-torke (x1,...,xz,). OCigledno, sve posmatrane funkcije oblikasu prosto
rekurzivne. Takde, ako/, r predstavljaju komponente inverzne bijekaije’,
tada se lako dobija da sugenja jednéine

(X1, xn) =y
slede&a:

Tpn = T(y)a

Tpn—-1 = Tg(y)a

xe = rl... l(y),
r = Mé(y)

Prema tome, i komponente inverzne funkdij¢)~! su takale prosto rekur-
zivne. U daljeméemo desne strane gornjih jednakosti redom Oawati sa

Cnn(Y), ... en2(y), cn1(y). Dakle, imamo identitete
"(epi(x),...;enn(x)) =2
i
cni(c"(z1,...,2n)) = ;.

Kazemo da je skupd € N rekurzivan/ rekurzivno nabrojivako je skup
njegovih Kantorovih indeksa™(A) rekurzivan / rekurzivno nabrojiv podskup
odN.

Sada dajemo dve karakterizacije rekurzivno nabrojivih podskupowé‘od

Lema 2.31 SkupA C N" je rekurzivno nabrojiv ako i samo ako postoji prosto
rekurzivna funkcijaf’ : N**™ — N, m > 1, tako da vai:

(a1,...,an) € A<= (Fz1)... Fxm)F(a1,...,an,1,...,&m) =0.
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Dokaz.(=-) Neka je A rekurzivno nabrojiv skup, tj. neka j&'(A) rekurzivho
nabrojiv. Tada postoji prosto rekurzivna funkagja N2> — N tako daa € ¢*(A)
ako i samo ako jedii@nag(a, z) = 0 ima reSenje par.

Uslov (ay,...,ay) € A ekvivalentan je uslovu

c"(ay,...,an) € c"(A4),
5to je po pretpostavci dalje ekvivalentno sgivescu jedn&ine
g(c"(ar,...,an),x) =0
poz. Prema tome, prosto rekurzivna funkcija
F(ay,...,an,x) = g(c"(a1,...,an),x)

zadovoljava traenu ekvivalenciju, uz izban = 1.
(<) Neka je F' prosto rekurzivna funkcija A skup koji zadovoljava datu
ekvivalenciju. Posmatrajmo funkciju

fla,z) = F(cpa(a),...,cnn(a),cmi(z),. .., cmm(2)).

Ova funkcija je prosto rekurzivna. Tvrdimo ¢fida, ) "sved@i” dajec”(A) C
N rekurzivno nabrojiv skup.

Zaista, aka: € ¢"(A), tada jea = ¢"(ay, ..., a,) zanekun-torku (ai, ...,
ap) € A. Utom sl&aju, postoji(zy, . .., zy,) € N tako da je
F(ay,...,an,x1,...,2m) =0,

pa po osobinama Kantorove enumeracije sledi da je
fla,™(x1,...,2m)) = 0.

Obratno, ako jef (a, z) = 0, iz date ekvivalencije sledi da
(eni(a),....can(a)) € A,

odaklea € ¢ (A). O

Lema 2.32 Neprazan skupl C N je rekurzivno nabrojiv ako i samo ako pos-
toje unarne prosto rekurzivne funkcijg, . . ., ¢, tako da je

A={(p1(t),...,pn(t)) : t € N}
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Dokaz.(=) Ako je ¢"(A) rekurzivno nabrojiv skup, po Teoremi 2.28 postoji
unarna prosto rekurzivna funkcijaciji je skup vrednosti b&c™(A). Ali, tada
je A skup vrednosti funkcijéc™) 1o, tj.

A= {(ean (@), conlplt) : t €N}

(«=) Skup Kantorovih indeksa datog skugge

{*(p1(t), -, on(t)) - t €N,

tj. ¢"(A) je skup vrednosti neke unarne prosto rekurzivne funkcije. Po Teoremi
2.28, A je rekurzivno nabrojiv skup. O

Gornja lema je zapravo $&dimenzionalno ugpenje Teoreme 2.28.
Najavljeno glavno twilenje ovog odeljka je slede.

Teorema 2.33Neka jef : N* — N parcijalna funkcija. Tada jef parcijalno
rekurzivna ako i samo ako jgrekurzivno nabrojiv podskup ad”+!.

Dokaz.Tvrdenje teoreme je@gledno akof nije nigde definisana, tjf = &,
patemo u daljem pretpostaviti da fedefinisana u bar jednoj&i.
(<) Neka jef rekurzivno nabojiv podskup ad”+!. Tada je, po Lemi 2.32,

f=Alpi(®), - pna(t)) : t € N}

za odgovarajée prosto rekurzivne funkcijes, . . ., v, 1. Primetimo da je par-
cijalna funkcija f definisana za:-torku (z1,...,z,) € N" ako i samo ako
postojit koje je r&enje jednéine

|901(t) - $1| +. |90n(t) - xn‘ =0.

Za svako takvo r&enjet vazi f (1, ...,x,) = ¢n+1(t). Prematome,

f@r, o zn) = enpa (el (t) — 2 + ..+ [en(t) — 20| = 0)),

pri €emu je desna strana definisanénta zan-torke (z1,...,z,) iz domena
definisanostif. Stoga jef parcijalno rekurzivna funkcija.

(=) Ovu implikaciju dokazujemo indukcijom po ddenosti parcijalno re-
kurzivne funkcijef. Kako se za osnovne funkcije lako pokazuje njihova rekur-
zivna nabrojivost, mainduktivni dokaz se svodi na sletietri tvrdenja.
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(A) Parcijalna funkcija dobijena primenom kompozicije na rekurzivno nabro-
jive parcijalne funkcije je rekurzivno nabojiv skup.

(B) Parcijalna funkcija dobijena primenodeme proste rekurzije na rekurziv-
no nabrojive parcijalne funkcije je rekurzivno nabojiv skup.

(C) Parcijalna funkcija dobijena primenom operatora minimalizacije na re-
kurzivno nabrojivu parcijalnu funkciju je rekurzivno nabojiv skup.

Dokaz za (A)Neka je

flxr, ... xn) = glhi(z1, ... xn), . hg(T1, ..o xy)),

pri cemu je desna strana definisana ako i samd:ako . ., x,,) pripada domenu
definisanostif. Imajuci u vidu Lemu 2.32, polazimo od pretostavke da je

g9 ={(0a(t),..., ak1(t)) : t €N},

kao i
hi ={(Bi1(t),- .., Bimt1(t)) : t € N}

zasvel < i < k, gde su sve funkcijey;, 3; ; prosto rekurzivne. Po definiciji
kompozicije (parcijalnih) funkcija(ay, ..., a,,b) € f ako i samo ako postoje
ci,...,c, tako da

(al, ... ,an,ci) S hi
zasvel <i <k, i

(c1,...,¢k,b) € g.
Po n&im pretpostavkama, egzistencija ovakvih prirodnih brojgya < i < k,

ekvivalentna je egzistencii, t1, . . ., t; tako da vde sledée jednakosti:
Bia(ti) = a1, ... Binl(ti) = an, (1<i<k)
ai(to) = Binsi(tr), ... ax(to) = Brnt1(te)s

Oyt 1 (to) =b.

Prema tome, ako uvedemo funkciju

F(.Z‘l,...,.%n,y,to,tl,‘..,tk) =

kK n k
=3 1Bii(t) — x5l + D lei(to) = Bimsa(t)] + a1 (to) — yl,
=1

i=1 j=1
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tada(ay,...,an,b) € f akoisamo ako jedri@na
F(al,...,an,b,tg,tl,...,tk):0

ima reSenje pdy, t1,. .., tx. PoLemi 2.31f je rekurzivho nabrojiv skup.
Dokaz za (B)Neka je parcijalna funkcijg : N**! — N dobijena od parcijalnih
funkcija g, h primenomSeme proste rekurzije, tako da je

flxy,...,20,0) = g(x1,...,20)

f($17"'7xn7y+1):h(xla'"7xn7y7f($17"'7xn7y))

zasvexy,...,ry,,y € N, pri Cemu su obe strane gornje dve jednakosti defini-
sane za iste vrednosti promenljivih. €mo (u smislu Leme 2.32) parametarske
zapise ovih funkcija:

g = {(’Yl(t)r'wfyn-i-l(t)): tEN}
ho = {(61(t),... 60rs(t)) : t €NV,

Funkciju f cemo razbiti na dva podskupa: prvf;, €e Ciniti (n + 2)-torke
(z1,...,2n,y, 2) kod kojih jey = 0, dok one kod kojih je; > 0 Cine fy. Po
Lemi 2.32,f, je rekurzivno nabrojiv skup, bududa je

fr=A0n(®), (), N(#), i (t)) - ¢ € N}

Pasto se lako pokazuje da je unija dva rekurzivno nabrojiva skupa rekurzivno
nabrojiva, preostaje da se pdieada je skupfs rekurzivno nabrojiv.

Naime, primetimo najpre da j@1, ..., an,b,c) € fo ekvivalentno sa pos-
tojanjem prirodnih brojevayg, u1, . . ., u, -, takvih da je
w = glai,...an)
up = h(ay,...,an,0,up),
uy = hlay,...,an,1,u1),
c = hlar,...,an,b—1u,-).
Jednakost oblika; 1 = h(ai,...,an,,u;) ekvivalentna je egzistenciji broja

t;11 tako daje
61(tl+1) = ai, 5n(tz+1) = Qp,
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Ont1(tiv1) =1, Onyo(tit1) =wi, Onts(tiv1) = Uip1.

Prematome(ay,...,an,b,c) € fo ako i samo ako jedriana

Z 175 (to) — aj| + [vn+1(to) — dnta(ts)+
j=1

b—1 n
Y A D 16i(t) = ag] + 10nsa(t) = il + [6nys(ti) = Onpaltivn)| | +
i=1 \j=1

+‘5n+3(tb'_1) - C| =0 (*)

ima resenje pdo, t1, . . ., t,- - Medutim, dokaz tvdenja (B) se ovde ne za&a-
va, jer nailazimo na ozbiljne tehike pot&kote. Prvo, broj promenljivih po ko-
jima se ova jednéna résava nije konstantan, §avisi od vrednosti promenlji-
veb. Slicno vai i za zbir u drugom redu gornje jedtiae: granica sumiranja za-
visi od parametra, a, s druge strane, primena teoreme 0 zbiru nije roagjer
se vezana promenljivapojavljuje u indeksima drugih, slobodnih promeljivih
(npr.t;). Ove probleme moramo prevértako Sto cemo pronai nain da ove
promenljive indekse "podignemo” na nivo pravih promenljivih.

Upravo se taj cilj poskie pom@u Gedelova -funkcije Ona je definisana sa

[(x,y) = rest({(z), 1+ (y + 1)r(x)),

x,y € N, odakle odmah sledi da je u pitanju prosto rekurzivna funkcija. dlju
osobinu Gedelove funkcije iztava sledea

Lema 2.34 Za proizvoljnen € Ni ag, a1, . . ., a, € N sistem jednéina
['(z,0) = ao,
F(m, 1) = ai,
F(a:,n) = Qp,

ima bar jedno réenjez.

Dokaz Leme 2.3&otr&icemo r&enje u oblikur = ¢(u, b), gde suu, b nove
nepoznate. Tada ttano resenje sistema

rest(u, 1 + (k + 1)b) = ay,
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0 < k < n. Drugim r&ima, moraju biti zadovoljene nejednakosti < 1 +
(k+ 1)b, i u — a; mora biti deljivo san; = 1 + (k + 1)b. Ako odaberemo

b = (max(n,agp,...,an))!,

tadace tr&ene nejednakostitigledno biti zadovoljene. Osim toga, brojevi
mo, mi, ..., my Ce biti uzajamno prosti. U suprotnom, akozbi| (m;,m;)
(i # j), tada bismo iz

m; —mj = (i —j)b

i Cinjenice da(i — j) | b (posto je|: — j| < n) imali dap | b. Medutim, iz
m; = 1+(i+1)b je o€igledno da sun; i b uzajamno prosti, odakle zak§ujemo
da je(m;, m;) = 1. Sadau treba da ndemo na osnovu uslova,, | (v — ay),
tj. sistema kongruencija

u = ag(mod my,),

0 < k < n. Medutim, pcdto smo upravo videli da su moduiig, . .., m, po
parovima uzajamno prosti, egzistencijdeaja ovog sistema sledi po Kinsekoj
teoremi o ostacima. O

Ako sada ux) uvrstimoI'(w, i) umesta; za sved < i < b — 1, dobitemo
jedn&inu

> i@, 0)) = aj] + s (F(w, 0)) = 6o (T (w, 1))+
j=1

b—-1 n
S D 16w, i) = aj] + |6n 1 (D(w, i) — i+
i=1 \ j=1

+[0n13(F(w, @) = dng2(L(w, i + 1))|> + [0n3(L(w, b = 1)) = ¢[ =0,

Cija je leva strana prosto rekurzivna funkciggas, ..., an,b,c,w). AKO (x)
ima resenje pado, 1, ... ,t, -, tada po prethodnoj lemi postojigenje sistema
I(w,i) =t;,0 <1< b— 1, paje to réenjew istovremeno i réenje gornje
jedn&ine. Obratno, ako gornja jedtiaa ima ré&enje pow (za date parametre
ai,...,an,b,c), tada brojevi; = I'(w, i), 0 < i < b — 1, reSavaju(x). Lema
2.31 povl&i da je f2 rekurzivno nabrojiv skup, jer & (ay,...,an,b,c) € fo
ako i samo akd7(ay, ..., ay,b,c,w) = 0 ima reSenje pow.
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Dokaz za (C)Pretpostavljamo da je parcijalna funkcifadobijena primenom
operatora minimalizacije na sletenaCin:

f@1,..,zn) = py(g(z1, ..., zp0,y) =0),

gde jeg rekurzivno nabrojiv skup, tj. \ia

g={&(t),...,&42(t)) : t € N}

za neke prosto rekurzivne funkcifg, . .., &, 2. Formula(ay,...,a,,b) € f
ekvivalentna je sa egzistencijom prirodnih brojeyac, ..., ¢, takvih da je
glat,...,an,1) =¢;, 0 < i< b, pricemujec; # 0zai < bic, =0. Drugim
reCima, ekvivalentan uslov je postojanje brojewat, . . ., t, takvih da za sve
0<j < bvazi

fl(t]‘) =ar, ..., gn(tj) = Qn, §n+1(tj) =7

kao i &,42(tj) # 0zal0 < j < bi&,42(ty) = 0. Ispunjenost ovih uslova je
dalje ekvivalentna f@vosti jedndine

n b
Z (Z &i(t5) — ail + [§nt1(t5) j) +

i=1 \ j=0

b-1
+b-5g [ [ éara(ty) + Envalts) = 0
j=0
(koeficijentd u prvom sabirku u drugom redu Ziuda obezbedi da se uslovi
tipa&,42(t;) # 0 proveravaju iskljgivo ako jeb > 0). Ako sada, stino kao
i u delu (B), zamenimo svako pojavljivanfe sal'(u, j), "promovis&emo” in-
dekse u promenljive§ime leva strana gornje jedtiae postaje prosto rekurzivna

funkcija H(ay,...,an,b,u), tako da je(ai,...,a,,b) € f ako i samo ako
H(ay,...,ay,b,u) = 0 ima r&Senje pou. Dakle, f je rekurzivno nabrojiv
skup. O

Posledica 2.350blast definisanosti i skup vrednosti svake parcijalno rekurziv-
ne funkcije su rekurzivno nabrojivi skupovi.

Dokaz.Neka jef : N* — N parcijalno rekurzivna funkcija. Po Lemi 2.32, tada
postoje unarne prosto rekurzivne funkgjjg, . . . , vn, wn11 takve daje

fF={(e1(t),...,on(t), pny1(t)) : t € N}.
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Oblast definisanosif je tada{(¢1(¢),...,en(t)) : t € N}, dok se skup vred-
nosti f poklapa s& ¢,+1(t) : t € N}. Prvi od ova dva skupa je rekurzivno
nabrojiv po Lemi 2.32, a drugi po Teoremi 2.28. O

Dokaz Teoreme 2.2%eka jeA C N rekurzivan skup. Posmatrajmo prosto
rekurzivnu funkcijua datu sa

a@) = > sE xal)
=0

koja "broji” koliko ima elemenata skupd koji su < x. Koristeti ovu funkciju,
dobijamo (strogo rastw) unarnu rekurzivnu funkciju

a(x) = py(Jaly) = (z +1)| = 0),

Ciji je skup vrednosti b&A. Po prethodnoj posledicH je rekurzivno nabrojiv
skup. d

U Odeljku 2.4 smo najavili rezultat po kome se svuda definisane parcijalno
rekurzivne funkcije poklapaju sa rekurzivnim funkcijama.

Dokaz Teoreme 2.15leka jef : N® — N svuda definisana parcijalno rekurziv-
na funkcija. Tada jef = {(p1(t),...,on+1(t)) : t € N} za neke prosto
rekurzivne funkcijepq, . .., pnt1. PGStO je f svuda definisana, za svs, . . .,
zn € N postoji réenje jednéine

lo1(t) — 21| + ... + [pn(t) — 2n| = 0.

Zbog toga se na levu stranu gornje jednakostzenprimeniti ograréena mini-
malizacija (pat). Kako je

f@i,an) = enr(ue(lpr(t) — 21[ 4. + |on(t) — 2a| = 0)),
sledi da jef rekurzivna funkcija. O

Iz gornjeg dokaza, odnosno iz implikacije=}) u dokazu Teoreme 2.33,
neposredno uavamo da VA i

Posledica 2.36Svaka (parcijalno) rekurzivna funkcija se beodobiti od os-
novnih funkcija konénom primenom kompozicija, Sema prostih rekurzija i naj-
vise jednog operatora minimalizacije.



Tjuringove masine

Sa stanowita pitanja egzistenicje algoritma kojsava odrdeni problem, teorija
(parcijalno) rekurzivnih funkcija predstavlja potpuno zadovoljagafarmalni
ambijent. Ipak, ta teorija ima zGajnih nedostataka akaeelimo da na sveobuh-
vatan n&in izuCavamo pojam algoritma. Parcijalno rekurzivne funkcije os-
vetljavaju uzr@no-posledini odnos izmdu ulaznih i izlaznih podataka, ali,
istovremeno, kau veoma malo o jednom drugom iskustvenom fenomens:
tupkuizratunavanja. Kagto je r&€eno u uvodu, algoritam shvatamo kao niz
jasno definisanitkoraka pri ¢emu pod korakom podrazumevamo ideaje
neke elementarne operacije na trenutno ragpdalo podacima. Zbog toga je
veoma znéajno da ponudimo neki matem&ki model procesa, "mehanizma”
koji implementira r&unanje razmatrane funkcije. Drugintmma, potreban nam
je apstraktni modetaCunske mgéine Definisanje pojma izi@unljivosti preko
ratunskog modela neposredno omobgwa da se precizirsta je to korak algo-
ritma, bez€ega je nemodte da govorimo o merama njegove Znosti (eng.
complexity — osnovnog objekta iztavanja u analizi algoritama.

Polazé&i upravo od ovakvih razréljanja, engleski matematr, osniva ra-
Cunarstva i tvorac teorije $tecke inteligencije Alan M. Tjuring (1912-1954) je
sredinom tridesetih godina @log veka paljivo i detaljno analizirao postupke
ratunanja, kako u svakodnevnaiivotu ljudi, tako i na do tada poznatim meha-
nickim masinama za réunanje. Tako je 1936. godine nastagtmatematki
model r&unara koji danas nazivaniguringova masingskraeno TM).

57



58 GLAVA 3. Tjuringove masine

3.1 Osnovni model Tjuringove masine

Dizajn "hardvera” osnovnog modela TM je krajnje jednostavan. On se, naj-
pre, sastoji odkontrolnog mehanizmioji moze da bude u jednom od kaotreog
broja stanja Ta stanja se menjaju u zavisnosti od samog toka radsnea
Kontrolni mehanizam je u vezi sglavom koja oper$e tr&€im delom maine,
trakom Traka je beskortaa na obe strane, i izdeljena je na polja (tako da, u
sustini, ima strukturu skup&). U svakom polju trake se nalazi neki simbol iz
unapred zadatazbukeu kojoj data TM radi, s tim da u svakom trenutku skoro
sva polja (tj. sva sem koidao mnogo njih) sade simboblankq prazan simbol.
Glava u svakom trenutku skenira jedno polje trake — ona je sposobbitada
simbol na tom polju (i tako eventualno izazove promenu stanja kontrolnog me-
hanizma), ili da taj simbol obe i umesto njega nag@ novi. Takde, glava
moze da se pomeri na traci za jedno mesto udesno ili ulevo. Rad TM je odre-
den njenimprogramom on, u zavsnosti od trenutnog stanja i simbola koji glava
Cita, definse jednu od opisanih akcija glave na traci i naredno stanje kontrolnog
mehanizma. Osim opisanih koraka, progranZmpa neku kombinaciju stanje-
simbol i da nal@i obustavljanje rada nane ("halt”).

Ovu mentalnu predstavu, opisani intuitivni model TM, najbolje ilustruje
sled&€a slika.

mehanizam

i / | kontrolni

traka

Sada maemo préi i na formalnu definiciju TM.Tjuringova maSinge
uredena sedmorka
M = (Qa Ea Fa (57 q0, Ta J—)7

gde je@ kon&ni skup stanja(kontrolnog mehanizma)y je ulazna azbuka
(skup simbola pomtu kojih su zapisani ulazni podacl),> X je azbuka trake
(koja osim ulaznih simbola satiri druge poméne simbole kojeM koristi
tokom rada, a obavezno simbelza blanko),qy € @ je potetno stanjedok
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suT, L € @Q redom stanjarihvatanjai odbijanja (koja omog@&avaju da TM
koristimo za r&avanje problema odiivanja). Najzad, "sstina” svake TM je
njen programfunkcija prelaza

0:QxTI'— (TU{L,R,H}) xQ

gde, naravno, simboli, R, H (koji redom predstavljaju komande ‘pomeri gla-
vu levo’, ‘pomeri glavu desno’ i ‘stani’) ne pripadaju nijednom od gore defini-
sanih skupova. Ova funkcija za svaki par stanje-simboldgeesledéu akciju
na traci i naredno stanje siae. Takoi(q,a) = («,q’) (5to ponekad @emo
prosto kaotetvorkug a o ¢') u nagem intuitivnom modelu tun&mo kao ko-
mandu ‘ako si u stanjy, a glavacita na traci simbok, uradi« i predi u stanje
q". Pritome, ako jea € T, to tum&imo kao akciju brisanja simbola u polju
trake kojeg skenira glava i upisivanjaumesto njegay = L zn&i pomeranje
glave jedno polje ulevay = R pomeranje glave jedno polje udesnaya= H
zaustavljanje, prekid rada fiae. Uobtajeno je (iako ne i obavezno) da bude
6(q,a) = (H,q) zag € {T, L}.

Kako bismo pratili rad TM, uvodimo pojarfirenutne) konfiguracijeKon-
figuracija je urdena trojka(wy, ¢, wo) € I'* x @ x I'"*. Nju tum&imo tako da
je u datom trenutku n&na u stanju;, da skenira prvi karakter ¢ew-, te da
suws, ws reci na traci redom levo, odnosno desno od pozicije glave. Pri tome,
ove r&i reprezentuju samo "interesantni” deo trake, dok je ostatak popunjen
praznim simbolimas. Dakle, ako jew; = a1...a, i wo = by ...b,, tada je
sad¢aj trake

ceek Rk Al Apbiby L by kxR

(podviEeni karakter ozriaava poziciju glave). Uvodimo relacijy medu kon-
figuracijama tako da je; + ¢ zac; = (wi,q,w2), w1 = ay...a, | wo =

b1 ...bmn (ukoliko je neka od réi wq,ws jednaka), uvek joj m@&emo dodati
jednox ako nam "zafali” u donjim definicijama) ako je:

(1) c2 = (wy,q,V'by...by) uslEajud(q,by) = (V,q),b €T,
(2) co=(ay...an-1,q,a,we) uslhk&ajuo(q,br) = (L,q),

(3) c2 = (w1b1,¢', b2 ... by) usl&ajud(q,by) = (R, q'),

(4) uslwajud(q,by) = (H,q') takvocs ne postoji.

Relacija-* predstavlja refleksivno-tranzitivno zatvorenjetadvazi c -* ¢’ ako
i samo ako jec = ¢ ili postojin € N, n > 1, tako da jec = ¢y, ¢ = ¢, i
c b Ci+1 Zzasvel < 1 < n.
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Tjuringove mdine koristimo u dva r&ma rada. Prvi od tih EBma pod-
razumeva da ponta TM reSavamo probleme odiivanja. Pri tome, domen
problema je oblik&* (X €e tada biti ulazna azbuka &iae), pa se posmatrani
problem identifikuje sa nekim jezikomh C X*.

U ovom pristupupotetna konfiguracijal kojoj maina uvek zap&inje rad
je trojka (w, qo, A), gde jew € ¥* ulazna r&. JezikTM M jeste skup svih
ulaznih re&i koje nakon konéno mnogo korakat prevode u prihvatno stanje:

LM)={we X" : (w,qo,\) F* (w1, T,ws) za nekew, wy € T'*}.

Za ma&ine M, i My kazemo da sekvivalentneko jeL(M;) = L(Mas).
Prvi klju€ni rezultat koji povezuje Tjurinove nsme i teoriju rekurzivnih
funkcija je sledéi.

Teorema 3.1 Neka jeX # @ kon&na azbuka i, C ¥*. Postoji Tjuringova
maSinaM tako da jeL = L(M) ako i samo ako j&. rekurzivno nabrojiv jezik.

Skrecemo panju da su za datu dau M i ulaznu ré& w u n&elu mog@a
tri ishoda:

(1) M se zaustavlja u prihvatnom stanju(rec w je prihvateng,

(2) M se zaustavlja u odbijapem stanjul ili nekom drugom stanjuyt T
(rec w je odbijeng,

(3) M nikada ne ulazi ni u jedno od stanja L, vet ulazi u "mrtvu petlju”
(komandaH se nikada ne realizuje, #ese radM nastavlja u beskorta
nost).

Zbog mog@nosti (3), tj. zboginjenice daM za ulaznu ré w ¢ L(M)
u opstem sl@aju ma@e da prati bilo koji od "scenarija” (2), (3), ne @Mo
proizvoljnu ma&inu M identifikovati sa algoritmom koji &&ava problem odlti-
vanja modeliran sd(M). Zbog togatemo posebno izdvojiti tziotalne TM
kod kojih svaka ulazna teproizvodi jednu od situacija (1), (2). One predstav-
ljaju pravi apstraktni model algoritamskigigog problema, budii da véi

Teorema 3.2 Neka jeX # @ kon&na azbuka I C ¥*. Postoji totalna Tjurin-
gova m&inaM tako da jeL = L(M) ako i samo ako jd& rekurzivan jezik.

S druge strane, Tjuringove Fiae maemo Koristiti i za optiji zadatak
izraCunavanja (parcijalnih) funkcija. $ko kao i malopre, polazimo od pret-
postavke da se ulazniiizlazni podaci (vrednosti promenljivih i vrednost funkcije



3.1 Osnovni model Tjuringove n¥ne 61

koja se r&una) zapisuju u nekoj azbugi, tako da su parcijalne funkcije koje
posmatramo oblikax*)" — ¥*, n € N (Sto ukljuCuje i aritmettke funkcije,
identifikacijom prirodnog broja sa njegovim zapisom u odabranom sistemu).

Kazemo da TMM izratunava vrednosti parcijalne funkcijg: (X*)" —
¥* ako seM, polaz&i od konfiguracije

(w1 * ... % Wy, go, A),

zaustavlja nakon koao mnogo koraka za sweq,...,w, € X* za koje je
f(wy,...,w,) definisano, i to sa za8nom konfiguracijom

(u*f(wl7"'awn)aQa>‘)

zanekuréwu € I inekoq € @, dok se za ostale vrednosii, . . . , w, masina
M se ne zaustavlja (ishod (3)).

Dakle, za razliku od primene TM kao sistema Zsawanje problema odii+
vanja, gde se komunikacija sa "spoljnim svetom” odvija preko stanja kontrolnog
mehanizma u trenutku zaustavljanja3ime, ovde se izlazni podatak (rezultat
rada m&ine M) Cita sa same trake: dovoljno je pogledati prvéikeja se nalazi
levo od pol@aja glave.

Ispostavlja se da se rekurzivno izualjive i Tjuring-izr&unljive parcijalne
funkcije poklapaju. To su upravo funkcije koje na osndvertove teze iz-
jedn&avamo sa intuitivnim pojmom algoritamskiieog problema.

Teorema 3.3 Neka jeX. # & konana azbuka. Postoji Tjuringova masina ko-
ja izraCunava parcijalnu funkcijuf : (X*)® — X* ako i samo ako je njoj
pridruzena aritmettka parcijalna funkcijg| f|| : N — N, odredena uslovom

A lwn ], - [lwall) = 11f (w1, - - wn)]

zasvews,...,w, € X*, parcijalno rekurzivna.

Kada se pominjekvivalentnosformalizama Tjuringovih m&ina i rekur-
zivne izr&unljivosti, pod time se zapravo podrazumeva ekvivalencija upravo u
smislu Teorema 3.1, 3.2 3.3. Ove teoreme predstavljaju rezime, "kombinaciju”
glavnih rezultata sadenih u radovim&erta [5]i Tjuringa [47] (videti takde
i [14, 27]).

Primer 3.4 Jedan od tehiki najjednostavnijih (iako sa stan&t potr&nje
polja trake ne b& najekonontinijih) natina na koji ma@emo koristiti TM za
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izraCunavanje aritmetkih funkcija jeste da prirodne brojeve predstavimo u u-
narnom sistemu, tj. da radimo sa ulaznom azbukom kojaZzsgltan jedini
simbol,recku 3 = {|}. Prirodan broj: tada odgovara nizu od-+ 1 uzastopne
recke,|"*! (tako, na primer, jedna recka reprezentuje nulu). Ovako prikazani
brojevni podaci se razdvajaju blanko simbolima U smislu maloprdasnjih
opstih definicija, kdemo da TMM izratunava funkcijuf : N — N ako se za
svery,...,r, € NmasinaM, polaz€i od konfiguracije

R SR | R

zaustavlja sa sledem konfiguracijom:
LR S | R S 11 e
S—— S——
x1+1 T+l f(z1,..,20)+1

Prema Teoremi 3.3, (parcijalne) funkcije koje se na ovéjmenogu izr&unati
su t&no (parcijalno) rekurzivne funkcije (vidi [14]). d

Zadaci.

1. Dizajnirati totalne TM koje prihvataju slede jezike nad ulaznom azbu-
komX = {0, 1}:

(@) {0"1™: n e N},
(b) skup svih réi koje imaju isti broj pojavljivanja simbol&i 1,
(c) skup svih palindroma nad.

2. Nekajen > 1. Konstruisati TM u "recka-sistemu” koja desnoodnetih
brojeva kopira prvi od njih (posmatrano sleva).

3. Konstruisati TM u "recka-sistemu” koje iz€anavaju

(a) zbir
(b) proizvod

data dva broja.

4. Konstruisati TM u "recka-sistemu” koje iztanavaju funkcijer — y i
[z —yl.

5. Konstruisati TM u "recka-sistemu” koja izEanava parcijalnu funkciju

it
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3.2 Vremenska i prostorna slazenost. Klase slaenosti

Nakon definicija iznetih u prethodnom odeljku, giiio je jasndéta podrazume-
vamo pod korakom algoritima — to je iZA&&nje jedne komande TM koja im-
plementira odgovarafi problem. Broj koraka koji je potreban da bi Biaa
zaviSila svoj rad (i tako dsla do rezultata izfunavanja) zavisi od ulaznog po-
datka, te se miemo zapitati na koji nan zavisi taj broj koraka od veline
ulaze®. Jasno je da je daleko maniji broj koraka potreban da bi setzdupine

3 utvrdilo da li je palindrom (dovoljno je uporediti prvi i ftesimbol), nego
to je to sldaj sa réima dwine 3000. Takade, broj koraka potreban za sabi-
ranje dva broja zavisi od toga koliko dati brojevi imaju cifara. Ovakvatrsli
razmatranja vode ka koncepitemenske skenostalgoritma.

S druge strane, ni@mo meriti i broj polja trake koja data TM koristi tokom
odradenog izr&unavanja (polja koja zauzima ulazni podatak se remaju,
vet samo polja u koje n&na pse tokom rada). Drugim é&ma, procenjujemo
potrasnju memorije TM od strane razmatranog programa. Ova mera haziva se
prostorna sl@enosilgoritma.

Formalnije, imamo sled® definicije. Neka jeV totalna TM. Za funkciju
Tym : N — N kazemo da jeocena vremenske dlenosti maine M, ukoliko
se M, za svaku ulaznu tew, |w| < n (n € N), zaustavlja nakon ne $& od
Tr(n) koraka. Analogno, funkcij& v, : N — N je ocena prostorne skenosti
maSineM ako M za svaku ulaznu tew, |w| < n (n € N), tokom svog rada
piSe simbole na ne $e odS((n) polja trake.

Prilicno je jasno da su ove definicije univerzalne u tom smislu da se one
mogu bez ikakvih pot&kata primeniti ne samo na (osnovni model) TMgvie
na svaki drugi model funske maine. Pri tome je potrebno precizirati samo
dve stvari:

e koja operacija se smatra elementarnim korakom posmatragiaena
e Sta je osnovna memorijska jedinica te3ime.

Ono 8to odmah upada ucou gornjim definicijama jeste njihova nepre-
ciznost, ili bolje ré&eno "leernost”. One udfte ne defirfujedinstvendunkciju
slozenosti maine. To pofte od ofteg pristupa koji se u Galu prihvata u
teoriji slozenosti algoritama. Naime, narde biti od vrlo male koristi da znamo
da jetatnaslozenost neke nine npr.15n? — 6n + 1979. Umesto toga, mi
jedino pokdavamo da dobijemocenuslozenosti i da pri tome promzmo

Naravno, ovo pitanje ima smisla samo za totalne TM.
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5to je mogee bolju. Drugim réima, najvée nas zanima da procenimed
veliCinerazmatrane skenosti, a ne da dobijemodiau funkciju (koju je u naj-
veCem broju sl@ajeva prak@ino nemogée odrediti). Takacemo u pomenu-
tom primeru réi da je r& o algoritmukvadratne slaenosti zaista, navedena
funkcija je O(n?). Podsetimo, za dve realne funkcifeg : R — R piSemo da
je f = O(g) ako postoji konstant&' > 01 xy € R tako da za sve > x( vaZi
nejednakost

fz) < Cgla).

KaZemo i da funkcijag(x) asimptotski ograriavafunkciju f(z). Sli€ha no-
tacija se mae definisati i za celobrojne funkcije.

Ovakav asimptotski pristup otvara put ka definisaklpsa sl@enosti Nas
prvenstveni zadatak jeste klasifikacija problema oitinja, kao koncepcijski
najjednostavnijih (psto se u njima \&i izraunavanje najmanje jedinice in-
formacije — jednog bita). Zbog toga, razvrstavamo jezike totalnih TM (tj.
rekurzivne jezike) u slede vremenske i prostorne klaggde jef : N — N
data funkcija):

TIME(f(n)) ={L : postojiM tako daL(M) = L, Tp(n) = O(f(n))},
odnosno
SPACE(f(n)) ={L : postojiM tako daL(M) = L, Sp(n) = O(f(n))}.

Na sli€an n&in je mogwe definisati i klase rekurzivnih funkcija u odnosu na
slozenost maina koje ih r&unaju.
Od interesa za teoriju je da se od nekih od ovih klasa prave dalji agregati.
Tako definsemo klasu
P = | JTIME(n").
k>0

Ret je o tzv.polinomnim algoritmima (odiivanja), klasi jezika odl@ivih u
vremenu koje se mi@ oceniti polinomnom funkcijom po véini ulazne réi.

Sa stanowita vremena, ovo su algoritmi koji se smatraju "dobrim”, vremenski
efikasnim Ostali jezici su "I&i”, "neobradivi” (eng.intractable, jer se smatra
da njihovo odlgivanje traje sa praktnog stanowta predugt'.

"Medutim, mnogi programi koji se nalazak i u komercijalnoj upotrebi nisu polinomni, ¥e
trose eksponencijalno vreme, ali funkcidnizahvaljujéi pretpostavljenoj umerenosti véine
ulaznih podataka i velikoj brzini savremenitttmara. Tako, feintractabletreba uzeti sa dozom
rezerve.
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Znatnosira klasa

EXP = | J | J TIME(@™)
a>1k>0

sastoji se ijednostruko eksponencijalnih algoritama
Slicno definsemo i neke interesantne prostorne klase. Klasa prostorno "naj-
boljih” algoritama odl&ivanja je:

L =SPACE(logn).

(Primetimo da se osnova logaritma u svakom asimptotskom razmatraiég: mo
izostaviti, bud@i da za sver,b > 1 vazi log, x = O(log,z).) Takade, od
interesa je i klas@rostorno polinomnih algoritama

PSPACE = | | SPACE(n"),
k>0

koja je, iakoSira (i stoga "slabija”) odL, takade prilicno zanimljiva kako sa
teorijskog, tako i prakinog stanota.

Zadaci.

1. Oceniti vremensku skenost maina konstruisanih u Zadatku 3.1.1.

3.3 ViSetratne Tjuringove masSine

Sa stano\dta analize slbenosti algoritama, glavni problem sa osnovnim mode-
lom TM jeste toSto je on sa tehdkog stano\sta suvie "primitivan”, udaljen
od n&ina na koji savremani tainar opeBe sa podacima. Razlog za to j&do
struktura memorije: traka. Njena linearnadeeaost uslovljava da TM nie u
svakom trenutku svog rada neposredno da pristupi samo jednom simbolu, dok
su za pristupanje drugim simbolima potrebne dodatne komand&&geme-
riti glavu na odgovarajte mesto. Kako bi se prevatiovi problemi, pribeglo
se usavavanju osnovnog dizajna TM. Ispostavilo se da fairska mé ovih
usavienih modela ista kao i kod TMsto je bio j& jedan dodatni argument u
prilog Cert-Tjuringove teze), a da je razlika u brzini, tj. Emosti maine koja
implementira razmatrani problem.

Kao jedan od zn&ajnih koraka u tom pravcu, izdvajajue8etr&ne Tjurin-
gove masSindVTM). Modifikacija se ovde sastoji u tom&to umesto jedne,
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maSina. M ima veti (ali fiksan) broj trakak > 2. Tada funkcija prelaza ima
oblik
§:QxTI% = (PU{L,RHFU{H}) x Q.

Dakle, jedan korak VTM se sastoji izkoraka obtne TM, po jedan na svakoj
traci nezavisno, s tim da je zaustavljanjeSim@ jedinstvena akcija za sve trake.

~Tale]o]a]
F
o [io[1]0]
Mo

Kao §to je to obj&njeno u prethodnom odeljku, sada Zeamo definisati
pojam sl@enosti za VTM analogno kao za TM. Naravno, jedan isti problem
moze imati razl€itu slazenost na olginoj TM i VTM. To dolazi do izraaja u
sled&em primeru.

Primer 3.5 Razmotrimo j& jednom problem prepoznavanja palindroma na da-
toj azbuci sa bar dva simbola (vidi zadatke 3.1.1 (c) i 3.2.1). N§kdgokazati

da ovaj problem zahteva kvadratno vreme n&obj TM. Naime, odgovarajta

TM mora tokom svog rada da uporedi prvo i poslednje, drugo i pretposlednje,
itd. slovo ulazne ré. Ako je n dwzina ulazne ré, tada posmatrana rsiaa
mora da (radi opisanih pailenja) n&ini bar

(m—=1)+(n—-3)+... +rest(n—1,2)

pokreta glave (ulevo ili udesno). Gornji zbir iznd§24 ako jen parno, 51”24‘1
ako jen neparno.

S druge strane, postojtmledan algoritam koji radi isti posao na 2&rmj
TM. Naime, polazéi od konfiguracije gde je ulazna@ea prvoj traci i prva
glava je desno od nje, najpre treba iskopitatha drugu trakiitajuci je una-
zad, zdesna nalevo, zatim vratiti drugu glavu na levi kraj iskopiratieimeajzad
uporediti ré&i na dvema trakama, karakter po karakter. Ovaj algoritéigiedno
radi u vr.emenuln — 1 (2n koraka za kopiranjen — 1 korak za vr&anje druge
glave na prvi karakter sleva kopiran€&€rén koraka za pordenje ulazne i "in-
vertovane” réi), pa je r&€ o algoritmu koji radi uinearnomvremenu, gde je
T(n) = O(n). O
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Medutim, ispostavlja se da, iako je sa VTM mdgupostti bolje rezultate
po pitanju sl@enosti, to pobo§anije ipak nije drastho, dok po pitanju r@unske
moCi pobolBanja uopte i nema.

Teorema 3.6 Neka je M k-tracna TM. Tada postoji (obna) TM M’ koja
simulira M. Tatnije, m&ine M i M’ su ekvivalentneI{( M) = L(M)), a
ukoliko M izratunava neku parcijalnu funkcijiir(, tada M’ izraunava istu
tu funkciju. Pritome, ako jé: N — N funkcija takva da j&'y((n) = O(t(n)),
tada jeT)y (n) = O([t(n)]?).

Skica dokazaOsnovna ideja simulacije se sastoji u toste M’ na svojoj jedi-
noj traciCuva niz odk reci u azbuci maine M razdvojenih posebnim simbolom
# — sekvencijalni zapis sa#aja traka maine M. U nekoliko prolaza kroz
ovaj zapis,M’ ga &urira tako da se dobije stanje na trakam@anakon jednog
njenog koraka. Naravno, pri toraet’ u svakom trenutku mora na nekigia da
"pamti” polozajek glava m&ine M na njenim trakama. To se pasgitakosto
ce azbuka trake zA1’ biti Sira od azbuké® maSine M: osim dodatnog sepa-
ratora#, mi Cemo zapravo "duplirati” azbukl, tako dace azbuka m&ine M’
biti ' UT" U {#}, gde je

I"={a: ael}.

Izmedu svaka dva uzastopna simbgfatatno jedan simbote imati "kapicu”,

i onace reprezentovati "virtuelnu glavu'éa simulira situaciju na posmatranoj
traci ma&ine M u kojoj njena glavetita simbola upravo na odgovarapem
mestu na toj traci. Tako, na primer, u simulaciji neke & TM md@emo
imati sled€i sadZaj trakeM’:

ceekok % #al;ba#()lf)l()#dbb# Kok ok e

Sto reprezentuje trake rdiae M Ciji je sadZaj redonmubba, 01010 i abb, dok su
glave redom na drugom, tem, odnosno prvom karakteru ovit€révidi sliku
na prethodnoj strani). Naravno, zaekivati je dace i skup stanja kontrolnog
mehanizma m&ne M’ biti u izvesnom smislisiri od izvornog skupa stanja
masine M’.

M’ zapcinje svoj rad sa ulaznomé&ew = a; .. .a, masine M i glavom
na prvom praznom polju desno od nje. Prvi zadatak kdfiima je da inicijali-
Zuje svoju traku tako da se dobije simulirani zapis gajdr traka méine M na
pocetku njenog rada. Drugim ama, M’ treba da (preko ulazne@® napse

coek Hay . apkFERHE - FERHE -
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Sada prelazimo na opis simulacije jednog koraka VIMlod straneM’.
Radi toga,M’ najpre postavlja svoju glavu na prvi simbglsleva i pravi jedan
prolaz kroz "interesantni” deo trake, sve dok ne stignéidp1)-vog simbola#,
usput pamtéi u svom kontrolnom mehanizmu simbole na pozicijama virtuelnih
glava. Kako je ovo mogte? Ako sa); ozn&imo skup internih, "autohtonih”
stanja méineM’, tada za skup stanja kontrolnog mehanizitamozemo uzeti

Q1 x Q x TF x Ng,

gde jeN, = {0,1,...,k}. Utom sl&aju, stanje nse m&ine M’ je uredena
(k + 3)-orka

(5,(1,041, .. 'aakvi))

gde jes € Q1,¢q € Q, a1,...,a5 susimboliizT'i 0 < i < k. Pre opisanog
prvog Citanja trakeM’, masina je u stanjysi, g, *, , ..., *,0) za nekos; €
@1, gde jeq stanje m&ine M pre simuliranog koraka. Prvi potez joj je kretanje
nadesno. Svakditanje simbola# uveteva broj& za jedan, tako da rsma
M’ "zna” koju simuliranu traku msine M trenutno obrduje. Ako je trenutna
vrednost brojéai, a ma&ina upravaita simbola € IV, tada se stanjd1’ menja
tako Sto se nai + 3)-Coj komponenti stanja umestoupisujea. Zatim se
nastavlja kretanje nadesno, sve dok vrednost bagjae postané. Na primer,
ako je M’ Citala svoju traku sa satljem

<ok #abba#01010#abb# * - - -,
tadace po opisanom prolazu stanje kontrolnog mehanizma biti oblika
(327 q, bv 07 a, 3)

za nekaoss € Q1.

Opisani "trik” sa pandenjem ograr@iene kol€ine informacije od strane kon-
trolnog mehanizma TM implementiran je u svakom savremendmunau: u
pitanju su registri procesora.

AZuriranje trake se % u drugom prolazu, zdesha nalevo. Sditanje
svakog novog simbolg umanjuje brojas za jedan, tako da taj brajas svakom
trenutku pokazuje redni broj trake izvorne $ivee M koja se u simulaciji obra-
duje. Kad godM’ naide na simbol sa "kapicom”, simulira akciju koju B
izvrSila nai-toj traci u stanju;. Dakle, ako je to pisanje simbobgorekoa, tada
M’ zamenijujei sab. Ako je to pomeranje glave nalevo ili nadesno, tadé
zamenjujei saa, dok se simbob levo ili desno od njega zamenjuje &aZatim
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se ovaj posao nastavlja na narednoj traci (ide se natek@ se prvi simboj,
dok sei umanjuje za jedan).

Naravno, problem nastaje ukoliko get’, simulirajLti kretanje glaveM
na nekoj traci nalevo ili nadesno, d&na polju koje sadr marker#. Ovo
se dogda upravo onda kada rsiaa. M na nekoj od traka po prvi put skenira
neko (prazno) polje, koje do tada nije bilo I&@&no. Sada n¥&na M’ mora da
"otvori” prostor za novo polje izm#u dva uzastopng i tu (na paetku ili kraju
razmatrane poditd) upiSe simbolk. Tada glavaM’ mora da se (kontrolisana
adekvatnim internim stanjem i2,) vrati na jedan od rubova radnog segmenta
svoje trake i zatim translira slovo po slovo saagjrtrake za jedno mesto nalevo
/ nadesno, sve do mesta gde je potrebno novo polje (to mesto sietai@e
zapamtiti daljim "struktuiranjem” skup&,). U novo polje se snigazeljeni
simbol % i simulacija se nastavlja na harednom segmentudsdrem uzastop-
nim simbolimad.

Kada M’ stigne do prvog simbolg: sleva, prelazi u stanje oblika

(537(]/7*7"‘7*)0)

za nekosz € @1, gde jeq’ naredno stanje nsine M po okortanju simuliranog
koraka.

Ukoliko je pritomeq’ € {T, L}, maina M’ €e LEi u svoje stanje prihva-
tanja / odbijanja i zawiti rad. Ukoliko m&ina.M izratunava neku parcijalnu
funkciju, tada ona na kraju svog rada ispisuje rezultat (ako on postoji) na neku
od traka i pozicionira glavu desno od njega. U tomEaju, m&ina M’ ce
kopirati taj podatak (kontrola se ponovo ostvaruje putem starfia Jdesno od
poslednjeg simbolg¢, postaviti svoju glavu desno od njega i obustaviti rad.

Preostaje da se iz8irprocena vremenske gienosti simulacijeM’. Naj-
pre, inicijalizacija trakeM’ se realizuje u vremen@®(n), 5to je istovremeno
O(t(n)), posto funkcijat(n) ne mae biti (po uslovima teoreme) asimptotski
slabija od linearne. Sama simulacija jednog korak&in@M od straneM’
ukljuCuje:

e jedno 'Citanje” trenutnog sadaja trake sleva nadesno — ako je trenutna
duzina re€i na tracid, onda ova faza t& vremeQO(d);

e azuriranje sadiaja pojedinih segmenata trake (ogtamih uzastopnim
simbolima#), kao i pozicija virtuelnih glava —5to zahteva konstantan
broj koraka méine M’ (dakle, tr&i viemeO(1));

e U slutaju daje potrebno ranije opisano "Bienje” nekog segmenta, treba
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realizovati translaciju nekog dela (prefiksa ili sufksa)i taja €ini radni
deo trake — ova rutinadigledno tr&i vremeO(d).

Medutim, dwzinad re€i zapisane na traci e M’ jednaka je
di+...+dp+ (k+1),

gde jed; duzina re&€i nai-toj traci ma&ine M pre koraka koji se trenutno simuli-
ra. Ta dZinad; ne mae biti veca odt(n), posto svaka TM tokont koraka
moze da skenira najse isto toliko polja trake. Zakltujemo da se jedan korak
maSine M simulira saO(t(n)) koraka m&ine M’. Zbog toga je

Tp(n) = O(t(n))Ta(n) = O([t(n)]?),
Sto je i trebalo dokazati. O

Dakle, simulacija VTM putem oBinih TM nas "k&ta” kvadratnog uspore-
nja rada. To, m@utim, zn&i da se pri prelasku sa TM na VTREe menjasvoj-
stvo vremenske polinomnosti algoritma — svi algoritmi koji rade u polinom-
nom vremenu na VTM rade u polinomnom vremenu i na TM (jedirito se
udvostricava stepen polinoma koji izzava vreme rada, a i koeficijenti mogu
biti ve€i). Specijalno, klasa jezik® "ne osé&€a” ovu modifikaciju r@éunskog
modela.

Zadaci.

1. Dizajnirati visetr&ne TM koje odlguju jezike iz Zadatka 3.1.1 (a) i (b).
Proceniti sldenost tako dobijenih n¥ina.

2. Dizajnirati viSetr&nu TM koja za dva binarna broja data da prvoj traci,
razdvojena simbolorgt, ispisuje iza njih (dakle, takie na prvoj traci)
jos jedan simbok£ i njihov zbir. Analizirati sl@Zenost odgovarafieg
algoritma.

3.4 Univerzalna Tjuringova maSina

Konstrukcija koju prezentiramo u ovom odeljku predstavlja jednu ockijuu
teoriji izratunljivosti. Naime, polazg od Ce-Tjuringove teze, micemo réi
da svaka pojediréana Tjuringova méina predstavlja apstraktni model odgo-
varajlteg algoritma koji se implementira u viguograma Kako bi izviSenje
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programa na @unaru bilo mogée, potrebno je odgovardje softversko okru-
zenje, tj. poseban program (dakle, TjuringovaSma) koji ce zasvaki pro-
gram P napisan po datim sintaksnim pravilima "simulirati” algoritam opisan
sa P proslalivanjem r&unaru odgovaraftih masinskih instrukcija i ulaznih
podatakeCije je Witavanje predwdeno uP. Drugim re&ima, potreban nam je
interpretator Koncept interpretatora je formalizovan upravo krodverzalnu
Tjuringovu m&inul{.

Grubo govoréi, ideja je u tome da ulaznadea ovu mainu bude par oblika

(M’ w)?

gde je M neka Tjuringova m&ina,w reC u njenoj ulaznoj azbuci (pGemu su
svi ovi podaci kodirani u nekoj fiksnoj kofinoj azbucixy,), i da ma&inal/ na
odradeni n&in simulira rad maine M za ulaznu ré w, tako da je rezultat rada
U za opisani ulaz isti kao i rezultat obradena M. Prema tomezelimo da
bude

LU) = {(M,w) : we LM},

tj. dali/ prihvata kod paréM, w) ako i samo akav prihvataM.

Ispostavlja se da ovakva Biaal{ postoji i da sama njena egzistencija —
kaoStocemo to videti u narednom odeljku — ima&einego znéajne posledice
u teoriji algoritama.

Kako bismo mogli da precizno gggmo mainul/, moramo najpre da vidi-
mo kakotemo proizvoljnu m&inuM = (Q,3,T,0,q0, T, L) i w € ¥* pret-
voriti u podatak, tj. ré nad;,. Za ulaznu azbuku n¥nel{ dovoljno ce biti
da uzmema,, = {0,1,#}. Naime, mdemo p@i od pretpostavke (koja nije
nimalo ograntavaji€a) da su kod svih n&na M koje razmatramo skupovi
stanja i azbuke gietni segmenti odY, tj. da je

Q@ = {0,1,...,n—1},
Y = {0,1,...,m—1},
r = {0,1,....k—1},

gde jem < k, dok sur,s,t < niu < k redom p@&etno, prihvatno, odbijafte
stanje i blanko. Tako, kod rsane M moze zap@eti prefiksom

0"10™10%10710°10°10%1,

koji se zavBava sa sedmim pojavljivanjem simbala koji se jedinstveno deko-
duje tako daM iman stanja, njena azbukia simbola, od kojih su prvihm
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ulazni, dok ostatak & definiSe istaknuta stanja i redni broj simbala Dalje,
svaka pojedinéna instrukcija(p, a) = («, ¢) moze biti kodirana sa

0P1010°+31091
ako jea = b €T, odnosno sa
0P10%1071071

ako jea € {L, R, H}, gde akcijama redom pridtujemo redne brojeve =
0,1, 2. Tako, niz ovakvih sekvenci sa @etiri simbolal jedinstveno odrduje
funkciju prelaza. Naravno, i ré w se mae analogno kodirati:

0*°1...10"

pokazuje da je u pitanju bilatev = zg .. .z; (zaw = X kod je takale prazna
re€). Najzad, kod paréM, w) je

(kod ma&ine M)# (kod regi w),

Stotemo u daljem (uz neznatnu zloupotrebu notacije) pisétw.

Sada prelazimo na skicu Biael/ (koja, podsetimo se, za ulael #w treba
da prihvati / odbije / de u mrtvu petlju ako i samo ak®1 prihvata / odbija /
ulazi u mrtvu petlju za ulaz). ¢ €e imati 3 trake, od kojih je prveead-only
i sadei ulaznu r&. Na drugoj traci se odigrava simulacija $imee M (ako je
ulaz oblikaM#w), dok treca traka slai kako bicCuvala kod trenutnog stanja
kontrolnog mehanizma simulirane Biae.

Pre negdsto zapdne bilo kakva simulacija, nséhalf mora da obavi malo
pripremnog rada. Najpre, ona mora da utvrdi da li je ulazo@bdika M #w za
neku m&inuM i rec w nad njenom ulaznom azbukom (pgitio je @igledno da
postoji niz komandi koji réava ovaj potproblem). Ukoliko nije takt, odmah
prelazi u stanje odbijanja i zaustavlja se. Ako ulaz imadra oblik, kod réi
w Se kopira na drugu traku, a nadretraku se upisuj@”, gde jer redni broj
poCetnog stanja. Glava druge trake se postavlja desno od kodiréine.re

Sada poinje simulacija. U svakom koraku, feiaal{ poredi niz nula na
trecoj traci i niz uzastopnih nula levo od pdija glave na drugoj traci sa "blo-
kovima” (sacetiri jedinice) u onom delu koda koji reprezentuje funkciju prelaza
5. Kada se prorde poklapanje —Sto zn&i da je sadtaj trece trake0?, p > 0,

a druge...0%1... (ili ...0%%), i na prvoj traci se desno od sedme jedinice
pronalazi podré0710%1 — Cita se ostatak "bloka0c1091 i preduzima se &u-
riranje druge i trée trake koje odgovara jednom koraku3ime M (broj nula
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na treoj traci postajey, a u zavisnosti od vrednosti masina se zaustavlja,
glava druge trake "ska&” na prvu jedinicu levo/desno, ili se menjazéha niza

uzastopnih nula levo od glave). Prema tome, nakon simuladig koraka

masine M, i > 0, trake m&inel/ izgledaju ovako:

’ M#w
] (kod sadtaja trake m&ine M poslei-tog koraka
] (kod stanja kontr. mehanizma Biae M poslei-tog koraka

Ukoliko se na tréoj traci pojave kodovi prihvatnog / odbijdjag stanja¥to se
ustanovljava porenjem sa odgovarajim kodom maine M), masinal/( ulazi
u svoje prihvatno / odbijajte stanje.

Sada se lako umva da ovako skicirana rfiaa odgovara riam zahtevima:
ishod rada m&inel/ sa ulaznom r& M#w isti je kao i ishod rada n&ne M
sa ulaznom r& w.

3.5 Neodluivi jezici i problemi

Kao 8to smo videli u Teoremama 3.1 i 3.2, klasa rekurzivno nabrojivih jezika se
poklapa sa klasom jezika svih Tjuringovih &i@a, dok su rekurzivni jezici &no
jezici totalnih Tjuringovih maina. S druge strane, problem kome odgovara
nerekurzivan jezik j@meodIEiv, tj. nije reSiv putem algoritama.

U Odeljku 2.10 smo videli da inkluzijaR C RE. Osim toga, trivijalno
vazi i RE C P(N). Medutim, onoSto za sada pne znamo je: da li su ove
dve inkluzije stroge? Ispostde se da je u oba staja odgovor pozitivan. U
narednim tvdenjima, koja spadaju u temeljne rezultate teorijedardjivosti
(buditi da ukazuju na fundamentalna ogr@amja izr&unljivosti kao koncepta),
upozn&emo se sa nekim od "klasiih” neodl£ivih problema odlgivanja (tj.
jezika).

Pretpostavimo najpre da nam je daté tenad binarnom azbukor0, 1}.
Ova r& maze biti upravo kod neke Tjuringove rsiae. Ukoliko je to slgaj,
odgovarajéu mainu (sa konvencijama u vezi §4 >, T, ... kao i u prethod-
nom odeljku) oznéavamo saM,,. Ako ulazna azbuka ove ee ima bar dva
simbola, tada sama&ea. maze biti ulazni podatak za rad fiae M,,. Stoga
mozemo definisati tzwdijagonalni jezik

Lgy={ue{0,1}*: uje kod neke méine iu ¢ L(M,)},
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budlEi da on nastaje upravo kao rezultat jedne "kantorovske” dijagonalne kon-
strukcije (b& kao u dokazu da ne postoji bijekcija izeN i R, odnosnho
izmedu bilo kog skupaX i njegovog partitivnog skup@(X)). U L; mozemo
ubrojati i sve kodove nfna nad jednoelementnim alfabetom ¢sljp> = {0}),

posSto | tada maemo smatrati da automatskizva, ¢ L(M,,).

Teorema 3.7 JezikL, nije rekurzivno nabrojiv.

Dokaz.Pretpostavimo suprotno. Po Teoremi 3.1, tada postoji Tjuringoima
naM nadX = {0, 1} (sa svim ostalim parametrima u skladu sa zahtevima iz
konstrukcije univerzalne ndiel() tako da jeL; = L(M). Neka jeu kod
masine M, tj. M = M,,.

Kao i u drugim situacijama u kojima imamo posla sa dijagonalizacijom,
pitamo se da liva u € Lg. Ako bibilou € Ly, to bi zn&ilo dau ¢ L(M,,) =
L(M) = L4. S druge strane, pretpostavkag Ly, = L(M,) odmah vodi
zakljuckuu € L,. Kontradikcija. O

Iz prethodne teoreme sledi da ne postoji algoritam koji za proizvoljrii-ma
nu M odIuCuje da liM prihvata svoj sopstveni kod ili ne. Drugimdiena, ako
binarna ré u predstavlja ulazni podatak, tada je pitanje L(M,,) neodIivo.

J&& zn&ajniji jezik u teoriji izr&unljivosti je tzv.univerzalni jezik

Luniv = {u#w : u je kod neke méine iw € L(M,,)}.

Ovaj jezik odgovara agem problemu — poznatom i kaawoblem pripadnosti
(engl. membership problerMP)) — koji pita, za datu m&inu M ire€ w u
njenoj azbuci, da liv € L(M). Lako se mde uciti da bi postojanje algoritma
koji reSava ovaj problem imalo za direktnu posledRu= RE: naime, tada bi
taj pretpostavljeni "super-algoritam” za svaku fiksnusna M odluCivao da i
vazi w € L(M), za datu ré w. Drugim r&ima, svi jezici Tjuringovih méina
(tj. rekurzivno nabrojivi jezici) bi bili rekurzivni. Da to nije tako, pokazuje

Teorema 3.8 (A.M.Turing, 1936) JezikL,.;v jeste rekurzivno nabraojiv, ali ni-
je rekurzivan.

Dokaz. Najpre, @igledno je da jeL,,i, upravo jezik univerzalne nseld,
Luniv = L(U), pa je on rekurzivno nabrojiv po Teoremi 3.1.

Pretpostavimo sada, suprotnodenju teoreme, da je jezik, ;v rekurzivan.
U tom sliEaju, postojitotalnaTjuringova m&inaM koja ga prihvata. Razmot-
rimo masinu M’ nad{0, 1} koja je konstruisana tako da radi na sleideecin:
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(1) Zadatiulazu € {0,1}*, M’ najpre proverava da li je kod neke maine.
Ako nije, M’ ulazi u odbijajice stanje i zaustavlja se.

(2) Ako je rezultat testa pod (1) potvrdangre#u se proslduje maini M.
Pdsto je m&inaM totalna, njen rad se zasava u konéno mnogo koraka
u nekom od stanjd, L.

(3) Po okortanju rada msine M, masina M’ se takdle zaustavlja, s tim da
je zavino stanje miine M’ suprotnood onog u kojem jeV zaviSila rad.

éematski,/\/l’ se ma@e prikazati ovako:
NE

DA >~ NE

da li postojiM,? >PA

NE| DA

Odmah se ugava daM’ prihvataw ako i samo ako je: kod neke maine
i M,, ne prihvatau. Drugim r&€ima, L(M’) = L,;. Medutim, po prethodnoj
teoremi, L4 nije rekurzivno nabrojiv jezik, stoga ne e biti jezik ni jedne
Tjuringove ma&ine, pa ni méine M’. Kontradikcija. O

Prema tome, ne postoji algoritam koji za proizvoljnudima M odluCuje
da li data ré w pripada jezikuL (M) ili ne. Stavie, postojifiksnamasina M
kod koje je pitanjew € L(M) (za datu ré w) neodl€ivo: na primer, takva je
univerzalna méinal/ i njen jezik L., iz prethodne teoreme. Dakle, postoje
Tjuringove m&ineciji jezici nisurekurzivni. Samim tim, postoje nerekurzivni
rekurzivno nabrojivi skupovi, odakle, izrda ostalog, sledi i naredno tienje.

Posledica 3.9Postoji (unarna) prosto rekurzivna funkcijacija je slika (kodo-
men) nerekurzivan skup.

Moze se pokazati da je neodiu ak i "jednostavniji” problem od problema
pripadnosti — u pitanju je tzyproblem zaustavljanjé’halting problem” (HP)).
Odgovaraj@i "halting” jezik je sledéi:

Ly = {u#w : uje kod neke m&ine i M,, se za ulazv zaustavlja.
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Pri tome je u potpunosti irelevantno stanje u kojem se zaustavit&naa1.,,.
JasnoL, C L.

Teorema 3.10L;, € RE \ R.

Dokaz.Malom modifikacijom univerzalne nsiel/ dobija se mainal{’ Ciji je
jezik b& Lj,. Naime, dovoljno je "prepravitit/ tako da pri simulaciji méine
M koja se odigrava za ula®!#w masinal{’ prelazi u prihvatno stanjéim se
M zaustavinezavisn@d stanja u kojeroV okontava rad. Ovo pokazuje da je
jezik Ly, rekurzivno nabrojiv.

S druge strane, pretpostavimo da je jezjkrekurzivan. Tada postoji totalna
maSina.M koja ga prihvata. Posmatrajmo sadaSina M’ koja radi na sleds
natin (za ulazu#w, u,w € {0,1}*):

(1) Ulaz u#w se prvo prosléuje maini M. Ako je rezultat njenog izi&u-
navanja negativan\1’ vraca NE i zaustavlja se.

(2) Ako je odgovor m&ine M pozitivan §to zn&i dau#w € Ly, tj. M,
postoji i zaustavlja se za ulag), ulazna ré u#w se proslduje ma&ini
U, koja simuliraM,, za ulazw. Rezultat njenog rada je ujedno i rezultat
rada m&ine M’.

MaSina M’ je otito totalna. Osim togal,(M’) = L(U) = Luniv, 5t je kon-
tradikcija sa nerekurzivrigu univerzalnog jezika. O

Dakle, i halting problem je algoritamski néie. Stavée, mde se lako
pokazati da je neodtiva i restrikcija halting problema koja pita da li se data
maSina.M (data, naravno, svojim kodom) zaustavlja za prazan ul&z\ye

Koristeti navedene ili druge poznate nectiite jezike, mde se pokazati
algoritamska nefvostsirokog spektra problema u raznim oblastima matema-
tike. Ispostavlja se da je neodiuvost zapravo Gestala pojava, pre pravilo nego
"egzoticni” raritet. U preostalom delu ovog odeljka pomérmo tri poznata
problema za koje danas znamo da se ne ma§jti prutem algoritama.

Deseti Hilbertov problem. Na svetskom kongresu matentaia odzanom
1900. u Parizu, David Hilbert je o#ao predavanje koje jeslo u istoriju mate-
matike. U okviru svog izlaganja Hilbert je izneo 23 tada otvorena problema za
koje je verovao dé&e predstavljati okosnicu matenidtih istrazivanja u nared-
nom stol€u. | zaista, Hilbertovi problemi su u velikoj meri odredili i usmerili
razvoj matematike XX veka. Mt tim problemimadesetije trazio da se prona-

de ofsti metod, postupak (danas bismo rekli: algoritam) kojim bi sedivata
reSivostdiofantskih jednéina. Preciznije, problem je slede
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ULAZ: Polinomf(z1,...,xm) € Z[z1,...,x,]| 0d vise promenljivih sa
celim koeficijentima,

ni

Nm
flx1,. .. zm) = Z - Z Qi i X T

il =0 i'm =0

IZLAZ: Da li postoji celobrojno réenje jednéine f(z1,...,2m,) =07?

Deseti Hilbertov problem se dugo opiracgemju. Najzad, 1970. godine,
ruski matemadtiar Jurij V. MatijaSevE je pokazao da je ovaj problem neoéilu
— algoritam koji je Hilbert traio zapravo ne postoji. 1z Matiggvicevih ogstih
rezultata naime sledi da postoji polingfrod 57 promenljivih sa celim koefici-
jentima takav da za € N diofantska jedn&na

f($1,...,l’56,a) =0

ima reSenje pary, .. ., 5 U SkupuZ ako i samo ako jélu#w|| = a za neku
reC u#w € Lj. Stoga bi postojanje algoritma za ufwanje réivosti dio-
fantskih jedn@ina omogéavalo algoritamsko Eavanje halting problemato
je nemogge.

Problem domina. Pod dominompodrazumevamo kvadrat fiksnih dimenzija
Cije su sve stranice ozbane simbolimad, b, ¢, d, .. .). Pri tome je iz tehrdkih
razloga zgodno da pretpostavimo da je svaki od simbola zapravo oznaka za neki
binarni niz. Tako, jedna domina rae da izgleda ovako:

a

Domine se slau u ravni jedna do druge tako da ivice kvadtatkoje se
dodiruju moraju imati iste oznake, npr.

a 3
b dd 9
c a
@ a
h ala f
g d

Pri tome, nije dozvoljeno rotiranje domina: domina je, formalnodarecet-
vorka(a, b, ¢, d) gde niz oznaka pgonje od gornje stranice i nastavlja se u smeru
kretanja kazaljke sata.
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Konatan skup domina koiji je na raspolaganju u pojedimg instanci ovog
problema mée se sada kodirati kaode azbuci0, 1, $, #}, gde se jedna domi-
na zapisuje kaa$b$c$d (a, b, ¢, d su binarni nizovi), dok# sluzi za razdvajanje
kodova dve raziite domine.

Problem domina je slede

ULAZ: Konatan skup domina.

IZLAZ: Da li postoji popl@avanje ravni dominama u skladu sa opisanim
pravilom slaganja (préemu se svaka od datih domina baoko-
ristiti neogranteno mnogo puta)?

Ovaj problem je neodRiv. Stavie, mae se pokazati (uz porbdkonigo-

ve leme iz teorije grafova) da akb ozna&ava jezik koji odgovara problemu

domina, tada jeD, komplement jezikaD, rekurzivno nabrojiv. Otuda sledi

po Postovoj teoremi (Teorema 2.30) da problem dominadaileni rekurzivno
nabrojiv, jer bi u suprotnon® bio rekurzivan.

Postov problem korespondencije.Ovaj neodlg&iv problem potte od Emila
L. Posta. Neka j&& = {ag,as, ...} neka fiksirana prebrojiva azbuka {sib
prethodnim situacijama, njena slova se mogu kodirati binarngime takosto
a; predstavimo ka®’1). Postov problem korepondencile(P) je sledéi:

ULAZ: Konatan skupP parova(u, v), gde jeu,v € ¥*.
IZLAZ: Da li postoje (ne n@no razltiti) parovi (ui,v1), ..., (uy,v,) €
P takodaje

UL .. Uy =V]...0n7

Intuitivno, ovaj problem mbemo zamisliti na sled® naCin. Dat nam je
konaan skup "kartica” na kojima se nalazi po jedna gore i dole, pricemu
nam od svake kartice na raspolaganju stoji neogeanbroj primerakaPCP
pita da li je mog@ée napraviti izbor kartica tako da se, kada se onedaueu
niz jedna do druge, & u gornjem i donjem redu poklapaju.

NeodIEivost problema& CP nalazi svoju veliku primenu u teorijskomaa-
narstvu i matematici, o se neodkivost mnogih algoritamskih problema
pokazuje upravo zahvaljujusvadenjemPCP na njih.

3.6 RAM masSine

Model visetr&ne Tjuringove maine u velikom broju sléajeva znéajno olalsa-
va implementaciju i analizu raznih algoritamskih problema. Ipak, taj model
nije resio problem zbog koga je uveden. Umesto jedne linearne (sekvencijalne)
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memorije, kod VTM imamd: takvih memorija: tako, u jednom trenutku imamo
neposredan pristup &em, ali ipak ograienom broju podataka. Jedino pravo
reSenje krije se u sitinski drugéijoj koncepciji memorije, koja bi omoguia
neposredan pristup neogréenom broju podataka. Rge o organizaciji me-
morije koja se danas primenjuje na realninfuaarima, a koja poznata pod
akronimom RAM (andom access memqryNa taj n&in, dobijamo koncept
RAM ma&inekoji su 1963. godine formalizovall.C.ShepherdsonH.E.Sturgis
[39], polaz&i od osnovnih principa arhitektureGanara koje je ranije postavio
John von Neumangroden kaodNeumann dnos Lajos1903-1957).

RAM maSina je r&unski model koji radi sa celim brojevima (standardno se
uzima da su oni zapisani u binarnom sistemu, uz dodatni bit koji efimak).
Njena osnovna memorijska jedinica jestgistar, koji moze da uskladiti pro-
izvoljno veliki ceo broj. RAM mdina se sastoji od tri komponente:

e memorije (RAM),
e procesora, i
e programa.

RAM sadzi beskon&no mnogo registara (to je, uz v@hu registara, jedino
po Cemu se s§tinski razlikuje od realnog tainara), i ti registri su numerisani
brojevimal, 2,.... Ovaj pridrizeni broj registra je njegovadresa i ona je
ta koja omogaava neposredni pristup svakom registru. N&gtku rada svi
registri sadze broj0, osim registara sa adresama, . . . , k, koji sadZe ulazne
podatke. Broj uskladten ui-tom registrucemo oznéavati sar;.

Procesor se sastoji od dva registra. Jedan seaav@ulator i to je registar
sa adreson®). On ima posebnu ulogu, jer se sve operacije na RAMina
izvode unutar njega. Drugi registar fgojaC (koji ozn&avamo saount) i U
njemu se me n&i iskljuCivo nenegativan broj. Na Betku on sadi broj
1, a in&e pokazuje redni broj komande u programu koja se trenutnéaxzsr
Masina zavéava svoj rad taksto se u brojéu pojavljuje vrednodi.

Najzad, program je koan niz komandi. Spisak mogin komandi (koje
delimo u tri grupe) dat je u narednoj tabeli.

Aritmetika | Ulaz-izlaz | Kontrola
ADD arg | LOAD arg | JUMPIlab
SUBarg STOREarg | JPOSab
MULT arg JZEROlab
DIV arg INEGIab
HALT
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U prve dve grupe komandi (sa izuzetkom STORE) argumept moze
biti "= 4", ”4" ili " T 4", Sto respektivno ozigava vrednosti, r; i r,, (dakle,
doslovno vrednost, vrednosti-tog registra, pokaziv&, vrednost registréija
je adresa zapisanaitiom registru). U komandama iz tre grupe, argumentb
je pozitivan prirodan broj, labela neke komande iz programa.

Komande realizuju slede operacije:

e ADD/SUB/MULT/DIV arg: izvodenje odgovarajte aritmettke ope-
racije sa sadrajem akumulatora kao prvinuirg kao drugim argumentom
(pod DIV se podrazumeva celobrojno deljenje),

e LOAD arg: rg := aryg,

STORE:: r; := ro, STORET i: r,, := 70,

JUMPlab: count := lab,

JPOS / JZERO / INEGub: ako jerg >/ =/ < 0, tadacount := lab,
e HALT: count := 0.

Smatramo da je svaka "besmislena” komanda (npr. pozivanje registra sa ne-
gativnom adresom ili deljenje nulom) ekvivalentna komandi HALT za zaustav-
ljanje ma&ine. Pritome, iz\Benje svake od komandi iz prve dve grupeaaa
vrednost brojéa zal, dok preostale kontrolne komande eksplicitno défini
narednu vrednost brdja, tj. redni broj komande kofze se sledea izvisiti. Kao
Sto je v& nagl&eno, maina zavéava svoj rad kada se u bréjanale broj0.
Sadraj akumulatora u tom trenutku se smatra za rezultatigravanja msine.

U izvesnom smislu, komande MULT i DIV predstavljaju "luksuz”. Naime,
moze se pokazati (vidi [33]) da ako iz rsiaskog jezika RAM m&ina uklonimo
ove dve komande i koristimo komandu HALF koja segjrakumulatora, za-
menjuje sd /2|, tada MULTarg mozemo isprogramirati u nekoliko desetina
redova, dok se program za DIV tada bemapisati u skladu sa razmatranjima iz
Primera 2.7.

Sistemi obratunavanja vremenske slaenosti RAM maSina

Najjednostavniji pristup u proceni vremenskezanosti RAM maine jeste
da za vremensku jedinicu uzmemo iZenje jedne komande programa. Na taj
nacin, dobijamouniformnisistem analize skenosti.

Uniformni sistem koristimo u analizi véne algoritama. Méutim, treba u
najmaniju ruku biti oprezan u njegovoj upotrebi, jer, Ko su to 1974. pokazali
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Hartmanis i Simon, modie je zloupotrebitiovaj sistem takdsto se @asno
komplikovana izraunavanja kodiraju ogromnim celim brojevima, i zatim se
sam algoritamski problem svodi na njihovo nzeaje (pa bi se tako esencijalno
eksponencijalni algoritmi realizovali u polinomnom vremenu). Evo jednog jed-
nostavnog primera: izkainavanje funkcijef (n) = 3%". Sled€&i RAM program
ratuna ovu funkciju (na p&etku, brojn je u prvom registru).

1 LOAD=3
2 STORE?Z2
3 LOAD1
4 JZERO 12
5 LOAD 2
6 MULT 2
7 STORE?2
8 LOAD1
9 SuB-=1
10 STORE1
11 JUMP 4
12 LOAD 2
13 HALT

Algoritamska ideja implementirana u ovom programu je da se do vredf{esti
dode uzastopnim kvadriranjem, pol&zed inicijalne vrednosts (komanda 1).
Registar br.1 se koristi kao br@jai sve dok je njegova vrednost pozitivha (ko-
manda 4) V&i se kvadriranje (komande 5 i 6) dherezultata, koji se sklasli u
registru br.2. Kada vrednost br@g postand, uCitava se vrednost funkcije u
akumulator (komanda 12) i program okKava svoj rad. Kako komande 4-11
¢ine petlju koja se iz\éava t&non puta, sldenost ovog programa f + 6,
dakleO(n). Skr&€emo panju da je ova slbenost eksponencijalna (a ne line-
arna, kako se to na prvi pogléahi), budLti da je ulazni podatak, pa je njegova
duzinad (u binarnom zapisu) pritinolog, n. Stoga je slaenost gornjeg algo-
ritma 0 (29).

Medutim, u stvarnosti je situacija mnogosiga. Kako je32k > 22 zak-
ljuCujemo da se bro$2k zapisuje sa ba2* + 1 binarnih cifara. Zbog toga,
komanda 6 (kojom se kvadrira prethodni diueezultat) um-toj iteraciji pod-
razumeva mnienje dva broja sa ne manje @d—!+1 binarnih cifarasto rezul-
tuje brojem sa ba2™ + 1 cifara. Primera radi, za» = 1000, taj broj ima vise
0d 2109 cifara, i procenjuje se da svi listovi papira ikada proizvedeni na planeti
Zemlji nisu dovoljni da se taj broj zafe. Jasno je da se na realnimduaarima
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izvodenje operacija sa takvim brojevima (ukoliko &tgima dovoljno memo-
rije na raspolaganju) ne e ostvariti u istom vremenu kao i mhenje dva bita.
Sta vEe, takav obrgun sl@enosti ne bi bio opravdan ni na idealizovanim RAM
maSinama, budti da se samo mreenje rekurzivno defisie kao uzastopno sabi-
ranje (vidi Primer 2.1), pa bi se u $laju velikih argumenata ta operacij&ke
mogla smatrati elementarnom. Istazvaza sabiranje velikih brojeva, budu
da se ono na@gledan nain sastoji od niza sabiranja jednocifrenih brojeva.

Zbog toga, uvodimo tzdogaritamskisistem obréunavanja vremenske slo-
Zzenosti. Ovaj sistem respektuje @@fiu argumenata prilikom izgavanja svih
komandi iz program¥. Kod ulazno-izlaznih komandi, sabiranja i oduzimanja,
obra&unava se vremenski ugakO(logn), gden predstavlja maksimum argu-
menata komande. Kada je u pitanju maaaje i celobrojno deljenje, razlikujemo
dve "podvrste” logaritamskog sistema. Jedan pristup se sastoji u tome da se i za
ove operacije utféak vremena &una na isti néin kao i kod drugih operacija.

Taj pristup — iako tehriiki jednostavniji — takde nije realan. Naime, ako
uzmemo izvdenje aritmefike operacije na dva bita kao osnovnu vremensku je-
dinicu, tada algoritam za sabiranje zaista radi u linearnom vremenu u odnosu na
logaritme sabiraka: to je upravo algoritam sa potpisivanjem i sabiranjem "cifru-
po-cifru” (sa prenosom) koji smo svtili u Skoli. Medutim, lako se me videti

da "klasian” algoritam za mnigenje dvak-tocifrena broja ukljguje kvadratno
mnogo (u odnosu n@) osnovnih operacija ha bitovima (a istazvaza deljenje,

vidi Odeljak 4.1). Danas nije poznat nijedan algoritam za bemie brojeva koji

se sastoji iz0(k) takvih elementarnih operacija, i pitanje egzistencije takvog al-
goritma je otvoren problefi. Stoga je najrealniji — ali istovremeno najtea
primenu — "strogi” logaritamski sistem u kome je osnovna vremenska jedinica
izvodenje neke operacije na nivou bitova, @emu se iz\denje komandi MULT

i DIV obracunava sa@(log? n), gde jen veti od dva argumenta.

Izbor sistema kojeg koristimo za prdun vremenske skenosti nekog al-
goritma jeste pre svega pitanje mere, "dobrog ukusa” i pridlaganja karak-
teru razmatranog problema. Preterano insistiranje na logaritamskom sistemu
bi u najmanju ruku zamaglilo mateméktu analizu véine problema. Zbog to-
ga, pravilna upotreba unformnog sistema na podacima umerenéineltini
matemaittka razmatranja transparentnijim, i jasnije otkrivastiiski stepen
slozenosti algoritamskog zadatka. Uniformni sisteemo bez izuzetka koristiti

20vo, naravno, nema nikakvog uticaja na kontrolne komande, &uwthi najvéa mog@a
vrednost njihovog argumentab zavisi od ddine programa — koji je fiksan broj, nezavisan od
ulaznih podataka.

1asimptotski najbolji rezultat u tom pravcu dali su A.Suthage i V.Strassen, koji suiaal-
goritam za mnienjek-tocifrenih brojeva koji sadi O(k log k log log k) operacija na bitovima.
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kod analize svih grafovskih algoritama, problema u vezi sa iskaznim formulama,
itd.

Kada je u pitanju ekvivalentnost@anskih mé@i TM i RAM masina, kao
i odnos njihovih mera vremenske &knosti, imamo slede tvidenje. Skice
odgovarajéih simulacija se mogu @anpr. u [33, 37].

Teorema 3.11 Neka jeR RAM maSina. Tada postoji (visetaa) TMM koja

simulira R (u istom smislu kao i u Teoremi 3.6). Pri tome, akdljg(n) =

O(t(n)) za neku funkciju : N — N, tada se simulacija\f maze konstruisati
tako da je njena vremenska &Enost’y(n) jednaka:

e O([t(n)]?), ako se naR primenjuje osnovni logaritamski sistem obta
navanja, ili ako njen program ne satirkomande MULT i DIV,

e O([t(n)]?), ako se naR primenjuje striktni logaritamski sistem olira-
navanja.

Prema tome, strogo logaritamski obumate RAM maine su polinomno
ekvivalentne osnovnom modelu TM (uBestostrdenje stepena polinoma koji
izrazava sldenost). Kao neposredna posledica ovog zékhuisledi da za svaki
jezik L Ciji se problem odlgivanja mae reiti na RAM maini (uz odgovarajée
binarno kodiranje azbuke) u polinomnom vremeniivac P.

U narednim glavama, 8asnovni raunski model kie upravo RAM méina,
imajuci u vidu njenu ekvivalentnost sa TM u smislu Teoreme 3.11. To otvara
mogLEnost da algoritme zapisujemo u pseudo-kodu, kdrisieperativni pro-
gramski stil, budai da RAM mdine nisu rta drugo do idealizacija realnih
racunara.

Zadaci.

1. Bez kortenja komande DIV, napisati RAM program koji iztmava ce-
lobrojni kolicnik dva broja. Oceniti sieenost ovog programa.

2. Oceniti broj sabiranja i mrizenja binarnih cifara neophodnih za nzeoje
dvan-tocifrena binarna broja.



Algoritmi polinomne vremenske slozenosti

U ovoj glavi cemo razmotriti nekoliko "klaginih” algoritama koji rade u poli-
nomnom vremenu u odnosu na \éitiu ulaznih podataka. Najpéemo prikaza-
ti jedan od najstarijih i najpoznatijih algoritama: Euklidov algoritam zaGara
navanjeNZD dva broja, a kroz taj prikazemo "provi” i analizu algoritma
za celobrojno deljenje. Efekte primene poznate algoritamske strategije "podeli
i vladaj” (eng.divide and conqugruocicemo kod mnienja (celobrojnih) mat-
rica. Takale, razmotitemo i jedan problem oddivanja iz iskazne logike, prob-
lem zadovoljivosti Hornovih iskaznih formula, kao oslabljenj&tmg problema
SAT (kojim cemo se \Be pozabaviti u Glavi 6). Najzad, prikazmo i tri
klasicna grafovska algoritma: za pretiganje grafova, za izfunavanje dzine
najkreteg puta iz datog izvora uzmskom grafu (Dajkstrin algoritam), kao i za
nalazenje minimalnog razapinpeg stabla u tenskom grafu.

4.1 Euklidov algoritam

Euklidov algoritam jedan od istorijski najzri@jnijih algoritama, izréunava
najveti zajednki delitelj dva data prirodna broja,y > 0. Kao to je poz-
nato, on se sastoji u iterativnom nzémju celobrojnih kotinika i ostataka pri
deljenju. Naime, u prvom koraku izzavamo (pretpostavljafiida jex > y)

T = qoy + 7o,
84
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gde je0 < ro < y. Nakon toga, paty, o) preuzima uloguz, y):
Yy =qiro + 1,
0 < r1 < rg, a zatim uzastopno 8imo deljenja

Ty = Qi+2Ti+1 + Ti+2,

pricemujei > 0i 0 < rj12 < r;1. Naravno, tu je

T
qi+2 = .
Ti+1

Kako na ovaj néin dobijamo opadafti niz

TZY>To>T] > .. > >kl > Tig2 > ...,

ovaj postupak se mora okéati nakon konéno mnogo iteracija, tj. za neko
k > 0imamory = 0. Tada se lako pokazuje daj&D(x, y) = r,_1, poslednji
nenulatlan gornjeg niza (smatramo darje; = y), $to je upravaeljeni rezultat
izraCunavanja.

Euklidov algoritam.

1. Proveridalijex,y > 0. Ako jeste,a := z, b := y, ¢ := y. Ako nije,
vrati poruku gréke.

2. Dok jec # 0, radi:

e c:=rest(a,b);

e q:=10;
e bh:=c¢
3. NZD :=a.

Kako bismo analizirali slbenost Euklidovog algoritma, treba dainimo
dve stvari:

e da ocenimo (u zavisnosti ad y) broj iteracija u koraku 2,

e da ocenimo slbenost jedne iteracije.
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Naravno, pé&to se jedna iteracija sastoji iz jednog rrxalaja ostatka pri delje-

nju (Sto se poske jednim celobrojnim deljenjem, jednim mitenjem i jednim
oduzimanjem) i dve dodele vrednosti, u uniformnom sistemu bi o¥#ddrkon-
stantno vreme. Mautim, Euklidov algoritam je dovoljno elementaran,gemo

na njega primeniti strogi logaritamski sistem. Zbog toga, najpre moramo na
neki n&in "opravdati” obr&unavanje slbenosti celobrojnog deljenja.

Kako delimo dva broja? Pretpostavimo da su brojevi: b zapisani u
nekom (na primer, decimalnom) sistemu. Najpreitv® najkr&i prefiks oda
koji (posmatran kao zapis broja) nije manji bdOva operacija zahteva vreme
O(log? a), jer jedno pordenje posmatranog prefiksa ipodrazumeva jedno
oduzimanje i poziv RAM komande JPOS. Kada smo pstinaazeni prefiks
(ako takvog nema, celobrojni kéliik je 0), prelazimo na formiranje prve cifre
kolicnika. Da bismo to uradili, potrebno nam je da poznajemo jednocifrene
umnaske odb: 0,b,2b,...,9b. Njih moZzemo dobiti uzastopnim sabiranjem
(devet sabiranja), z&ta nam je potrebno vren@(log b). Ako je m najmanja
cifra sa osobinom da jen + 1)b strogo vé&e od odabranog prefiksa, tadasje
Zeljena cifra, pa do nje dolazimo nakon nag/devet pordenja, dakle((log a)
elementarnih operacija. Postupak se iterativho nastavlja oduzimanjeod
uoCenog prefiksa i viepoznatim "sp&tanjem” dodatne cifre i dopisivanjem uz
formiranu razliku. Na kraju postupka nam preostaje uptayt(a, b).

Iz samog opisa postupka deljenja, jasno je da je broj iterédfjag a), pri
¢emu svaka iteracija tBb viemeO(loga). Stoga je realno da se za celobroj-
no deljenjea sab, odnosno za nakenje ostatka pri tom deljenju, ofina
vremenski utréak odO(log? a).

Prema tome, broj osnovnih operacija koji se izvode na ciframa u jednoj
operaciji Euklidovog algoritma ni@mo proceniti s@ (log? ). Preostaje da
ograntimo sam broj iteracija. Za to je dovoljno je dokazati sfeslevdenije.

Lema 4.1 Za svei > 0, u Euklidovom algoritmu va

T
rigo < 5

Dokaz.Podsetimo se da je jednakost koja povezyijer; - sled&a:

T = qi+2Ti+1 + Tit2-

Razmatramo dva shaja. Ako jer;;; < %, tadaizr;io < 741 neposredno
sledi tvdenje leme. Zato pretpostavimo darjg; > 3. U tom slifaju vae
nejednakosti

ri

1<

< 2,
Ti41
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zbogcCega jey; 12 = 1 (jer je u pitanju zapravo ceo deo gornjeg Koika). Tako,
sledi da je
Ti = Tit1 T Tit2,

odakle jer; o = r; — rip1 <1 — 5 = 3, Sto je i trebalo pokazati. O

Na osnovu gornje leme sledi zakijak da se u dve iteracije Euklidovog
algoritma (pricemu se sdz, y) prelazi na(rg,r1), odnosno sdr;,r+1) ha
(riy2,7i+3)), par brojeva koje delimo jedan drugibar prepolovi Stoga je
ukupan broj iteracija< log, .

Zakljucujemo da je vremenska glenost Euklidovog algoritmé(log ) u
uniformnom sistemu@(log? ) u osnovnom, & (log® z) u striktnom logari-
tamskom sistemu obtanavanja.

Zadaci.

1. Napisati RAM program koji realizuje Euklidov algoritam.

4.2 MnoZzenje matrica

Neka su date dve kvadratne matrid¢e= [a;;], B = [b;;], formatan x n, Ciji su
elementi celi brojevi. Po samoj definiciji proizvoda matriCa= AB = [c;],

imamo da je
n
Cij = Y _ aigbij.
k=1

Prematome, za formiranje jednog elementa proizvoda potrebnmjgazenja i
n— 1 sabiranja. U uniformnom sistemu oBtaa, to podrazumeva vrerG&n),
dok je utrdak vremena u strogom logaritamskom sisteffu log? M4 ), gde
je

My g = max{la;l, |bj| + 1<i,5 <n}

najveti po apsolutnoj vrednosti element matridai B. Kako elemenata ima
n?, to u ovim sistemima izfeunavanje proizvoda dve matrice po definiciji traje
respektivnoO (n?), odnosnad(n? log® M4 g).

Ipak, postoji n&in da se dve matrice pombe u asimptotski boljem vre-
menu, koristéi tzv. tehniku "podeli i vladaj**. Ideja se sastoji u tome da naj-
pre naiemo n&in da pomnaimo dve matrice konkretnog formata korisiteri

14y daljeméemo koristiti iskljiEivo uniformni sistem obréuna, uz napomenu da prelazak na
strogi logaritamski sistem podrazumeva raenje svih dobijenih vremenskih genosti faktorom
10g2 ]WA,B-
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tom manje mnéenjanego u klagitnom algoritmu. To prza mog@nost da nge
proizvoljne matrice podelimo na blokove i mzimo ih po u@enojSemi, pa
da tako, primenjujdi rekurzivnu strategiju izfeunavanja proizvoda, dobijemo
bolje rezultate u pogledu vremenskezdaosti.

Upravo to je 1969. uradio nerdlé matemaiiar Volker Strasser{Folker
Strasen, 1936) [41]. Naime, kl&sim putem, mnenje dve matric& x 2
zahteva 8 mnkenja i 4 sabiranjaStrasen je, miutim, pron&ao néin da isti
posao obavi sa samo 7 nigenja i, dodge, sa 18 sabiranja. On jetio da vai

[a b}[@ f]:[81+82—84+86 s4+ S5
c d g h S¢ + s7 S — 83+ 85 —s7 |’
gde je

s1 = (b—d)(g+h),

sg = (a+d)(e+h),

s3 = (a—c)(e+[),

s4 = h(a+D),

ss = a(f—h),

s = d(g—e),

sy = e(c+d).

Sada je (radi jednostavnosti) dovoljno pretpostaviti da jstepen dvojke (u
praksi zaokriaujemon na prvi veti stepen dvojke). Ako, dakle, treba da pomno-
Zimo dven x n matrice, maemo da ih razbijemo na po 4 bloKax 7, na koje
rekurzivno primenjujemo gornji postupak:

[A B]‘[E F}_[31+SQ—S4+56 Sy + S5
C D G H Se + S7 Sy —S3+S55—57 |’
gde je

S1 = (B—-D)(G+ H),

Sy = (A+D)(E+H),

S3 = (A-C)E+F),

Sy = H(A+ B),

S; = A(F—H),

S¢ = D(G-E),

S7 = E(C+D).
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Ako sada sdl'(n) ozn&imo vreme potrebno za maenjen x n matrica po
opisanom algoritmu, sledi da je

T(n) = 7T (g) +O(n?)

(kvadratniClan potte od matignih sabiranja). Nakon smeha= log, n i t, =
T(2%), ova rekurentna relacija se lakdseva teleskopiranjem, pa sledi da je

T(n) = (’)(nlogQ 7) - O(n2,81...)_

Opisano rezonovanje se, naravno,z@aiotiti: kad god ndemo n&in
da dve matrice: x ¢ pomna@&imo koristé&i d skalarnih mnaenja, to daje os-
novu za rekurzivni algoritartija je slazenostO(n'°8:4). Na primer, zac = 3,
kako bismo pobo§ali Strasenov algoritam, bilo bi potrebno da butleg 21.
Medutim, danas najbolji poznat algoritam za mnaoje3 x 3 matrica koristi 23
mnazenja. S druge stran¥jktor Panje 1978. godine [32] prorsao ndin da
pomnai dve matrice70 x 70 koristeti 143640 mnaenja (!!!), 5to daje asimp-
totsku sl@enostO (n?795-),

4.3 Problem HORNSAT

SAT je problem odlgivanja iz oblasti iskazne logike. Sa istorijskog, teorijskog
i praktithog stanowta, to je jedan od najzajnijih algoritmaskih problema.
Njegova formulacija je sleda:

ULAZ: Iskazna formulap data u konjuktivnoj normalnoj formi (KNF).
IZLAZ. Dalije ¢ zadovoljiva?
Podsetimo, za kazemo da je zadovoljiva ako postoji valuacija

T: Xy —{T,1}

u odnosu na koju je vrednost te formuléna,v,(¢) = T (gde jeX, skup svih
iskaznih slova koja se pojavljuju ¢). Takade, za formulup kazemo da je u
KNF ako je u pitanju konjunkcija

gde su podformul€’; — zvanekonjunkti— disjunkcije literala (poditeralom
podrazumevamo iskazno slovo ili njegovu negaciju). Pri todesto koristimo
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notaciju
o { r a=T,
€T o
r o= 1.
Nije teSko videti da KNF¢ ima vrednostT u nekoj valuaciji ako i samo ako
svaki konjunkt sadti bar jedan literal koji je téan u odnosu na tu valuaciju.

Ovaj problem je poseban stogto za njega (zasadhjje poznatefikasan,
polinomni algoritam, Bto je to zapravo najstariji problem za koji péiaji da se
takav algoritam nde nisu urodili plodom (naravno, "pravolinijskdstute force
reSenje koje podrazumeva isprobavanje svih noilgualuacija u optem sléaju
troSi vreme koje je eksponencijalna funkcija u odnosu namudate formule).
Nalazenje odgovarajteg polinomnog algoritma bi automatskgile problem
P = NP (vidi Glavu 6), jedan od od 7 najzbajnijih otvorenih matematkih
problema po izbordondacije Clayiz Bostona (za réenja svakog od njih, ta
fondacija je raspisala nagradu od po 1.000.000 US$). S druge strane, dokaz da
ne postojipolinomni algoritam za &enje ovog problema bi za posledicu imao
P # NP. Jednom réju, pitanje egistencije polinomnog algoritma ZAT
identifikovano je kao jedan od najrelevantnijin rig¥eih problema savremene
matematike.

Medutim, Cesto se dgava da specijalni stajevi r&unski sl@enih prob-
lema ipak imaju polinomno Benje. To zn& da algoritamski problem ostaje
nepromenjen, e se samo siava skupinstanci— svih potencijalnih ulaznih
podataka. Takav sbaj mazemo prikazati upravo u staju probleme&AT: is-
postavlja se da je za KNF specijalnog oblika3alustanoviti zadovoljivost for-
mule nego u oftem sléaju. Tako dolazimo do problenfBORNSAT.

Za KNF ¢ kazemo da jeHornova formulaako se u svakom konjunktu po-
javljuje najviBe jedan literal bez negacije. Na tafirg sve konjunkte moemo
podeliti na dve grupe:

e negativnikonjunkti, koji sadge sve negirane literale,
e pozitivnikonjunkti, koji sadze t&no jedan ne-negiran literal, dakle:

— konjukti koji se poklapaju sa nekim iskaznim slovom,

— konjunkti oblika—z1 V. . .V -z, Vy koje zovemamplikacije (posSto
su ekvivalentni formulama oblikar, A ... A z,,) = y, kakoCemo
ove konjunkte od sada i pisati).

Prema tome, kada razmatramo Hornovu KMFuvek je m@emo pisati kao
o_ N ¢4, gde smo sve negativne konjunkte grupisati_u a pozitivne up, .
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ProblemHORNSAT sada defiriemo kao probleAT Ciji je skup instanci
swen na Hornove formule. U narednom algoritmu Zsak@&nje ovog problema,
formiratemo jednu specinu valuaciju putem koje se odluje zadovoljivost
date formule. Pri toméemo valuaciju, umesto preslikavamja X, — {T, L},
posmatrati kao skup’ = {z € X, : 7(z) = T}

Algoritam za HORNSAT.
1. T:=02.

2. Potrai u ¢ prvi konjunkt sleva koji u odnosu na trenutnu valuadiju
ima vrednostL. Ako takvog konjunkta nema, pidena korak 5.

3. Ako je taj konjunkt oblikay ili (z1 A ... A zy) =y,
T :=TU{y}.
4. Vrati se na korak 2.

5. Nakraju je dobijena valuacij&. Ako ¢ ima vrednosil u odnosu ndp,
tada jep zadovoljiva; u suprotnom — nije.

Najpre moramo dokazati korektnost ovog algoritma, koja nijéao Onace
biti posledica sled&eg tvdenja.

Teorema 4.2 Hornova KNF ¢ je zadovoljiva ako i samo ako valuaciig iz
gornjeg algoritma zadovoljava.

Najpre nam je neophodan slé@ilpomdani rezultat.
Lema 4.3 Ako jeT” valuacija koja zadovoljava. , onda jeTy C T".

Dokaz. Pretpostavimo, suprotno tienju leme, da postoji valuacij@’ koja
zadovoljavap.,, ali pritomeTy  T'. Neka je

o=T,Ts,..., Ty =T

niz svih valuacija formiranih uzastopnom primenom koraka 3 iz gornjeg algo-
ritma. Kako jeT; C T”, to postoji najmaniji indeks za koji je T, C 77, ali

T,11 € T'. Medutim, T, i T,1 se razlikuju samo za jedno iskazno slovo,
T,+1 =T, U{z}, pa zaklj€ujemo da

BRazlog za ovo j&isto tehntke prirode, radi lakeg zapisivanja dokaza korektnosti sleetg
algoritma, a u praksi valuaciju svakako implementiramo kao binarni nimeéul, gde jed broj
razlicitih iskaznih slova u datoj formuli.
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e 2T,

e prilikom r-te primene koraka 3, konjunkt oblika:; A ... A z,,) = 2
imao je vrednost., pa je zatory, ..., z,, € T, C T".

Ova dva tvdenja povl&e da konjunkt(z; A ... A x,,,) = 2z ima vrednostL
u odnosu nd”, §to je u kontradikciji sa pretpostavkom @4 zadovoljavag, .
Zbog toga, tvdenje leme mora biti tno. O

Dokaz Teoreme 4.2mplikacija (<) je trivijalna. Zato dokazujemo sletle
tvrdenje: akoT; ne zadovoljava Hornovu KNk, tada formulap nije zado-
voljiva.

Kako je valuacijaly konstruisana tako da ona sigurno zadovoljaya(jer
je to jedini n&in da u koraku 2 izdemo iz petlje i okobamo rad algoritma, a
to Ce se desiti nakon kodao mnogo iteracija, @o7 = X, sigurno zadovo-
ljava ¢ ), nasa pretpostavka implicira d& ne zadovoljava . Dakle, postoji
negativni konjunkt, nprozy V ... V -z, Koji ima vrednostl u valuaciji Tp.
To zn&idaxy,...,zs € Ty. Ako bi posotjala valuacijd” koja zadovoljavap,
tada bi po prethodnoj lemi bild, C 7", pa bi v&ilo z1,...,z, € T'. Ali, tada
bi veC uateni negativni konjunkt imao vrednosti u 7”. Kontradikcija. O

Preostaje j8 da procenimo skenost naeg algoritma. Za to je dovoljno
ucCiti da izra&unavanije istinitosne vrednosti iskazne formule u odnosu na datu
valuaciju (pa tako i bilo koje njene podformule) zahteva linearno vreme u odno-
su nan, dwzinu date formule. Tako, korak 1 zahteva konstantno vreme, a korak 5
vremeQ(n), Sto isto vai i za jednu pojedinénu iteraciju definisanu koracima
2—4. Jasno, iteracija nZe biti najvse onoliko kolikogp ima konjunkta, jer
svaki (net&an) konjunkt koji se obxduje u koraku 2, nakon transformacije u
koraku 3 postaje tan, iostajetakav do kraja algoritma. Prema tome, broj
iteracija jeO(n), stoga ovaj algoritam radi u vremed(n?).

4.4 Reprezentacije grafova

Orijentisani grafje strukturaGg = (V, E), gde jeV neprazan skupk C V xV
binarna relacija n&". Elementi skupd” se nazivajltvorovi dok skupE Cine
grane Grafovi se na@este vizuelno prikazuju takséto sucvorovi predstavljeni
taCkama (u ravni, prostoru, itd.), dok za désorau,v € V Cinjenicu da je
(u,v) € E reprezentujemo neprekidnom linijom koja spaja v, i ona je pri
tome orijentisana strelicom adkav. Mi €emo se u ovoj knjizi baviti iskljéivo
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kona&nim grafovima, pete se u daljem podrazumevati da su skupdvi £
kon&ni.

Grafovi predstavljaju veoma zajan objekat istidvanija u teorijskoj mate-
matici, ali su nezaobilazni u primenjenoj matematici, informatici i mnogim
prirodnim naukama i tehkim disciplinama. Razlog za to je vrlo jednosta-
van. prvenstveni model za razne odnosaimeodacima i drugim entitetima
jeste apstraktni pojamelacije. Vetina relacija koje razmatramo u praksi su bi-
narne relacije. Grafovi stoga prestavljaju najjednostavniji maté&kiatiodel
interakcije kao fenomena kojeg svakodnevnozapao.

Kod nekih pojava i odnosa koje modeliramo grafovima orijentacija grane
nije bitna. Zbog takvih situacija uvodimo konceporijentisnog grafalmamo
dva n&ina da defiriemo neorijentisan graf. Jedan je da pod neorijentisanim
grafom podrazumevamo orijentisan graf kod kog&'jsimetrcna relacija: ako
je (u,v) € E, tada je i(v,u) € E. Drugi n&in je da defirfemo granu kao
neureden par{u,v}, pa je tadaF podskup odP (V') sa osobinom da svaki
element od®E ima jedan ili dva elementa.

U teoriji grafova je uoltajeno da se pod terminograf podrazumeva ne-
orijentisan graf, dok se njegova orijentisanost posebno Bagga Orijentisani
grafovi se zovu j6 i digrafovi. Grane s&esto krée ozn&avaju i sauv, umesto
sa(u,v), odnosno{u,v} (pri Cemu je redosled bitan samo kod orijentisanih
grafova). Graf jgorostako nema petlji, tj. grana oblikau..

U primenama su takie izuzetno znéajni tezinski grafovi U pitanju su
strukture oblikeg = (V, E,w), gde je(V, E) prost graf, av : E — X tezinska
funkcija. Njene vrednosti su skupu t&ina X, koji je — iako maze u n&elu
biti proizvoljan — nageste uralen, a ne retko je nX definisana i neka al-
gebarska struktura koja omotava izvalenje osnovnih operacija naztaama.

U velikom broju sliajeva, X ima strukturu (urdenog) poluprstena. Timi
primeri u tom smislu sWlN, Z, R, Bulov poluprsterB; i drugi. Tezine grana

se uobtajeno ucrtavaju neposredno do krivih koje reprezentuju grane. Prime-
timo da se teinski grafovi sa teinama izZN mogu identifikovati sgrafovima sa
viSestrukim granamakod kojih je dozvoljeno da neka grana 3ei puta” bude
element multiskupd.

4

1 2 3

Slika 4.4.1 Neorijentisani graf sa gestrukim granama i odgovarajuezinski graf
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Kako bismo mogli da posmatramo algoritme na grafovima i njihove im-
plementacije na RAM n&nama, veoma je pogodno da grafove reprezentu-
jemo strukturama podataka kdje omoggiti laku manipulaciju. Tako, grafove
maozemo prikazati prekmatrica susedstvalista susedstva

Za dati orijentisani gra§ = (V, E), |V | = n, definSemo matricu susedstva
Ag = [a;] formatan x n, tako da je

1 (i,j) € E,
aij =

0 inace.

Pri tome smo (bez umanjenja &psti) identifikovaliV sa skupom{1,...,n}.
Za neorijentisane grafouee — u skladu sa r&&m definicijama — matrica su-
sedstva biti simetéina.

"Elegantnost” ove reprezentacijeZie izmedu ostalog, i u sled®m poz-
natom tvdenju iz teorije grafova.

Lema 4.4 Ako je A matrica susedstva (orijentisanog) grafa d > 0 prirodan
broj, tada je element né&, j)-tom polju matriceA? (pri temu se sva sabiranja
i mnazenja vée uN) jednak broju razkitih puteva didined u G koji vode iz
cvorai u Evorj.

Na isti n&in (uz tvidenje analogno gornjoj lemi) niemo definisati i mat-
ricu susedstva grafova saseistrukim granama, ptemua;; oznaava visestru-
kost gran€(, 7).

Reprezentacija preko matrice susedstva seenpoimeniti i na téinske gra-
fove, ali uz malu modifikaciju. Naime, ako j& uredeni skup téina grafag
(sa najmanjim elemento®) i co ¢ X, tada defirmo da je(i, j)-ti element
matrice Ag jednak

0 =7,
Qj; = w(z,]) (iaj)EEa
00 inate.

Ovim Zelimo da izrazimo da je Bina nepostojee grane "beskortaa”: uobta-
jeno je da relaciju poretka n& proSirujemo sar < oo za svexr € X. Iz tog
razloga, za svaki #@nski graf m@emo u sgtini pretpostaviti da je u pitanju
kompletan prost graf sa totalnongteskom funkcijomw : V2 — X U {oc}.
Glavni nedostatak matine reprezentacije grafova je relativha prostorna
(memorijska) neekonordinost. Naime, kada su u pitanju grafovski algoritmi,
standardno se za meru \@tie grafag = (V, E) kao ulaznog podatka uzimaju
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dva broja:n = |V|i m = |E|. Naravno, pri tome jen = O(n?), ali u ogstem
sluaju (a i nageste u praksi) broj grana u grafu e biti i znatno maniji od reda
velitine n?. Kod tezinskih grafova imamo i tigu meru: to je ukupan broj ci-
fara tezina (ukoliko su one celobrojne), ali je ta V@tia u uniformnom sistemu
obr&una vremena retko kad relevantna. Sad&jwala skladstenje informa-
cije o grafu u formi matrice zahteva® memorijskih jedinica, tj. nezavisno je
od broja grana. U praksi, to z@iaCuvanje ogromnog broja nula u memoriji i
poneke jedinice u "moru” nula. Zbog toga je za velike i "retke” grafove mnogo
pogodnija reprezentacija koja korifiite susedstva

Za svakicvoru € V grafaG, Adj(u) je listaCiji su elementi svi susedi od
(ovde razmatramo neorijentisani 6&j, dok za orijentisane grafove treba da za
svakivor imamo po dve liste susedstva: ulaznu i izlaznu). PrecizAijg(u)
je pokaziv& koji pokazuje na prvi element liste, a element liste je slog koji
sadei informaciju o susedu, eventualno t&inu graneuwv (ako je graf t&inski)
pokaziv& na sledéi element liste i, po potrebi, "povratni” pokazi¥geng.
back-pointe) na Adj(u). U ovom pristupu, ukupan broj slogova i pokaZiea
je n + m (n + 2m u orijentisanom sléaju), tako da se graf pamti uz uak
memorijeO(n + m).

Prema tome, ako jen < n?, ova reprezentacija grafova je memorijski
mnogo ekonondinija, a osim toga omo@ava da se brzo pristupi svim susedima
nekogcvora i, u krajnjoj liniji, isklju€ivo baratanje pokaziéama kao najefikas-
nijim oblikom programiranja grafovskih problema. S druge strane, u omatyi
reprezentaciji se trenutno (u jednom koraku) édje da li za dati paévorova
(i,7) postoji granaj, dok isti posao u reprezentaciji preko lista zahteva line-
arno vremeO(n). lzbor reprezentacije za dati problem predstavlja, naravno,
stvar ukusa, i treba da u @au odgovori prak@inim potrebama proi&im iz
prirode i strukture samog problema.

Zadaci.

1. U poznatom filmuGood Will Hunting Matt Damon tuméi problematt-
nog mladog marginalca Vila koji radi kagiste&€ na MIT-u, a in&e je
vanserijski talenat za matematiku. Natptku filma (4:57 na DVD snim-
ku koji posedujem), Vil ¢isteti hodnik ispred amfiteatra) opa doma&i
zadatak zapisan na maloj tabli u hodniku. U tom zadatku, dat je graf sa
Slike 4.4.1 (levo) Cetiri pitanja vezana za njega. Prva dva su:

1. Odrediti matricu susedstva datog grafa.

2. Odrediti matricu koja predstavlja broj svih putevazihe 3 u tom
grafu.



96 GLAVA 4. Algoritmi polinomne vremenske skenosti

(Druga dva zadatka su u vezi generativnih funkcija za puteve u ovom
grafu.) Vil reSava ove zadatke i $enja se "misteriozno” pojavljuju na
tabli sledé&eg jutra, na ofte zaprepenje studenata i profesora(?!). Iz-
raCunajte i vi (poput Vila) ove dve matrice! (Renje se mbe nakratko
videti u filmu negde oko 8:30.)

2. Nakon uklanjanja téna iz grafa na desnoj strani slike 4.4.1, odrediti
odgovarajge liste susedstva.

4.5 Dostizivost u grafovima

Problem dostivosti(eng.reachability) jedan je od najzrijnijih algoritamskih
problema u teoriji grafova:

ULAZ: (Orijentisani) grafG = (V, E) i dvacvoras,t € V.
IZLAZ: Da li u G postoji puts ~~ t?

(Ovde oznakes i t potiCu od engleskih terminaource(izvor) i target (meta,
cilj).) Nesto "zahtevnije” verzije ovog problema imaju kao ulaz g@affizvor
s, a izlazni podatak mige biti skup svihtvorovau za koje postoji pus ~ u
(Sto je u neorijentisanom staju upravo komponenta povezanastoras), ili
¢ak funkcija rastojanja, : V. — N U {co}, gded,(u) = d(s,u) ozn&ava
dwzinu najkr&eg puta od dou (ta dwzina jeoo ukoliko trazeni put ne postoji).
Konano, voleli bismo da (kao "nusproizvod”) odgovargjalgoritam za svaki
¢vor v identifikuje bar jedan najkGput s ~ u.

Kao §to smo to vé naglasili, strukture podataka koje sed®fe koriste
u grafovskim algoritmima stliste. Mi ovde n&€emo detaljno ulaziti u imple-
mentaciju lista (naposletku, to i nije zadatak analize algoritam&)¢emo ko-
ristiti jednu uogtenu sintaksu za manipulaciju listama. $Roje sama lista u
principu pokaziva koji pokazuje njen prvi slogglava liste je jedini podatak
kojem u datom trenutku nk@mo neposredno da pristupimo. Akoljgposmat-
rana lista,Cvor koji je zapisan u njenom prvom slogu dobijamo kao rezultat
funkcije head L). Osim toga, na listu nmieemo smétati podatke (komandom
push(L, z)), a takale ih i uklanjati sa nje, tj. obrisati trenutnu glavu liste (ko-
mandompull (L)), Cime drugi po redu podatak (ako postoji) postaje nova glava.

Naravno, pri tome se postavlja pitanje hijerarhije novih elemenata u listi:
nije svejedno da li ih snamo na péetak ili kraj liste. U prvom sl@aju,
kazemo da je lista ustrojena po principu LIF@4t in, first ou}, i ona se tada
nazivastek(eng.stack. U suprotnom, réje o listi tipa FIFO first in, first ou),
poznatijoj kaared za opsléivanje(eng.queug.
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U najgrubljim crtama, ideja za polinomni algoritam kojiSexva problem
dostrivosti je sledéa. Na pdéetku, listal, sadZi samocvor s, i on je jedini
"oznaten” tvor (ovo se realizuje jednom Bulovom funkcijom ®3. Zatim,
iterativno odabiramo jedagévor sa listeL i uklanjamo ga sa nje. Inspekcijom
liste susedstva togvora, pronalazimo sve njegove do tada nedena susede.
Te susede oz@avamo, i stavljamo ih nd. Algoritam radi sve dok sé& ne
isprazni, kada ozri@nicvorovi predstavljaju upravo skup svitlvorova dostii-
vihiz s.

U zavisnosti od tipa liste koju koristimo, opisana pretragaenpoprimi-
ti sasvim razlgit tok. Ako za L koristimo stek, tadd&e ovaj algoritam naj-
pre prona&i susede od, opredeliti se za jednog od njih, zatim pr@najegove
susede, ponovo se opredeliti za jednog od njih, i tako redom, sve dekije
mogLEe n&i nijedan neoznégencvor koji je susedan sa trenutno oranim.
Tada primenjujemo tehniku "vEéanja”,back-tracking vracamo se na prethodno
razmatranic¢vor i posmatramo nekog drugog njegovog suseda (@&kia na
steku), itd. Na taj nén, naizmentnim otkrivanjima "u dubinu” i vr&anjima
otkrivamo svetvorove dostiive iz s. Stoga i nijeCudnosto se ovakva tehnika
pretr&ivanja grafa zoveretrazivanje u dubinutj. DFS (akronim od englepth-
first search.

Sasvim je druga situacija ako se opredelimd.daude red za opshivanje,
kada dobijamaretrazivanje usirinu, BFS (odbreadth-first search Ovde se
ponovo polazi ods i otkrivaju se njegovi susedi. Zatim se za svaki od tih
suseda ponaosob pronalaze njihovi do tada neotkriveni susedi, i tako redom.
Vazna primedba je da se ovom tehnikorBaea i pr&iren problem dostivosti,
posto ona nalazi Banajkr&e puteve izs, i stoga omogbava algoritamsko
izraCunavanje funkcije rastojanja u grafunije tesko uveriti se da to nije staj
sa DFS). Preciznije, imamo slddealgoritam. U njemu, osim listé&, figuriSu
i funkcijed : V. — NU {oco} i new : V.— {T, L}, koje redom izréunavaju
rastojanje od i vode r&una o oznéenosticvorova ew(u) = L €e zn&iti da
je u ozn&en).

BFS algoritam za pretrazivanje grafag = (V, E).
1. d(s) :=0; new(s) := L; L :=[s].
2. Zasveu € V' \ {s} radi:

e d(u) := oc;

e new(u) :=T.
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3. Dok je L # @ radi:

a) u :=head(L);
b) pull(L);
c) zasvev € Adj(u):
akonew(v) onda:
—d) :=d(u) + 1;
— new(v) := 1;
— push(L, v).

Kako bismo dokazali korektnost ovog algoritma, najpre nam treba jedno
pomcano tvidenije.

Lema 4.5 Ako je u gornjem algoritmu u nekom trenutku
L= [ulv"' ,’I,Lj},

tada je
d(ul) <... K< d(u]) < d(ul) + 1.

Dokaz.Dovoljno je proveriti da se opisana "situacijatuwvava tokom celog
algoritma, tj. da je invarijantna na sve promene %ajé listeL. Na pdetku, L
ima samo jedan element, pa suzgae nejednakosti trivijalno ispunjene. Zato

pretpostavimo da je u nekom trenutku= [u1,us, ..., u;| i razmatrajmo dve
mogLEnosti. U koracima 3.ai 3.b uklanja se glava liste Drugim re&€ima, novi
sadiaj liste L je [us, ..., u;]. Sadaimamo

d(ug) < ... <d(uj) < d(ur) +1 < d(u) + 1,

5to smo izeleli da imamo.

S druge strane, drugi tip promene koju listazaada ddivi jeste da joj
se na kraj dogiie novicvor (korak 3.c), tj. da umesta, ..., ;] ona postane
[u1,...,uj,v]. Ovo se dBava zbog togato je sa liste upravo uklonjena njena
maloprelasnja glavaug, av je njen sused. Pritome jv) = d(up) + 1. Stoga
vaze nejednakosti

d(ug) < d(ur) < ... <d(uj) <d(ug) +1=d(v) <d(u)+1,

pa je dokaz leme okdan. d
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Teorema 4.6 (Korektnost BFS) Na kraju rada gornjeg algoritma, za suec
V vazid(u) = ds(u), pri Cemud(u) = oo ozn&ava nepostojanje puta oddo
u.

Dokaz.Najpre dokazujemo indukcijom poda ako jed(u) = i, tada postoji
puts ~ u duzinei. Zai = 0 ovo je jasno, psto je s jedini ¢vor koji dobija
vrednost) tokom gornjeg algoritma (vidi korake 2 i 3.c). S druge strane, ako je
i > 0, tada jeCvor u mogao biti oznéen ovim brojem samo tokom koraka 3.c,
i to tako §to je u tom trenutku bio aktivaévor «’ €iji je u sused, préemu je
bilo d(u") = i — 1. Po induktivnoj pretpostavci, to zbiada postoji puts ~
dwzinei — 1, pajes ~ u’ ~ u put dwzines.

Sada preostaje da pdiemo dad(u) = @ > 0 implicira da ne postoji put
s ~» u duzine manje od. Pretpostaviemo suprotno: da postdjvorv € V
takav da jeds(v) = k < i = d(v), i da je pri tomk minimalno sa opisanom
osobinom. Neka je "pretposlednji”’tvor na jednom utenom najkréem putu
s ~ v. Medutim, svaki p@etni segment najktag puta od do nekogtvora je
ujedno i najkré&i put ods do "usputnih”Cvorova, pa zakljgujemo da jels(u) =
k — 1. Po gornjem uslovu minimalnosti, mora bitiu) = k£ — 1. Ako je u
uklonjen sal pre negdsto jev otkriven, tada bi bio otkriven kao sused@vora
u, i bilo bi d(v) = d(u) + 1 = k, Sto nije sl&aj. Zakljitujemo da jev bio
otkriven pre neg&to jeu postao "aktivan”. Mdutim, otkrivanjeu nije moglo
da se desi nakon "aktiviranja’, jer bi u suprotnom bio otkriven kao sused od
v, 1 imali bismo

dlu)=dv)+1=i+1>k—1,

5to je nemogee. Dakle, jedina modunost je da su u jednom trenutku v bili
istovremeno na listl.. Kako je

dv) —dw) =i—(k—1)=i—k+1>2,

imamo kontradikciju sa prethodnom lemom.
Kako smo iscrpli sve modunosti, zakljitujemo da opisar@ivorv ne postoji,
tj. da vai ds(v) = d(v) zasvev € V. O

Na osnovu dokaza gornje teoreme je veoma lako opisati postupak kojim se
za svakitvort € V koji je dostZiv iz s konstruse bar jedan najkéaput s ~ ¢.
Naime, ako je razmatrani BFS algoritam izu®ao da jei(t) = i > 0, tadat
mora da ima bar jednog sused&akvog da jei(u) = i — 1. Odaberimo jedan
takavcvor u;. Sadau; ima susedai; takvog da jed(uz) = i — 2, itd. Na
ovaj n&in se formira niz€vorovauy, us, . .. tako da jed(u;) = i — j za sve
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1 < j <i. Naravno, to ukljéuje id(u;) = 0; ali, kako jeds(z) = 0 ako i samo
ako jes = z, slediu; = s. Stoga jes, u;_1, - .., u1,t put dzinei.

Preostaje da analizaramo vremenskisimst razmatranog BFS algoritma.
Neka je (kao i u prethodnom odeljkily| = n i |E| = m. OCigledno je da faza
1 naseg algoritma tréi konstantno vreme. Tale, korak 2 se realizuje u vre-
menuO(n). Sto se tEe iteracije 3, njenu vremensku smnost bismo "lagodno”
mogli da procenimo n&(n?) (broj iteracija je ograriien brojemtvorova, dok
svaka iteracija ukljouje a|Adj(u)| + b koraka, gde sw, b konstante, a: je
"aktivan” ¢vor, pa je u pitanju0(n)). Medutim, moga&a je i n&to bolja pro-
cena. Naime faze 3.ai 3@ biti realizovane onoliko puta koliko ima i iteracija.
Medutim, primetimo da je broj elementarnih koraka kigi se sprovesti u &i
3.cu svim iteracijama kumulativhproporcionalan broju grana graga uvek
razmatramo jedan "aktivar€vor i njegove susede i u tom smigla svaka grana
biti obradena samo jednom — naime, ako je otkrivior v iz Cvorau, tadace
u biti uklonjen saL i nikada ve n€e tamo dospeti, @0 jenew(u) = L
do kraja algoritma. Zbog toga je glenost koraka 3, a tako i celog algoritma,
O(m + n) — linearna funkcija pon i n.

Zadaci.
1. "Rucno” primeniti algoritam za BFS pretragu slédg grafa (izvor j&):

a p S de—— o€

b c g

Pri tome su sve liste susedstva su abecedno soritrane.

2. Za graf iz prethodnog zadatka, @mo” primeniti DFS strategiju pretrage
(koja se dobija kada se lisfaimplementira kao stek). Uporediti redosled
otkrivanjacvorova tokom BFS i DFS pretraga.

4.6 Dajkstrin algoritam

Kao uogtenje problema dodivosti u grafovima, mdemo posmatraproblem
najkracih putevau tezinskom grafuy = (V, E, w). Pritome radi jednostavnosti
pretpostavljamo da suzie prirodni brojevi. Podsetimo se damazemo pos-
matrati kao totalnu funkcij/ x V" — N U {co} tako da jew(z,z) = 0 za
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svex € V, dok jew(x,y) = oo ako i samo aka # y i {z,y} ¢ F (odnosno

(z,y) € E).

Problem najkréih putevaiz jednog izvorge sledé&i:
ULAZ: TezinskigrafGis e V.
IZLAZ: Funkcijad : V — NU {oo} takva da je za sve € V,

d(u) = d(s,u),

dwzina "najlakéeg” putas ~~ w.
Naime, za proizvoljnu kolekciju grand C FE definSemo njenu t&nu kao

ecX

pa se ova definicija odnosi i na puteve iztnedvacvora. U tom smislu se
u gornjem problemu tia minimalna t&ina putas ~» u. Primetimo da je
(prasireni) problem dostivosti u grafovima specijalan staj gornjeg problema,
kada su tgine svih grana istovetne (npr. sve su jednake

Polinomni algoritam za G&avanje problema najletn puteva iz jednog izvo-
ra dao jeEdsger W. DijkstraEdsher Dajkstra, 1930—-2002) 1959. godine [8],
a odlikuju ga elegancija i frapantna jednostavnost. Osim funk&ije njemu
figuriSe j& i skup obrdenihtvorova X (nije tesko videti da je ova struktura
ekvivalentna sa Bulovom funkcijomew iz prethodnog odeljka, ali je zapis
petlje iz koraka 3 donjeg algoritma ovako kompaktniji).

Dajkstrin algoritam.
1. d(s) :==0; X := {s}.
2. Zasveu € V \ {s} radid(u) := w(s,u).
3. Dok je X # V radi:

a) nadiu € V' \ X tako da jed(u) minimalno;
b) X == X U{u};

c) zasvev € V' \ X radi:

d(v) := min(d(v), d(u) + w(u,v)).
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Opisani iterativni néin formiranja funkcijed(u) primenjen u koraku 3.c
(kojim se ta funkcija postepeno "pobgdjva”, tj. priblzava optimalnom Eenju)
se u literaturiCesto nazivaelaksacija

Korektnost ovog algoritma be direktna posledica naredna dvatemja.

Lema 4.7 U svakom koraku Dajkstrinog algoritma za sves X, v ¢ X vazi
d(u) < d(v).

Dokaz.Lemace biti dokazana ako pokamo da se tigena nejednakostavava
pri svakoj promeni skup& i svakoj promeni vrednosti funkcijé tokom Dajk-
strinog algoritma.

Naravno, opisana nejednakostvaa pdetku algoritma, jer jel(s) = 0,
dok jed(u) > 0 za sveu # s. Pretpostavimo sada da pre razmatrane promene
(skupaX ili relaksacije funkcijed) imamo da jed(u) < d(v) za sveu € X,

v ¢ X. Nakon te promene, in@mo skupX' i funkciju d’.

SkupX se menja u koraku 3.b, kada se u njega uija novicvor. Ozndi-
mo taj cvor sauy. Prema n&oj pretpostavci, VA d(u) < d(v) sa sveu € X
iv e V\ X'. Osimtoga, zbog r@na na koji jeCvor v, izabran u koraku
3.a, imamod(up) < d(v) zasvev € X, v # up. Prema tome, posmatrana
nejednakost riee biti nardena u koraku 3.b.

Do promene funkcijel dolazi u koraku 3.c: njena vrednost se modifikuje
za (neke) susede cvorau koji je upravo ukljiten uX, takosto se za suseda
v € Adj(up) koji ne lezi u X takvog da jed(ug) + w(ug,v) < d(v) zad'(v)
uzme b& d(ug) + w(up,v). Medutim, pdsto je€vor uy upravo ukljien uX’,
vazi d(u) < d(ug) za sveu € X. S druge strane, zbog izboragigenog u
3.a, va&i d(ug) < d(v) zasvev € V' \ X'. Opisanom relaksacijom seCteost
ove poslednje nejednakosttwvava, jer u sléajud’ (v) # d(v) vazi d(ug) <
d(up) + w(ug,v) = d'(v). Time je dokaz leme okdman. O

Lema 4.8 U svakom koraku Dajkstrinog algoritma za svec X vazi da je
trenutna vrednostl/(u) duzina najkr&eg puta izs do u koji prolazi isljucivo
krozcvorove iz skup.

Dokaz.Pdsto je na poetkuX = {s}, tvrdenje leme je tada trivijalno zadovo-
lieno. Slicno kao i u prethodnoj lemi, dokazemo da je ténost njenog tute-
nja invarijatna na promene skup@ i funkcije d tokom realizacije algoritma.
Zapravo, dovoljno je ografiti se samo na promene skupg jer se u koraku
3.c menjaju vrednosti(v) za neketvorovev koji u tom trenutkune pripadaju
skupu X, dok se nakon ukli¢enja nekogvorau u X vrednostd(u) vise ne
menja.
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Zbog toga, pretpostavljamo da u nekom trenutkzi vardenje leme i doka-
zujemo da ono V& i nakon sledéeg koraka u algoritmu u kojem je §lo do
uklju€enja novogvoraug u skupX.

Najpre, dokazujemo da je u tom trenutku vredniisiy) upravo ddina naj-
krateg putas ~~ wug koji prolazi kroz¢vorove izX. Pdetna vrednost(ug)
je bila w(s,ug). Ukoliko je tokom algoritma ona bila bar jednom relaksira-
na, to zné&i da je u trenutku ukljenjauy u X vrednostd(ug) bila jednaka
d(x) + w(z,up) za nekor € X. Medutim, tada jed(z) bilo jednako ddini
najkreceg putas ~~ z Koji prolazi kroz€vorove izX. Stoga je pri ukljgenju
up U X, vrednostd(ug) jednaka daini nekogputas ~ ug Koji prolazi kroz
cvorove izX.

Neka je sada (u tom istom trenutku)

§=20,%15--+,Tn-1,Tn = UQ
jedan od najkraih putevas ~ ug, pri cemu jexg, z1, ..., 2,1 € X (prime-
timo da je tadas = xg, z1,...,2,_1 jedan od najkraih putevas ~ x,,_1 Kkoji

prolazi kroz€vorove iz X, Cija je dwina, po pretpostavci, jednakéz,,1)).
Prilikom ukljucenjacvorax, 1 u X (koje se ranije ve moralo desiti), délo
je do relaksacije vrednosti za njegove susede koji tada nisu pripadali
Jedan od takvih suseda je biosha. Tada je za novu vrednod{u,) defini-
sanomin(d(ug), d(xp—1) + w(x,—1,u0)) (gde sed(uy) odnosi na prethodnu
vrednost). Prema tome, vredna&tu,) pri ukljuenjuuy u X nije veta od
d(zp—1) + w(xn—1,up), aSto je upravo daina putas, x1, . .., Tn_1, uo.

Rezimirajci, imamo da jed(up) (u trenutku koji posmatramo) dina ne-
kog putas ~ ug sa méucvorovima izX, ali da ta dizina nije v&a od ddine
najkreceg takvog puta. Dakle](ug) je b& dwina najkr&eg putas ~~ ug sa
meducvorovima izX .

Najzad, preostaje da pakemo da se ukljigenjemuy u X tatnost tvdenja
leme nije promenila u odnosu na ostél®roveu € X. Naime, pre ukljgenja
uo, d(u) je bila d@ina najkr&eg putas ~ u sa me&ucvorovima izX. Ukljuce-
njemug U X mogu da nastanu novi putevi~ u. Medutim, takvi putevi imaju
uo kao melucvor, pa je njihova dina bard(u). U prethodnoj lemi smo videli
da mora bitid(u) < d(up). To zn&i da novonastali putewv ~~ u ne mogu biti
kra€i od "starog” najkr&eg puta izméu ovih€vorova, pa je lema dokazanal

Iz gornje leme odmah dobijamo da su na kraju posmatranog algoritma izra-
Cunate vrednosti(u), u € V, jednake diainama najkréih puteva izs do w.

Kao i kod algoritma za BFS, koraci 1 i 2 e ukupno vremé&(n). Broj
iteracija 3 je takde ogranten san, posto se u svakoj iteraciji dodaje po jedan
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novi ¢vor u skupX. Korak 3.b se realizuje u konstantnom vremenu, a koraci
3.ai 3.c, kao i provera uslova iteracije, u vieménin). Prema tome, skenost
Dajkstrinog algoritméf je O(n?).

Zadaci.

1. "Ru¢no” primeniti Dajkstrin algoritam za sledieneorijentisan t&inski
graf (izvor jes):

a » S de— €
6 7

8 9| B 9 3
2 fl 4

b c o g

Rad algoritma prikazati kao matricu u kojoj su kolone dametvorovi-
ma, dok se u-toj vrsti nalazi trenutne vrednost{u) nakoni-te iteracije,
uevV.

2. Analogno kao i u prethodnom zadatku, €no” primeniti Dajsktrin algo-
ritam na sledé orijentisan téinski graf:

4.7 Minimalna razapinju ca stabla u teinskim grafovi-
ma

Povezan graf koji ne sarircikluse zovematabla Kaosto je poznato iz teorije
grafova, bilo koji od uslova povezanosti, odnosno aciktisti, md@e se u ovoj
definiciji ekvivalentno zameniti uslovom da posmatrani graf imavorova i

n — 1 granu. Takde, stabla mbemo definisati kao u izvesnom smislu "mak-
simalne” aciklEne grafove: dodavanje grane iztebilo koja dva nesusedna

18K oriscenjem reprezentacije dimskih grafova preko lista susedstva, kao steesl@enijih
struktura podataka, moge je posti slozenostO(m + nlogn).



4.7 Minimalna razapinjlta stabla u t&inskim grafovima 105

¢vora rezultuje pojavom ciklusa. S druge strane, u pitanju su "minimalni”
povezani grafovi: uklanjanje bilo koje od grana daje nepovezan graf (tj. svaka
grana jemos).

Neka jeG = (V, E) proizvoljan (neorijentisan) graf. Njegov podgraf ob-
lika 7 = (V, E') koji je stablo zovemaazapinjite stablood G. Ako je pri
tome G tezinski graf, tada mbemo posmatrati (kao i u prethodnom odeljku)
tezinu nekog njegovog razapirjag stabla kao sumuzima grana koj&ine to
stablo. Tako se nange izuzetno znzajan problem pronakznja razapinjéeg
stabla minimalne t&ne (MST, od engminimal spanning tree

ULAZ: Povezan tginski grafG = (V, E, w).
IZLAZ: TeZina minimalnog razapinfteg stabla grafg.

Naravno, bilo bi od velike koristi da se tokom odgovatag algoritma identi-
fikuje bar jedno minimalno razapire stablo (koje ne mora biti jedinstveno).
Problem je korektno formulisan, ptw se indukcijom lako pokazuje da graf ima
razapinjite stablo ako i samo ako je povezan. S druge strane, ne bi predstav-
ljao ozbiljan problem ni da je kao skup instanci navedena klasa s¥iistéh
grafova, p&to se povezanost rhe testirati (npr. ponftu BFS algoritma sa
proizvoljnim izvorom) u linearnom vremenu.

Slika 4.7.1.Graf koji reprezentuje prititina rastojanja Beograda i sétdi okruga u Vojvodini

ProblemMST ima veliku prakttnu primenu u dizajniranju komunikacijskih
i logistiCkih sistema uz minimalni utBak komunikacione opreme, odnosno
transportnih resursa. Na primer, ravevetih gradova u nekom regionu ili Ziavi
sa odgovarajtom mr&om puteva mbemo posmatrati kaozaski graf, budai
da traskovi transporta neke robe izihe gradovaA i B oCito zavise (izmdu
ostalog) od njihovog rastojanja. Isto se IBare€i i ukoliko Zelimo da izmdu
posmatranih gradova pdino opttke kablove. Minimalno razapinje stablo
razmatranog grafa tada deBeitransportne koridore, odnosno trasu polaganja
optickog kabla, tako da se uz minimalni usek sredstava obezbedi prevoz robe
(ili protok podataka) na datoj teritoriji.
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Verovatno prvi algoritam za gavanje problemalIST dao je 1926. profe-
sor Univerziteta u BrnuDtakar Borivka— motiv je bio elektrifikacija zapadne
Moravske. 1930. godine, talle CeSki matematiarVojtech Jarnk (1897-1970)
nasao je znatno jednostavniji algoritatdoseph KruskalDzozef Kraskal, 1929)
[23] je 1956. dao je jedan takle veoma prost algoritam 24ST, a godinu dana
kasnijeRobert C. Prim(1921) je ponovo otkrio Jafkov algoritant’. U teoriji
grafova su najpoznatija ova poslednja dva algoritmaeyao ih i mi ovde raz-
motriti. Oni, naravno, daju isti rezultat, ali to paatirazl€itim algoritamskim
strategijama. Ne retko se $kva da oni nalaze dvazlicita minimalna razapi-
njuca stabla datog Bnskog grafa.

Kraskalov algoritam za MST.
1. Sortiraj grane po t&ni u neopadajtem poretku.

2. Za svaku granu sa sortirane liste, uklfti e u skup grana” (koji ¢e na
kraju formirati minimalno razapinfte stablo) ukoliko ona néini ciklus
sa V& ranije odabranim granama. U suprotnom, odbaci

3. Ukoliko jos nije odabrana —1 grana, prdi na narednu granu sa sortirane
liste i ponovi korak 2, a u suprotnom stani.

Jarnik-Primov algoritam za MST.
1. Izaberi proizvoljartvorv; € V.

2. Ako su do sada odabragvorovi {vy,...,v;+1}, odaberi granw mini-
malne t&ine sa osobinom da je incidentna&arovimav; € {v,...,
vig1 1@ & {v1,...,vi41}. UKIjuCi granue u skupF i dodajv; 2 := =
spisku odabranilivorova.

3. Ukoliko jos nije odabrana: — 1 grana, ponovi korak 2, a u suprotnom
stani.

Oba ova algoritma pripadaju tipu "gramzivih” (ergreedy algoritama, gde
sezeljeni objekat formira iterativho, dodavanjem novih (u tom trenutku najpo-
voljnijin) elemenata u svakom koraku, bez "povratnih” koraka (tj. bez relak-
sacije, kadsto je to bio slgaj u Dajkstrinom algoritmu). U oba ova algoritma,
nakon svake pojeditae iteracije 2—3 (a i pre nje) imamo razapijusumu

YNaravno, Prim je ovaj algoritam otkrio ne znéjuza rezultate Jaika. Treba imati u vidu
da su 1957. modinosti komunikacije i pretidavanja nagne literature bile drastho manje nego
danas.
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F = (V,F)odg, gde jeF C E. Podsetimosuma je acikitan graf, bez uslova
povezanosti (r&€je zapravo o uniji stabala).

Na pcetku, u oba algoritma&uma od koje polazimo j&/, &). Ona u tom
trenutku imall’| komponenti: svak&vor Cini komponentu za sebe. Nakon sva-
kog odabiranja nove grane, broj komponéntime se smanjuje za jedan spm
se odabirom te grane dve komponente spajaju u jednu. Tu hastupaSlsirate
razlika izmelu Kraskalovog i Jafik-Primovog algoritma. Naime, geometrijski
posmatrano, kod Kraskalovog algoritma stabla-komponentedwg@razmat-
ranu razapinjau Sumu rastu "haotino”, budwei da kao "reper” imamo udenu
listu svih grana téinskog grafey, i zato je svaka grana u svakom trenutku po-
tencijalni element razapinfeg stabla kojeg gradimo. S druge strane, situacija
je mnogo urdenija u sldéaju Jarik-Primovog algoritma: ovde je rasume
takoreti "centralizovan” u odnosu na pndvor v;. U svakom trenutku algo-
ritma, jedino komponenta kojoj pripada maze biti netrivijalno stablo, dok
su sve ostale komponente trivijalne (sastoje se od po jedwon). Kasnije
se jedan po jedan izolova@vor pridodaje toj jedinoj netrivijalnoj komponenti,
koja na kraju prerasta u MST.

1983. godineRobert E. Tarjan(Robert Tardan, 1948) [43] je primetio da
su kako dva posmatrana algoritma, tako i niz drugih algoritama koji nalaze MST
za dati teinski graf specijalni sltajevi jedne oftije Seme, koju je on nazvao
plavo-crveni algoritam Naime, on posmatra proces odabira grana i njihovog
uklju€ivanja u razapinjée stablo kao bojenje grana grafa u dve boje: plavu i
crvenu (pri tomecCe plave granéiniti trazeno minimalno razapinge stablo,
dok e prostale grane biti crvene). Tokom bojenja, primenjuju se dva pravila.

Plavo pravilo: Nadi u G rez, neprazan skupvorovaX C V tako
da nijedna grana koja spaj&orove izX i V' \ X nije plava. Me-
du svim neobojenim granama koje spajaporove izX i V \ X
odaberi onu najmanje zae i oboji je u plavo.

Crveno pravilo:Nadi u G ciklus u kome nijedna grana nije crvena.

Medu svim neobojenim granama tog ciklusa odaberi onu gajve
tezine i oboiji je u crveno.

Na pcetku algoritma, nijedna grana posmatranagnekog grafa nema
boju. Zatim primenjujemo plavo i crveno praviloproizvoljnom redosleddo-
god je to mogae. Tardan je dokazao sledenaoko iznendujuti rezultat.

Teorema 4.9 (R.E.Tarjan, 1983)Kako god primenjivali plavo i crveno pravi-
lo, plavo-crveni postupake uvek rezultovati bojenjem svih grana datogjre
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skog grafag i pri tome podgraf odrden plavim granam&ini minimalno raza-
pinjuce stablo odg (StaviSe, ovo potonje tdenje je t&no ve& nakon bojenja
(|[V| — 1)-ve grane u plavo, kada neke graneida j& nisu obojene).

Dokaz.Za delimno (parcijalno) bojenje grana graga(tako da grane mogu
biti plave, crvene, ili bezbojne) k@amo da jeekonominoakoG ima minimalno
razapinjue stablo koje sadr sve plave i nijednu crvenu granu udéemom bo-
jenju. ldeja dokaza je da indukcijom pdleamo da je svako parcijalno bojenje
koje nastaje tokom plavo-crvenog algoritma ekonmi Jasno, ovo je trivi-
jalno t&no na pgetku (nijedna grana nije obojena), pa je dovoljno dokazati da
primena bilo plavog, bilo crvenog praviauva ekonominost. Pretpostavimo,
dakle, da se u nekom koraku algoritma boji grana- uwv i da je prethodno
bojenje ekononiino, tako da j&" skup grana jednog minimalnog razapiceg
stabla od7 koji sadzi sve u posmatranom trenutku plave grane i nijednu crvenu
granu.

(1) e se boji po plavom praviluAko je e € T, tada upravdl’ "svedc@i”
da je novo bojenje takie ekononiino. Zbog toga, razmotrimo slaje ¢ T.
Neka jeX C V rez na koji smo upravo primenili plavo pravilo. o grane
iz skupaT’ obrazuju razapinjte stablo od;, T sadgi grane koje formiraju put
u ~ v. Kako po plavom pravilu jedan otivorovau, v pripadaX, a drugi ne,
uoceni put sadri granue’ = xy tako da je jedan odvorovaz, y iz X, a drugi
nije. Po plavom pravilu, grand ne mae biti plava. Po nézinu na koji smo
izabraliT', ¢’ ne mae biti ni crvena, pa je u pitanju neobojena grana. Pri tome
jew(e) < w(e’), imajuti u vidu plavo pravilo. Neka je sada

T = (T\ {¢}) U {e}.

Ocigledno,w(T") < w(T). Osim toga, grane skugél formiraju razapinjée
stablo odg, jer je|T'| = |T| = |V| — 1i T’ ne sadti cikluse (dodavanjem
granee se stvara teno jedan ciklus, koji nestaje uklanjanjem grafe Stoga
grane izI” takade formiraju minimalno razapinge stablo od7 (i, specijalno,
mora bitiw(T") = w(T) i w(e’) = w(e)). Ovo stablo pokazuje da je bojenje
koje u posmatranom staju nastaje posle primene plavog pravila ekoréoi
(2) e se baji po crvenom praviluAko e ¢ T, tadal” pokazuje ekonondnost
novonastalog bojenja. Stoga pretpostavljamo da e 7. Primetimo da se
brisanjem grane iz stabla odrdenog sd" to stablo "raspada’ na dve kompo-
nente (svaka grana u stablu je most). Posmatrajmo cik{isi wdnosu na koji
je upravo primenjeno crveno pravilo. Ovaj ciklus sadyranue” # e koja je
incidentna s&vorovima iz razl€itih komponentSume nastale brisanjesiz 7'
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Po crvenom pravilu, ova grana nije crvena, ali nije ni plava, jer bi u suprotnom
bilo ¢” € T, Sto protivré&i Cinjenici da grane iz skup@ \ {e} formiraju dve
komponente povezanosti. Stogd,je neobojena grana i po crvenom pravilu
mora bitiw(e) > w(e”). Ako sada defiriemo

T" = (T'\ {e}) U{e"},

dobijamo skup odV| — 1 grana koji ne sadi cikluse (jer jee” most u tom
skupu), tj. razapinjce stablo. Stino kao i u prethodnom staju, to razapinjte
stablo je takde minimalno i pokazuje ekonoriost novog bojenja.

Sada pokazujemo da se proces bojenja granea feaglaviti” sve dok sve
grane nisu obojene. Pretpostavimo da u nekom trenutku imamo parcijalno bo-
jenje u kome postoji neobojena grana= uv. Gornji argumenti pokazuju da
je to parcijalno bojenje ekonogno: zbog toga, plave grane formiraju adiin
graf, tj. Sumu. Nazovimo komponentedameplavim stablima Ako se¢vorovi
u, v halaze u istom plavom stablu, tada sez@primeniti crveno pravilo na cik-
lus odrelen sae i granama (jedinstvenog) plavog puta~ v. U suprotnom,
za rezX uzmimocvorove plavog stabla kojem pripadsor v. Tada se moe
primeniti plavo pravilo u odnosu n& (s tim da nije sigurno dae grana koju
ctemo obojiti u plavo biti b&e). Dakle, u svakom skEaju se proces bojenja
moZe nastaviti dogod postoje heobojene grane.

Najzad, razmotrimo "za®nu” situaciju u kojoj su sve grane obojene. Po
dokazanom, ovo bojenje tate mora biti ekonongino: postoji minimalno raza-
pinjuce stabloZ koje sadzi sve plave grane i nijednu crvenu. Ovo je mogu
samo ako plave grane formiraju povezan graf, tj. stablo, i ako se ono poklapa
sa7. Prema tome, plavo pravilce biti primenjendV| — 1 puta, nakortega
imamo jedno minimalno razpinge stablo odj. O

Primetimo da je Jafik-Primov algoritam veoma specijalan &aj plavo-
crvenog algoritma: on primenjuje iskfivo plavo pravilo, dogod je to moge
(za rez uzimamo upravo skup do tada odabra@mdrova). Poslél/ | — 1 koraka
u kojima smo primenili plavo pravilo, preostaje da se uzastopno primenjuje cr-
veno pravilo, ali to naravno nije neophodno.

Isto se mde re€i i za Kraskalov algoritam, s tim da on primenijuje jednu za
nijansu sldeniju strategiju. Naime, ako je grana koja se trenutno oldhaje
(redosled obrade grana definisan je njihovom giniesoritranom listom) i ako
je ona incidentna sévorovimau i v takvim da vé& postoji plavi putu ~ v,
tadatemo primeniti crveno pravilo u odnosu na ciklus atine opisanim putem
i granome. U suprotnom, i v pripadaju razEitim komponentamd; i V;
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"plaveSume” odréene skupon#’, pa primenjujemo plavo pravilo npr. u odnosu
naX = V; (jer je e u datom trenutku najlaa neobojena grana u celom grafu,
pa tako i méu onim granamaiji je jedan "kraj” u X).

Prema tome, gornja teorema implicira korektnost Kraskalovog iklddn-
movog algoritma.

Analiza Jarnik-Primovog algoritma

Ozn&imo saX skup odabraniftvorova. Na poetku jeX = {v;}. U svakoj
iteraciji, bira se grana najmanjeziae koja povezuje po jedavoriz X i V'\ X.
Naravno, ispitivanje svih grana bi oduzelo mnogo vremena;qmao algori-
tam implementirati putem pogodnih struktura podataka kejemogiti brzo
pronal&enje traene grane. Za tée nam biti potrebna dva niza indeksirana
skupomévorovaV’ (koje €emo, naravno, zaurirati tokom algoritma):closduv]
Ce sadzati jedan od "najblih” €vorova iz skupaX u odnosu na (zav € X
definis€emoclosgv] = co), dok e element nizavmin[v] biti jednakw(v, x)
ako jeclosév] = x # oo, dok jewmin[v] = co zav € X. Takote naredna
odabrana grana biti najlak od{v, closdv]}, v € V'\ X.

Na pcetku jecloséuv,] = oo i wmin[v;] = oo, dok je za sve drugévorove
closév] = v; i wminv] = w(v,v1). Sada svaka iteracija JakaPrimovog
algoritma podrazumeva (na nivou implementacije) stedi#ve faze:

e Izbor sledée (plave) graneNajpre nalazimo minimum nizamin i iden-
tifikujemo jedancvor v € V u kome se taj minimum realizuje. Ovaj
posao zahteva vrem@(n), gde jen = |V|. Odabrana granae biti
{v, closdv|}, Cimew postaje element skup¥ (X := X U {v}), pa stav-
ljamo closdv] =wmin[v] = oo. Ove dodele se realizuju u konstantnom
vremenu.

e Azuriranje nizovaclosei wmin (koje nastaje kao posledica ukijenja
v u X). Naime, za sva, € V \ X, u slifaju da jeclosdu] # oo i
w(v,u) < wminu], potrebno je redefinisati:

— closgu] := v,
— wmin[u] := w(v,u).
Ovo &uriranje se obavlja u viemer(n).

Kako je broj iteracijan — 1, opisana implementacija radi u vreme@n?).

U prethodnom, koristili smo matimu reprezentaciju nskih grafova. Ako
ih prikazemo preko lista i koristimo neke denije strukture podataka, maggi
je postti slozenostO(mlogn) (m = |E|).
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Analiza Kraskalovog algoritma

Pre svega, u koraku 1 Kraskalovog algoritma se sortiraju granezpo. t&©vo
se realizuje u vremen®(mlogm) = O(mlogn) (pcdto jem = O(n?)),
koristeti neki od standardnih algoritama sortiranja.

Radi implementacije iteracije sa@me u koracima 2—3, uvodi se struktura
podataka poznata pod imenamion-find Ova struktura se sastoji iz particije
{A1,..., A} datog skupas (dakle, vaii # j = A, NA; =i A U...U
A = S), na kojoj je mogaée izvoditi dve operacije:

e UNION(A4;, A;), kojom se postofea particija zamenjuje particijom

({Al, AR {AZ-,AJ»}> U{A; UA;}
(klaseA; i A; se "spajaju” u jednu klasu).
e FIND(x), koja zax € S vrata "ime”, labelu klase kojoj pripada.

Upravo nam je ovakva struktura podataka potrebna u Kraskalovom algoritmu:
u njemu radimo sa razapirfamSumom odrdenom skuponi”, i komponente

te Sumecine particiju skup&voroval’. Dalje, ukljuCivanje granee = uv u F’

ima za posledicu da se komponente kojimawv pripadaju (nazovimo il i

V4) spajaju u jednusto je upravo primena operac§&NION (17, V). Granae

se odabira ukoliko ona ne zatvara ciklus sa ranije odabranim granama — ovaj
uslov se lako proverava, jer zatvara ciklus ako i samo akeoi v pripadaju

istoj komponenti u trenutnoj particiji. Prema tome, u Kraskalovom algoritmu se
obradivana grana ukljucuje uF" ukoliko je FIND(u) # FIND(v).

Jedan od najprostijih ®&a za realizaciju opisane strukture jeste da pos-
matramo niz indeksiran elementima skupgodnosnol’ u Kraskalovom al-
goritmu), €iji su elementi iz skupd1,...,|S|} (labele komponenti). Tako
se FIND(z) izraCunava u konstantnom vremenu, jer je u pitanfitavanje
odradenogclana niza. Mdutim, primenaUNION(A;, A;) zahteva linearno
vreme u odnosu ngb|, pasto je potrebno pi@ kroz ceo niz i izjednéiti labele
koje odgovaraju komponentamd; i A; (preuzima se jedna od labela starih
komponenti). Budé&i da se u implementaciji Kraskalovog algoritma operacija
UNION primenjuje isklji€ivo pri uklju€ivanju grane W', onace biti primenje-
na t&non — 1 puta. Provera uslova iteracije fidkonstantno vreme, kao i sve
iteracije u kojima se razmatrana grana odbacuje. Broj iteracija, jasrie bitd
najvisem. Prema tome, ukupna vremenskazgloost je0 (m log n+n?+m) =
O(n?).
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Nesto sofisticiranijim pristupom u realizaciji struktunmion-find mogLte
je postti asimptotski bolji rezultat. Ako se ova struktura implementira preko
drveta u kojima se u korenu nalazi prazan pokaziflabela komponente) i
prirodan broj koji oznéava brojcvorova u drvetu — prtemu su grane u drvetu
orijentisane "nagore”, ka korenu, a spajanje komponenti se sprovodtako-
ren manjeg drveta postaje naslednik korenzege dok se brojevi koji ozava-
ju veli€inu drveta sabiraju — tada se @@postti slozenostO(m logn). Uko-
liko se prilikom poziva operacij€IND(x) (koja podrazumeva ptanje orijen-
tisanog puta u odgovard@eam drvetu od: do korena) primenjuje tehnikeom-
presije putevasto zn&i da se samo drvo preuteje tako dar nakon otkrivanja
korena drveta kome pripada postaje naslednik tog korena, za iteraciju 2—-3 se
moze postti i slozenostO((m + n)a(n)), gde jea tzv. inverzna Akermanova
funkcija Ova funkcija nije ograriena, ali raste izuzetno sporo: npr. poznato
je da jea(r) < 4 za sver < 20%%36. Zbog toga se u svim realnim prime-
nama mde smatrati da jex(n) konstanta §ak, vrlo mala,< 4), Cime se do-
bija da ovaj deo algoritma radi pra&tio u linearnom ("pseudolinearnom”) vre-
menu. Takde, u specijalnim siEajevima (koji se u praksi négste i susréu),
mogLEe je izvBiti sortiranje iz koraka 1 u vremenu boljem @¥m logm):
ukoliko su t&ine po apsolutnoj vrednosti mali celi brojevi, poznate su metode
sortiranja koje rade u linearnom vremem), tako da implementacija celog
Kraskalovog algoritma postaje pseudolinearna.

Zadaci.

1. "Rucno” primeniti Jariik-Primov i Kraskalov algoritam na Zinske gra-
fove date u Zadatku 4.6.1 , odnosno na Slici 4.7.1 (uz prethodno fiksiranje
neke hijerarhije m@u granama iste #ne). Uporediti tok ova dva algo-
ritma na datim grafovima.

2. U grafovima datim u prethodnom zadatku proveriti zavisnost razagnju
stabala koja daje JdiliPrimov algoritam od p&etnogtvorav; .



Nedeterminizam

na. U svim r&unskim modelima koje smo do sada susretali, haredno stanje
maSine je bilojednozn&no(deterministtki) odredeno postojeom konfiguraci-

jom, tako da je izraunavanje bilo "linearan” objekat: niz konfiguracija koje
nastaju tokom rada ndme. Koncept nedeterminizma je upravo suprotan ovome:
maSina u svakom trenutku ima na raspolaganju nekoliko rangsti meu ko-

jima se bira naredno stanje. Trenutna konfiguracija nedugieenaredni korak
masine (ij. algoritma) jednoziao, ve taj izbor mae zavisiti od niza faktora

koji su van okvira ndeg razmatranja.

Strogo uzev, apstraktni koncept nedetermibigira&unske maine nije re-
alan u smislu da ne modelira rad nijednogdizipostoj&eg uréaja za rauna-
nje'®. Ipak, nedeterminizam se u izvesnom smislu pojavljuje Gumarskoj
praksi, kada spolfnji Cinioci utiCu na tok izréunavanja: na primer, neki proces
u distribuiranom sistemu nie zavisiti od poruka koje dobija od drugih procesa,
pri ¢emu nije mogte predvideti ni sadigj tih poruka, a ni trenutak u konte
one biti upene.

U teoriji izraCunljivosti je od posebnog interesa éavanje odnosa izndel
odgovarajéih determinisitkih i nedeterministikih modela. Primera radi, poz-
nat je rezultat o ekvivalenciji determinigkih i nedeterministikin konanih

18validnost ove réenice se, midutim, ozbiljno dovodi u pitanje pojavom tzkvantnih rau-
nara

113
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automata: i jedni i drugi prihvataju jezike predstavljene regularnim izrazima,
tzv. regularne jezike S druge strane, kod pushdown automata za kontekstno-
slobodne jezike ova simetrija nearapostoji kontekstno-slobodni jezik koji nije
jezik nijednog determinisitkog pushdown automata (vidi [15, 26]). U ovoj i
narednoj glavi n& prvenstveni cilj je da razmotrimo koncept nedetermicisty
algoritma definisan preko nedeterminig& TM i da pro@imo odnos oliinih

TM i njihovih nedeterministikih "rodaka”. Taj koncepte nam omoggiti da
procenjujemo slbenosticitavog niza interesantnih algoritamskih problema.

5.1 NedeterministiCke Tjuringove masSine

Definicija nedeterministike Tjuringove maSin@NTM) razlikuje se od deter-
ministiCke varijante po tométo je funkcija prelaza sada definisana kao

§:QxT = P(TU{L,R,H}) x Q).
(Alternativnho, m@emo posmatrati kaorelaciju prelaza
0CQxI'x(TU{L,R,H}) xQ.)
Jednu komandu NTMU mozemo zapisati ovako:

aq g1
a2 q2
qa .

Am Gm

(ukoliko je 6(q,a) = {(a1,q1),(2,q2), ..., (m,qm)}). Kao Sto smo vé
istakli, dok je kod TM stanjem kontrolnog mehanizma i simbolom kojcia
na traci jednoznano odrelena sledea akcija i sledee stanje m&ine, kod NTM

to nije sliEaj. Naprotiv, postoji neudenost u smislu da naredni korak i stanje
masSine mae biti bilo koja od pondenihm opcija. Ovo, naravno, uklfuje i
moglEnost da zanekg € Qi a € T' vazim = 1 (u kom sli€aju imamo upravo
deterministtku "situaciju”), kao im = 0 (kada se mgina zaglavljuje, jer nema
narednog koraka, tj. konfiguracije u kajul moze prei).

Naravno, prelaskom naganski model NTM, menja se i pojam toka iZta
navanja. Ako je data konfiguracijau kojoj je ma&ina u stanju i Cita sim-
bol a, tada u sléaju |6(q,a)| = m na raspolaganju stoih razlicitih konfigu-
racija u koje ta m&ina mae da prde. Ovakav pristup nam suggei da za-
mislimo rad NTM kao odvijanje "paralelnih stvarnosti”, jednu vrstu paralelnog
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ratunanja u kome se na istoj TM istovremeno &awa vée programa. Zbog
toga, izr&unavanje NTM prikazujemo kedrvo.

€o

m vreme

Slika 5.1.1.Drvo izratunavanja NTM

Svaki putcy ~ ¢ (tj. put od korena drveta do nekdiyora kome odgovara
konfiguracijac) predstavlja rad jedne determindte TM koja radi isto kao i
data NTM, uz nametanje odtenog niza izbora iz skupovdgq, a).

Slicno kao i kod TM, za NTMM kaZzemo da jeotalnaako je drvo izr&una-
vanja te m&ine kon&no (tj. kon&ne dubine) za svaku ulaznitre. U suprot-
nom, drvo izr&unavanja sadr beskongéan put: postoji néin da nedeterminis-
ticki biramo korake tako da1 ude u mrtvu petlju.

Jednostavnosti radi, ndiemo posmatrati NTM isklj€ivo u rezimu za réa-
vanje problema odftivanja (iako se mee definisati i nedeterminigto izr&u-
navanje parcijalne funkcije). Stoga treba da déBmosSta zn&i da NTM prih-
vata datu ulaznu 2 Kazemo da NTMM prihvataw € ¥* ako u odgovara-
ju€em drvetu izrdunavanja postoji bar jedna konfiguracija oblikey, T, w2).
Drugim re&ima, ulazni podatak je prihéan ako postoji bar jedan éa da
se izvBi niz nedeterministkih izbora tako daM dode u prihvatno stanje.
Obratno, ulaz je odbijen ako svako ma@guzra&unavanje rezultuje stanjem raz-
liitim od T. Kao i ranije,L(M), jezikNTM M, sastoji se iz svih prihvi@nih
reCi nad ulaznom azbukorn.

Ocigledno, svaka determinigiia TM je specijalni sltaj NTM, pa zato
klasa jezika svih NTM sadr klasu rekurzivno nabrojivih jezika. Naredna teo-
rema pokazuje da su u smisltaenske méi NTM i obicne TM ekvivalentne
(tj. da jezik svake NTM pripada klaRE), pcsto je rad svake NTM modge
simulirati deterministtkim modelom.

Teorema 5.1 Za svaku nedeterminigtu Tjuringovu mainu M postoji deter-
ministicka 3-tre&&na Tjuringova masin® tako da jeL(D) = L(M).

Skica dokazaPretpostavimo da je € N tako da uM vazi |6(q, a)| < b za sve
g € Q,a €T. Trake mdineD zvatemo redom A,B,C. Na @etku, na traci A
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je ulazna ré w, i ona jeoff-line, Sto zn&i da se ona nikada ne koristi za pisanje,
dok su B i C prazne. Traka B j@dnai na njoj e se v&iti izratunavanja, a
C je adresna traka na njoj e se tokom narednog algoritma generisati nizovi
elemenata skupéfl, ..., b} u istom poretku u kojem funkcijd - || enumerse
reci nadb-elementnim alfabetom (vidi Odeljak 1%8)

Algoritam koji opisuje rad m&ineD je sledé&i:

1. Kopiraj ulaznu ré w sa trake A na traku B i postavi glavu trake B iza
kopirane réi.
2. Na traci B simuliraj rad m&ine M koriste€i se trakom C kao sredstvom

e -

lacije ma&ina u stanjy; i Cita slovoa, tako da je

5(‘]7 a) = {(ala Q1)7 ceey (0407 QC)}

za nekoc < b, a nak-tom polju trake C stoji brojn, < ¢, primeni
komandu
q a Qmy Gy, -

Kada na traci C nema$e brojeva, ili jen; > ¢, obustavi simulacijuM.

3. Ako se (radom na traci B) do do prihvatnog stanja, PRIHVATI ulaznu
reC i stani.

4. U suprotnom, genesi u naredni niz na traci C, ofdiisadiaj trakeB i
vrati se na korak 1.

Ocigledno, ovo je upravo determiniékii algoritam koji v&i pretragu kom-
pletnog stabla izfeunavanjaM za ulaznu ré w. On prihvata tu ré ako i samo
ako je u smislu prethodnih definicija prihvata NTM. O

5.2 Nedeterministicke klase sl@enosti

FunkcijaTy : N — N ocenjuje vremensku denosttotalne NTM M ako

nijedno drvo izr&unavanja zaV koje odgovara ulaznoj & dwine < n nije

dublje odT\(n). Ocena prostorne skenostiSy, : N — N maSine M se
defin8e analogno: u svakom nizu koraka kdj¢ prevode iz pdetne konfigu-
racije u neku konfiguraciju iz drveta iZranavanja za ulaznu ¢ewine < n,

M izvrSava komandu pisanja na n&eiodS(n) polja trake.

1Taj poredak je definisan na slgd@atin: za dva nizac,y nad{1, ..., b} vaZi z < y ako je
x kraCi od y, ili su nizoviz i y iste dizine i za najmanje takvo da jer; # y; vazZi x; < y;.
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Na ove definicije se sada prirodno nadovezujederge klasa stbenosti

NTIME(f(n)) = {L: postoji NTM M tako da
L(M) = L, Tm(n) = O(f(n))},

NSPACE(f(n)) = {L: postoji NTMM tako da
LM) =L, Sp(n) = O(f(n))}-

Analogno kao i u determinigtkom sli€aju, dalje formiramo vremensku klasu

NP = | | NTIME(n"),
k>0

kao i prostorne klase
NL = NSPACE(logn)

NPSPACE = | | NSPACE(n").
k>0

U Odeljku 4.3 smo ve spomenuli problenP = NP (formulacija prob-
lema je, naravno, saklina u njegovom imenu) i naglasili da je posredi jedno od
najzndajnijih i najintrigantnijih otvorenih pitanja moderne matematike i teorij-
skog r@&unarstva. Pritome je inkluzijg C NP trivijalna?®, pa se ovaj problem
svodi na sledee pitanje: da li se svaki nedeterminisii algoritam (tj. NTM)
moze "determinizovati” tako da pri tom ostan&€saana polinomnost utéenog
vremena (sa neogramnim moggénostima "kvarenja” stepena polinoma)? Da
li je, u natelu, za svaki problem iNP mogita lokalizacija konfiguracije sa
prihvatnim stanjem (ukoliko ona udte postoji) na srazmerno mali deo drveta
izraCunavanja? Da li se to drvo uvek @m”pametno” pretrati?

Problem lgi u tome da je simulacija iz Teoreme 5.1 sievi'naivna”, te da
ne dajezeljeni rezultat. Naravno, pri tome &iaaD nije totalna, pa je moramo
prepraviti tako da se ona zaustavi kad god simulira NYAkon&ne vremenske
slozenosti.

Teorema 5.2 Neka je M NTM vremenske skenostiO(f(n)). Tada postoji
deterministtka TMD’ koja simuliraM takva da jeT'p: (n) = 200 (),

DGeneralno, za sve funkcijg : N — N vaze inkluzijeTIM E(f(n)) € NTIME(f(n)) i
SPACE(f(n)) C NSPACE(f(n)).
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Dokaz.MasSinu D’ dobijamo malom modifikacijom n&neD iz Teoreme 5.1.
Naime, dovoljno je da uvedemo jednu Bulovu promenljivu koj&iskao in-
dikator da li se u preté@vanju drveta izrdunavanjaM za ulazw dasSlo do
poslednjeg sprata tog drveta (ovo Zemo realizovati preko dva simbola trake
— nazovimo ih0 i 1 — koje upisujemo na novitetvrtu traku maine, ilicemo
dozvoliti pisanje na jednom polju trake A, desno od ulazrid)reNa paetku,
vrednost ove promenljive j8. Kad god se u koraku 2 (vidi opis rdi@ae D)
naide na konfiguraciju u kojoj jé(q, a) # @, postavlja se vrednost Svaki put
kada se na traci C (korak 4) de do adrese oblikal . . . 1 (leksikografski prve
adrese date dine), proverava se vrednost posmatrane promenljive. Ako je ona
0, masinaD’ okontava svoj rad (jer nijedatvor na prethodno obdgnom spratu
analiziranog stabla iz€ainavanja nema naslednika). U suprotnom, promenljiva
se ponovo postavlja n@d i maSina nastavlja svoj rad (istavanjem narednog
sprata).

Na ovaj n&in, mainaD’ ce zavkiti svoj rad nakorto genese sve adrese
duzine < T (n). Svaka adresa dine d odreduje niz odd koraka jedne de-
terministtke TM, pa zato deo simulacije vezan za tu adres$i treemeO(d).
Dakle, sl@enost maineD’ je asimptotski ogragiena sa

b+ 2b% 4 ...+ tbt < 2P < b? =200,

gde jet = T\(n). U Teoremi 3.6 smo videli da prelazak na jednoma TM
kvadrira sl@enost (nasta je red veliine 2°® invarijantan), pa sledi tdenje
teoreme. 0

Cak i kada bismo optimizovali gornju pretragu (npr. BFS tehnikom) tako da
se u njoj svakitvor drveta izraunavanja obilazi samo jednom (i da se za svaki
¢vor vezuje konstantan broj koraka &ir@e D), broj samihtvorova u posmatra-
nom drvetu mé@emo proceniti sa

bt+1 -1
14+b+...+b = T =00 =200,

t = Tam(n), $to ne menja gornji rezultat. Prema tome, za razliku od simu-
lacija nekih drugih rdunskih modela (VTM, RAM m&ine) obénim TM (gde
se sl@enost simulacije iztaava kao polinom u odnosu na &émost izvorne
masine), gornja simulacija NTM determinigékim modelom podrazumeva eks-
ponencijalno usporenjeéitav problemP = NP je zapravo u tométo do
sada nije poznata nijedna&inski efikasnija simulacija od navedene, niti je
pokazano da takva simulacija ne postoiji.
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S druge strane, upravo nam razmatrana simulacija otavguda dobijemo
sled€u vezu izmdu nedeterministkih vremenskih i deterministkih prostor-
nih klasa.

Teorema 5.3 Za svaku funkcijuf : N — N takvu da jef(n) > n vazi
NTIME(f(n)) C SPACE(f(n)).

Skica dokazaNeka jeM nedeterministika m&inacija je vremenska skenost
t(n) = O(f(n)). Posmatrajmo n¥nu D’ iz dokaza Teoreme 5.2 koja je
simulira (odnosno, n&nu D iz dokaza Teoreme 5.1, pm je njena prostorna
slozenost asimptotski ista) i pratimo pobrgu prostora u pojedinim fazama
njenog rada. Pri tome ozna&ava diinu ulazne réi w.

Korak 1 cCigledno tr&i prostorn. Nakon toga se u koraku 2 simulira rad
maSine M za jedan put u drvetu iz€éanavanja (adresna traka sadodgo-
varajlti niz nedeterministikih izbora). P&to su svi takvi putevi dtine< ¢(n),
maSinaD moze tokom ove simulacije dag® na ne \fe odt(n) polja. Do kraja
jednog ciklusa u simulaciji na traci B @e biti potrédeno vée nijedno polje
(samote ranije konzumirana polja biti "obrisana”, tj. ispunjenassaNaravno,

u skladu sa uslovom saginim u koraku 4, na adresnoj traci C badbiti pisano
na najvéet(n) + 1 polju. Prema tomeSp(n) = O(t(n)) = O(f(n)).

Preostaje da se primeti da prelazak na jeditoirmodel TM ne menja pros-

tornu sl@enost (vidi Teoremu 3.6). O

Direktna posledica prethodne teoreme je inkluNjR C PSPACE.

U Glavi 6 temo videti da klas&N'P sad@i u izvesnom smislu reprezen-
tativne, tzv.NP-kompletne probleme Njihov zn&aj je prvenstveno u tome
Sto se na njima "lomi” pitanj@® = NP: za ma kojiNP-kompletan problem
odluCivanja.A vazi da je jednakost klasB i NP ekvivalentnaegzistenciji poli-
nomnog (deterministkog) algoritma za EavanjeA. Zbog togatemo u daljem
razmotriti neke od najpoznatijiNP-kompletnih problema.

Kada su u pitanju nedeterminigkie prostorne klase, jedan od prvih i naj-
znaajnijih rezultata jestS&avieva teorem§3g].

Teorema 5.4 (Walter J. Savitch, 1970)Za svaku funkcijy : N — N takvu da
je f(n) =lognvazi NSPACE(f(n)) C SPACE([f(n)]?).

Dokaz gornje teoreme zasniva se na konstrukciji algoritma Zavemije
problema dostivosti u grafovima koji tr&i prostorO(log®n). Kao specija-
lan sliEaj SavEeve teoreme, v NL C SPACE(log?n). Pitanje da li je
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L = NL nésto je manje poznato od problefa= NP, ali (€Cini se) nsta ma-
nje te&Sko. Kao posledicu prethodne teoreme imamo i jednaR&PACE =
NPSPACE. Najzad, mde se pokazati da %ai inkluzija NL C P (u dokazu
se ponovo ha pogodang@ia koristi problem doskivosti).

Ako je C neka klasa sfpenosti (vremenska ili prostorna), defiamocoC,
komplemenklaseC, kaocoC = {L : L € C}, pri¢emu se komplement jezika
uzima u odnosu na domen problema koji taj jezik modelira. Na priSwi,
predstavlja jezik koji se sastoji iz svih iskaznih formula kojsu zadovoljive,
tj. formula€ija je negacija tautologija. Take, m@emo posmatrati problem da
li dati graf nemaHamiltonovu konturusto predstavlja komplement problema
Hamiltonovih kontura. Komplement problema da li je datamad> palindrom
je pak predstavljen jezikorn* \ L,, gde jeL, skup svih palindroma na#.

Veoma je lako videti da za svaku determirikti klasuC vazi C = coC,
jer ako totalna TMM prihvata jezik L sa sldend&tu O(f(n)), tada je jezik
masine M’, koja se dobija od\ takoSto se zamene uloge stanja L, upravo
L. Jasno, slpenosti maina M i M’ su identéne. Zbog toga, razmatranje
komplementarnih klasaoC ima smisla samo u nedetermin&tom sli&aju.
Treti znaajan otvoren problem teorije Ganske sléenosti koji pominjemo u
ovom odeljku jeste pitanje da li WP = coNP (oCigledno, vai P C NP N
coNP). S druge strane, 1987/88. godiReSzelep@&nyi[42] i N.Immerman
[16] su (nezavisno jedan od drugog) pokazali da za svaku funkcijiy — N
takvu da jef(n) > logn vazi NSPACE(f(n)) = coNSPACE(f(n)), pa
specijalno INL = coNL.

5.3 Klasa NP i polinomna verifikacija

U ovom odeljku je na cilj da damo jednu operativniju karakterizaciju problema
koji se nalaze u klad\NP.

Neka jeA = (T', A) problem odlg&ivanja. Za problenB kazemo dgprove-
rava (ili verifikuje problem.A ako je3 oblika

B= (I xA,B),
gde jeA najviSe prebrojiv skup, tako da za swvec T vaZi
r €A < (Jee€ A)(x,c) € B.

Zaz € A, objekatc za koji v&i (z, ¢) € B nazivamosertifikat(ili dokaj zax.
Na primer, u problem$AT, A moze biti skup svih valuacija nad prebro-
jivim skupom iskaznih slova; sertifikat za zadovoljivu KNFjeste bilo koja
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valuacijar takva da jev-(¢) = T. Tako je problem-verifikator ZRAT sledei:
za datu formulup u KNF i datu valuaciju, da li je) tatha u odnosu na tu valu-
aciju?

Slicno, za problem Hamiltonovih kontura u grafu, sertifikat za Hamiltonov
graf je permutacija njegoviivorova koja obrazuje tzenu konturu. Zato je ve-
rifikujuci problem sledéi: za dati graf i permutaciju njegovitvorova, da li su
svaka dva uzastopriaora u permutaciji (ukljaujuci posledniji i prvi) susedni u
grafu?

U oba primera, mpemo primetiti da, dok za izvorni problem nije poznat
efikasan algoritam, verifikufti problemi se veoma lako mogu oditi u poli-
nomnom vremenu: iznavanje istinitosne vrednosti KNF u odnosu na datu
valuaciju zahteva linearno vreme (u odnosu naiaw formule), dok se u dru-
gom sli€aju proveravajci problem svodi na inspekciju svih lista susednosti,
dakle trési vremeO(m) (gde jem broj grana grafa). Da to nije stajno, poka-
zuje sledée tvidenje, kojeg mbemo uzeti i kao drugu definiciju klag€éP.

Teorema 5.5 Neka je4 = (I', A) problem odlg@ivanja. A € NP ako i samo
ako A ima verifikator3 tako da jeB3 € P.

Skica dokaza(=-) Neka je M NTM polinomne vremenske stenosti koja
reSava.A. Neka je u njoj uvekd(q,a)| < b. U proveravajéem problemu
koji konstrusemo, sertifikate biti niz ¢ koji se sastoji od brojeva iz skupa
{1,...,b}, dwizine< Tr(n), gde jen duzina ulazne ré (A je skup svih nizova
nad ovim skupom). Za konstrukciju verifikataaponovo koristimo m&inuD
iz dokaza Teoreme 5.1: dovoljno je definisBtda bude skup svih parova, ¢)
za koje mainaD vrata rezultat PRIHVATI kada se postavi (kao ulazna &
na traku A, ac na na traku C (pretpostavljamo da se ngevdalja generisanja
nizova na C, ve se simulacija m&ine M sprovodi samo za dati, konkretni niz
¢). Time smo konstruisali TM koja BavaB i radi u vremenun + 27y(n)
(kopiranjew sa A na B, simulacijat na traci B i usputnd@itanje sadtaja trake
C radi selekcije nedeterminigkih izbora).

(«) Pod datim pretpostavkama, konsteino NTMM koja ré&savaAd. Ona
treba da radi na sleden&cin:

1. Nedeterministiki ispiSi neki element € A desno od ulazne ééw, tako
da je diina r&i koja reprezentuje ne vea odT'\ (Jw|) (duze re&i ne
mogu biti sertifikati zav, s obzirom na vremensku glenost maine M’).

2. Simuliraj rad TMM’ koja resaval3 i koja radi u polinomnom vremenu.
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3. Udi u prihvatno ili odbijajite stanje u zavisnosti od rezultata simulacije
M.

Iz gornjeg opisa m&Eine M imamoTy(n) = O(Th (n)) (n = |w|), pa tr&eni
zakljuCak sledi. O

Tako, na osnovu gornje teoreme i prethodnih razmatranja Zalgmo da
problemSAT i problem Hamiltonovih kontura pripadaju klasiP.



NP-kompletnost

6.1 Redukcije i kompletnost. NP-kompletnost

Neka sud = (I'1,A) i B = (I'2, B) dva problema odivanja. K&emo da
se A (polinomno) redukujea B, u oznaciAd <p B, ako postojiredukciona
funkcijao : I’y — I's koja ima sledée dve osobine:

e o jeizratunljiva u deterministikom polinomnom vremenu,

e zasver € I'y vazi
r€A < o(x) € B.

Problemi.A i B suekvivalentni A =p B, ako istovremeno va A <p B i
B <p A.

U oznakama<p i =p koristimo indekse kako bismo razlikovali upravo
definisanu redukciju (koja se u literaturi zovesjoKarpova[18]) od drugih
redukcija, kacsto su Tjuringova<y, logaritamska<;, (koju primenjujemo u
dokazuNL-kompletnosti problema dog&tivosti), itd. Medutim, ovdetemo ko-
ristiti isklju€ivo navedenu polinomnu redukciju, gamo u daljem izostavljati
indekse.

Intuitivno, A < B zn&i da problemA nije raCunski "teZzi” od 5. Specijalno,
vazi sledé€e tvidenje.

Lema 6.1 AkoA < Bi B € P,tadaA ¢ P.

123
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Dokaz.Neka je M, TM koja izra€unava funkcijur u polinomnom vremenu, i
neka jeM maSina koja réava problenB. Kompozicija ove dve nine ré&ava
problem.A. Jasno, za datu instaneuc T'y, |z| = n, ma&inaM, troSi vreme
koje je polinom po:. Takade, M radi u vremenu koje je ograteno polinomom
po velicini njenog ulaza u ovom algoritmiiy (z)|. Preostaje da primetimo da
ova poslednja vetina mora biti polinom po:, budLti da je ona rezultat rada
vremenski polinomno ograténe TM. 0

Ako je A < B, tada odnos iznmdu ovih problema (a i kompoziciju rsaa
opisanu u gornjem dokazu) rbemo slikovito prikazati sledm dijagramom.

l x
p o
B

\—> DA/NE ~——

Neka jeC neka klasa stbenosti. Za problertl kazemo da jeC-teZzakako za
sve problemes € C vazi B < A. Ako je problemA C-tezak i joS pritomA €
C, onda je onC-kompletan Kompletni problemi jesu pravi "reprezentativni
predstavnici” sldenosti klasé€C: u pitanju su réunski najt&i problemi te klase.

Naravno, ova definicija nam je najinteresantnija \£aju da jeC = NP.
Znataj NP-kompletnih problema je u potpunosti obraztm sledéim tvrde-
njem.

Propozicija 6.2 Neka jeA NP-kompletan problem. Tada #a
AeP «<— P =NP.

Dokaz.Implikacija (<) je trivijalna. S druge strane, nekalfee NP proizvo-
ljan problem. Kako zbog kompletnosti%ia3 < A, to A € P po Lemi 6.1
povlieti B € P, pa je stogaNP C P (obratna inkluzija je, ka&to je v&
pomenuto, trivijalna). O

Prema tome, kako bi se potvrdila jednakbst= NP, dovoljno je za bilo
koji od NP-kompletnih problema proiapolinomni algoritam. Obratno, ako
bi bilo mogLEte za ma koji od tih problema pokazati nepostojanje odgoviaegju
polinomnog algoritma, odmabh bi sledil® £ NP.

Ali, da li NP-kompletni problemi uogte postoje? Odgovor na ovo pitanje
dobicemo v& u narednom odeljku.
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6.2 Kuk-Levinova teorema

Prvi otkriven NP-kompletan problem bio 8§ AT, problem zadovoljivosti is-
kaznih formula.NP-kompletnost ovog problema dokazali su (nezavisno jedan
od drugog)Stiven Kuk'Stephen A. Cook, 1939) [6]lieonid A. Levirf24].

Teorema 6.3 (S.A.Cook, L.A.Levin) SAT je NP-kompletan problem.

Skica dokazaNeka je L proizvoljan jezik iz klaseNP. To zn&i da postoji
NTM

M= (Q,E,P7(5,q07\/7 X)

polinomne vremenske stenosti tako da jé& (M) = L. Nas cilj je da za svaku
reC w € ¥* konstrusemo iskaznu formulg (M, w) koja ima sledéu izuzetnu
osobinu:

w € L(M) ako i samo ako j& (M, w) zadovoljiva.

Pri tome, mora postojati algoritam za konstrukciju ove formule koji radi u poli-
nomnom vremenu u odnosu na|. Osnovna ideja koja nas vodi ovakvom
kodiranju problema odftivanja za jezikl iskaznom formulom jeste da (putem
veteg broja iskaznih slova)(M, w) sadzi kompletnu informaciju o svim re-
levantnim elementima ndie, te da jedna valuacija zapravo reprezentuje jednu
granu u drvetu izrégunavanja msine M za ulazw. Pri tome, ta valuacij&e
zadovoljiti¢(M, w) ako i samo ako krajnjivor te grane odgovara prihvatégj
konfiguraciji.

Bez umanjenja ogtosti, ma@emo pretpostaviti da smo odabrali dovoljno
veliko k € N (koje zavisi isklji&€ivo od ma&ine M) tako da funkcijel’y((n) =
n* ocenjuje vremensku stenost od\1. Drugim retima, M obustavlja svoj rad
nakon< n* koraka. Ako pri tome numesemo polja trake celim brojevima tako
da je polje koje glava skenira u getnoj konfiguraciji ozné&eno sd), to takale
zn&i dacte ma&ina tokom obrade ulaza (nezavisno od nedeterministih iz-
bora) biti ograniena na deo trake ozien brojevima iz intervalg—n*, n*].

Iskazna slova koja koristimo ¢i(M, w) delimo u tri grupe:

e 2/ (0 < i < nk, ¢ € Q) — postavljanje vrednosti ove promenljive fia
e intuitivno znaiti:
"Nakoni-tog koraka, stanje n¥neM je ¢.”

e y;; (0 < i< nF, —n* < j < n¥)— postavijanje vrednosti ove promen-
liive na T €e intuitivno zn&iti:
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"Nakon i-tog koraka, glava m&ane M skenira polje trake br.

j.H
75 (0 < i < nP, —n¥ < j < 0P, a € T) — Cinjenica da je u nekoj
valuaciji vrednost ove promenljivé kodira iskaz:

"Nakoni-tog koraka, u polju trake by. nalazi se simbad.”

Formulag(M, w) bice sastavljena od nekoliko delova:

¢(Ma U}) = ¢State A ¢head A ¢tape A Qbstart A Qbaccept A ¢m0ve-

Zadatak prva tri dela jeste da obezbede jedinstvenost konfiguradijeena
M u svakom pojedinanom trenutku. Na primer, formula... treba da bude
konstruisana tako da kodira iskaz "Nakon svakog korakd&imaa\1 je taCho u
jednom stanju.”, tj. da jedine valuacijekoje zadovoljavaju ovu formulu budu
tatno one u kojima za svakiovaZi 7(z!) = T za t&no jednog € Q. Lako se
proverava da sleda KNF ima traenu osobinu:

A (V] la] A N (afv-ad

0<i<nk \g€Q 0<i<n* p,ge
PFq

Analogno,¢y..q Obezbéuje jedinstvenost polaja glave:

/\ \/ Yij | | A /\ /\ (a5 V ~wie) |

0<i<nk \—nkj<nk 0<i<nk —nk j<l<nk

dok je ulogagi.pe da obezbedi jedinstvenost sadja svakog (u toku obrade
na.M dostupnog) polja trake u svakom trenutku:

AN (V) A A A e

0<i<nk —nkFGj<nk \ael 0<i<nk —nkFG<nk a,bel
a#b

Podformulepgart i Paccept treba da redom opu pc&etnu i prihvatajae kon-
figuracije. Naravno, glava je na fetku u stanjuy, Cita (po dogovoru) nulto
polje trake koje sadi blanko (to je prvo polje desno od ulazn&ilei ako je
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w = a...a, tada se simbok; (1 < j < n) nalazi na polju brj — (n + 1),
dok su ostala polja prazna. Ovo stanje opisuje upravo &tefitemula:

n
q0 a; * *
R A AN VR AN T A F
i=1 —nk <j<—n—1 0y

ReC w je prihveCena od stran@ ako se u drvetu iz&unavanja pojavi kofigu-
racija sa prihvatajtim stanjem,/ (zamenili smo oznake prihvatdieg i odbi-
jajuteg stanja, radi izbegavanja zabune sa istinitosnim vrednostima), pa zato

¢accept gIaSi:
\V e

0<i<n®

Najzad, podformulap,,.v. treba da sadi informaciju o svim mogéim
prelazima maine M, tj. da bude zadovoljiva samo onim valuacijama koje opi-
suju izr&unavanja koja su u saglasnosti sa progransond zapisu ove pod-
formule koristtemo se i iskaznim veznikom-, imajuti u vidu da jea =
skreteni zapis zar« V 3 i koristeti (po potrebi) De Morganove zakon@y,ove
se prirodno sastofietiri dela. Najpre, ako nakantog koraka glavane skenira
j-to polje, njegov sadaj ce ostati nepromenjen i nakdin+ 1)-vog koraka. Za
ovu svrhu uvodimo formulu :

a a
/\ ((~wij A 25) = 28405) -
0<i<nk
—nF <j <nP
a€el

S druge strane); opisuje efekat primene neke komande oblikab ¢’ iz § na
trenutno skenirano polje:

q . a q oL b
/\ (x Nyij N 255) = \/ (T30 A Yiv1 A 21 )
0 < 7 g TLk (q,a,b,q/)€5
—nk < <t
a€el

Analogno,3 opisuje pokrete glave nalevo:

q A La q o a
/\ (@i Nyij A zi5) = \/ (i1 AYitri-1 Az ) |
0 < A < TLk (q7a)Laq,)€6
—nF < j<n¥
ael



128 GLAVA 6: NP-kompletnost

a4 nadesno:

q a (1/ a
/\ (z Nyij A 2y) = \/ (T3 1 A Vi1 A 241 5)
0 g 7 < nk (q7a‘7R7q/)66
—nk <j<nk
a€e’l

Deﬁniéemod)move =1 A ha A b3 A ify.

Pretpostavimo sada dajec L(M). Tada u odgovaragiem drvetu izréu-
navanja postojtvor sa prihvatajoom konfiguracijom. Posmatrajmo put u drve-
tu koja sadti taj cvor. Konstrusemo valuaciju- tako da ako je u-tom¢&voru tog
puta 0 < i < n*) masinaM u stanjug i &ita j-to polje trake, tada je(z}) =
7(yij) = T dok sva drugac- i y-slova imaju vrednosi.. Vrednosti slova;
biramo tako da kodiraju satij trake m&ine M u i-tom ¢voru u@&enog puta.
Rutinski se proverava da je sadg ¢(M,w)) = T.

Obratno, neka valuacija zadovoljavap(M, w). BudLEi dar zadovoljava
Gstate \ Phead N\ Prape, Z& SVaKoi, 0 < i < n*, postoje jedinstveny € Q
j € [-n*,nF]ia €T tako dajer(z}) = 7(yi;) = 7(2f;) = T. Na ovaj ndin
prirodno dobijamo niz konfiguracija, ci, . . . , ¢,,x. PGtoT zadovoljavapsiart,
co je ba pcetna konfiguracija n&ne M za ulazw. Pdstor zadovoljava i
Gaccept, OVA] Niz sadi prinvatajicu konfiguraciju. Najzad, kako zadovoljava
Gmove, ZAM VaZico - ¢1 - ...+ ¢, x. PrematomeM prihvataw.

Preostaje da se dina formuleg(M, w) oceni polinomnom funkcijom po
n. Kako su vel€ine poput|Q|, |T'| i |0] konstantne (ne zavise ad), dwina
formUIa¢statea ¢head’ thape [ ¢move je O(n2k)! dok je daina formUIa¢start [
Paccept r€AO(n*). Takade, nije t&ko pokazati da postoji algoritam koji na
osnovu réi w i parametara nine M konstruse¢(M, w), pri emu se vreme
potrebno za ispisivanje svakog simbolazamgrantiti polinomom pon. Stoga
je prezentirana redukcija polinomna, pa je teorema dokazana. O

6.3 Problem klika u grafovima

Polazé&i od Kuk-Levinove teoreme i koncepta polinomne redukcije, ntege
pron&i Citavo "more” drugihNP-kompletnih problema. Naime, #asled&€e.

Propozicija 6.4 Neka jeA NP-kompletan problem. Akdl < Bi B € NP,
tada je i problems takade NP-kompletan.

Dokaz.Kako je A NP-tezak, za svaki probleml’ € NP vazi A" < A. Neka
je o’ odgovarajéa redukciona funkcija, dok realizuje redukcijud < B. Tada
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kompozicija funkcijac’ o o redukujeA’ naB. Kako ses’ izratunava u vremenu
O(n*) zanekadk > 0, za svaki element iz domena problemal’ vazi |0/ ()| =
O(|z|¥). Ako slazenost izraunavanja funkcije iznosiO(n), tada ser (o’ (z))
izratunava u vremen®(|z|* + (|z|¥)%) = O(|z|**). Dakle, redukcijao’ o o
je polinomna, pa va A’ < B. Stoga je problenB NP-tezak, a time iNP-
kompletan. a

Kao prvu ilustraciju ovog tutenja, redukoveemoSAT naproblem klika u
grafovima Ovaj problem je definisan na sldd@aCin:

ULAZ: Neorijentisan grat; = (V, E) i prirodan brojk.
IZLAZ: Dali G ima kompletan podgraf (kliku) od cvorova?

Ovaj problem (koji oznéavamo s LIKE) pripada klasiNP, jer podskup
C C V, |C| = k, predstavlja odgovarafil sertifikat, a verifikacija da li je
C zaista klika ug zahtevak(k — 1)/2 provera susednosti parogaorova,5to
iznosiO(n?) (posto mora bitik < n = |V, u suprotnom je odgovordigledno
negativar®.

Prema prethodnoj propoziciji, kako bismo pokaZdlP-kompletnost prob-
lema klika dovoljno je konstruisati polinomnu redukcjAT < KLIKE. Ova
redukcija zahteva da se za proizvoljnu Ki#konstruse grafGy = (Vy, Ey) |
prirodan brojk, tako da vai sled&a ekvivalencija:

¢ je zadovoljiva ako i samo ak@, ima kliku od &, Cvorova.

Najpre, zak, uzimamo broj konjunkta u KNk. SkupCvorovaly Ce biti
skup svihpojavljivanja literala u ¢ (dakle, vBestrukim pojavljivanjima istog
literala odgovaraju raditi vorovi). Dvatvorau, v ovog grafa spajamo granom
ukoliko su ispunjena sleda dva uslova:

e u i v ne predstavljaju literale iz istog konjunkta,

o literali koji odgovarajucvorovimau, v nisu komplementarni (tj. nije &e
0 x, —x za neko slova).

Zbog prvog uslova, ovaj grdfe biti k,-partitan: cvorovi koji reprezentuju lite-
rale iz istog konjunkt&ine jednu klasu particije. Stoga se svaka hjegova even-
tualna klika mora sastojati ievorova iz razitih klasa (tj. literala iz raztitih

21pri tome, neposredna provera s¥itelementnih podskupova dd nije polinomni algoritam
zaKLIKE, jer je broj takvih podskupov@). Budlti da je ovdek deo ulaznog podatka, a
nefiksan broj, ovo je u oftem sléaju eksponencijalna véina pon, pasto je najvéi binomni
koeficijentn-te klase> 2" /(n + 1).
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konjunkta); tako svaka njegovig-klika (ako takva uopte postoji) sadi tacno
po jednog predstavnika svake klase.

Primer 6.5 Posmatrajmo KNF
p=(xVyVz)AN(—zV-yVz)A(—xVyVz)A(-zV-yV-z).

Za ovu formulu jek, = 4, dok odgovarajai graf G4 izgleda ovako:

X —|y -z

SeAA
IS\
o EEN O,
AN AT

L AL RSY
GRS

g

(=) ¢ je zadovoljivaNeka jer : X4 — {T, L} valuacija koja zadovoljava
¢. Tada svaki konjunkt sa@rbar jedan literal koji je téan u odnosu na ovu va-
luaciju. Odaberimo po jedan takav literal iz svakog konjunkta; neka oni redom
odgovarajlevorovimauy, . . . , ug, konstruisanog grafa.

Tvrdimo da ovi€vorovi formiraju kliku. Zaista, njima odgovardjulite-
rali svi dolaze iz raziitih konjunkta, po konstrukciji.étavée, nikoja dva od
njih ne mogu odgovarati komplementarnim literalima, jer bi u suprotnom bilo
nemogée da je njihova vrednost istovrememau odnosu na. Sledi da svaka
dva od navedeniivorova moraju biti susedni@.

(«) Gy imakg-kliku. Neka se ta klika sastoji otvorovavy, . . ., vg,. Kao
§to je ranije napomenuto, ogvorovi moraju odgovarati literalima iz ragltih
konjunkta. Neka za € V, ¢(v) ozn&ava literal koji odgovar&voruv. Sada
definSemo valuaciju- na sledéi necin (r € Xy):

T(x):{ T z€{l(vr),.... 0vk,)}

1 inace.

Tvrdimo da jev-(¢) = T, tj. da ¢ u svakom svom konjunktu ima bar
jedan literal koji je t&an u odnosu na. Neka jel(v;) = xzj 1 <j < kg
Ako je a;; = T, tadaz;; € {£(v1),...,L(vg,)} (POStO jex;; = £(v))), paje
v-(l(vs)) = 7(x;;) = T. U suprotnom sldaju (;; = 1), imamo/(v;) =
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—z;;, pa zatar;; & {{(v1),...,¢(vk,)}, jer biinae skup{f(v1),. .., L(vk,)}
sadzao par komplementarnih literalgto je nemogée po konstrukciji. Otuda
je 7(z;;) = L, odnosnov;(£(vj)) = T. Dakle, u svakom skaju, svi literali
£(v;) imaju vrednostl u odnosu na, pa ova valuacija zadovoljava

Preostaje da se primeti da je sama redukciona funkcija (tj Gyraprirodan
broj k) izraCunljiva u polinomnom vremenu u odnosumadwzinu formuleg.
Zaista,|V,| = O(n), dok je za svaki patvorova (kojih imaO(n?)) za utvr-
divanje njihove susednosti potrebno nagvilinearno vreme (dovoljan je jedan
"prolaz” kroz formulu¢ da bi se utvrdilo da li njima odgovardjuliterali leze u
istom konjunktu, a za utdivanje komplementarnosti literala se&r&onstantno
vreme). Stoga se ceo grgf, moze konstruisati u viemen@(n?). Time je
dokazana

Teorema 6.6 ProblemKLIKE je NP-kompletan.

Primer 6.7 Graf dat u Primeru 6.5 ima nekoliko 4-klika. Jedna od njih je is-
taknuta na sledmj slici:

b ) Y 75
NLLL
¥ -0\

7
Y/,

Ovoj kliki odgovara valuacija

r Yy =z
T L T)
koja cCigledno zadovoljava formulg iz prethodnog primera. O

Sa problemonKLIKE su blisko povezana i sleda dva problema:

e INDEP. Za skuptvorovaX C V grafag = (V, E) kazemo da jenezavi-
sanako ug ne postoji grana koja je incidentna sa @vara izX (drugim
reCima, X formira anti-kliku). ProblemiINDEP pita da li u datom grafg
postoji nezavisan skup dgdévorova, gde jé& € N dati broj. Ovaj problem
je NP-kompletan zbog redukcilE LIKE < INDEP koja datom grafi@

i broju k pridruzuje par(G, k), gde jeG = (V, V2 \ E) komplemengrafa
g.
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e V-COVER. Za skuptvorovaX C V grafaG = (V, E) kazemo da je
¢vorni pokriva ako je svaka grana @ incidentna sa bar jednigvorom
iz X. ProblemV-COVER pita da li u datom grafy i za datok € N
postoji cvorni pokriva& od k ¢vorova. P8to je X cvorni pokriv& sak
¢vorova ako i samo ako JE \ X nezavisan skup od’| — k €vorova, vdi
INDEP £ V-COVER, pa jeV-COVER NP-kompletan problem.

Zadaci.

1. Konstruisati grat,, za formulu
p=(@Vy)A(zVoy) AV -y)

i na osnovu njega odrediti sve valuacije koje zadovoljayaju

6.4 Problem k-SAT

Neka je¢ iskazna formula u KNF. Za prirodan bréj > 0 kazmo da je¢ u
k-konjunktivnoj normalnoj formi-KNF) ako svaki konjunkt w sadzi ne vise
od k literala.

Problemk-SAT je (slicno problemHORNSAT) restrikcija problem&AT
za k-KNF. Zn&i, algoritamsko pitanje ostaje isto (zadovoljivost formile
jedino je skup instanci gen.

Odmah se nande pitanje raunske slaenosti problem&-SAT za razl€ite
vrednostik. Ispostavlja se da je vrednost parameéirad sistinskog znéaja;
naime, pokazeemo da ovaj problem

e zak < 2 pripadaP, dok je
e zak > 3 onNP-kompletan.

Najprecemo obrazliti potonje tvidenje takastocemo dokazati da v
Teorema 6.8 Problem3-SAT je NP-kompletan.

Naime, mog@a je redukcijaSAT < 3-SAT, tj. u ovom sl&aju seopsti
problem redukuje na svoj specijalan &&j (tada zbog trivijalne redukcijé-
SAT < k-SAT, k > 4, imamoNP-kompletnost problema-SAT i za sve vée
vrednostik). Nakon dokaza gornje teoreme, prikégemo polinomni algoritam
za2-SAT. Problem1-SAT ima cCigledno ré&enje, budti da je 1-KNF prosto
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konjunkcija literala, a ona je zadovoljiva ako i samo ako ne Ada@mplemen-
tarne literale §to se neposredno proverava u linearnom vremenu).

RedukcijaSAT < 3-SAT zasniva se na sledem poménom tvdenju, poz-
natom kagoravilo rezolucije

Lema 6.9 Za sve iskazne formulg, 8, £ u kojima se ne javlja iskazno slowo
vazi da je formula
(xVYP)AN(mxVO)NE

zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva formula
(Vo) AE.

Dokaz Neka je(z V) A (—z Vv 0) A& zadovoljiva formula: pretpostavimo da je
zadovoljava valuacija. Tada jer () = T ili 7(z) = L (kada jev,(—x) = T),
pa mora bitiv-(¢) = T ili v.(6) = T. Osim toga,v-(§) = T, pa sledi
vr((pVO)ANE) =T.

Obratno, ako je ((1)VO)AE) = T zaneku valuaciju’ iskaznih slova koje
se pojavljuju u formulama, 6, £, tada jev,.(§) = T, i bar jedna od formula
1, 0 mora imati vrednost™ u odnosu na’. Prasiricemor’ do valuacijer Ciji
domen uklji€uje iz. Ako je formulay tana u odnosu nd, definimor(z) =
1,ain&er(z) = T. Sada je digledno da jer-((z V) A (mzVO)AE) =T,
8to se i trdilo. O

Dokaz Teoreme 6.8leka je¢ proizvoljna KNF. Za svaki njen konjunkt
(€1V€2\/...\/€m),

gde su/; (1 < i < m) literali i m > 4, uvedimo nova iskazna slova, . . .,
Tm—3 | Zamenimo gornji konjunkt podformulom

(51 \/fg\/xl)/\(—'acl \/53\/1‘2)/\(—032\/54\/1'3)/\...

RRVAN (—wm_4 VAoV xm_g) A (_‘.'L'm_3 Vlp1V Em)

Na taj n&in se dobija3-KNF ¢’. Visestrukom primenom gornje leme sledi da

je ¢ zadovoljiva ako i samo ako j@ zadovoljiva. Osim toga, primetimo da se

na opisani néin od konjunkta koji se sastoji dn + r + 1 simbola (gde je-

broj negativnih literala) konstrie podformula od’ duzine 7 + 8(m — 3) +
r+m —3 = 9m + r — 20. Prema tomeg’ se mae izr&unati na osnovi u
linearnom vremenu, stoga je opisana redukcija zaista polinomna. To kompletira
dokaz Teoreme 6.8, n3-SAT ocito pripadaNP. O
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Nas drugi zadatak je da damo polinomni algoritam koji &ava problen2-
SAT, dakle, problem zadovoljivosti za KNF sa ndjgidva literala po konjunktu.
Bez ograntenja ostosti, ma@emo pretpostaviti da svaki konjunkt saidtatno
dva literala, p&to svaki konjunkt oblik&/) mozemo pisati i kag? Vv ¢).

Neka je{x1,...,zy} skup svih iskaznih slova koja se pojavljujl2ekKNF
¢. Konstruis@éemo digrafH4 nad skupontvorova

V - {I’l,_‘xl, ce 7xm7_‘xm}

tako Sto svakom konjunkty? v ¢’) formule ¢ odgovara par orijetisanih grana
(=6,0) i (=¥, ¢). Primetimo da je digraf{,, u odralenom smislu "simetéian”:
ako suw, 3 literalii (o, 3) je grana uH,, tada je i(—3, ~«) takade grana. Zbog
toga, uH, postoji puta ~~ 3 ako i samo ako postoji put3 ~ —av.

Podsetimo, za dvavorau,v nekog digrafa kaemo da siyako povezani
ako postoje putevi, ~» v i v ~ wu, tj. akou, v istovremeno l2e na nekoj
orijentisanofetn;ji (lako se pokazuje da je jaka povezanost relacija ekvivalencije
na skupwvorova). Traeni algoritam se sada zasniva na steshe tvidenju.

Lema 6.10 Neka je¢ 2-KNF. Formula¢ je zadovoljiva ako i samo ako nikoja
dva komplementarna literala nisu jako povezari i

Dokaz.(=") Pretpostavimo da su za neko iskazno sley@voroviz i —x jako
povezani UH, ali da je formulagp zadovoljiva. Neka jer valuacija za koju
je v-(¢) = T. Bez umanjenja dgosti, pretpostavimo da je(x) = T. Kako
postoji putz ~~ —x, na tom putu postoji grang, ¢’) tako da jev,(¢) = T i
vr(¢') = L. Medutim, egzistencija ove grane Zala je (—¢ V ¢') konjunkt
u ¢. Ali, s obzirom da posmatranu valuaciju, vrednost ovog konjunkta.je
Kontradikcija.

(«=) Polazimo od pretpostavke da nikoja dva literala oblikaz nisu jako
povezana UH,. Tadacemo sledé&m iterativnim postupkom definisati jednu
valuaciju u odnosu na kojte vrednost biti T. Nije teSko videti da je za to
potrebno i dovoljno da G{4 ne postoji ni jedan put koji vodi iZvoracija je
vrednostT u ¢vor sa vredngtu L.

Zeljena valuacija se formira sletien algoritmom:

1. Odaberi iskazno slove takvo da literalimar, —z jo$ nije dodeljena is-
tinitosna vrednost. Ako takvo slovo ne postoji, stani.

2. Proveri da li postoji put: ~ —z. Ako postoji, stavi¢ := —xz. U suprot-
nom,? := x.
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3. Prasiri domen i definiciju do ovog trenutka definisane (parcijalne) valu-
acije tako d#, kao i svicvorovi dostgni iz ¢, dobiju vrednosil (pri tom,
naravno gvorovi koji su negacije ovih literala dobijaju vrednastSto su
upravocvoroviiz kojih je dostzan—¥).

4. Vrati se na korak 1.

Ocigledno, kad god se u ovom algoritmu nekoéworu dodeli vrednost, to
isto vazi i za svetvorove koji su doskini iz njega. Zato u odnosu na rezultéju
valuaciju ne mée nastati put koji vodi iz "ténog” u "net&an” tvor. Preostaje
da se uverimo da je korak 3 ldi ispravno definisan. Za to su dovoljne sléde
dve primedbe:

e Prilikom primene koraka 3, nije moge da su iz literald istovremeno
dostni y i —y za neko slovay. U suprotnom, zbog simetrijel, bi iz
istih Evorova postojali putevi thé. Zbog toga bismo imali put ~ —¢,
5to je u suprotnosti sa izboroméiajenim u koraku 2.

e Takade, u koraku 3 nije mode da iz/ vodi neki put u¢vor ¢ kome
je ranije u algoritmu dodeljena vrednast jer bi u suprotnomgvoru
—/" bila dodeljena vrednost i postojao bi put-¢' ~~ -/, pa bi stoga
—¢ joS ranije dobio vrednost, a samim tim,/ vrednostL (5to bi bila
kontradikcija sa pretpostavkom dgoS nema dodeljenu vrednost).

Jasno, gorniji algoritam se z&ava u konéno mnogo koraka, a njegov rezultat
je, kaosto smo pokazali, valuacija koja zadovolja¥a O

Dakle, za ispitivanje zadovoljivosti formuledovoljno je sprovest2m pre-
trazivanja u digraful4 (koji se konstruse u linearnom vremenu u odnosu na
n = |¢|), kako bi se otkrili eventualni putevi; ~ —x; i ~z; ~ z;, 1 <i < m.
Broj grana u digrafd, je redaO(n), pa se svaka njegova pojedéma pretraga
realizuje u linearnom vremenu. Tak®,m = O(n). Stoga s€-SAT reSava u
vremenuO(n?).

Zadaci.
1. Primenom pravila rezolucije transformisati formulu
¢ = (xVyVzVt)A(—zVyVezVE)A(zV-yV-zVE)A(—zVyV-zV-t)
u 3-KNF.

2. Za formuluy iz Zadatka 6.3.1 konstruisati grat,, a zatim "ricnom”
primenom algoritma iz dokaza Leme 6.10 odrediti jednu zadovoljauaju
valuaciju.
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6.5 Problem #-SAT i problem obojivosti grafova

Razmotrimo najpre slede varijaciju problema&-SAT:
ULAZ: 3-KNF ¢.

IZLAZ. Da li postoji valuacija u odnosu na koju svaki konjunktuma
bar po jedan t&an i net&an literal?

Ovo je problem-£-zadovoljivosti formulep (posto se tradi valuacija u odnosu
na koju nijedan konjunkt nema sva tri literala iste vrednosti), u ozga8AT.
Trazenu valuaciju iz ovog problema zovergevaluacija

Ako za valuacijur sa7 ozn&imo njoj "’komplementarnu” valuaciju (defini-
sanu s&(z) = v-(—x) za sva iskazna slove), tada veoma lako Wwavamo da
je za svaku£-valuacijur, 7 takade #£-valuacija. Prema tome, problefiSAT
mozemo formulisati i tako da pitamo da li za datKNF ¢ postoji valuacijar
tako dar i 7 istovremeno zadovoljavaj.

Teorema 6.11 Problem+#-SAT je NP-kompletam.

Dokaz.Pdsto je cigledno da#-SAT € NP, tvrdenjece biti dokazano ako
konstrusemo redukcijl-SAT <#-SAT.

Za datu3-KNF ¢ za svaki njen konjunk; uvedimo novo iskazno slovo
p; (koje, jasno, ne figusie ug), kao i jos jedno posebno slove Formulu¢
transformgemo uyp’ (koja ce takdale biti u3-KNF) takosto za sve, konjunkt

Ci= i1 VliaVls)
zamenjujemo konjunkcijom dva nova konjunkta
(i VLliaVpi) N(=pi VEizVq).

Otito, formulag¢’ se konstruse u polinomnom vremenu u odnosu|péa Tvrdi-
mo da je¢ zadovoljiva ako i samo ako j@ #-zadovoljiva.

(=) ¢ je zadovoljiva.Neka jer valuacija za koju va v,(¢) = T. Zelimo
da konstrusemo valuacijur’ koja #-zadovoljavag’. Ovu valuacijucemo do-
biti kao prasirenje odr: dovoljnoce biti da na pogodan G "dodefinEemo”
istinitosne vrednosti novouvedenih slova.

Dati uslovi povi@&e da za svakopostojij; € {1, 2, 3} tako da jev,(¢; j,) =
T. Ako je j; € {1,2} definBimo7/(p;) = L; ako je pakv.(¢;1) = v (¢ 2) =
Liwv(¢;3) = T, stavljamor’(p;) = T. U svim sliEajevima jer’(¢) = L.
Sada se lako proverava da je po konstrukciji vrednost stpwavek suprotna
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vrednosti bar jednog od litaralg 1, ¢;». S druge strane, imame. (—p;) =
v, (¢;3) ako i samo ako je ta vrednost (to ce se dogoditi kada je literd] 3
tacan, kao i bar jedan o6;, ¢;2). Medutim, tada vrednost. koju ima q
obezbéuje #-zadovoljivost formuley’.

(<) ¢’ je #-zadovoljiva.Neka jer; valuacija koja#-zadovoljavay’. Doka-
zatemo da bar jedna od valuacijg, 71 zadovoljavap. Zaista, ako jer-, (¢) =
1, tada postoji tako da jev, (£;1) = vr, (bi2) = vr, (£i3) = L. Po izboru
71, tada mora bitir; (p;) = 71(¢) = T. Medutim, sadap ne ma&e imati kon-
junkt u kome su sva tri literala éaa u odnosu na;, v, (¢; 1) = v (b 2) =
v, (€y3) = T, jer bi u suprotnom moralo bifi (p;;) = L, pa bi konjunkt
(—pir V €y 3V q) u ¢’ imao sva tri téna literala u odnosu ng — kontradik-
cija sa izborom valuacije,. Drugim r&ima, u odnosu na valuacifg, nijedan
konjunkt u¢ ne sadki sva tri neté&na literala, tj77 zadovoljavap. O

Problem#-SAT €emo iskoristiti kako bismo pokazalNP-kompletnost
jednog znaajnog grafovskog problema: problema bojetyarova datog grafa
u tri boje. Naime, podojenjem gvorov&?) grafaG = (V, E) u k boja pod-
razumevamo bilo koju funkciju : V' — {0,...,k — 1}. KaZzemo da jeG
k-obojiv ako postoji hjegovo bojenje u k boja tako da za svaki par sused-
nih Evorovau, v vazi c(u) # c(v) (takvo bojenje nazivampravilnim). Drugim
reCima, mogee je particionisati skupvoroval’ u k klasa,V = VyU. ..UV, _q,
tako da nijedna grana i nije incidentna s&vorovima iz iste klase.

Dakle, problemk-oboijivosti grafovak-COL (k je fiksiran broj> 0) glasi:
ULAZ: Graf g.

IZLAZ: Dalije G k-obajiv?

Problem1-COL je trivijalan, zatoSto je grafG 1-obojiv ako i samo ako je
E = . Dalje, 2-obojivost grafaG ekvivalentna je njegovoj bipartitnosti, tj.
nepostojanju ciklusa neparneziinie — lako se mbemo uveriti da se adekvat-
nom modifikacijom algoritma za pre#ianje grafova (uz BFS ili DFS tehniku
pretrage) mie dobiti polinomni algoritam koji za svakvoru € V' utvrduje da

li u pripada neparnom ciklusu. Matim, situacija je sasvim drug#a u slutaju
k= 3.

Teorema 6.12 Problem3-COL je NP-kompletan.

Dokaz.Vazi 3-COL € NP, posto verifikujLEi problem proverava pravilnost
datog3-bojenja Eto cCigledno tr&i vremeO(m)). Naravno, sertifikat je pravil-

221 teoriji grafova je uohtajeno da se podojenjem grafgpodrazumeva bojenje njegovifro-
rova. AkoZelimo da bojimo grane, to se posebno négle.
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no 3-bojenje. Prema tome, preostaje da se jekda je razmatrani problem
NP-tezak. Ovotemo postii redukcijom=#-SAT < 3-COL. To zn&i da za
proizvoljnu 3-KNF ¢ treba da konstr8emo graiG, takav dag,; ima pravilno
3-bojenje ako i samo ako j¢ #-zadovoljiva formula.

Cvorovi grafag, Ce biti sledéi: za svako iskazno slovyokoje se pojavljuje
u ¢ imatemo dvatvorap i —p, za svaki konjunkC; u ¢ defin&emo tricvora
Ci1, Ciai Ci3, i imamo i jedan specijalabvor a. Za svako iskazno slovp,
cvorovia, p, —p Cine trougao, kao d; 1, C; o, C; 3 za svei. Osim togagvorovi
C;,j 1 ¢ (gde jel neki literal) su povezani granom ako i samo akg-ggliteral u
C; poklapa sd. Jasno, grafs se konstrise u polinomnom vremenu u odnosu
na|¢|. Stoga prelazimo na dokaz bene ekvivalencije.

Cia Cis

Slika 6.5.1.Deo grafag, koji odgovara konjunkt’; = (x V -y V 2)

(=) G4 ima pravilno 3-bojenje Bez ograntenja otosti, m@emo pret-
postaviti da jec(a) = 2. U tom sliEaju, ¢vorovi koji odgovaraju literalima
moraju biti obojeni jednom od boja, 1. DefiniSimo valuacijur tako da je
7(p) = T ako i samo ako je(p) = 1. Tvrdimo da ova valuacijg-zadovoljava
¢. Zaista, ako bi formula imala konjunktC; u kome svi literali imaju istu is-
tinitosnu vrednost u odnosu rato bi zn&ilo da su ug, cvoroviC; 1, C; 2, C; 3
susedni s&vorovima-literalima koji su svi iste boje. Sledilo bi da u trouglu
Ci1,Ci2,C; 3 figurisu samo dve bojeto protivr&i pravilnosti u&enog bo-
jenja.

(«) ¢ je #-zadovoljiva.Nekar #-zadvoljavap. Sada konstrdemo pravil-
no 3-bojenje grafaj, Citajuci, u izvesnom smislu, prethodnu implikaciju "una-
zad”. Obojimoa u boju2, acvorove koje odgovaraju literalima u boje 1 u
zavisnosti od njihove istinitosne vrednosti: akorje) = T, bojimo tvor p u
1, a—p u 0, dok u suprotnom sliaju postupamo obratno. Preostaje da obojimo
trouglove koji odgovaraju konjunktima. Kako svaki konjunkt, po pretpostavci,
sadri po jedan taan i net&an literal, izaberimo jedan takav par iz svakog kon-
junkta. U tom parugvor koji odgovara poziciji ténog literala posmatranog
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konjunkta obojimo W, acvor koji odgovara poziciji netanog literala ul. Pre-
ostali¢vor trougla koji odgovara razmatranom konjunktu bojim®. LLako se
proverava da je na ovaj bim konstruisano bojenje pravilno. O

Zadaci.

1. Odrediti grafG, iz dokaza Teoreme 6.12 3aKNF ¢ datu u Primeru 6.5.
Naci jedno pravilna3-bojenje tog grafa i odrediti odgovar&jui valuaciju
koja #-zadovoljavap.

2. Dokazati da je problem-COL NP-kompletan za svakb > 4.

6.6 INP-kompletni problemi iz diskretne optimizacije

U ovom odeljku dajemo pregled nekNP-kompletnih problema koji se javlja-
ju uglavnom u tehriikim primenama matematike i operacionim iztvanjima.
Kao 5totemo kasnije videti, svi ovi problemi predstavljaju specijalnéajeve
opsteg problema celobrojnog linearnog programiranja.

Najprecemo razmotriti problersume podskupgsP):

ULAZ: Konatan skupS, tezinska funkcijaw : S — Ni B € N (tzv. ciljni
broj).
IZLAZ: Da li postoji podskups’” C S takav da je
Z w(x)=B 7
xzes’

Par (S, w) je jedan od néina da se formalno defiemultiskupprirodnih bro-
jeva. Velina ulaznih podataka u ovom problemu je ukupnaiia zapisa bro-
jevaw(z), z € S,i B, dakle,Jog B + }___ zlogw(x). Jednostavnosti radi, tu
veliCinu mazemo asimptotski proceniti salog B, gde jen = |S]|.

Imajuci u vidu ove primedbe, lako se vidi & € NP: sertifikat je pod-
skup S’ C S, a verifikacija se sastoji u sabiranju brojevéx), =z € S’, odu-
zimanju B i poredenju dobijenog rezultata $a to€ini |S’| sabiranja i oduzi-
manja ulaznih podataka i jednu primenu operacije JZERO. Stoga se veffikuju
problem ré&ava u linearnom vremenu. ietim, v&i i vise.

Teorema 6.13 SP je NP-kompletan problem.

Dokaz.Kako bismo dokazali ovo tdenje, déemo redukcij3-SAT < SP.
Ova redukcija polazi 08-KNF ¢ i konstruge instancy.Sy, wy, Bg) problema
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SP tako da je¢ zadovoljiva ako i samo ako se iz multiskup8,, wys) moze
odabrati podskup #&ne B.

Pretpostavimo da se u formupi pojavljuju iskazna slovas, ..., z,, i da
ona imak konjunkta. Defirsemo

S¢ = {y17217 st 7ym72m7u177)17 Tt 7ukavk}‘

Dakle, svakom iskaznom sloviy, 1 < i < m, a takale i svakom konjunktu
Cj, 1 < j < k, pridruzili smo po jedan par elemenata skupa Tezinew,(z),
x € Sy, i cilini broj B, Ce biti vrste u narednoj tabeli, stsene kao decimalni
zapisi.

Tr1 T2 I3 X4 Tm, Cl 02 Ck
y1|1 0 0 O 0|1 O 0
z1]1 0 0 O 010 O 0
Y2 1 0 O 0]0 1 0
) 1 0 0 011 0 0
Y3 1 0 01 1 0
z3 1 0 010 O 1
Ym 1170 O 0
Zm 170 O 0
Uy 1 0 0
V1 1 0 0
u9 1 0
) 1 0
U 1
Vi 1
Bs[1 1 1 1 -~ 1]3 3 - 3

e

U gornjoj levoj "Cetvrtini” tablice cifral se nalazi na poljimdy;,z;) i
(zi, i), 1 < i < m, dok se u donjem desnom delwalazi na poljim&gu;, C;)

i (v5,C}), 1< j < k (ostala polja su prazna, ili sa0, po potrebi).

U gornjem desnom delu tabele, poljg, C;) sadzi 1 ako i samo ako kon-
junkt C; sadi literal x;, dok (z;, C;) sadi 1 ako i samo akd”; sadii —x;.
Ponovo, sva ostala polja saei0. U gornjem primeru, tablica je popunjena za
formulu ¢ oblika

(x1V-ozaVag) AlzaVasV.. ) A A (D23 V.. .).
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Preostaje da se uverimo da je ovo zaisthena redukcija.

(=) ¢ je zadovoljiva.Neka jer valuacija koja je zadovoljava. Za svako
1 <4 < m, uklju€itemo t&no jedan od elemenatg, z; u podskupS’ C Sy, i
to tako day; € S’ akor(z;) = T, ain&e (akor(z;) = 1) odabiramaz; € S'.
Suma do sada odabranih elemenata je broj koji u decimalnom zapisu naprvih
mesta sleva ima sve jedinice, a na preostalihesta, cifre su, 2 ili 3, pastor
zadovoljavap, pa svaki konjunkt sadr izmedu jednog i tri t&na literala. Kako
bismo postigli traeni ciljni broj, dovoljno je uS” uklju€iti odgovaraj@i broj
elemenatau;, v;; tatnije, staveemo da bude:; € S” ako konjunktC; sadzi
najvise dva téna literala u odnosu na, av; € S’ ako C; sadzi tatno jedan
tatan literal. Sa ovako odabranim skupdif) tezina njegovih elemenata je ba
By.

(<) S, ima podskups’ Ciji je zbir tezina By. Konstruis&emo valuacijur
koja zadovoljavay. Najprecemo konstatovati nekolikéinjenica.

e Sve t&inewy(z), x € Sy, Su brojevi koji se u decimalnom sistemu za-
pisuju iskljuCivo ciframa0 i 1.

e Svaka kolona gornje tablice s&ine vise od pet jedinica. Stoga, pri sabi-
ranju bilo koje kolekcije navedenih brojeva nikad&eelEi do prenosa
(tj. kolone se sabiraju ntiiIsobno nezavisno).

e Kako bi se u zbiru dobila cifra u prvih m kolona,tatno jedanod eleme-
natay;, z; mora pripadatic’ (1 < i < m).

Trazena valuacija je sada sldde

T Y; € Sl,
(i) = 1 inate

gde jel <i < m.

Tvrdimo da jev,(¢) = T, budl€i da je zbir u zadnjitk kolona b& 3. Od
tog zbira3, u koloni koja odgovara konjunktd';, najvise2 moze da potie od
teZzina elemenata;, v;. Zbog toga, skupw’ pripada bar jedan element oblika
y; ili z; takav da se na polju koje odgovara tom elemerdty pojavljuje cifral.
Ako je to element oblikay;, to zn&i da se literak; javlja u konjunktuC;. Kako
je tada po gornjoj definiciji-(z;) = T, sledi da jev-(C;) = T. Obratno, ako
je u pitanju element tipa;, tadaC; sadvi literal ~z;, koji je tacan, jer je sada
7(z;) = L. Kako je u ovom razmatranjy bilo proizvoljno, sledi da je svaki
konjunkt u¢ tatan u odnosu na, to je i trebalo dokazati.
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Na kraju, primetimo da se opisana tablica kon&guil polinomnom vre-
menu. Ona sadi 2(m + k)? +m + k polja. P&to je di&ina svakog konjunkta
ograntena, izrgunavanje svake cifre u ovoj tabeli zahteva samo konstantan broj
koraka. Zato se tabela formira u viemef(in?), gde jen = |¢|. O

Veoma srodni problemu SP su i slédle

¢ RANAC. Dat je kon&an skupS, funkcijatezinew : S — N, funkcija
dobiti b : S — N i dva ciljna brojalW, B € N. Utvrditi da li postoji
podskupS’ C S tako da vde nejednakosti

>l < W

zes’

> bx) > B.

zes’
Intuitivno, mazemo zamisliti objekte iz skup8éi kao predmete kojeeli-
mo da ponesemo na kampovanje (u ruksaku, otuda i ime): svaki od njih
ima neku numedtiku karakteristiku(x) koji meri koliko je x zaista potre-
ban, ali i zapreminuv(x). Pri tome jelW zapremina (0odnosno nosivost)
ruksaka.

e POLOVLJENJE. Dat je kon&an skupS i funkcija tezinew : S — N.
Utvrditi da li postoji podskups’ C S tako da je

S wx)= Y wx)

zes’ z€S\ S/

e BIN PACKING ("Pakovanje u korpe”). Dat je kogan skupS i funkcija
zapreminaw : S — N, zapremina korp& i prirodan brojk > 1. Dalije
mogLEe rasporediti elemente skufau ne vie odk korpi?

Lako se vidi da svi nabrojani problemi pripad@P. Stavise, svaki od njih
je i NP-kompletan, ka&toce to naredne (polinomne) redukcije pokazati.

SP < POLOVLJENJE. Neka je(S,w, B) instanca problem&P, i neka

Y= Z w(x).
€S
Konstrusemo multiskup(S1, w;) tako Sto definsemoS; = S U {a, b} (gde
a,b ¢ S), i prosirujemo funkcijuw dow, tako da jew;(a) = N — Biw;(b) =
N — (X - B), gde jeN dovoljno veliki prirodan broj (dovoljno je uzetV > ¥J).

je
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Sada ako postoj’ C S tako da je téina.S’ jednakaB, tada je @ito tezina
skupaS’ U {a} jednakaN, polovini ukupne t&ine2N skupa$;. Obratno, ako
seS1 moze "prepoloviti”, tada je jasno da, b he mogu biti u istoj "polovini”,
jer je njihova ukupna tana2N — ¥ > N. Tako, neka je5] C S; skupcija je
tezina N. Bez umanjenja gfosti m@emo pretpostaviti da € 7. Ali, tada je
tezina skupas’ = 57 \ {a} upravoN — (N — B) = B.

POLOVLJENJE < RANAC. Polazimo od multiskup&S, w) i konstrui-
Semo instancyS;, w1, by, W, B) problemaRANAC. Lako se u6ava da se sa
Si =S w =b=wiW = |3/2], B=[%/2] dobija tr&ena redukcija.

POLOVLJENJE < BIN PACKING. Otigledno,B = |¥/2] ik = 2
daju potrebnu redukciju.

Svi navedeni problemi predstavljaju zapravo specijalnéagive problema
celobrojnog linearnog programiranj@CLP). Ovaj problem, u formi problema
odluCivanja, sastoji se u utgtivanju egizstencije bar jednog celobrojno§esja
(z1,...,zy) sistema linearnih nejedbima

n
Zaiﬂ’j < b (1<i<m),
=1

gde sua;;, b;, 1 <@ < m, 1 < j < n,dati racionalni brojevi. (Jasno, ovi uslovi
odraduju u oEtem sl@aju oblast UR™ koja nastaje kao presek poluprostora.
ProblemCLP pita da li ta oblast sadr celobrojnu téku.) U formi optimizacij-
skog problema, za date koeficiientec Q, 1 < j < n, traZi se maksimalna
vrednost (nad™) linearne funkcije

n

E :le'j’

Jj=1

pri Cemu vekton(z, ..., z,,) zadovoljava gornje nejednakosti.

S druge strane, u klagiom problemuinearnog programiranjgL.LP) nema
ograntenja u smislu celobrojnosti$enjaz;, 1 < j < n, Vet se trai egzis-
tencija proizvoljnog realnog &enja (ili racionalnog &enja,5to je svejedno
zbog gustine skup®™ u R™), tj. utvrduje se da li date nejedtiae definsu
nepraznu oblast R™. Pri tome pretpostavljamo da su svi koeficijenti koji
opisuju problem racionalni brojevi (dati kao deni parovi uzajamno prostih
celih brojeva). Klasino r&enje problem&P, tzv. simpleks metodao je 1947.
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George B. DantzigOvaj metod je u praksi veoma upotrebljiv, iako je stgm
slucaju eksponencijalne stenosti. Da probleni.P ima polinomno réenje
dokazao je 1979/8Qeonid G. Ha&ijan [12], i njegovo r&enje je danas poznato
pod imenomelipsoidni metod Ovaj metod ima prvenstveno teorijski iz,
jer zbog velikog stepena polinoma koji izava sldenost nije uspeo da se u
praksi takmEi sa brzinom simpleks metoda. kfietim, Narendra K. Karmarkar
[17] je 1984. pron&ao j& brzi metod unutrénje t&kei od tada je ubrzanje
algoritama zaLP i njihova implementacija (tzv. LP-solveri) postalo aktivha
oblast u istrdivanjima u primenjenoj matematici i informatici. Pol&ajpja Kar-
markarovog algoritma su i u praksi uspela da budu konkurentna sa simpleks
metodom: procene su da su za velike sisteme u kojimafem > 2500 ovi
savremeniji postupci br.

Medutim, problemCLP je NP-kompletan. Naimecinjenicu da jeCLP
NP-tezak potvduje redukcijeSP < CLP, za koju je dovoljn&P izraziti kao
sistem nejedriéna

0<x <1 (t S S),

> w(t)z = B,

tes
gde se) < x; moze ekvivalentno pisati kaex; < 0, dok se poslednji uslov na
oCigledan nain zapisuje preko dve nejedtine. DaCLP uopste pripada klasi
NP dokazali su 1976. godirieBoroshi L.B.Treybig3]: ako gornji ofti sistem
nejedn&ina ima celobrojno &enje, tada postoji enje koje se nice zapisati sa
polinomno mnogo cifara u odnosu aam i broj cifara potreban za zapisivanje
brojilaca i imenilaca racionalnih brojeva; i b;.

6.7 Problem Hamiltonovih kontura

Problem egzistencije Hamiltonove konture u datom grafu postoji u dve verzije:
neorijentisanoj{LAM) i orijentisanoj HA Vi).

Teorema 6.14 ProblemHAM je NP-kompletan.

Dokaz Padsto smo ranije vieobrazl@ili pripadnost problema Hamiltonovih kon-
tura klasiNP, pokazujemadNP-tezinu ovog problema redukcijom nekogéve
poznatogNP-kompletnog problema na njega. U narednéemo opisati re-
dukciju V-COVER < HAM: za dati par(g, k) koji se sastoji od grafg i
prirodnog broja, konstruiseéemo digrafH = H(G, k) tako daH ima Hamilto-
novu konturu ako i samo ak® ima cvorni pokriva& od k ¢vorova.
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Konstrukciju digrafaH zap@injemo takosto svakoj (neorijentisanograni
e = uv grafag pridruzujemo sledel digraf . (koji ¢e biti podgraf odH):

1 2
e’U e’U
—————ro—

—————0—
61 62
Iz drugih Evorova digrafel, granece ulaziti iskljitivo u el i e!, a izlaziti ka
drugim évorovima iskljiivo iz 2 i e2. Pod takvim uslovima, postoji svega tri
n&tina da neka Hamiltonova konturaHi(ako ona uopte postoji) "prale” kroz
H. (ovo temo kasnije i pokazati):

€y
eu
Sada prelazimo na opis digrafa Once se sastojati iz svih podgrafo¥a
za sve grane grafag i dodatnog skupavorovaK koji ima tatnok elemenata.
Tomecemo dodati j§ neke orijentisane grane na slédeetin. Za proizvoljan
¢vor u grafag, neka jeAdj(u) = [v1,...,vq,] (Qded, ozn&ava stepevora

w), i neka jee; = uv; zal < i < d,. U tom sli€aju, dodajemo slede grane u
H:

2 1

1 2
€ €y €y v

€

\
s e &

e

e

e

2 1 1 2
Cu = u Cu

o (z,(e1)}l) zasver € K,
o ((e:)2,(ei1)}) zasvel <i < dy,
e ((eq,)?, x) zasver € K.

Kao rezultat ove konstrukcije, za svakior u grafag dobijamo podgrafove ob-
lika H,, (pridruzene svim granama incidentnimsa G) "nanizane” po jednom
usmerenom putu, i pri tome s@vorovi iz K tuku "donji levi” €vor podgrafa
H.,, dok "donji desni”Cvor podgrafel{., tuce svecvorove izK. Vizuelno,
ovu konfiguraciju (kojuiEtemo zvatiu-petlja) mazemo prikazati na sledenacin:
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NN b1 N
Wi\\@)i (e2)h ()2 (ean)t (ca, 1)’ (ea) 7 (ea.)
C K )

Prelazimo na dokaz korektnosti redukcije.

(=) G ima tvorni pokriv& od k tvorova. Neka jeG = (V, E) i neka je
X = {u,...,ux} C V Cvorni pokriv&. Dalje, neka jek = {w;,...,wi}.
Konstruis&#emo Hamiltonovu konturu & koja nastaje kao unija usmerenih
putevaw; ~» w;y1, 1 < i < k, pri¢emu jewi; = w;. Svaki od ovih puteva
Ce predstavljati jedan "prolazak” kraz-petlju.

Neka je, daklegvor u; incidentan redom sa granamag= w;vy,...,ep, =
u;vp UG. Za svaki od navedenih susedal < j < p, postoje dve mogtnosti:
v; ¢ X ili v; € X. U prvom sli€aju cemo iz podgrafat.; odabrati grane
((e)hr ()4, ()}, (€)2) T ((€)2,, (€7)2,) (ovo odgovara prvom rénu
"prolaska” kroz’H.; sa prethodne strane). U suprotnom (akoc X), tada
biramo samo gran((e;);, , (¢;)2.) (primetimo date tada upravo zbog € X
— posto je taday; = u; za nekoi’ — biti odabrana i grand(e;).,,, (¢;)s,),
pa imamo tréi necin "prolaza” kroz’H.;). Osim toga, u putw; ~ w1
ukljucujemo svakakdw, (e1)y,), ((ep)7,, wit1), kao i((e;) , (ej41)e,) 22

svel < j < p. Sledé&a ilustracija u mnogome ra&ajava ovu konstrukciju:

v € X ve & X A vp—1 € X, vp & X

A A A A A

Y Y Y Y

<61>51w ()b (€22 (ep-1)hy (en1)2(en)ly ff (e0)2
C K )

Po opisanoj konstrukciji i pretpostavci dajecvorni pokriva& (nema grana
koje leze "van” X), svaki odCvorova digrafaiH pripada t&no jednom putu
w; ~ w;i+1, pa unija ovih putevaini Hamiltonovu konturu.

(«) H ima Hamiltonovu konturuRazbijmo ovu konturu n& puteva oblika
w; ~ wir1, 1 <1<k, gde jeK = {wy,...,wi} i w1 = wy, i posmatrajmo
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jedan od tih puteva. Jasno, drufyior na ovom putu mora biti oblik@el)}h, za
nekicvor u; i neku grante; incidentnu sa; (ta grana odgovara prvovoru sa
liste Adj(u;)). Ako je |Adj(u;)| = r, tada indukcijom pokazujemo da &eni
put w; ~ w4 sadii svetvorove(e), , (e1)2, (e2)L,,---,(e,)2 ito bas u
navedenom redosledu, [@@mu su svaka dva uzastophara u nizu ili susedna
na putuw; ~» w;+1, ili SU na rastojanji na tom putu. Zaista, pretpostavimo da
je ovo tvidenije t&no zakljlEno sa':vorom(ej)}“. Ovajctvor uH tuce svega dva
cvora:(e;)z, i (e)),,, 9de jee; = u;v;. U drugom sliéaju je jedina raspoltva
grana za nastavak Hamiltonove kontt@(ej)})j, (ej)%]_). Izlazni stepertvora
(ej)?}j je opet2; medutim, Hamiltonova kontura sada ne agoda se nastavlja
duz v;-petlie, jer bi u suprotnorvor (¢;)2. bio "zagralen” (i tako izostavljen iz
Hamiltonove konture5to je nemogée) — njega tuku svega d\la/ora,(ej)ii [
(ej)?,j, a nijedna od odgovaragih grana ne bi tada bila deo razmatrane konture.
Naredna slika opisuje ovu nemdgusituaciju:

(€j), (¢;),

(€j)u, O
Zbog toga, sledea grana putav; ~ w;1 mora biti ((e;); , (¢;)7,). Stoga se
duz posmatranog puta i;),, do (e;)2 stize u jednom ili tri koraka. Nakon
toga, naredna grana&ito mora biti((e;)2 , (ej+1)y,) (ili ((er)2, wiy1) U Slu-
cajuj =r).

Prema tome, zakljak je da puty; ~ w;11 jednozn&no odr&uje cvor u;
grafag (kaocvor kroz€iju petlju taj put prolazi) i da ona mora izgledatideao
na drugoj slici s prethodne strane. Nekajeskup svih na ovaj ian odraienih
¢vorova. Jasnd X | = k. Kako u@ena Hamiltonova kontura "obilazi” svaki od
podgrafova oblik&. (i to, kaoSto smo upravo pokazali, na jedan od tr€imea
opisan na strani 145), svaka grana gréfenora biti incidentna sa bar jednim
¢vorom izX, tj. X je Evorni pokriv& ug.

Na kraju, primetimo da akg iman €vorova im grana, tad&{ imak + 4m
¢vorova, dok je broj grana

2k(n— [Vol) +6m+ Y (dy—1) = (2k = 1)(n — |Vo|) + 8m,
uGV\VQ

gde jeVy C V skup svih izolovanihtvorova grafag (Cvorova stepena).
Na prvi pogled se mie initi da su dimenzije digrafé{ eksponencijalne u
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odnosu na dimenzije ulaznih podataka (kojenswn, log k). Medutim, ovo se
reSava primedbom da niemo pretpostaviti da je < n, jer u suprotnom prob-
lem ¢vornog pokiv&a ima trivijalno negativno &enje, pa tada{ iz prethodne
konstrukcije mdemo zameniti bilo kojim fiksnim digrafom bez Hamiltonove
konture. Uz ovakvu modifikacijui{ ima O(n + m) évorova iO(n?) grana.
Digraf H se konstrise na osnovu inspekcije lista susedstva géafdakle, u
polinomnom vremenu, pa je teorema dokazana. O

Potpuno analogno se pokazuje ddiva
Teorema 6.15 ProblemHAM je NP-kompletan.

U prethodnom dokazu dovoljno je digraf obliké. pridruzen svakoj grani

grafag (vidi stranu 145) zameniti neorijentisanim grafom:

1 2

€y €y

1 2
u Cu

pri €emu su, naravno, i sve preostale grane u gornjem dokazu neorijentisane.
Kao prirodno uoptenje problem&l AM za teinske grafove, javlja sprob-

lem trgovakog putnika(T'SP, od eng.travelling salesman problemU formi

problema odltivanja, ovaj problem za datizenski grafG = (V, E,w)i k € N

pita da liG ima Hamiltonovu konturu t8ne < k. Kao i u slitajuCLP, maze se

razmatrati i optimizacijska varijanta ovog problema, koja zanski grafG trazi

minimalnu t&inu Hamiltonove konture &, ukoliko ona uopte postoji. TSP

je NP-kompletan problem, jer S8 AM oCigledno redukuje na njega: dovoljno

je dati grafG pretvoriti u tezinski definBLEi w(e) = 1 sa sve grane.

€

Zadaci.

1. Odrediti optimalnu turu za trgog&og putnika koji obilazi Beograd i voj-
vodanske gradove, péemu je t&iski graf puteva dat na Slici 4.7.1.
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