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U početku bješe riječ. . .

Jovan I, 1

I like words much better than numbers;
and I always did.

P. R. Halmos

Poznajem, poznajem lukavstvo tvoje;
Nikada ne kažeš reč koju bi trebalo.

R. Tagore: Gradinar, 35

”Kada se blǐzi kraj”, zapisao je Kartafil,
”iz sećanja nestaju slike; ostaju samo reči.”

J. L. Borges: Besmrtnik

Ako jezike čovečije i and̄elske govorim,
a ljubavi nemam,

onda sam kao zvono koje zvoni,
ili praporac koji zveči.

Kor. XIII, 1
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Literatura 127

Indeks 139

Biografija autora 143

vi



Predgovor

Predmet istraživanja u ovoj disertaciji jesu univerzalno-algebarska pitanja ve-
zana za neke osnovne pojmove iz teorijskog računarstva, naročito iz teorije
formalnih jezika i logike računarskih programa. Takva pitanja motivisana su
potrebom, koju nameće ubrzani razvitak računarske tehnologije, da se nad̄u
odgovarajući teorijski, matematički okviri unutar kojih bi se na apstraktnom
nivou modelirao računarski softver – programi i proces njihovog izvršenja na
računaru. Formalizacijom osnovnih gradivnih elemenata programskih jezika i
struktura podataka, došlo se do reči i njihovih kolekcija, jezika, kao matematič-
kih objekata. Jasno, sam karakter ovih objekata izbacuje u prvi plan inter-
akciju algebre i diskretne matematike kao glavni izvor matematičkih orud̄a za
rad sa formalnim jezicima.

Prirodno, ako je data familija jezika nad nekom azbukom (kao skupom os-
novnih, nedeljivih simbola), na njoj se mogu uočiti razne operacije sa jezicima
kao načini da se iz datih jezika konstruǐsu novi. Takvo razmatranje je svakako
isuvǐse grubo za ispitivanje strukture govornih jezika, ali je sasvim zadovo-
ljavajuće ako želimo da opǐsemo programske jezike. Polazeći od činjenice da
se svaki struktuirani programski jezik, u osnovi, gradi uz pomoć tri konstruk-
cije: selekcije, sekvence i iteracije, nije teško videti da je od naročitog značaja
da posmatramo upravo operacije unije, konkatenacije i iteracije jezika nad
datom azbukom. Na taj način, dolazimo do algebri jezika.

Ali, pri tome se odmah postavlja praktičan, i, sa stanovǐsta primenjene
matematike i računarstva, ključan problem: kako zadati jezik nekim konačnim
zapisom koji ga u potpunosti odred̄uje. Naravno, na taj način je moguće treti-
rati samo prebrojivo mnogo jezika (naspram neprebrojivo mnogo, koliko ih ima
već nad konačim azbukama). Med̄utim, takav pristup omogućava ispitivanje
najinteresantnijih klasa jezika. Ukoliko za opisani konačan zapis koristimo
formalan izraz kojeg formiramo od slova azbuke i simbola koji označavaju
operacije sa jezicima (tj. term u signaturi algebri jezika), dolazimo do regu-
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larnih izraza, koji predstavljaju regularne jezike, tj. jezike konačnih automata.
Ali, takva reprezentacija regularnog jezika uopšte ne mora biti jedinstvena:
on može biti predstavljen sa vǐse različitih regularnih izraza. Tako, pitanje
kada dva regularna izraza odred̄uju isti jezik vodi pojmu regularnog identiteta,
odnosno identiteta u algebri regularnih jezika.

Drugo značajno orud̄e u algebarskoj teoriji računskih mašina jesu algebre
binarnih relacija. Jedinstvo sintakse i semantike u logici računarskih pro-
grama realizuje se upravo kroz pojam binarne relacije. Razlog za to je što se,
apstraktno gledano, programi mogu posmatrati kao binarne relacije na skupu
svih mogućih stanja računara, pri čemu svaka elementarna naredba omogućava
mašini prelazak iz jednog stanja u drugo. Najzad, to je upravo način na koji
rade Tjuringove mašine, koje intuitivno možemo smatrati za računare bez
stvarnih fizičkih ograničenja u smislu hardvera.

Ključna veza izmed̄u jezika i binarnih relacija je sada sledeća: svaka al-
gebra jezika izomorfna je algebri binarnih relacija, tako da se i sami jezici i
operacije med̄u njima mogu ”kodirati” binarnim relacijama. Štavǐse, algebre
jezika i njima odgovarajuće algebre binarnih relacija zadovoljavaju potpuno
iste identitete, što znači da generǐsu jedan isti varijetet – varijetet Kleene-
jevih algebri. Ispostavlja se da su algebre regularnih jezika upravo slobodne
Kleenejeve algebre. Sve ove veze omogućavaju da se problematika regularnih
identiteta osvetli iz vǐse uglova i obezbed̄uju bogatu metodologiju u radu sa
Kleenejevim algebrama.

Med̄utim, lako se uočava da Kleenejeve algebre predstavljaju tek prvu
stepenicu koja aproksimira problem algebarskog tretmana procesa izvršenja
računarskog programa. Naime, glavni nedostatak je u neodred̄enosti: ope-
racije unije, odnosno refleksivno-tranzitivnog zatvorenja relacija na apstrakt-
nom nivou odgovaraju tek nedeterminističkoj (tj. slučajnoj) selekciji, odnosno
iteraciji. S druge strane, očekujemo da naše programske aplikacije rade de-
terministički, tj. tačno onako kako mi želimo, a ne po principu probabiliteta
(iako su, sasvim izvesno, mnogi korisnici računara i odgovarajućih progam-
skih paketa ne jednom iskusili suprotan slučaj!). Nedostajući element je, u
stvari, ispitivanje tačnosti iskaza tokom izvršenja programa (a što se svodi na
pored̄enje sadržaja dva registra procesora), što onda odred̄uje njegov dalji tok.
Prema tome, kako bi se ukinula neodred̄enost, neophodno je, osim Kleeneje-
vih algebri programa u razmatranje uvesti i Booleove algebre, čija je uloga da
čuvaju informaciju o stanjima mašine na kojoj se program izvršava i, povre-
meno, omoguće testiranje tih stanja. Na taj način, prirodno se nameće pojam
dinamičke algebre. Razna pitanja koja se tiču verifikacije, korektnosti, ek-
vivalentnosti programa i optimizacije programskog koda se mogu formulisati
kao pitanja u vezi sa identitetima dinamičkih algebri. Fiksiranjem Kleene-
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jeve algebre (što intuitivno odgovara fiksiranju programskog paketa) dolazi
se do Jónssonovih dinamičkih algebri. Ovde je stavljen naročit akcenat na
uspostavljanje veze izmed̄u njih i ”klasičnih” dinamičkih algebri, kada su u
pitanju osobine odgovarajućih jednakosnih teorija.

Materijal koji je izložen u ovoj disertaciji pretpostavlja izvestan fond poj-
mova i tvrd̄enja, koji leže u osnovama raznih algebarskih disciplina. Spisak
referentne literature sadrži stoga i stavke udžbeničkog i monografskog karak-
tera. U najkraćem, one su obuhvaćene sledećom listom:

• univerzalna algebra: [36], [68], [108],

• polugrupe i grupe: [29], [38], [45], [76], [98],

• formalni jezici: [54], [63], [74], [75], [98], [99], [104], [141], [142], [152],

• teorija binarnih relacija: [78], [103], [144],

• logika: [16], [20], [35], [70], [71], [91].

Na kraju, želim da pomenem nekolicinu dragih ljudi kojima dugujem veliku
zahvalnost na njihovoj ulozi u realizaciji ove doktorske disertacije. Na prvom
mestu, reč je o mojim roditeljima, Jeleni i Vojinu, koji su uspeli da obezbede
tako neophodnu ljubav, porodični sklad i mir, atmosferu u kojoj sam preko
dve i po decenije, iz dana u dan, dobijao maksimum uslova za kvalitetan
rad, neumornu pomoć i nezamenljivu podršku u svakom pogledu, bilo da je u
pitanju profesionalno napredovanje, bilo da su u pitanju problemi sa kojima
se svi svakodnevno sudaramo.

Kada je u pitanju struka, tu je moj mentor, dr Sinǐsa Crvenković, redovni
profesor PMF-a u Novom Sadu, koji je bio uz mene od mojih prvih koraka u
matematičkoj nauci i sa istrajnošću i strpljenjem me uvodio u istraživački rad.
Kada ova disertacija bude branjena, verovatno će se napuniti čitavih jedanaest
godina našeg poznanstva: sada mogu reći da one nisu bile ispunjene pukom
saradnjom u naučnom radu – bile su, pre svega, ispunjene prijateljstvom. To
prijateljstvo je predstavljalo, a i danas predstavlja, veliku inspiraciju za mene.

Osim toga, moram pomenuti dr Ésik Zoltána, profesora Informatičkog
Instituta ”Kálmár László” Univerziteta u Segedinu. Saradnja sa jednim od
vodećih stručnjaka u oblasti algebarskih osnova teorijskog računarstva pred-
stavljala je za mene pravo zadovoljstvo. Rezultati te saradnje čine jedan
deo originalnih doprinosa izloženih u ovoj disertaciji. Najzad, zahvaljujem
se dr Rozáliji Sz. Madarász i dr D̄uri Pauniću, redovnim profesorima PMF-a
u Novom Sadu, na pruženoj podršci.

Novi Sad, 27. januar 2000.
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Glava 1 Osnovni pojmovi

1.1. Reči i jezici. Algebre jezika

Neka je Σ proizvoljan neprazan skup. Reč nad Σ je bilo koji konačan niz
elemenata iz Σ. Naravno, pri tome uzimamo u obzir i prazan niz, kojeg zovemo
prazna reč i označavamo sa λ. Skup Σ od čijih elemenata gradimo reči zovemo
azbukom, a njegove elemente slovima.

Primera radi, ako je Σ = {a, b}, tada je jedna reč nad ovom azbukom
〈a, b, b, a, a, a, b, a, a〉. Med̄utim, uobičajeno je da se (kadgod je to moguće) za
zapisivanje reči koristi jednostavnija notacija u kojoj izostavljamo zagrade i
zareze, pa će u tom slučaju predthodna reč naprosto glasiti abbaaabaa, što
mnogo vǐse odgovara našem intuitivnom pojmu reči.

Ako je w neka reč nad azbukom Σ, tada sa |w| označavamo dužinu reči
w. Za a ∈ Σ, sa |w|a označavamo broj pojavljivanja slova a u w. Na primer,
|abbaaabaa| = 9 i |abbaaabaa|a = 6.

Skup svih reči nad azbukom Σ označavamo sa Σ∗. Ako na Σ∗ uočimo
operaciju konkatenacije (dopisivanja) reči, preciznije, operaciju definisanu za
u = a1 . . . an i v = b1 . . . bm sa

uv = a1 . . . anb1 . . . bm,

tada nije teško videti da se na taj način dobija slobodni monoid nad Σ. Slično,
ako sa Σ+ označimo skup svih nepraznih reči nad Σ, Σ+ = Σ∗ \ {λ}, tada
dolazimo do slobodne polugrupe nad Σ.

Reč v je podreč reči w ako postoje reči u, z tako da je w = uvz. Ukoliko
je pri tome u = λ, za v kažemo i da je prefiks reči w, dok u slučaju z = λ
govorimo o sufiksu reči w.

Jezik je proizvoljan skup reči, tj. za datu azbuku Σ, proizvoljan podskup
slobodnog monoida Σ∗. Na taj način, skup svih jezika nad azbukom Σ jeste
partitivni skup P(Σ∗).

1



2 o identitetima algebri regularnih jezika

Razmotrimo, kao ilustraciju prethodno uvedenih pojmova, sledeći jednos-
tavan program (recimo, u PASCAL-u):

program zbir;

const

Faktor=3;

var

x,y,z:Integer;

begin

ReadLn(x);

ReadLn(y);

z:=Faktor*(x+y);

WriteLn(z)

end.

Kao i u slučaju prirodnih jezika, i programske jezike i u njima realizovane
programe možemo tretirati dvojako (pri čemu uloga rečenice u govornom
jeziku odgovara konkretnom programu). Možemo poći od alfabeta nekog jezika
(odnosno, simbola koji se nalaze na tastaturi) i od njih formirati reči. Neke od
tih reči su smislene u odred̄enom jeziku, a neke ne, i na taj način se, recimo,
srpski jezik sastoji od vǐse stotina hiljada reči sastavljenih iz trideset slova.
Takod̄e, PASCAL se onda sastoji od ključnih reči (npr. program, const, var,
Integer, begin, ReadLn, itd.), reči koje označavaju imena promenljivih (zbir,
Faktor, x,. . . ), operatora (:=,=, +, *), specijalnih razdvajajućih simbola (;,
.), itd. Drugi pristup je da zapravo same reči govornog jezika (odnosno,
ključne reči i ostale gradivne elemente programskog jezika) smatramo os-
novnim, nedeljivim simbolima – znači, elementima alfabeta – dok su rečenice
(programi) reči, a jezik skup svih gramatički korektnih rečenica, tj. sintaktički
korektnih programa.

Sa jezicima možemo izvoditi različite operacije. Pre svega, tu su osnovne
skupovno-teoretske operacije (unija, presek, komplement), od kojih unija ima
najveći značaj. Iz tradicionalnih razloga, unija jezika se zapisuje u aditivnoj
notaciji, dakle (L1, L2 ⊆ Σ∗):

L1 + L2 = {w : w ∈ L1 ∨ w ∈ L2}.

Naravno, operacija konkatenacije se iz Σ∗ prenosi na jezike kao proizvod kom-
pleksa:

L1L2 = {w1w2 : w1 ∈ L1 ∧ w2 ∈ L2}.

Najzad, definǐsemo i jednu unarnu operaciju koju zovemo Kleenejeva zvezda
(ili Kleenejeva iteracija):

L∗ = {w : (∃n ∈ ω)(∃w1, . . . , wn ∈ L) w = w1 . . . wn}.
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Ako po dogovoru uvedemo da je L0 = {λ}, tada je zapravo

L∗ =
⋃

n≥0

Ln.

Na ovaj način (ukoliko još uzmemo u razmatranje dva istaknuta jezika ∅ i
{λ}), mi smo definisali jednu algebru sa nosačem P(Σ∗):

Lang(Σ) = 〈P(Σ∗),+, ·, ∗, ∅, {λ}〉,

koju zovemo algebra jezika nad Σ. Varijetet generisan svim algebrama jezika
(nad svim azbukama) označavamo sa L.

Sada ćemo razmotriti neke osnovne osobine algebri jezika, odnosno iden-
titete koji važe na L. Sledeće tvrd̄enje se sasvim jednostavno dokazuje.

Propozicija 1.1.1. Za proizvoljnu azbuku Σ, algebra 〈P(Σ∗),+, ·, ∅, {λ}〉
je poluprsten sa jedinicom. Drugim rečima, Lang(Σ) zadovoljava identitete
(konstantni simboli 0, 1 se interpretiraju redom kao ∅, {λ}):

(1) (x + y) + z = x + (y + z),

(2) x+ y = y + x,

(3) x+ 0 = 0 + x = x,

(4) (xy)z = x(yz),

(5) x · 0 = 0 · x = 0,

(6) x · 1 = 1 · x = x,

(7) x(y + z) = xy + xz,

(8) (x + y)z = xz + yz.

Interesantno je da osim distributivnih zakona (7) i (8) iz prethodne propo-
zicije, na algebrama jezika važi i osobina koju, grubo govoreći, možemo nazvati
”beskonačna distributivnost”. Nju ćemo kasnije koristiti u vǐse navrata.

Lema 1.1.2. Neka su A i Bi, i ∈ I, jezici nad azbukom Σ. Tada je

(1) A
⋃

i∈I

Bi =
⋃

i∈I

ABi,
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(2)

(⋃

i∈I

Bi

)
A =

⋃

i∈I

BiA.

Kada uzmemo u obzir operaciju ∗, imamo, izmed̄u ostalog, identitete
opisane narednom lemom.

Lema 1.1.3. Na svakoj algebri jezika važe identiteti:

(1) x∗x∗ = x∗,

(2) xx∗ = x∗x,

(3) (x∗)∗ = x∗.

Dokaz. Neka je L proizvoljan jezik nad nekom azbukom Σ. Tada je

L∗L∗ =


⋃

n≥0

Ln




⋃

m≥0

Lm


 =

⋃

m,n≥0

Lm+n =
⋃

i≥0

Li = L∗,

čime je dokazano (1). Dalje, imamo:

LL∗ = L


⋃

n≥0

Ln


 =

⋃

n≥1

Ln =


⋃

n≥0

Ln


L = L∗L.

Najzad, iz (1) imamo da je (L∗)2 = L∗, odakle se induktivnim putem lako
dobija (L∗)n = L∗ za sve n ≥ 0. Zbog toga je

(L∗)∗ =
⋃

n≥0

(L∗)n = {λ}+ L∗ = L∗,

što se i tražilo.

Takod̄e, lako se pokazuje da su sve opisane operacije sa jezicima monotone
u odnosu na skupovnu inkluziju.

Lema 1.1.4. Za proizvoljne jezike A,B,C,D ⊆ Σ∗ takve da je A ⊆ B i
C ⊆ D važi:

(1) A+ C ⊆ B +D,

(2) AC ⊆ BD,

(3) A∗ ⊆ B∗.
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U daljem radu će nam biti potrebna i naredna tri identiteta.

Lema 1.1.5. Na svakoj algebri jezika važe sledeći identiteti:

(1) x∗ = 1 + xx∗ = 1 + x∗x,

(2) (xy)∗x = x(yx)∗.

Dokaz. Identiteti (1) slede iz same definicije Kleenejeve zvezde, identiteta
(2) iz Leme 1.1.3 i činjenice da je za sve jezike L,

LL∗ =
⋃

n≥1

Ln.

Zato, posmatrajmo prozivoljne jezike A,B ⊆ Σ∗, gde je Σ neka azbuka,
i pretpostavimo da w ∈ (AB)∗A. Tada postoje reči u1, . . . , un, un+1 ∈ A i
v1, . . . , vn ∈ B tako da je

w = u1v1 . . . unvnun+1.

Med̄utim, tada je v1u2 . . . vnun+1 ∈ (BA)∗, pa je w ∈ A(BA)∗, tj. (AB)∗A ⊆
A(BA)∗. Potpuno analogno se dokazuje i obratna inkluzija, pa dobijamo da
važi (2).

Sledeća dva identiteta algebri jezika imaju naročit značaj. Njih zovemo još
i Conwayevi identiteti (prvi i drugi). Osim toga, identitet (3) iz Leme 1.1.3 se
ponekad zove i treći Conwayev identitet.

Propozicija 1.1.6. Svaka algebra jezika zadovoljava identitete:

(1) (x + y)∗ = (x∗y)∗x∗,

(2) (xy)∗ = 1 + x(yx)∗y.

Dokaz. Na osnovu (1) i (2) iz prethodne leme odmah imamo

(xy)∗ = 1 + (xy)∗xy = 1 + x(yx)∗y.

Stoga prelazimo na dokaz identiteta (1). Jasno je da je (A∗B)∗A∗ ⊆ (A+B)∗

(ovo sledi iz činjenice da je A,B ⊆ (A + B)∗, Lema 1.1.3 i 1.1.4). Zato,
pretpostavimo da je w ∈ (A + B)∗, w 6= λ. Tada se reč w može predstaviti
kao w = u1 . . . un, pri čemu je za sve 1 ≤ i ≤ n, ui ∈ A ili ui ∈ B. Odaberimo
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sve indekse i1 < . . . < ik za koje je uij ∈ B, 1 ≤ j ≤ k (dakle, uočili smo sve
one reči iz niza u1, . . . , un koje pripadaju jeziku B). Tada imamo:

u1 . . . ui1−1ui1 ∈ Ai1−1B ⊆ A∗B,

...

uik−1+1 . . . uik−1uik ∈ Aik−ik−1−1B ⊆ A∗B,

uik+1 . . . un ∈ An−ik ⊆ A∗.

Množeći gornje relacije, zaključujemo da važi w ∈ (A∗B)kA∗ ⊆ (A∗B)∗A∗, što
je i trebalo dokazati.

Poluprstene sa jedinicom i dodatnom unarnom operacijom ∗ u kojima važe
gornja dva identiteta zovemo Conwayevi ∗-poluprsteni.

Primetimo da Conwayevi identiteti, slobodno govoreći, opisuju ”dejstvo”
zvezde redom na zbir, konkatenaciju i samu zvezdu. Što se tiče dejstva zvezde
na konstante, u algebrama jezika očito imamo:

0∗ = 1, (1)

1∗ = 1. (2)

Drugi od gornja dva identiteta zovemo ω-idempotentni zakon. Prema tome,
svaka algebra jezika je ω-idempotentni Conwayev ∗-poluprsten.

Do sada smo razmatrali (formalne) jezike nad datom azbukom naprosto
kao podskupove slobodnog monoida Σ∗. Med̄utim, nameće se pitanje kako
predstaviti jezike nekom konačnom šemom, tj. konačnim zapisom. Naravno,
to pitanje je potpuno neinteresantno za konačne jezike; med̄utim, kada se
radi o beskonačnim jezicima, opisani problem ima ključni značaj u slučaju da
želimo da zadamo neki jezik tako da ta reprezentacija bude ”upotrebljiva” sa
stanovǐsta računarskih nauka. Od te reprezentacije, dakle, očekujemo sledeće:

(1) da je sama reprezentacija konačan niz simbola, znači, reč (nad nekom
azbukom),

(2) da različiti jezici imaju različite reprezentacije.

Odmah se može uočiti da gornja dva zahteva u startu ograničavaju moguć-
nosti teorije formalnih jezika. Naime, svaki slobodni monoid Σ∗ jeste (prebro-
jivo) beskonačan, što povlači da nad Σ imamo |P(Σ∗)| = 2ℵ0 (neprebrojivo
mnogo) jezika. To znači da je svaki pokušaj da svakom jeziku dodelimo neku
konačnu reprezentaciju a priori nemoguć, budući da konačnih zapisa možemo
imati najvǐse prebrojivo mnogo. Prema tome, najveći deo jezika nad datom
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azbukom (pa čak i jednoelementnom!) izmiče takvom tretmanu. U tom smislu,
najvǐse što teorija formalnih jezika može postići jeste da izdvoji neke prebrojive
klase jezika, koje su zbog svoje strukture naročito interesantne za izučavanje.
Takvi su, na primer, regularni jezici: jezici koje dobijamo od konačnih jezika
primenjujući (konačno mnogo puta) operacije algebre jezika.

Naravno, u okviru teorije formalnih jezika su razvijeni i ”alati” kojima se
(napuštajući zahtev za konačnom reprezentacijom) mogu ispitivati mnogo šire
klase jezika. Takva je teorija formalnih redova nad poluprstenima [66, 96, 143].
Na taj način, svaki jezik se može posmatrati kao formalni red nad dvoelement-
nim Booleovim poluprstenom B2. Ovakav pristup vodi raznim interesantnim
generalizacijama, od kojih je u ovom trenutku najaktuelnija teorija formalnih
redova nad tropskim poluprstenima [124, 151] (za neke rezultate u vezi ove
problematike, vidi [30, 95]), tako da je teorija formalnih redova nad poluprste-
nima prerasla u samostalnu oblast teorijskog računarstva i algebre.

Vraćajući se problemu konačne reprezentacije jezika, možemo uočiti dva
osnovna pristupa u rešavanju tog problema:

(1) konačan niz simbola opisuje mašinu koja prepoznaje reči (koje dobija kao
ulazne podatke) u odnosu na to da li pripadaju datom jeziku ili ne,

(2) konačan niz simbola generǐse, ili opisuje mašinu koja generǐse (na osnovu
nekog programa) reči traženog jezika.

Kada je u pitanju prvi pristup (za regularne jezike), o njemu će detaljnije biti
reči u Poglavlju 1.4. Ovde ćemo se skoncentrisati na regularne izraze, konačne
sintaktičke objekte koji u sebi čuvaju informaciju o celom regularnom jeziku,
i na taj način predstavljaju reprezentaciju tipa (2).

Regularan izraz nad Σ je, u univerzalno-algebarskoj terminologiji [36], term
tipa algebri jezika, dakle, tipa 〈2, 2, 1, 0, 0〉, i to nad Σ kao skupom promenlji-
vih. Detaljnije, imamo sledeću induktivnu definiciju:

• 0,1 i slova a ∈ Σ su regularni izrazi,

• ako su r, s regularni izrazi, onda su to i (r + s), (rs) i (r∗),

• regularni izrazi su samo oni nizovi simbola koji se mogu dobiti konačnom
primenom gornja dva pravila.

Osim toga, primenjuju se uobičajene konvencije o izostavljanju spoljašnjih
zagrada.

Naravno, sada moramo opisati semantičku interpretaciju regularnih izraza,
tj. specifikovati način na koji oni predstavljaju jezike. Stoga uvodimo pres-
likavanje L : RegΣ → P(Σ∗) (gde smo sa RegΣ označili skup svih regularnih
izraza nad Σ) koje zovemo vrednost regularnog izraza i definǐsemo ga sa:
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• L(0) = ∅,

• L(1) = {λ},

• L(a) = {a}, za sve a ∈ Σ,

• L(r + s) = L(r) + L(s),

• L(rs) = L(r)L(s),

• L(r∗) = (L(r))∗.

Izuzetno je važno primetiti da se sa obe strane gornjih definicionih jed-
nakosti pojavljuju simboli +, ·, ∗, ali da oni imaju različito značenje: dok su
oni sa leve strane formalni, sintaktički simboli koji služe za izgradnju regu-
larnih izraza, dotle je sa desne strane reč o ranije definisanim operacijama sa
jezicima.

Nije teško videti da se vrednost regularnog izraza r nad Σ u stvari poklapa
sa vrednošću terma r u algebri jezika Lang(Σ) u odnosu na interpretaciju
promnljivih a 7→ {a}, a ∈ Σ, dakle, sa

rLang(Σ)[{a}]a∈Σ.

Opisanu interpretaciju promenljivih u regularnom izrazu zovemo standardnom
interpretacijom.

Jezik L ⊆ Σ∗ je regularan ako postoji regularan izraz r tako da je L(r) = L.
U tom slučaju kažemo da r predstavlja jezik L.

Pri tome, reprezentacija regularnog jezika uopšte ne mora biti jedinstvena:
vǐse regularnih izraza može predstavljati isti jezik; drugim rečima, za dva
regularna izraza r, s se može desiti da je L(r) = L(s). U tom slučaju ćemo
pisati

r = s.

Formalnu jednakost gornjeg tipa (razlikujmo je od fizičke jednakosti regu-
larnih izraza, koju ćemo zapisivati kao r ≡ s) zvaćemo regularni identitet. U
Poglavlju 1.3 ćemo videti da se skup svih regularnih identiteta poklapa sa
skupom identiteta algebri jezika, tj. sa jednakosnom teorijom varijeteta L.

Sada se lako uočava da se do skupa regularnih jezika nad nekom azbukom
može doći i na način opisan u narednoj lemi.

Lema 1.1.7. Neka je Σ azbuka. Skup regularnih jezika je najmanja fami-
lija jezika nad Σ koja sadrži ∅, {λ}, jednoelementne jezike oblika {a} za a ∈ Σ
(ili, sve konačne jezike), i zatvorena je na operacije +, ·, ∗. Drugim rečima,
regularni jezici nad Σ su tačno elementi podalgebre od Lang(Σ) generisane
jezicima {a}, a ∈ Σ (konačnim jezicima).
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Dokaz. Regularni izrazi formiraju apsolutno slobodnu term-algebru tipa
〈2, 2, 1, 0, 0〉. Po definiciji, regularni jezici su njihove slike u odgovarajućoj
algebri jezika u odnosu na preslikavanje L, za koje je iz definicije očito da je
reč o homomorfizmu uočene term-algebre u algebru Lang(Σ). Znači, regularni
jezici su tačno slike regularnih izraza u odnosu na homomorfizam L, pa oni
obrazuju podalgebru od Lang(Σ) i ona je generisana slikama promenljivih –
generatora term-algebre regularnih izraza – tj. sa {a}, gde je a ∈ Σ.

Prema tome, regularni jezici obrazuju algebru u odnosu na osnovne ope-
racije sa jezicima,

Reg(Σ) = 〈Reg(Σ),+, ·, ∗, ∅, {λ}〉,

algebru regularnih jezika nad Σ. Identiteti ovih algebri predstavljaće naš glavni
predmet izučavanja.

Primetimo da se pojam regularnog podskupa (u literaturi se može naći i ter-
min racionalan podskup) može odgovarajućom modifikacijom gornjih definicija
uvesti u proizvoljnom monoidu, ne samo u slobodnom monoidu Σ∗. Pret-
postavimo da je monoid M generisan skupom X ⊆ M . Formirajmo sledeću
algebru kompleksa monoida M :

〈P(M),∪, ·, ∗ , ∅, {1}〉,

gde je · operacija množenja kompleksa, ∗ je operacija generisanja podmonoida,
a 1 je jedinica u M . Sada je regularni podskup od M bilo koji skup oblika
ϕ(L), gde je L ⊆ X∗ regularan jezik nad X, a ϕ : X∗ →M homomorfizam koji
proširuje identičko preslikavanje na X. Drugim rečima, regularni podskupovi
nekog monoida su članovi najmanje familije njegovih podskupova zatvorene
na uniju, množenje kompleksa i generisanje podmonoida, koja sadrži ∅, {1} i
jednoelementne podskupove {x} za x ∈ X.

Ako izbacimo konstantu 1 iz razmatranja, na sličan način možemo defini-
sati pojam regularnog podskupa bilo koje polugrupe.

U radu [55] Eilenberg i Schützenberger ispituju neke osobine regularnih
podskupova komutativnih monoida. Izmed̄u ostalog, oni dokazuju i sledeće
tvrd̄enje.

Teorema 1.1.8. (Eilenberg, Schützenberger, [55]) Ako su X,Y regularni
podskupovi komutativnog monoida M , onda su to i X ∩ Y i X \ Y .

Na osnovu dobro poznate veze konačnih automata i regularnih jezika (koja
će biti razmotrena u Poglavlju 1.4), gornja teorema važi i kada se umesto
komutativnog monoida M posmatra slobodni monoid Σ∗.
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Na kraju, pomenimo da se, kao uopštenje pojmova uvedenih u ovom po-
glavlju, u novije vreme intenzivno razvija teorija jezika koji se sastoje od
beskonačnih reči. Osnove ove teorije dao je Büchi [34] još početkom 60-tih
godina, ali je njen značaj uočen tek u novije vreme. U okviru ove discipline
se sintetǐsu metode kombinatorike na rečima i matematičke logike. Wilke
je u [156] konstruisao algebarsku teoriju beskonačnih reči kao generalizaciju
klasične algebarske teorije formalnih jezika (koja počiva na vezi jezika sa au-
tomatima i polugrupama).

U prethodnom, uveli smo osnovne pojmove u vezi sa jezicima: to su poj-
movi reči, azbuke, jezika i algebre jezika. Sada je trenutak da otkrijemo drugu
”glavnu ulogu” u ovoj disertaciji. Ona pripada – binarnim relacijama.

1.2. Relacione algebre

Otkud binarne relacije u teorijskom računarstvu? Odgovor je veoma jednos-
tavan: binarne relacije predstavljaju glavni algebarski aparat kojim se mode-
liraju procesi automatskog izračunavanja, tj. rad računara. Naime, apstrakt-
no gledajući, računarske programe možemo posmatrati kao relacije na skupu
stanja računara, pri čemu svaka elementarna ”komanda” omogućava računaru
da pred̄e iz jednog stanja u drugo (što se u konkretnom slučaju odražava
na promenu sadržaja memorije, procesorskih registara, aktiviranja ulazno-
izlaznih kanala, itd.). Zapravo, ono što smo opisali je upravo način na koji rade
Tjuringove mašine, koje možemo zamisliti kao računare bez ikakvih stvarnih
ograničenja u odnosu na hardverske mogućnosti. Programirati Tjuringovu
mašinu ne znači nǐsta drugo nego zadati njenu relaciju prelaza.

Početke računa binarnih relacija nalazimo još u prošlom veku, i to na-
jpre kod De Morgana [52] u čuvenom radu On the syllogism: IV; and on the
logic of relations iz 1860. godine. Polazeći od kritike klasične Aristotelove
logike, De Morgan sasvim izvesno prvi zasniva teoriju relacija na egzaktnim,
matematičkim osnovama, uvodeći (rudimentarno) osnovne operacije sa relaci-
jama. De Morgan je već tada nazreo da je reč o fundamentalnoj problematici,
na kojoj, u stvari, počiva veliki deo matematike.

Med̄utim, ovo je ostao jedini De Morganov rad iz teorije binarnih relacija.

Oko 1870, ovom tematikom je počeo da se bave C. S. Peirce [119], i izučavao
ju je u narednih dvadesetak godina. Peirce je ispitivao identitete koji važe za
binarne relacije, tako da veliki broj danas poznatih identiteta relacionih algebri
potiče od njega. Takod̄e, od izuzetnog značaja je činjenica što je Peirce prvi
uočio strogu razliku izmed̄u dve vrste operacija sa relacijama: logičkih (ili
statičkih) operacija, koje su zapravno skupovno teoretske operacije (unija ∪,
presek ∩, komplement ,̄ itd.), i čije dejstvo ne zavisi od ”unutrašnje” strukture
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binarnih relacija kao skupova ured̄enih parova; i relativnih (ili dinamičkih)
operacija, čija definicija suštinski zavisi od te strukture (kao npr. kompozicija
relacija ◦ ili inverz relacija ∨). Na sličan način se mogu podeliti i konstante
relacionih algebri.

Krajem XIX veka, binarnim relacijama i njihovim zakonima se bavio i
Schröder [146], koji je uveo operacije tranzitivnog i refleksivno-tranzitivnog
zatvorenja (o njemu će biti reči i u narednom poglavlju). Najzad, značaj
binarnih relacija u matematici su podvukli Russel [137] i Russel i Whitehead
[138]. U [137], Russel kaže:

“. . .Peanova logka se teško može smatrati kompletnom bez
izričitog uvod̄enja pojma relacije. . . definicija funkcije je, strogo
gledajući, nemoguća bez poznavanja nove, primitivnije ideje, ideje
relacije.” [Prev. aut.]

Nakon toga, početkom XX veka, problematika binarnih relacija doslovno
pada u zaborav. Razlog za to je što je ova tema bila daleko ispred svog vre-
mena, kako u pogledu zasnivanja matematičkih teorija na onaj način kako ih
danas poznajemo (imajući u vidu raspoloživa matematička orud̄a i tehnike),
tako i pogledu primene i (danas sasvim jasne) veze sa računarskim naukama
[144]. Istraživanja u teoriji binarnih relacija će oživeti tek početkom 40-tih
godina, pre svega sa antologijskim radom A. Tarskog [153]. Kasnije, najvǐse
zaslugom Tarskog i njegovih učenika, teorija binarnih relacija i relacionih alge-
bri izrasla je u nezavisnu matematičku disciplinu u okvirima algebarske logike
[16]. Med̄utim, binarne relacije se sada tretiraju u sasvim novom svetlu, u
svetlu moderne matematike: Tarski je opremljen metodologijom savremene,
aksiomatske logike, i pre svega, razvijenom teorijom modela. Sve ovo bilo je
nedostupno matematičarima XIX veka.

Ako je A proizvoljan skup, tada algebru

R(A) = 〈P(A×A),∪,∩, ,̄ ∅,∇A, ◦,∆A,
∨〉

zovemo puna relaciona algebra. Svaka podalgebra pune relacione algebre je
prava relaciona algebra.

Gornja konstrukcija se može i uopštiti ako umesto Dekartovog kvadrata
A×A posmatramo proizvoljnu relaciju ekvivalencije ρ na skupu A i sve njene
podskupove. Tako, ako σ̄ označava relativni komplement ρ\σ, imamo sledeću
algebru binarnih relacija:

E(ρ) = 〈P(ρ),∪,∩, ,̄ ∅, ρ, ◦,∆A,
∨〉.

Sve podalgebre algebri gornjeg oblika zovemo konkretne relacione algebre.
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U potrazi za apstraktnim, aksiomatskim zasnivanjem teorije relacionih al-
gebri, Chin i Tarski [37] 1951. definǐsu relacione algebre kao klasu svih algebri
A = 〈A,+, ·, ,̄ 0, 1, ◦, 1′ , ∨〉 tipa 〈2, 2, 1, 0, 0, 2, 0, 1〉 koje zadovoljavaju sledeće
aksiome:

(R1) 〈A,+, ·, ,̄ 0, 1〉 je Booleova algebra,

(R2) 〈A, ◦, 1′〉 je monoid,

(R3) (x + y)∨ = x∨ + y∨,

(R4) (x ◦ y)∨ = y∨ ◦ x∨,

(R5) (x∨)∨ = x,

(R6) x ◦ (y + z) = (x ◦ y) + (x ◦ z),

(R7) (x∨ ◦ x ◦ y)y = 0.

Očito, svi gonji uslovi su identiteti, pa je ovim definisan varijetet relacionih
algebri RA.

Nije teško videti da se svaka Booleova algebra može dodefinisati do rela-
cione algebre. Takod̄e, postoji način da se od proizvoljne polugrupe kon-
struǐse relaciona algebra koja je (strukturno gledajući) u tesnoj vezi sa tom
polugrupom. Na taj način se dobijaju tzv. polugrupne relacione algebre [47].
Med̄utim, klasa polugrupnih relacionih algebri nije elementarna, tj. nije ak-
siomatizabilna formulama prvog reda, vidi [49].

Relacione algebre koje su izomorfne nekoj konkretnoj relacionoj algebri
zovemo reprezentabilne relacione algebre (naime, svaka algebra binarnih rela-
cija koja zadovoljava gornje aksiome jeste podalgebra algebre oblika E(ρ), vidi
Teoremu 2.11 u [103]). Klasu reprezentabilnih relacionih algebri označavamo
sa RRA. U Teoremi 3.7 u [103] je dokazano sledeće tvrd̄enje koje pokazuje
da sve reprezentabilne relacione algebre na izvesan način ”nastaju” od punih
relacionih algebri.

Propozicija 1.2.1. Neka je K klasa svih punih relacionih algebri. Tada
je RRA = ISP(K).

Svoju aksiomatsku teoriju relacionih algebri Chin i Tarski su (verovatno)
uveli sa nadom da bi se na taj način mogla okarakterisati klasa konkretnih al-
gebri relacija, odnosno da važi ”kompletnost” ove teorije u smislu da je svaka
algebra koja zadovoljava uslove (R1)–(R7) u stvari neka reprezentabilna rela-
ciona algebra (tj. da je RA = RRA). Da to nije tako, pokazao je Lyndon
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[100], još dok je rad [37] China i Tarskog bio u štampi (ironija je u tome da
se Lyndonov rad pojavio pre [37]). Naime, koristeći projektivne ravni i neke
tehnike iz projektivne geometrije, Lyndon je konstruisao nereprezentabilnu
relacionu algebru, dakle, algebru koja zadovoljava sve uslove (R1)–(R7), ali
nije izomorfna nijednoj konkretnoj relacionoj algebri. Kasnije, McKenzie je u
svojoj doktorskoj disertaciji [107] našao primer nereprezentabilne relacione al-
gebre sa samo 16 elemenata i pokazao da je to baš najmanja nereprezentablina
relaciona algebra.

Naravno, to još ne znači da aksiomama relacionih algebri nije opisana jed-
nakosna teorija konkretnih relacionih algebri tj. da nije Eq(RA) = Eq(RRA).
Med̄utim, Tarski je 1953. dokazao da važi

Propozicija 1.2.2. (Tarski, [154]) RRA je varietet.

Pošto je RRA 6= RA, sledi da postoji identitet koji važi na svim reprezen-
tabilnim relacionim algebrama, a da on nije posledica aksioma (R1)–(R7).
Teorema 4.33 iz [103] daje primer jednog takvog identiteta. No, postavlja se
pitanje da li se sistem aksioma China i Tarskog može ”popraviti”, tj. dopuniti
sa još nekoliko aksioma, pa da se dobije kompletna aksiomatizacija konkretnih
algebri relacija (drugim rečima, da je problem samo u tome što su Chin i
Tarski ”zaboravili” nekoliko identiteta)? Ne! Naime važi

Teorema 1.2.3. (J. D. Monk, 1964) Klasa RRA nije konačno aksioma-
tizabilna. Drugim rečima, varijetet RRA nema konačnu bazu identiteta.

Na taj način, identiteti konkretnih algebri relacija su neuhvatiljivi bilo
kakvom konačnom šemom zakona. Rezultati ovakvog tipa, problemi (bes)ko-
načne aksiomatizacije klasa algebri povezanih sa pojmovima u teorijskom
računarstvu i specijalno, u algebarskoj teoriji formalnih jezika, biće prisutni u
najvećem delu ove disertacije. Intuitivno, to znači da je problematika formal-
nih jezika (i sa njima, binarnih relacija) u odnosu na njihove zakone mnogo
složenija (i sa računarskog stanovǐsta ”loša”) nego što se to čini na prvi pogled.
Zato ćemo se (ali ne samo iz tog razloga) na kraju okrenuti dinamičkim algeb-
rama, koje u mnogome rešavaju ove nedostatke [131].

Od rezultata opisanog tipa pomenućemo sledeće tvrd̄enje za {∪, ◦}-redukte
konkretnih relacionih algebri. Neka u narednoj propoziciji K označava klasu
svih algebri izomorfnih algebrama binarnih relacija sa operacijama unije i kom-
pozicije relacija.

Propozicija 1.2.4. (Andréka, [9, 10]) Klasa K je kvazivarijetet, ali nije
varijetet. Pri tome, K nije konačno aksiomatizabilna klasa.
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S druge strane, varijetet generisan kvazivarijetetom K se poklapa sa vari-
jetetom aditivno polumrežnih poluprstena, pa je očito konačno baziran. Za de-
taljan pregled problematike reprezentacije (redukata) relacionih algebri, upu-
ćujemo na rad Scheina [145]. Takod̄e, izuzetno lep prikaz istorijata teorije
binarnih relacija dat je u članku [133]. Uopšte, kada je u pitanju teorija rela-
cionih algebri, bez sumnje centralna literatura (na našem jeziku) jeste mono-
grafija Madarász, Crvenković: Relacione algebre [103].

Med̄utim, relacione algebre Tarskog neće biti predmet našeg izučavanja.
Naime, kada dod̄emo do intuitivne interpretacije operacija sa binarnim relaci-
jama u odnosu na osnovne programske konstrukcije (vidi početak narednog
poglavlja), vidimo da operacije ovih relacionih algebri omogućavaju isključivo
rad sa linearnim programima. Naravno, ono što zaista daje moć struktuira-
nom programiranju jeste iteracija. Za početak, razmatraćemo nedetermi-
nističku iteraciju (kako bismo uveli kontrolu, tj. determinizam kroz ispi-
tivanje Booleovskih uslova u petljama, moramo ponovo pribeći dinamičkim
algebrama). Na taj način (grubo govoreći), dolazimo do regularnog programi-
ranja. Kako bismo našli relacioni ”komplement” takvih programskih struk-
tura, neophodna nam je nova operacija - (refleksivno-)tranzitivno zatvorenje.
Tako dolazimo do Kleenejevih relacionih algebri.

1.3. Kleenejeve relacione algebre i regularni jezici

Operaciju refleksivno-tranzitivnog zatvorenja relacija razmatrao je Schröder
[146] još 1895. godine. Motivacija je poticala iz formalne aritmetike (koju
je zasnovao Peano 1889.), budući da je relacija poretka na prirodnim broje-
vima bila definisana kao tranzitivno zatvorenje interpretacije predikata ”biti
sledbenik”. Naime, ako je ρ relacija na skupu A i ako za n ≥ 1 označimo

ρn = ρ ◦ . . . ◦ ρ︸ ︷︷ ︸
n

,

kao i ρ0 = ∆A, tada definǐsemo

ρrtc =
⋃

n≥0

ρn.

Ako iz gornje unije izostavimo dijagonalu (tj. ρ0), dobijamo tranzitivno zatvo-
renje ρtc relacije ρ.

Kao što je već rečeno, (nedeterminističke) računarske programe možemo
interpretirati kao neku binarnu relaciju na skupu stanja računara. Tako, ako
su A i B dva takva stanja, činjenica da je AρB znači da primenom programa
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ρ, računar može da pred̄e iz stanja A u stanje B. Po Wirth-ovoj šemi do-
bro struktuiranog programa, on se sastoji od elementarnih komandi koje su
povezane jednom od sledeće tri konstrukcije:

• selekcija (izbor u odnosu na to koji će se od dva ili vǐse potprograma
izvršiti),

• sekvenca (nadovezivanje potprograma),

• iteracija (uzastopno ponavljanje jednog potprograma).

Očito, ovim konstrukcijama odgovaraju redom operacije unije, kompozicije i
refleksivno-tranzitivnog zatvorenja.

Značaj ovih operacija (a naročito refleksivno-tranzitivnog zatvorenja) uočio
je S. C. Kleene 1956. godine [82]. On je uveo regularne izraze i regularne jezike
kako bi modelirao rad neuronskih mreža, dok je konačne automate razmatrao
kao prvu aproksimaciju stvarnih računarskih sistema. U istom radu, Kleene je
dokazao da su regularni jezici tačno jezici konačnih automata, tvrd̄enje danas
poznato kao Kleenejeva teorema. O njoj će vǐse biti reči u narednom poglavlju.

Ako je A proizvoljan skup, tada algebru

Rel(A) = 〈P(A ×A),∪, ◦, rtc, ∅,∆A〉

zovemo puna Kleenejeva relaciona algebra. Svaka algebra izomorfna nekoj
podalgebri pune Kleenejeve relacione algebre je standardna (ili reprezentabilna)
Kleenejeva algebra. Varijetet generisan svim algebrama oblika Rel(A) označa-
vamo sa KA. Algebre iz tog varijeteta su Kleenejeve algebre. Ako algebri
Rel(A) dodamo operaciju ∨ inverza relacija, dobijamo algebru Rel∨(A). Sve
ovakve algebre generǐsu varijetet KA∨ Kleenejevih algebri sa inverzijom.

Veoma je interesantno primetiti da se od svake polugrupe na veoma jed-
nostavan način može napraviti standardna Kleenejeva algebra. U osnovi ove
konstrukcije je zapravo algebra kompleksa monoida S1.

Lema 1.3.1. Neka je S proizvoljna polugrupa. Tada algebra

M(S) = 〈P(S1),∪, ·,∗ , ∅, {1}〉,

pri čemu je · množenje kompleksa, a ∗ operacija generisanja podmonoida, jeste
standardna Kleenejeva algebra.

Dokaz. Posmatrajmo preslikavanje ξ : P(S1) 7→ P(S1 × S1) definisano za
sve A ⊆ S1 sa

ξ(A) = {〈s, sa〉 : s ∈ S1, a ∈ A} =
⋃

a∈A

ρa,
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gde ρa označava desnu translaciju monoida S1 u odnosu na a ∈ S1. Sada se
direktno pokazuje da je ξ u stvari potapanje algebre M(S) u Rel(S1).

Gornje tvrd̄enje ima jednu izuzetno značajnu posledicu. Naime, primetimo
da ako uzmemo S = Σ∗, tada je M(Σ∗) = Lang(Σ), algebra jezika nad
azbukom Σ. Tako, gornje tvrd̄enje znači da se svaki jezik može posmatrati kao
binarna relacija, tačnije kao unija desnih translacija na slobodnom monoidu
koje odgovaraju rečima tog jezika. Time je odmah dokazana

Propozicija 1.3.2. Svaka algebra jezika jeste standardna Kleenejeva al-
gebra.

Posledica 1.3.3. L ≤ KA.

Med̄utim, veza algebri jezika i Kleenejevih algebri ovim nije iscrpljena.
Naprotiv, varijetet generisan algebrama jezika, razmatran u prvom poglavlju,
poklapa se sa varijetetom Kleenejevih algebri. Ovaj zaključak sledi iz narednog
fundamentalnog tvrd̄enja, poznatog kao Kozen-Németijeva teorema. Naime,
ovu teoremu je prvi dokazao Kozen 1979. godine u [83], u kontekstu dinamičkih
algebri. Med̄utim, ovaj rad je bio u formi IBM-ovog tehničkog izveštaja i nikad
nije bio objavljen. Dokaz je prvi publikovao Németi tri godine kasnije u radu
[114].

Teorema 1.3.4. (Kozen, [83], Németi, [114]) Algebra regularnih jezika
Reg(Σ) je slobodna Kleenejeva algebra nad Σ, slobodno generisana preslika-
vanjem a 7→ {a}, a ∈ Σ.

Dokaz. Kako bismo pojednostavili dokaz, koristimo činjenicu da ako je neka
algebra slobodna nad nekim skupom za klasu algebri K, tada je ona slobodna
nad istim tim skupom za varijetet generisan klasom K. Naravno, ulogu klase
K ovde igra klasa punih Kleenejevih relacionih algebri.

Ako sa ι označimo preslikavanje koje svakom slovu a ∈ Σ dodeljuje jezik
{a}, ono što treba dokazati jeste da za svako preslikavanje ϕ : Σ→ P(A×A)
(gde je A neki skup) postoji homomorfizam ψ : Reg(Σ) → Rel(A) takav da
je ι ◦ψ = ϕ. Najpre, primetimo da se slobodni monoid Σ∗ potapa u monoidni
redukt algebre Reg(Σ) (naime, potapanje je ξ : w 7→ {w} za w ∈ Σ∗). S druge
strane, postoji homomorfizam monoida ψ0 : Σ∗ → 〈P(A×A), ◦,∆A〉 takav da
je ι ◦ ψ0 = ϕ. Definǐsimo sada preslikavanje ψ : Reg(Σ)→ P(A×A) sa

ψ(L) =
⋃

w∈L

ψ0(w).
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Lako se proverava da je ψ homomorfizam Kleenejevih algebri, kao i da je
ι ◦ ψ = ξ ◦ ψ0. Ali, takod̄e je očito da je ι ◦ ξ = ι, pa sledi

ι ◦ ψ = ι ◦ ι ◦ ψ = ι ◦ ξ ◦ ψ0 = ι ◦ ψ0 = ϕ,

što se i tražilo.

Gornja teorema ima nekoliko neposrednih, ali veoma značajnih posledica.

Posledica 1.3.5. L = KA.

Dokaz. Iz Posledice 1.3.3 već imamo da je L ≤ KA. S druge strane,
algebre regularnih jezika su podalgebre algebri jezika, pa je varijetet generisan
njima sadržan u L. Med̄utim, algebre regularnih jezika su slobodne Kleenejeve
algebre, pa one generǐsu KA. Zato je KA ≤ L.

Posledica 1.3.6. Identitet p = q važi za sve jezike ako i samo ako važi
za sve regularne jezike.

Dokaz. Implikacija (⇒) je trivijalna. S druge strane, ako identitet p = q
važi za sve regularne jezike, onda on važi na svim algebrama regularnih jezika,
i tako, u svim Kleenejevim algebrama, pa specijalno i u algebrama jezika.

Ipak, najvažnija posledica Kozen-Németijeve teoreme je sledeća (podse-
timo, regularni izrazi su upravo termi tipa Kleenejevih algebri).

Posledica 1.3.7. Kleenejeve algebre zadovoljavaju identitet p = q ako i
samo ako regularni izrazi p, q predstavljaju iste regularne jezike, tj. L(p) =
L(q).

Dokaz. Implikacija (⇒) je trivijalna. Obratno, pretpostavimo da regularni
izrazi p = p(x1, . . . , xn) i q = q(x1, . . . , xn) predstavljaju iste regularne jezike
(nad fiksiranim skupom promenljivih X) i neka je K proizvoljna Kleenejeva
algebra. Na proizvoljan način odaberimo k1, . . . , kn ∈ K i definǐsimo preslika-
vanje ϕ : X → K sa ϕ(xi) = ki za sve 1 ≤ i ≤ n. Postoji homomorfizam
ψ : Reg(X)→ K za koji važi ι ◦ ψ = ϕ, gde je ι(xi) = {xi} za sve 1 ≤ i ≤ n.
Sada je

pK(k1, . . . , kn) = pK(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) =

= pK(ψ({x1}), . . . , ψ({xn})) =

= ψ(L(p)) = ψ(L(q)) =

= qK(ψ({x1}), . . . , ψ({xn})) =

= qK(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) =

= qK(k1, . . . , kn).

Sledi da K zadovoljava identitet p = q.
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Dakle, identitet Kleenejevih algebri je dovoljno proveriti u Kleenejevoj
algebri regularnih jezika u odnosu na standardnu interpretaciju.

1.4. Automati, regularni jezici i polugrupe

Kao što smo još ranije napomenuli, alternativni način da se (neki) jezici kodi-
raju konačnim objektima jeste konstrukcija apstraktne matematičke mašine
koja prepoznaje taj jezik (tj. njegove reči). Takvi objekti su, u izvesnom
smislu, ”pasivni”: potreban im je ulazni signal (reč u nekoj ulaznoj azbuci)
kako bi dali odgovor (DA ili NE) da li uneta reč pripada uočenom jeziku
ili ne. Doslovno, ovde je reč o programiranim računarima. Krajnji dometi
takvog pristupa jesu Tjuringove mašine, kojima odgovaraju rekurzivno nabro-
jivi jezici (u hijerarhiji Čomskog, jezici tipa 0). Kada su u pitanju regularni
jezici, odgovarajuće mašine jesu konačni automati. Preko njih, uspostavlja se
veza jezika i konačnih (ured̄enih) polugrupa, koje u sebi nose potpunu informa-
ciju o strukturi tog jezika. Štavǐse, videćemo da su konačne polugrupe u stvari
ti konačni objekti koji prepoznaju regularne jezike, dok je koncept automata
samo pomoćno tehničko sredstvo, koje je pogodno kako zbog mogućnosti nji-
hove vizuelizacije (putem grafa automata), tako i zbog činjenice da su oni
intuitvno bliže jezicima, pa je rad s njima mnogo lakši.

Osim toga, veza jezika i polugrupa se nastavlja kada počnemo da formiramo
klase jezika. Čuvena Eilenbergova teorema o varijetetima kaže kako izvesnim
”dobrim” klasama formalnih jezika (tzv. varijetetima jezika) tačno odgovaraju
(kroz vezu koja se ostvaruje preko automata) pseudovarijeteti konačnih polu-
grupa.

Poluautomat je ured̄ena trojka

A = 〈S,Σ, δ〉,

gde je S neprazan skup stanja, Σ azbuka, a δ : S × Σ → S funkcija prelaza.
Grafički, poluautomat predstavljamo usmerenim grafom čiji su čvorovi stanja
iz S, dok su lukovi označeni slovima azbuke, a ∈ Σ, na taj način što se činjenica
da je δ(q1, a) = q2 predstavlja strelicom koja vodi iz q1 u q2, pri čemu je ona
označena slovom a:

q1 q2
a

❳❳✘✘

Primetimo da smo poluautomat ekvivalentno mogli da definǐsemo i kao
unarnu algebru 〈S,Ma〉a∈Σ (što se u literaturi često i sreće), gde je

Ma(x) = δ(x, a)
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prelaz pridružen slovu a. Jasno, funkcija prelaza poluatomata može da se
proširi na proizvoljne reči nad Σ, tako da je δ(q, λ) = q i

δ(q, a1 . . . , an) = δ(. . . (δ(q, a1), . . .), an) = (Ma1 ◦ . . . ◦Man)(q).

Rabin-Scottov konačan automat je ured̄ena petorka

A = 〈S,Σ, δ, q0, F 〉,

pri čemu je 〈S,Σ, δ〉 poluautomat, q0 ∈ S je početno stanje, dok je F ⊆ S
skup završnih stanja. Kažemo da automat A prihvata reč w ∈ Σ∗ ukoliko je
δ(q0, w) ∈ F , dakle, ukoliko reč w prevodi početno stanje automata u neko
od završnih stanja. Jezik automata A (u oznaci L(A)) je skup svih reči pri-
hvaćenih od strane A.

Naravno, u duhu prethodnih napomena kako svaki program (što je u
ovom slučaju prelaz pridružen nekom slovu) može da se posmatra kao bi-
narna relacija na skupu stanja, koncept automata možemo uopštiti na sledeći
način. Naime, gornja definicija automata je ”deterministička”, pošto za svako
slovo a ∈ Σ iz svakog stanja izlazi tačno jedna strelica označena sa a. Na taj
način, stanje automata i učitano slovo jednoznačno odred̄uju naredno stanje.
Nedeterministički konačan automat je ured̄ena petorka

A = 〈S,Σ, {τa}a∈Σ, I, F 〉,

gde je τa ⊆ S × S za sve a ∈ Σ relacija prelaza koja odgovara slovu a, a
I ⊆ S skup početnih stanja (dok su ostale komponente iste kao i u determi-
nističkoj varijanti). Automat A prihvata reč w = a1 . . . an ukoliko postoji niz
q0, q1 . . . , qn ∈ S tako da je q0 ∈ I, qn ∈ F i za sve 1 ≤ i ≤ n važi

〈qi−1, qi〉 ∈ τai .

Pri tome je jezik automata ponovo skup svih prihvaćenih reči. Na ovaj način,
do izražaja dolazi relaciona priroda programa: možemo reći da je automat
A opremljen familijom relacija prelaza (elementarnih programa) τa. Program
je tada sintaktički ispravan niz elementarnih programa, što znači da njegova
primena vodi do uspešnog izvršenja (završnog stanja) na automatu.

Može se na prvi pogled učiniti da su nedeterministički automati opštiji i sa
stanovǐsta jezika koje prihvataju. Med̄utim, to nije slučaj. Naime, važi sledeće
tvrd̄enje.

Teorema 1.4.1. Za svaki nedeterministički automat A postoji determi-
nistički automat A′ takav da je L(A) = L(A′).
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Za dva automata kažemo da su ekvivalentni ako prihvataju isti jezik. Tako,
svaki nedeterministički automat ima deterministički ekvivalent. Med̄utim,
kako izgledaju jezici automata? Odgovor na to pitanje daje čuvena Kleenejeva
teorema, dokazana 1956. godine. Slobodno možemo reći da sa njom počinje
savremena algebarska teorija automata i formalnih jezika.

Teorema 1.4.2. (Kleene, [82]) Jezik L ⊆ Σ∗ je jezik nekog konačnog au-
tomata ako i samo ako je regularan.

Ako je A = 〈S,Σ, δ, q0, F 〉 (deterministički) automat, tada definǐsemo
monoid automata A kao podmonoid polugrupe transformacija T r(S) generi-
san funkcijama prelaza Ma, a ∈ Σ. Jasno, reč je o konačnom monoidu, kojeg
ćemo označavati sa M(A). Nije teško videti da M(A) ima reprezentaciju
preko Booleovih matrica. Naime, ako za a ∈ Σ definǐsemo kvadratnu matricu
Ba formata |S| (indeksiranu sa S × S) sa

Ba
p,q =

{
1, δ(p, a) = q,
0, inače,

lako se pokazuje da se preslikavanje Ma 7→ Ba, a ∈ Σ, može proširiti do
potapanja monoidaM(A) u monoid svih Booleovih matrica uočenog formata.

Sada kažemo da homomorfizam monoida ϕ : Σ∗ → M prepoznaje jezik
L ⊆ Σ∗ ako je L = ϕ−1(ϕ(L)), tj. ako postoji podskup P ⊆ M takav da
važi L = ϕ−1(P ). Dalje, kažemo da monoid M prepoznaje jezik L ⊆ Σ∗ ako
postoji homomorfizam ϕ : Σ∗ → M koji prepoznaje L. Može se pokazati da
ako automat A prihvata jezik L, tada monoid M(A) prepoznaje L. S druge
strane, od svakog konačnog monoida se lako može napraviti poluautomat čiji je
monoid izomorfan polaznom (primetimo da monoid automata u suštini zavisi
samo od njegovog poluautomatskog dela), te da se početno stanje i završna
stanja odaberu tako da ako uočeni monoid prepoznaje jezik L, da tada dobijeni
automat prihvata L (ako je L = ϕ−1(P ), dovoljno je staviti za q0 jedinicu
monoida i F = P ). Tako, Kleenejeva teorema može da se preformulǐse na
sledeći način.

Teorema 1.4.3. Za proizvoljan jezik L ⊆ Σ∗, sledeći uslovi su ekvivalent-
ni:

(1) L je jezik nekog konačnog automata,

(2) L je prepoznat nekim konačnim monoidom,

(3) L je regularan.
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Iz gornjih ekvivalencija se odmah dobija

Posledica 1.4.4. Klasa regularnih jezika (nad proizvoljnim alfabetom) je
zatvorena na skupovno-teoretske operacije (uniju, presek, komplement, raz-
liku), homomorfizme i inverzne slike homomorfizama (slobodnih) monoida.

Kako dokaz Kleenejeve teoreme sadrži efektivnu konstrukciju koja za dati
regularni izraz daje konačan automat koji prihvata jezik predstavljen tim izra-
zom i kako se, poznavajući automate koji prihvataju jezike L1 i L2 lako kon-
struǐsu automati za L1 ∩ L2 i Σ∗ \ L1, to znači da važi

Posledica 1.4.5. Jednakosna teorija Kleenejevih algebri je odlučiva.

Dokaz. Po Posledici 1.3.7, identitet p = q važi na svim Kleenejevim al-
gebrama ako i samo ako je L(p) = L(q). Konstruǐsimo automate koji prih-
vataju jezike L(p) i L(q) i od njih napravimo automat koji prihvata jezik
(L(p) ∩ (Σ∗ \ L(q))) ∪ ((Σ∗ \ L(p)) ∩ L(q)). Kako postoji algoritam koji daje
odgovor na pitanje da li je jezik datog automata prazan (vidi Teoremu I.5.1 iz
[104]), time smo dali i odgovor na pitanje da li je L(p) = L(q), čime je tvrd̄enje
dokazano.

Neka je L ⊆ Σ∗ regularan jezik. Jasno, skup svih konačnih monoida koji
prepoznaju L je parcijalno ured̄en u odnosu na relaciju deljenja (pri čemu
monoid M1 deli monoid M2 ako je M1 izomorfan količniku nekog podmonoida
od M2, tj. M1 ∈ HS(M2)). Može se pokazati da u tom parcijalnom ured̄enju
postoji najmanji monoid. Do na izomorfizam, taj monoid sa opisanim mini-
malnim svojstvom se može zadati i direktno, kao količnik slobodnog monoida
Σ∗. Naime, posmatrajmo relaciju ∼L na Σ∗ definisanu za u, v ∈ Σ∗ sa

u ∼L v ako i samo ako (∀x, y ∈ Σ∗) xuy ∈ L⇔ xvy ∈ L.

Direktno se pokazuje da je ∼L kongruencija na Σ∗, koju zovemo sintaktička
kongruencija jezika L, dok je faktor-monoid Σ∗/ ∼L (koji je minimalan kona-
čan monoid koji prepoznaje L) sintaktički monoid jezika L.

Propozicija 1.4.6. Sintaktički monoid jezika L ⊆ Σ∗ izomorfan je mo-
noidu minimalnog automata za L.

Kako bismo profinili ispitivanje regularnih jezika i njihove strukture, često
se na sintaktičkom monoidu jezika uvodi poredak, čime se on obogaćuje do
ured̄enog monoida. Najpre uočimo na Σ∗ sledeću relaciju �L (u, v ∈ Σ∗):

u �L v ako i samo ako (∀x, y ∈ Σ∗) xvy ∈ L⇒ xuy ∈ L.



22 o identitetima algebri regularnih jezika

Lako se vidi da je �L kompatiblino kvazi-ured̄enje na Σ∗, ali u opštem slučaju
nije ured̄enje, jer imamo

u ∼L v ako i samo ako u �L v i v �L u.

Med̄utim, nakon faktorizacije slobodnog monoida sa∼L, relacija ≤L definisana
sa

(u/ ∼L) ≤L (v/ ∼L) ako i samo ako u �L v

(gornja definicija je logički ispravna zbog kompatibilnosti �L), jeste kom-
patibilni poredak na sintaktičkom monoidu jezika L, koji zovemo sintaktički
poredak za L. Na taj način, dobijamo ured̄eni sintaktički monoid jezika L.
Pokazuje se da ako je L prepoznat homomorfizmom ϕ : Σ∗ → M , gde je M
(ured̄eni) sintaktički monoid jezika L, tada P = ϕ(L) ⊆ M jeste ideal (sin-
taktičkog) poretka za L na M (što znači da iz s ≤ t i t ∈ P sledi s ∈ P ).
Dakle, treća formulacija Kleenejeve teoreme bi mogla biti sledeća.

Teorema 1.4.7. Jezik L ⊆ Σ∗ je regularan ako i samo ako je prepoznat
idealom poretka nekog konačnog ured̄enog monoida.

Svi gornji pojmovi mogu se analogno formulisati i za jezike koji ne sadrže
praznu reč, pri čemu ulogu slobodnog monoida Σ∗ preuzima slobodna polu-
grupa Σ+. Tako dobijamo (ured̄enu) sintaktičku polugrupu jezika L ⊆ Σ+.

Najraniji pokušaji (od sredine šezdesetih godina) klasifikacije regularnih
jezika bili su upravo usmereni na karakterizaciju raznih potklasa regularnih
jezika preko njihovih sintaktičkih monoida. Jedna od značajnijih klasa re-
gularnih jezika su tzv. ∗-slobodni jezici: reč je o najmanjoj klasi jezika koja
sadrži konačne jezike i zatvorena je na Booleove operacije (tu spadaju svi jezici
predstavljivi proširenim regularnim izrazom – dopuštena je upotreba simbola
komplementiranja c – bez pojavljivanja ∗). 1965. godine, M. P. Schützenberger
(jedan od najistaknutijih predstavnika ”francuske škole” u teoriji polugrupa)
je dokazao sledeću teoremu.

Teorema 1.4.8. (Schützenberger, [147]) Jezik L je ∗-slobodan ako i samo
ako je njegov sintaktički monoid H-trivijalan, tj. ima samo trivijalne podgrupe.

Od rezultata ovog tipa pomenućemo još dva. Jezik L ⊆ Σ+ je lokalno
testabilan ako se može dobiti primenom konačno mnogo Booleovih operacija na
jezike oblika uΣ∗, Σ∗v i Σ∗wΣ∗ za neke u, v, w ∈ Σ+ (ovim jezicima odgovaraju
mašine koje porede sadržaj konačne memorije i ”prozora” date dimenzije koji
čita deo unete reči, koje se zovu skeneri). Početkom sedamdesetih godina,
Brzozowski i Simon, i, nezavisno, McNaughton, dobili su sledeći rezultat.
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Teorema 1.4.9. (Brzozowski, Simon, [33], McNaughton, [109]) Jezik L
je lokalno testabilan ako i samo ako je njegova sintaktička polugrupa S lokalno
idempotentna i komutativna (tj. ako je svaki njen lokalni monoid eSe polu-
mreža, gde je e ∈ S neki idempotent).

Jezik L ⊆ Σ∗ je testabilan po delovima ako se može dobiti od jezika oblika
Σ∗a1Σ∗ . . .Σ∗akΣ∗ (gde je a1, . . . , ak ∈ Σ i k ≥ 0) primenom konačno mnogo
Booleovih operacija. Mašine koje prihvataju ovakve jezike su tzv. hidra-
automati, koji imaju h linearno ured̄enih glava, od kojih svaka čita po jedno
slovo, tako da mašina može da pročita sve podnizove unete reči dužine ≤ h
(koji se ne sastoje nužno od uzastopnih slova), a zatim ih poredi sa sadržajem
konačne memorije. 1975. godine I. Simon dobija sledeću karakterizaciju.

Teorema 1.4.10. (Simon, [150]) Jezik L je testabilan po delovima ako i
samo ako je njegov sintaktički monoid J -trivijalan.

Med̄utim, sva navedena tvrd̄enja su samo instance jednog opštijeg tvrd̄e-
nja. Kako bismo ga formulisali, potrebni su nam neki novi pojmovi.

Pseudovarijetet (algebri datog tipa) je klasa algebri zatvorena na homo-
morfne slike, podalgebre i konačne direktne proizvode. Na primer, sve konačne
polugrupe (konačni monoidi) formiraju pseudovarijetet. Takod̄e, klase konač-
nih monoida (polugrupa) koje smo sreli u prethodnim teoremama:

• H-trivijalni (još se zovu i aperiodični, ili kombinatorni) konačni monoidi,

• lokalno idempotentne i komutativne konačne polugrupe,

• J -trivijalni konačni monoidi,

formiraju pseudovarijetete konačnih monoida (polugrupa). Uskoro ćemo videti
da to nije slučajno. (Za detaljan pregled teorije pseudovarijeteta, upućujemo
na [8].)

S druge strane, ako je C neka klasa jezika (u opštem slučaju, nad raznim
azbukama), sa C(Σ∗) označavamo skup jezika nad Σ koji pripadaju klasi C.
Ako je L ⊆ Σ∗ i w ∈ Σ∗, definǐsemo levi (desni) količnik jezika L po w sa

w\L = {v ∈ Σ∗ : wv ∈ L} (L/w = {v ∈ Σ∗ : vw ∈ L}).

Najzad, klasa V regularnih jezika je ∗-varijetet jezika (ovaj termin ne treba
mešati sa varijetetom algebri), ako su ispunjeni sledeći uslovi:

(1) za svaku azbuku Σ, V(Σ∗) je zatvoren na Booleove operacije,
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(2) za svaki homomorfizam ϕ : Σ∗
1 → Σ∗

2, L ∈ V(Σ∗
2) povlači

ϕ−1(L) ∈ V(Σ∗
1),

(3) za sve L ∈ V(Σ∗) i w ∈ Σ∗ važi

w\L,L/w ∈ V(Σ∗).

Slično, ako u prethodnim definicijama slobodni monoid Σ∗ zamenimo slobod-
nom polugrupom Σ+, dobijamo pojam +-varijeteta jezika.

Koristeći Posledicu 1.4.4, možemo videti da svi regularni jezici formiraju
∗-varijetet jezika. Sada ćemo formulisati jedan od kamena temeljaca alge-
barske teorije formalnih jezika, Eilenbergovu teoremu o varijetetima, koju je
S. Eilenberg objavio 1976. u drugom tomu svoje knjige [54], dajući tako
zajednički okvir svim prethodnim rezultatima iz ovog poglavlja. Ova teorema
je u znatnoj meri odredila pravce kasnijih istraživanja u teoriji formalnih jezika.

Teorema 1.4.11. (Eilenberg, [54]) Pridruživanje V → V koje pseudova-
rijetetu konačnih monoida (polugrupa) dodeljuje klasu svih regularnih jezika
čiji sintaktički monoidi (sintaktičke polugrupe) pripadaju V, je bijekcija pseu-
dovarijeteta konačnih monoida (polugrupa) i ∗-varijeteta (+-varijeteta) regu-
larnih jezika.

Na primer, Kleenejeva teorema tvrdi da pseudovarijetetu svih konačnih
monoida odgovara ∗-varijetet svih regularnih jezika. Teoreme Schützenber-
gera, Brzozowski-Simon-McNaughtona i Simona su takod̄e tvrd̄enja gornjeg
tipa. Med̄utim, bitno je napomenuti da ova tvrd̄enja nisu posledice Eilenber-
gove teoreme (npr. Eilenbergova teorema za aperiodične monoide tvrdi da
pseudovarijetetu H-trivijalnih konačnih monoida jednoznačno odgovara neki
∗-varijetet regularnih jezika, ali ne precizira koji), već njene instance u okviru
kojih se tačno karakterǐse odgovarajući varijetet jezika.

Na kraju, napomenimo da Eilenbergova teorema ima i svoj analogon za
ured̄ene monoide (polugrupe), koju je dokazao J.-E. Pin 1995. godine, pri
čemu se pojam varijeteta jezika zamenjuje pojmom pozitivnog varijeteta jezika
(vidi [123]).

1.5. Jednakosna logika

U ovom poglavlju ćemo se osvrnuti na neke osnovne činjenice vezane za logiku
i univerzalnu algebru. Implicitno, one su već bile korǐsćene u dosadašnjem
izlaganju. Med̄utim, pošto se najveći deo ove disertacije odnosi na identitete,
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bitno je da preciziramo logičko okruženje koje omogućava rad sa njima. Reč je
o formalnom sistemu koji zovemo jednakosna logika. Kompletnost jednakosne
logike u odnosu na njene modele – (univerzalne) algebre (dakle, poklapanje
relacije sintaktičke dedukcije sa model-teoretskom relacijom logičke posledice),
predstavlja osnovu teorije varijeteta.

Najpre, neka je Θ neki skup identiteta datog tipa τ i p = q identitet istog
tipa. Kažemo da je p = q logička posledica od Θ (što pǐsemo Θ |= p = q),
ako za svaku algebru A tipa τ za koju je A |= Θ važi A |= p = q. Ono što
želimo je da nad̄emo formalnu teoriju čije će formule biti identiteti takvi da se
iz Θ može formalno izvesti p = q ako i samo ako je Θ |= p = q. Razmotrimo
sledeća pravila izvod̄enja (p, q, r, pi, qi su termi tipa τ nad unapred fiksiranim
prebrojivo beskonačnim skupom promenljivih):

(Sim) :
p = q

q = p
,

(Tranz) :
p = q, q = r

p = r
,

(Zam) :
q(x1, . . . , xn) = r(x1, . . . , xn)

q(p1, . . . , pn) = r(p1, . . . , pn)
,

(Sagl) :
p1 = q1, . . . , pn = qn

f(p1, . . . , pn) = f(q1, . . . , qn)
,

gde je f proizvoljan n-aran operacijski simbol. Pri tome je aksioma trivijalan
identitet x = x. Primetimo da smo poslednja dva pravila mogli zameniti
jednim pravilom ”kompozicije”:

(Komp) :
p1 = q1, . . . , pn = qn, r(x1, . . . , xn) = s(x1, . . . , xn)

r(p1, . . . , pn) = s(q1, . . . , qn)
.

Kako je ovim definisana formalna teorija, zapis Θ ⊢ p = q ima svoje uobičajeno
značenje: identitet p = q ima svoj formalni dokazni niz iz hipoteza Θ. Sada
važi

Teorema 1.5.1. (Birkhoff, 1935) Neka je Θ proizvoljan skup identiteta
datog tipa. Tada je Θ |= p = q ako i samo ako Θ ⊢ p = q.

Dokaz gornje teoreme kompletnosti za jednakosnu logiku može se naći npr.
u [36], Teorema 14.19.

Ranije smo već pominjali pojam jednakosne teorije. Podsetimo, skup iden-
titeta Θ je jednakosna teorija ako postoji klasa algebri K odgovarajućeg tipa
tako da je Θ tačno skup svih identiteta koji važe na svim članovima K. U
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tom slučaju pǐsemo Θ = Eq(K). S druge strane, skup identiteta je deduk-
tivno zatvoren ako je zatvoren na gore navedena pravila izvod̄enja. Posledica
teoreme kompletnosti je i sledeće tvrd̄enje.

Posledica 1.5.2. Skup identiteta je jednakosna teorija ako i samo ako je
deduktivno zatvoren.

Ako je ∆ proizvoljan skup identiteta, tada deduktivnim zatvorenjem od ∆
zovemo najmanji deduktivno zatvoren skup identiteta (odgovarajućeg tipa)
koji sadrži ∆. Nije teško videti da je reč o svim identitetima koji se mogu
formalno izvesti iz ∆, u oznaci

D(∆) = {p = q : ∆ ⊢ p = q}.

Ukoliko Θ deduktivno zatvoren skup identiteta, za ∆ ⊆ Θ kažemo da je
baza identiteta za Θ ako je D(∆) = Θ. Slično, ako je K klasa istotipnih
algebri, a Θ njena jednakosna teorija, kažemo da je ∆ baza identiteta za K ako
K |= ∆ i ∆ |= Θ (tj. ∆ je baza za Θ). Naravno, svaka klasa K ima trivijalnu
bazu Eq(K). Klasa K je aksiomatizovana sa ∆ ako su klasom K iscrpljeni svi
modeli skupa identiteta ∆. Jasno, klasa K ima (jednakosnu) aksiomatizaciju
ako i samo ako je K varijetet.

Naravno, gore opisani pojmovi se mogu definisati i za druge tipove formula
(kvazi-identitete, univerzalne formule, itd.), pa tako dolazimo do definicije
baze, aksiomatizacije, itd. kada radimo sa takvim formulama, odgovarajućim
logičkim sistemima i teorijama (kao što su kvazi-teorija, ili univerzalna teorija
klase K, u oznaci Q(K) i Th∀(K), respektivno).

Za klasu K (deduktivno zatvoren skup identiteta) kažemo da je konačno
baziran(a) ako ima konačnu bazu identiteta. Pitanje konačnih baza za vari-
jetete je možda centralno pitanje jednakosne logike i sigurno je jedno od naj-
interesantnijih pitanja univerzalne algebre uopšte. Veliki deo ove disertacije
posvećen je ovom problemu, specijalizovanom za varijetete Kleenejevih i srod-
nih algebri, kao i varijetete generisane raznim algebrama jezika. Pri tome će
često biti korǐsćeno sledeće poznato tvrd̄enje.

Teorema 1.5.3. (Teorema kompaktnosti za identitete) Neka je Θ proiz-
voljan skup identiteta i p = q identitet odgovarajućeg tipa, tako da je Θ |= p =
q. Tada postoji konačan podskup Θ0 ⊆ Θ takav da Θ0 |= p = q.

Dokaz. Tvrd̄enje dokazujemo primenom Teoreme kompletnosti. Naime,
Θ |= p = q ekvivalentno je sa Θ ⊢ p = q. Med̄utim, u formalnom dokazu
identiteta p = q po hipotezama iz Θ učestvuje samo konačno mnogo identiteta
iz Θ. Neka ti identiteti formiraju skup Θ0 ⊆ Θ. Tada je Θ0 ⊢ p = q, što je
ekvivalentno sa Θ0 |= p = q.
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Teorema kompaktnosti nam je potrebna u sledećoj formi, u kojoj će ona
kasnije imati vǐsestruku primenu.

Posledica 1.5.4. Neka deduktivno zatvoren skup formula Θ (ili klasa K)
ima konačnu bazu identiteta i neka je ∆ proizvoljna baza za Θ (za K). Tada
postoji konačna baza ∆0 za Θ (za K) sadržana u ∆.

Dokaz. Neka je Γ konačna baza za Θ. Tada za svaki identitet ε ∈ Γ važi
∆ |= ε, pa se po prethodnoj teoremi može izabrati konačan podskup ∆ε ⊆ ∆
tako da važi ∆ε |= ε. Definǐsimo

∆0 =
⋃

ε∈Γ

∆ε.

Jasno, reč je o konačnom skupu, i pri tome je ∆0 |= Γ. To znači da je
Θ = D(Γ) ⊆ D(∆0) ⊆ D(∆) = Θ, tj. D(∆0) = Θ, što znači da je ∆0 ⊆ ∆
baza za Θ.

1.6. Problem reči za Kleenejeve algebre

Problem reči je možda najinteresantniji od algoritamskih problema u algebri.
U izvesnom smislu, u ”menadžeriji” algoritamskih problema, on zauzima cen-
tralno mesto: u svakom od njih, članovi varijeteta sa nerešivim problemom
reči pružaju veoma značajnu informaciju. Istorijski, ovaj problem potiče iz
klasičnih algebarskih struktura, pre svega grupa i polugrupa. Grubo govoreći,
polazeći od grupno-teoretskog pojma predstavljanja grupe sistemom genera-
tora i relacija med̄u njima, pitamo se kada dve reči sačinjene od generatora
predstavljaju isti element grupe, tj. kada se jednakost te dve reči može izvesti
na osnovu datih definǐsućih jednakosti med̄u generatorima. Problem reči je
rešiv ako postoji algoritam koji daje odgovor na ovo pitanje.

Probleme reči prvi je razmatrao Axel Thue početkom XX veka. On je
posmatrao tzv. asocijativne račune (koje danas zovemo ”Thueovi sistemi”),
drugim rečima, problem reči za polugrupe. Od tada, a naročito u novije vreme,
istraživanja na polju problema reči doživljavaju buran razvitak, pri čemu se
pojavljuju lepi, interesantni i najčešće veoma teški problemi. Za izuzetno
iscrpan pregled problematike algoritamskih problema (a naročito problema
reči) za varijetete klasičnih algebri, upućujemo na rad Kharlampovich, Sapir
[81].

Primera radi, može se pokazati (vidi Posledicu 15.1 u [45]) da je diedarska
grupa stepena n (grupa simetrija pravilnog n-tougla) prezentirana na sledeći
način:

Dn = 〈a, b| an = 1, b2 = 1, ab = ba−1〉.
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Jasno, pri tome a predstavlja rotaciju za 2π
n

, a b jednu od osnih simetrija
pravilnog n-tougla. Med̄utim, gornji zapis znači da se sve jednakosti koje
važe za ove generatore mogu formalno izvesti iz date tri relacije, uz korǐsćenje
aksioma grupa. Pri tome upotrebljavamo pravila jednakosne logike. No, obra-
timo pažnju na jednu ključnu razliku u odnosu na identitete: dok u iden-
titetima figurǐsu promenljive na koje se mogu primeniti zamene preko pravila
(Zam), dotle je ovde reč o jednakostima u kojima figurǐsu generatori a, b koji
imaju tretman konstantnih simbola i oni ne mogu, kao promenljive, biti za-
menjeni drugim rečima. Dakle, dozvoljene su samo manipulacije rečima u
smislu primene operacija na već dobijene reči.

U konkretnom slučaju naše diedarske grupe, dobijamo da se sve grupne
reči nad a, b (a u odnosu na date relacije) mogu svesti na oblik aibj, gde je
0 ≤ i ≤ n − 1 i 0 ≤ j ≤ 1. Da, med̄utim, nikoje dve od ovih reči nisu
jednake u Dn dokazuje upravo mogućnost reprezentacije generatora preko ge-
ometrijskih transformacija, što na kraju i daje efektivan algoritam koji rešava
problem reči za Dn. Tako problemi reči veoma često podrazumevaju ”izlete” iz
algebre u geometriju, topologiju, kombinatoriku i teoriju grafova, teoriju dife-
rencijalnih jednačina, itd. To čini probleme reči veoma zanimljivom oblašću
za istraživanje. Naravno, i problemi reči za razne klase algebri mogu imati
med̄usobne povezanosti (kao što će to biti i u slučaju Kleenejevih algebri).

Sada ćemo dati opšte-algebarsku, preciznu definiciju problema reči u vari-
jetetu algebri V tipa τ . Najpre, ako je G neki skup simbola, tada ćemo sa τG
označiti tip (algebarski jezik) koji je dobijen od τ tako što su mu dodati ele-
menti skupa G kao novi konstantni simboli. Par oblika 〈G,R〉 je prezentacija
tipa τ ako je R skup identiteta bez promenljivih (znači, u kojima učestvuju
samo konstantni simboli) tipa τG. Prezentacija je konačna ako su i G i R
konačni skupovi. Dalje, ako je A algebra tipa τ i G ⊆ A, sa AG ćemo označiti
algebru tipa τG proširenu elementima iz G kao konstantama (čije se inter-
pretacije poklapaju sa odgovarajućim konstantnim simbolima).

Ako je ∆ baza identiteta za varijetet V, kažemo da je algebra A tipa τ
prezentirana sa 〈G,R〉, u oznaci A = 〈G|R〉V (naravno, ovu oznaku treba
shvatiti do na izomorfizam), ako važi:

(1) algebra A je generisana sa G,

(2) AG |= ∆ ∪R,

(3) za svaki identitet w1 = w2 tipa τG bez promenljivih važi:

ako AG |= w1 = w2, onda ∆ ∪R ⊢ w1 = w2.
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Navešćemo još jednu definiciju prezentacije algebre (za koju se može poka-
zati da je ekvivalentna prethodnoj), koja vǐse korespondira sa klasičnom defini-
cijom prezentacije grupa, i u kojoj vǐse figurǐsu algebarski nego jednakosno-
logički pojmovi. Naime, kažemo da je A = 〈G|R〉V ako je

A ∼=
FV(G)

θR
,

gde je FV(G) V-slobodna algebra nad G, a θR kongruencija na toj algebri
generisana parovima 〈w̄1, w̄2〉 za sve jednakosti w1 = w2 iz R (pri čemu w̄
označava vrednost terma w u FV(G) u odnosu na standardnu interpretaciju).

Naravno, sa računarskog (a time i algoritamskog) stanovǐsta, interesantne
su samo algebre date konačnom količinom podataka, dakle konačno prezenti-
rane algebre. Problem reči za varijetet V pita da li za svaku konačno prezen-
tiranu algebru 〈G|R〉V iz V postoji algoritam koji odlučuje da li su dva terma
(dve ”reči”) w1, w2 tipa τG bez promenljivih jednaki. Drugim rečima (pri-
hvatajući Churchovu tezu), pitamo se da li je skup identiteta tipa τG bez
promenljivih koji važe na AG rekurzivan za svaku konačno prezentiranu algeb-
ru iz V (ekvivalentno, da li je relacija θR rekurzivan skup).

Varijetet V ima uniformno rešiv problem reči, ukoliko postoji univerzalni
algoritam koji istovremeno rešava problem reči za sve konačno prezentirane
algebre iz V. Naravno, uniformna rešivost problema reči povlači njegovu
(lokalnu) rešivost u svakom varijetetu, ali obratno ne mora da važi (kon-
struisani su kontraprimeri). Takod̄e, Maljcev je 1958. napomenuo da je za
proizvoljan varijetet V uniforman problem reči ekvivalentan odlučivosti nje-
gove kvazi-teorije Q(V).

Kasnije, nad̄eni su mnogi primeri konačno prezentiranih algebri sa nereši-
vim problemom reči, čime je negativno rešen problem reči za razne ”klasične”
varijetete. Tako su, na primer, E. Post i A. Markov nezavisno 1947. našli
konačno prezentirane polugrupe sa nerešivim problemom reči. 1953. Tarski
nalazi konačno prezentiranu relacionu algebru čiji je problem reči nerešiv.
Takod̄e, 1954/55. P. S. Novikov i W. Boone su (opet, nezavisno) pokazali
da varijetet grupa nema rešiv problem reči. Kasnije, Cejtin je našao sasvim
jednostavan primer polugrupe sa nerešivim problemom reči. Primer je sledeći:

G = {a, b, c, d, e},

R = {ac = ca, ad = da, bc = cb, bd = db,

abac = abace, eac = ac, edb = be}.

S druge strane, Abelove grupe, kvazigrupe, komutativne polugrupe i ko-
mutativni prsteni, kao i neasocijativni prsteni imaju uniformno rešiv problem
reči.
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Uočimo da je bitno u odnosu na koji varijetet se prezentira algebra. Naime,
G. Hutchinson i L. Lipschitz su 1973/74. dokazali da varijetet modularnih
mreža nema rešiv problem reči, dok varijetet svih mreža ima uniformno rešiv
problem reči (T. Evans). Ova prividna protivrečnost znači da postoji mreža
koja je konačno prezentirana u varijetetu modularnih mreža i koja ima nerešiv
problem reči, ali da baš ta mreža nema konačnu prezentaciju u varijetetu
svih mreža. Drugim rečima, modularni zakon se nikako ne može ”simulirati”
konačnim skupom jednakosti na generatorima (ovde do izražaja dolazi razlika
izmed̄u identiteta i jednakosti u smislu primene pravila zamene).

Nerešivost problema reči za polugrupe, tj. egzistencija konačno prezenti-
rane polugrupe sa nerešivim problemom reči omogućava nam da, indirektnim
metodama, pokažemo nerešivost problema reči za neke druge klase algebri.
Veza se ostvaruje preko sledećeg tvrd̄enja.

Teorema 1.6.1. (Crvenković, Madarász, [50]) Neka je V varijetet koji u
svom tipu sadrži binarnu asocijativnu operaciju. Ako se svaka polugrupa može
potopiti u redukt koji odgovara ovoj operaciji neke algebre iz V, tada V ima
nerešiv problem reči.

Dokaz. Neka je S = 〈G|R〉S polugrupa sa nerešivim problemom reči (gde
S označava varijetet svih polugrupa). Tada relacije iz R jesu, u stvari, jed-
nakosti izmed̄u nekih (polugrupnih) reči, pa kako tip varijeteta V sadrži aso-
cijativnu binarnu operaciju, možemo ih tumačiti kao jednakosti tipa tog vari-
jeteta. Zato možemo posmatrati par 〈G,R〉 kao prezentaciju u V, pa definǐsimo
A = 〈G|R〉V .

Sada ćemo pokazati da algebra A ∈ V nema rešiv problem reči. Lako se
vidi da će taj cilj biti postignut ako pokažemo da za svaki identitet u = v
bez promenljivih, a nad skupom konstantnih simbola iz G, koji sadrži samo
razmatranu binarnu asocijativnu operaciju (dakle, za svaku polugrupnu G-
jednakost) važi:

SG |= u = v ako i samo ako AG |= u = v.

Najpre, ako SG |= u = v, to znači da je relacija u = v logička posledica
asocijativnog zakona i relacija iz R. Neka Θ označava neku bazu varijeteta
V. Kako je asocijativni zakon za posmatranu binarnu operaciju posledica od
Θ, sledi da Θ ∪ R ⊢ u = v. No, po definiciji prezentacije algebre, imamo da
AG |= Θ ∪R, pa dobijamo AG |= u = v.

Obratno, pretpostavimo da AG |= u = v. Ponovo po definiciji prezentacije
algebre A, mora biti Θ ∪R ⊢ u = v, gde je Θ neka baza identiteta varijeteta
V. Pretpostavimo da SG 6|= u = v. Med̄utim, po uslovima teoreme, polugrupa
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S se može potopiti u odgovarajući redukt neke algebre B ∈ V. Ako generatore
G ⊆ S označimo istim simbolima i u B, tada imamo BG |= R, šta vǐse,
BG |= Θ ∪ R, ali BG 6|= u = v. Ovo je kontradikcija sa zaključkom da
Θ ∪ R ⊢ u = v, pa je tražena ekvivalencija dokazana, a zajedno sa njom i
tvrd̄enje teoreme.

Posledica 1.6.2. (Crvenković, Madarász, [50]) Varijetet Kleenejevih al-
gebri KA ima nerešiv problem reči.

Dokaz. Neka je S proizvoljna polugrupa. Preslikavanjem ι : S → P(S1)
definisanim za sve s ∈ S sa

ι(s) = {s},

ona se potapa u multiplikativni redukt Kleenejeve algebre M(S) definisane u
Lemi 1.3.1. Prema tome, ispunjeni su uslovi prethodne teoreme, pa tvrd̄enje
sledi.

Na sličan način se može pokazati nerešivost problema reči za relacione
algebre, prstene, involutivne polugrupe, Baerove ∗-polugrupe, itd.

Osim toga, gornji rezultat ćemo iskoristiti u poslednjoj glavi, kako bismo
konstruisali varijetet dinamičkih algebri sa neodlučivom jednakosnom teori-
jom. Tu neodlučivost ćemo dobiti upravo prenosom nerešivog problema reči
za Kleenejeve algebre u indekse unarnih operacija u dinamičkim algebrama.





Glava 2 Identiteti regularnih jezika

U ovoj glavi, naš osnovni cilj je da prikažemo jedan od klasičnih rezultata
algebarske teorije formalnih jezika (koji je ujedno i polazna tačka za rezultate
ove disertacije), a to je da regularni identiteti, tj. identiteti algebri jezika (koji
se po Posledici 1.3.5 poklapaju sa identitetima Kleenejevih algebri) nemaju
konačnu bazu. Prvi dokaz ovog tvrd̄enja dao je Redko [134] 1964. godine.
Prvu eksplicitnu jednakosnu aksiomatizaciju za varijetet L = KA dao je Krob
[93] tek 1991. potvrd̄ujući tako dvadeset godina staru hipotezu Conwaya [40].

Med̄utim, pre toga, razmotrićemo neke mogućnosti da se identiteti Kleene-
jevih algebri ipak na neki način dobiju iz konačnog skupa formula prvog reda.
Tačnije, posmatraćemo razne konačne skupove kvazi-identiteta iz kojih se kao
skup jednakosnih posledica dobija baš Eq(KA).

2.1. Meta-pravila i aksiomatizacija kvazi-identitetima

Nakon što je Redko [134] dokazao da identiteti regularnih jezika nemaju ko-
načnu bazu (kasnije su nad̄eni i drugi dokazi za ovu činjenicu), krenulo se u
potragu za nekim načinom da se ovi identiteti ipak opǐsu konačnim skupom
aksioma. Na taj način se otkrilo da postoje konačno bazirane teorije kvazi-
identiteta čije su jednakosne posledice tačno posmatrani identiteti. Nije teško
videti da, drugim rečima, ovo znači da postoje konačno aksiomatizovani kvazi-
varijeteti Q koji generǐsu KA, tj. KA = HSP(Q).

S druge strane, neki autori, vezujući se vǐse za logičke nego univerzalno-
algebarske metode, posmatraju problem na drugi način ostajući tako, na izves-
tan način, u okvirima jednakosne logike. Naime, za svaki kvazi-identitet ϕ
oblika

p1 = q1 ∧ . . . ∧ pk = qk ⇒ p = q,

koji se pojavljuje u opisanim aksiomatizacijama (gde termi pi, qi, p, q zavise od
promenljivih x1, . . . , xn), jednakosna logika za identitete na jeziku {+, ·, ∗, 0, 1}

33
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se proširuje novim pravilom izvod̄enja

(ϕ) :
p1(r1, . . . , rn) = q1(r1, . . . , rn), . . . , pk(r1, . . . , rn) = qk(r1, . . . , rn)

p(r1, . . . , rn) = q(r1, . . . , rn)
,

gde su r1, . . . , rn proizvoljni regularni izrazi. U ovako modifikovanoj jednakos-
noj logici se sada iz konačnog skupa identiteta (najčešće, iz aksioma Con-
wayevih ω-idempotentnih ∗-poluprstena) može dobiti tačno jednakosna teorija
za KA. Ovakva novouvedena pravila izvod̄enja (odnosno, odgovarajući kvazi-
identiteti) se zovu meta-pravila. Dati skup meta-pravila je kompletan za KA u
odnosu na skup identiteta Θ ako se iz Θ u odgovarajućoj proširenoj jednakos-
noj logici kao skup posledica dobija baš Eq(KA).

Prvi pokušaji ovakvih aksiomatizacija sadržani su, na primer, u [1], [139]
i [18]. Verovatno najpoznatija od njih je ”aksiomatizacija” koju je 1966. dao
Salomaa [139]; med̄utim, kvazi-identiteti koje je on dao bili su tačni u alge-
brama regularnih jezika samo u odnosu na standardnu interpretaciju (a ne i u
odnosu na ostale), a njegovo ”meta-pravilo” sadržavalo je nealgebarski uslov
za neke od regularnih izraza koji u njemu učestvuju (u smislu da se taj uslov
ne može izraziti identitetom).

Možda je najjednostavniji rezultat u ovom pravcu dobio Krob [93], potvr-
d̄ujući hipotezu koju je postavio Boffa u [28]. Naime, posmatrajmo kvazi-
identitet

x2 = x ⇒ x∗ = 1 + x. (3)

Teorema 2.1.1. (Krob, [93, Posledica 15.13]) Meta-pravilo (3) je kom-
pletno za KA u odnosu na identitete koji definǐsu Conwayeve ∗-poluprstene,
zajedno sa identitetom 1 + 1 = 1.

Kvazivarijetet definisan identitetima Conwayevih ∗-poluprstena, identite-
tom 1 + 1 = 1 i (3) označićemo sa Q1.

Drugi kvazivarijetet (označićemo ga sa Q2) sa traženim osobinama kon-
struisao je Kozen u radu [86]. Naime, kako u proizvoljnom idempotentnom
poluprstenu imamo prirodno definisanu relaciju poretka, to identitet p+ q = q
možemo pisati još i kao p ≤ q. Sada posmatrajmo sledeće kvazi-identitete:

xy ≤ y ⇒ x∗y ≤ y, (4)

yx ≤ y ⇒ yx∗ ≤ y. (5)

Teorema 2.1.2. (Kozen, [86, Teorema 19]) U odnosu na identitete Con-
wayevih ∗-poluprstena i 1+1 = 1, meta-pravila (4) i (5) čine kompletan sistem
pravila za KA.
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Može se pokazati da se implikacije (4) i (5) mogu zameniti sledećom:

1 + x+ y2 ≤ y ⇒ x∗ ≤ y.

Najzad, treći rezultat ovog tipa dali su Arhangelskij i Gorškov [17]. Njihova
aksiomatizacija je sledeća.

Teorema 2.1.3. (Arhangleskij, Gorškov, [17]) Kvazivarijetet Q3 defini-
san identitetima Conwayevih ω-idempotentnih ∗-poluprstena i kvazi-identite-
tima

(x1 + x2)∗z = (y1 + y2)
∗u ⇒ (x1 + x2)∗z = (x1 + x2y

∗
2y1)

∗(z + x2y
∗
2u),

z(x1 + x2)
∗ = u(y1 + y2)

∗ ⇒ z(x1 + x2)∗ = (z + uy∗2x2)(x1 + y1y
∗
2x2)

∗,

generǐse varijetet KA.

Podsetimo se, varijetet KA je po definiciji generisan standardnim Kleene-
jevim algebrama binarnih relacija. Ova klasa nije kvazivarijetet (jer se može
pokazati da nije zatvorena na ultraproizvode), ali važi

Propozicija 2.1.4. Klasa standardnih Kleenejevih algebri je zatvorena
na direktne proizvode.

Dokaz. Neka je {Ki}i∈I proizvoljna familija standardnih Kleenejevih al-
gebri. Pri tome bez ograničenja opštosti možemo pretpostaviti da je Ki ≤
Rel(Ai), gde su Ai, i ∈ I, disjunktni skupovi. Posmatrajmo preslikavanje

ι :
∏

i∈I

Ki → P(A ×A),

gde je

A =
⋃

i∈I

Ai,

definisano sa

ι(〈ρi〉i∈I) =
⋃

i∈I

ρi.

Zbog disjunktnosti osnovnih skupova Ai, jasno je da je ι injektivno preslika-
vanje. Takod̄e, lako se pokazuje da je reč o homomorfizmu.
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Kvazivarijetet generisan svim standardnim Kleenejevim algebrama označi-
ćemo sa Q0. Može se pokazati da važi Q0 ⊆ Q1 ⊆ Q2, pri čemu su sve inkluzije
striktne. Prva od ovih inkluzija sledi iz činjenice, koja se može izvesti iz
Propozicije 1.2.4, da Q0 nije konačno aksiomatizabilna klasa. S druge strane,
kvazivarijetet Q3 je neuporediv sa ova preostala tri.

Na kraju, zanimljivo je razmotriti jednu Kleenejevu algebru iz Q3\Q2. Reč
je o Reg({a})/θ, gde je θ kongruencija algebre Reg({a}) koja ima četiri klase:
u jednu klasu spada ∅, u drugu {λ}, treću klasu čine svi konačni jezici sem
prethodna dva, dok su u četvrtoj klasi svi beskonačni jezici. Ova algebra se u
literaturi zove Conwayev skok (označavaćemo je sa C4) i reč je o najmanjoj (u
smislu broja elemenata) nereprezentabilnoj Kleenejevoj algebri. Kako bismo
obrazložili njenu nereprezentabilnost, uočimo sledeći pojam.

Za Kleenejevu algebru K kažemo da je ∗-neprekidna (ili samo neprekidna)
ako, grubo govoreći, za sve a ∈ K, a∗ predstavlja (baš kao za jezike, odnosno
relacije) sumu ”geometrijskog reda”

∑
n≥0 a

n. Preciznije, tražimo da za sve

a, b, c, d ∈ K za koje je abnc ≤ d za sve n ≥ 0 (pri čemu je b0 = 1), važi

ab∗c ≤ d.

Drugim rečima, ab∗c je supremum skupa {abnc : n ≥ 0} u odnosu na prirodni
poredak u idempotentnom poluprstenu K.

Ako sada izaberemo u C4 (čije elemente označavamo sa ∅, λ, F,∞, pri čemu
je iz oznaka jasno o kojim se klasama relacije θ radi) da je a = c = λ i b = F ,
imamo da je za sve n ≥ 0, Fn = F (pošto je konkatenacija konačno mnogo
konačnih jezika konačan jezik). Stoga je F , a ne F ∗ = ∞, infimum skupa
{Fn : n ≥ 0}. S druge strane, jasno je da je svaka standardna Kleenejeva
algebra neprekidna.

Pojam neprekidnosti biće detaljnije razmotren u Poglavlju 6.4. Med̄utim,
već sada se postavlja pitanje aksiomatizacije neprekidnih Kleenejevih algebri,
kao prirodne potklase od KA u kojoj ∗ zaista odgovara intuitivnom pojmu
iteracije [85]. U tom smislu imamo sledeću hipotezu.

Problem 1. (Kozen, [86]) Da li je tačno da je kvazivarijetet generisan
neprekidnim Kleenejevim algebrama jednak Q2?

2.2. Grupe i matrični identiteti Kleenejevih algebri

Kao što smo to već ranije rekli, šezdesetih godina je pokazano da identiteti
(regularnih) jezika nemaju konačnu bazu. Med̄utim, kako izgledaju te (nužno
beskonačne) baze identiteta? Ovo pitanje je dugo bilo otvoreno. Odgo-
varajuću pretpostavku je formulisao Conway [40] još 1971. godine, ali je
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njegova hipoteza bila dokazana čitave dve decenije kasnije (Krob [93], 1991.
godine). Conwayeva ingeniozna ideja je bila da traženi identiteti moraju, na
neki način, da ”izraze” prepoznavanje regularnih jezika od strane konačnih
monoida (vidi Poglavlje 1.4). Konkretno, Conway svakom konačnom monoidu
M pridružuje identitet P (M) nad skupom promenljivih XM = {xm : m ∈M}
koji je ekvivalentan sa

(∑

m∈M

xm

)∗

=
∑

m∈M

ϕ−1
M (m),

gde je ϕM : X∗
M → M homomorfizam monoida koji proširuje preslikavanje

xm 7→ m, m ∈ M . Gornji identitet implicitno izražava poznatu teoremu
Myhill–Nerodea koja kaže da je jezik regularan ako i samo ako je unija celih
klasa ekvivalencije neke kongruencije konačnog indeksa na slobodnom monoidu
(što je zapravo još jedna varijanta Kleenejeve teoreme). U potrazi za konkret-
nijim i formalnijim načinom da se gornji identitet zapǐse, Conway dolazi do
monoidnih matričnih identiteta. Za naša razmatranja će, med̄utim, biti do-
voljno da posmatramo slučaj kada je monoid u pitanju grupa, pa ćemo tako
raditi sa grupnim matričnim identitetima. Ali, najpre moramo definisati ope-
raciju zvezdiranja na kvadratnim matricama regularnih izraza.

Neka je A matrica formata n×n čiji su elementi regularni izrazi (tj. termi
na jeziku Kleenejevih algebri). Definǐsemo matricu A∗ (istog formata) induk-
cijom po n.

• Za n = 1, A = [r], definǐsemo A∗ = [r∗].

• Neka je n = k + 1, k ≥ 1. Podelimo matricu na blokove:

A =

[
P Q
R S

]
,

gde je P matrica formata k× k, S je formata 1× 1, dok su Q i R redom
odgovarajuće vektor-kolone i vektor-vrste. Sada je

A∗ =

[
(P +QS∗R)∗ (P +QS∗R)∗QS∗

(S +RP ∗Q)∗RP ∗ (S +RP ∗Q)∗

]
.

Neka je G = {g1, . . . , gn} proizvoljna konačna grupa. Definisaćemo matricu
AG = [αij ]n×n pridruženu ovoj grupi čiji su elementi promenljive iz skupa
X = {xk : k ≥ 1} na sledeći način:

αij = xk ⇔ gigk = gj (⇔ g−1
i gj = gk).
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Dalje, neka v
(1)
n označava vrstu dužine n čiji je prvi element 1, a ostali 0, dok

sn označava kolonu visine n čiji su svi elementi jednaki 1. Identitet

v(1)
n A∗

Gsn = (x1 + . . .+ xn)∗ (6)

(gde matricu 1×1 sa leve strane identifikujemo sa njenim jedinim elementom)
zovemo grupni matrični identitet pridružen grupi G i označavamo ga sa P (G).
Primetimo da je leva strana gornjeg identiteta u stvari zbir prve vrste matrice
regularnih izraza A∗

G.
Sada možemo formulisati glavni rezultat Krobove fundamentalne studije

[93] (reč je o radu od 137 strana, koji je zauzimao čitav drugi broj volumena
89 časopisa Theoretical Computer Science). Radi kompletnosti, podsetićemo
se Conwayevih identiteta:

(x+ y)∗ = (x∗y)∗x∗,

(xy)∗ = 1 + x(yx)∗y.

Svaki poluprsten sa unarnom operacijom ∗ koji zadovoljava gornje identitete
je Conwayev ∗-poluprsten. On je ω-idempotentan ako zadovoljava 1∗ = 1.

Teorema 2.2.1. (Krob, [93, Teorema 13.5]) Identiteti ω-idempotentnih
Conwayevih ∗-poluprstena, zajedno sa matričnim identitetima P (G) pridruže-
nim svakoj konačnoj grupi G, čine bazu regularnih identiteta (tj. bazu iden-
titeta za KA).

Med̄utim, kasnije se ispostavilo da se gornje tvrd̄enje može pojačati u
smislu potrebnih i dovoljnih uslova da aksiome ω-idempotentnih Conwayevih
∗-poluprstena i identiteti P (G), gde G pripada nekoj klasi konačnih grupa,
čine bazu za KA. Podsetimo, grupa H deli grupu G ako je H izomorfna
faktor-grupi neke podgrupe od G; u univerzalno-algebarskoj terminologiji,
H ∈ HS(G).

Teorema 2.2.2. (Bloom, Ésik, [26]) Neka je G neka klasa konačnih gru-
pa. Aksiome ω-idempotentnih Conwayevih ∗-poluprstena i matrični identiteti
P (G) za G ∈ G čine bazu identiteta za KA ako i samo ako svaka konačna
prosta grupa deli neku grupu iz G.

Gornja teorema vodi nekim redukcijama baze za KA iz Teoreme 2.2.1. Na
primer, dovoljno je uzeti identitete P (G) za sve konačne proste grupe, dakle
P (Zp) za sve proste brojeve p i P (G) za sve nekomutativne proste grupe. (Uz-
gred, pomenimo da je u odnosu na ω-idempotentne Conwayeve ∗-poluprstene,
identitet

(1 + x+ . . .+ xp−1)(xp)∗ = x∗
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ekvivalentan sa P (Zp).) Dalje, za klasu G možemo uzeti samo konačne simet-
rične grupe permutacija (čak, možemo odabrati proizvoljno n0 ≥ 1 i posmat-
rati samo grupe Sn za n ≥ n0). Isto važi i za alternativne grupe permutacija
An (ove poslednje dve redukcije baze su bile poznate još i Krobu). Na taj
način prirodno se postavlja sledeće pitanje.

Problem 2. Da li Kleenejeve algebre imaju nezavisnu (minimalnu) bazu
identiteta?

Napomenimo da je jedna aksiomatizacija Kleenejevih algebri, suštinski ra-
zličita od Krobove, data u radu Bloom, Ésik [22]. Ona je dobijena u širem
kontekstu iteracijskih teorija [23], koje predstavljaju primenu teorije kategorija
u teorijskom računarstvu.

Interesantno je da se uz grupne (monoidne) matrične identitete vezuje
jedno meta-pravilo, tzv. Conwayevo meta-pravilo. Neka je M konačan monoid
i {rm}m∈M familija regularnih izraza. Conwayevo meta-pravilo pridruženo
monoidu M je sledeće: ako imamo

rmrn ≤ rmn

za sve m,n ∈M , i ( ∑

mu=m

ru

)∗

=
∑

mu=m

ru

za sve m ∈M , tada možemo izvesti
(∑

m∈M

rm

)∗

=
∑

m∈M

rm.

Med̄utim, ovo meta-pravilo upotrebljavaćemo u slučaju da je M grupa. Tako,
konačnoj grupi G se pridružuje kvazi-identitet

[(∀g, h ∈ G) xgxh ≤ xgh ∧ x∗1 = x1] ⇒


∑

g∈G

xg




∗

=
∑

g∈G

xg.

Conwayev kvazi-identitet pridružen monoidu M (grupi G) je u ω-idempo-
tentnim Conwayevim ∗-poluprstenima ekvivalentan monoidnom (grupnom)
matričnom identitetu P (M) (P (G)). Ovo tvrd̄enje se može naći bez dokaza
još u Conwayevoj knjizi [40] (prvi njegov dokaz dao je Platieau [125]). U
slučaju grupa, dajemo ga u nešto operativnijoj formi. Na taj način, dobijamo
praktičan kriterijum kojim možemo proveriti kada ω-idempotentni Conwayev
∗-poluprsten zadovoljava P (G) za datu konačnu grupu G.
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Propozicija 2.2.3. (Platieau, [125], Krob [93]) Neka je K ω-idempoten-
tan Conwayev ∗-poluprsten, a G konačna grupa. Tada K zadovoljava P (G)
ako i samo ako za proizvoljnu familiju elementa {ag ∈ K : g ∈ G} koja
zadovoljava uslove:

(1) agah ≤ agh za sve g, h ∈ G,

(2) a∗1 = a1,

važi (
∑

g∈G ag)∗ =
∑

g∈G ag.

2.3. Kleenejeve algebre nemaju konačnu bazu identiteta

U ovom poglavlju dajemo dva dokaza da varijetet KA nema konačnu bazu
identiteta. Prvi od njih je Conwayev dokaz iz [40], dok se drugi izvodi na
osnovu eksplicitnog poznavanja baze za KA i još nekih Krobovih rezultata iz
[93], a u vezi sa tzv. Conwayevim modelima koji će biti od velikog značaja za
naša kasnija razmatranja.

Najpre, primetimo da se na osnovu aksioma poluprstena sa jedinicom
(Propozicija 1.1.1) i prvog Conwayevog identiteta (Lema 1.1.6, (1)) svaki re-
gularan izraz 6≡ 0 može ekvivalentno zapisati kao zbir regularnih izraza od
kojih je svaki ili ≡ 1, ili se u njemu od operacijskih simbola pojavljuju samo
·, ∗. Takve izraze ćemo zvati kanonički regularni izrazi. Dužina kanoničkog
regularnog izraza se definǐse kao broj sabiraka u njemu, a dužina regularnog
identiteta u kome učestvuju kanonički izrazi je maksimum njihovih dužina.

Sada ćemo za sve proste brojeve p definisati algebru Ap tipa 〈2, 2, 1, 0, 0〉
čiji su elementi svi podskupovi ciklične grupe Zp = {1, a, . . . , ap−1} zajedno
sa simbolom ∞, a operacije redom +, ·, ∗ i konstante ∅ i {1}. Operacija +
funkcionǐse na P(Zp) kao unija, dok je za sve B ⊆ Zp, B < ∞ (dakle, B +
∞ = ∞ + B = ∞). Operacija · je množenje kompleksa nad Zp, pri čemu je
∅·∞ =∞·∅ = ∅ i B ·∞ =∞·B =∞ za sve B 6= ∅. Najzad, ∅∗ = {1}∗ = {1},
dok ∗ primenjeno na sve druge elemente algebre Ap daje ∞.

Lema 2.3.1. Za sve proste brojeve p, Ap nije Kleenejeva algebra.

Dokaz. Algebra Ap ne zadovoljava P (Zp), tj.

(1 + x+ . . .+ xp−1)(xp)∗ = x∗,

ako se x interpretira npr. kao {a}, skup čiji je jedini element generator ciklične
grupe Zp. Naime, tada je vrednost leve strane Zp = {1, a, . . . , ap−1}, dok
vrednost desne strane iznosi∞. Med̄utim, lako se pokazuje da gornji identitet
važi na svakoj algebri jezika, pa tako i na KA.
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Lema 2.3.2. (Conway, [40]) Svaki regularni identitet u kome učestvuju
samo kanonički izrazi dužine manje od p važi na Ap.

Dokaz. Posmatrajmo minimalan kanonički regularan identitet

r(x1, . . . , xn) = s(x1, . . . , xn)

koji ne važi u Ap (npr. minimalan u smislu broja operacijskih simbola koji se
u njemu pojavljuju). Tada je za neke B1, . . . , Bn ∈ P(Zp) ∪ {∞},

rAp(B1, . . . , Bn) 6= sAp(B1, . . . , Bn).

Ako je za neko 1 ≤ k ≤ n, Bk ∈ {∅, {1}}, tada odgovarujuću promenljivu xk
možemo zameniti sa 0, odnosno 1 i tako dobiti prostiji kanonički identitet koji
ne važi u Ap, što je po pretpostavci nemoguće.

Posmatrajmo sada relaciju ekvivalencije θ na P(Zp)∪{∞} čija jedna klasa
sadrži Zp i ∞, dok su preostale klase jednoelementne. Lako se proverava da
je θ kongruencija algebre Ap, i pri tome je Ap/θ očito Kleenejeva algebra (po
Lemi 1.3.1, budući da je Ap/θ ∼= M(Zp)). Nije teško videti da stoga bez
ograničenja opštosti možemo pretpostaviti da je

rAp(B1, . . . , Bn) = Zp,

sAp(B1, . . . , Bn) = ∞.

Takod̄e, jasno je da iste promenljive moraju biti pod dejstvom ∗ u r i s (jer u
slučaju da je npr. promenljiva x pod dejstvom zvezde u r, ali ne i u s, tada pos-
toji ns tako da za sve w ∈ L(s) imamo |w|x ≤ ns, dok takvog ograničenja nema
za reči iz L(r), pa bismo dobili L(r) 6= L(s), kontradikcija sa pretpostavkom
da je r = s regularan identitet). Dalje, za svaku promenljivu xi koja je pod
dejstvom ∗ u r i s mora biti Bi = {aℓi} za neko 1 ≤ ℓi ≤ p − 1, jer se u
suprotnom lako pokazuje (induktivnim argumentom) da svaka ”zvezda” koja
sadrži Bi tako da je |Bi| > 1 mora biti jednaka ∞, pa tako i rAp(B1, . . . , Bn).

Zamenimo sve promenljive koje nisu pod dejstvom ∗ u r, odnosno s, sa
1. Ukoliko ostale promenljive (one pod dejstvom ∗) interpretiramo, kao i
ranije, odgovarajućim skupovima Bi = {aℓi}, tada je jasno da dobijeni iden-
titet takod̄e ne važi na Ap, jer na levoj strani svi ”zvezdirani” izrazi imaju
vrednost {1} (pa tako leva strana ne može imati vrednost∞), dok zbog sličnih
razloga vrednost desne strane ostaje ∞. Ponavljajući argument s početka
dokaza, vrednost leve strane ovako modifikovanog identiteta mora biti Zp.
Ali, sada je vrednost svakog sabirka te leve strane (koja je i dalje kanonički
izraz) jednoelementni skup, pa sabiraka mora biti bar p. Kontradikcija sa
pretpostavkom da je polazni identitet r = s dužine < p.
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Teorema 2.3.3. (Redko, [134], Conway, [40]) Varijetet KA (odnosno,
varijetet L) nema konačnu bazu identiteta.

Dokaz. Pretpostavimo da je Θ konačna baza identiteta za KA. Tada
se svaki od identiteta iz Θ može ekvivalentno predstaviti kao identitet u
kome učestvuju samo kanonički izrazi. Neka je m(Θ) maksimum dužina tih
(kanoničkih) identiteta. Tada uzmimo prost broj p > m(Θ). Po prethodnoj
lemi, Ap zadovoljava sve identitete iz Θ, što znači da Ap ∈ KA. Kontradikcija
sa Lemom 2.3.1.

Kao što smo to ranije najavili, prikazaćemo još jedan dokaz gornje teo-
reme. On se zasniva na činjenici da aksiome ω-idempotentnih Conwayevih
∗-poluprstena i grupni matrični identiteti (sa eventualnim redukcijama) čine
bazu identiteta za Kleenejeve algebre. Zapravo, pokazaćemo da za ove iden-
titete važi izvesna nezavisnost. Kako bismo to učinili, uvodimo još jednu klasu
algebri tipa 〈2, 2, 1, 0, 0〉.

Neka je G grupa i F familija nekih njenih podgrupa (u koje uračunavamo i
∅) koja sadrži ∅ i trivijalnu podgrupu {1}. Neka G0 označava 0-grupu, dobijenu
pridruživanjem nule grupi G. Sada definǐsemo Conwayev model pridružen
grupi G i familiji F kao

CF(G) = 〈P(G0),∪, ·,∗ , ∅, {1}〉,

gde · označava množenje kompleksa nad G0, dok je ∗ definisano za sve A ⊆
G ∪ {0} sa (〈A〉 označava podmonoid od G0 generisan sa A):

A∗ =




〈A〉, 〈A〉 ∈ F ,

〈A〉 ∪ {0}, inače.

Pri tome je, po dogovoru, 〈∅〉 = {1}. Dakle, A∗ je uvek podgrupa od G ili
unija podgrupe od G sa 0. Lako se vidi da je CF(G) uvek ω-idempotentan
∗-poluprsten. Postavlja se pitanje kada on zadovoljava Conwayeve identitete,
kao i grupne matrične identitete.

Propozicija 2.3.4. (Krob, [93, Propozicija 16.3]) Neka je G konačna
grupa. Na CF(G) važi identitet (x + y)∗ = (x∗y)∗x∗ ako i samo ako za sve
H ∈ F iz A ≤ H sledi A ∈ F , tj. ako je familija F zatvorena na podgrupe.

Dokaz. Najpre, pretpostavimo da je familija F zatvorena na formiranje
podgrupa. Ako je neki od elemenata A,B Conwayevog modela CF(G) prazan
ili sadrži 0, tada se lako proverava da je

(A ∪B)∗ = (A∗B)∗A∗.
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Zato pretpostavimo da A,B nisu prazni i ne sadrže 0. Jasno, tada je 〈〈A〉B〉 ⊆
〈A∪B〉. S druge strane, takod̄e je očito da važi B ⊆ 〈〈A〉B〉. Med̄utim, kako je
G konačna grupa, za sve b ∈ B imamo da b−1 ∈ 〈B〉, pa je zato za proizvoljno
a ∈ A,

a = abb−1 ∈ 〈〈A〉B〉,

što znači da A ⊆ 〈〈A〉B〉. Dobili smo da je 〈A ∪ B〉 ⊆ 〈〈A〉B〉, odakle je
〈A ∪B〉 = 〈〈A〉B〉.

Sada pretpostavimo da 〈A∪B〉 ∈ F , odakle je 〈〈A〉B〉 ∈ F i, po zatvorenos-
ti F na podgrupe, 〈A〉 ∈ F . Stoga je A∗ = 〈A〉 i (A∗B)∗ = 〈〈A〉B〉, pa sledi

(A ∪B)∗ = 〈A ∪B〉 = 〈〈A〉B〉〈A〉 = (A∗B)∗A∗.

Med̄utim, u slučaju da 〈A ∪B〉 6∈ F , imamo 〈〈A〉B〉 6∈ F , zbog čega je

(A ∪B)∗ = 〈A ∪B〉 ∪ {0} = (〈〈A〉B〉 ∪ {0})〈A〉 = (A∗B)∗A∗.

Obratno, neka na CF(G) važi (x+ y)∗ = (x∗y)∗x∗, ali da pri tome familija
F nije zatvorena na podgrupe. Tada postoji H ∈ F tako da za neku podgrupu
A ≤ H, A 6∈ F . Ali, tada je

(A ∪H)∗ = H∗ = 〈H〉 6= 〈H〉 ∪ {0} = [〈(〈A〉 ∪ {0})H〉 ∪ {0}](〈A〉 ∪ {0})

= (A∗H)∗A∗.

Kontradikcija.

Propozicija 2.3.5. (Krob, [93, Propozicija 16.4]) Neka je G konačna
grupa. Na CF(G) važi identitet (xy)∗ = 1 + x(yx)∗y ako i samo ako je za
sve H ∈ F i g ∈ G, g−1Hg ∈ F , tj. ako je familija F zatvorena na konju-
gaciju.

Dokaz. Pod̄imo prvo od pretpostavke da je familija F zatvorena na kon-
jugaciju. Ponovo, ako je neki od elementat A,B Conwayevog modela CF (G)
prazan ili sadrži 0, tada se lako proverava jednakost

(AB)∗ = {1} ∪A(BA)∗B.

U suprotnom, za proizvoljne a, c ∈ A, b ∈ B imamo

c−1(ab)c = (bc)−1(ba)(bc) ∈ 〈BA〉,

zbog pretpostavke da je G konačna grupa. Sledi da je za sve c ∈ A, c−1ABc ⊆
〈BA〉, odakle je

c−1〈AB〉c = 〈c−1ABc〉 ⊆ 〈BA〉.
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Analogno se može pokazati da za proizvoljno c ∈ A važi c〈BA〉c−1 ⊆ 〈AB〉,
pa dobijamo da je 〈BA〉 = c−1〈AB〉c za sve c ∈ A.

Zbog toga, ako je 〈AB〉 ∈ F , tada je po gornjoj relaciji i pretpostavkama
propozicije 〈BA〉 ∈ F . Sledi

(AB)∗ = 〈AB〉 = {1} ∪A〈BA〉B = {1} ∪A(BA)∗B.

S druge strane, ukoliko 〈AB〉 6∈ F , tada 〈BA〉 6∈ F , pa se u tom slučaju dobija

(AB)∗ = 〈AB〉 ∪ {0} = {1} ∪A(〈BA〉 ∪ {0})B = {1} ∪A(BA)∗B.

Obratno, pretpostavimo da CF (G) zadovoljava identitet (xy)∗ = 1 +
x(yx)∗y, ali da familija F nije zatvorena na konjugaciju. Tako, postoji H ∈ F
tako da za neko g ∈ G, g−1Hg 6∈ F . Tada uzmimo A = {g−1}, B = Hg.
Dobijamo:

(AB)∗ = (g−1Hg)∗ = g−1Hg ∪ {0},

{1} ∪A(BA)∗B = {1} ∪ g−1H∗Hg = g−1Hg,

kontradikcija.

Ukoliko je F familija svih pravih podgrupa date grupe G (dakle, podgrupa
6= G), tada Conwayev model kraće pǐsemo C(G). Za ovakve specijalne modele
(koji će nam biti potrebni u dokazu da KA nema konačnu bazu) važi sledeći
kriterijum koji odred̄uje kada takvi modeli zadovoljavaju neki grupni matrični
identitet. Propoziciju ostavljamo bez dokaza, ali on se, uz nešto vǐse tehničkih
detalja, pretežno oslanja na Propoziciju 2.2.3.

Propozicija 2.3.6. (Krob, [93, Propozicija 16.6]) Neka je G konačna
prosta grupa. Conwayev model C(G) zadovoljava matrični identitet P (H)
ako i samo ako grupa G ne deli grupu H.

Sada ponavljamo tvrd̄enje Teoreme 2.3.3, ali dajemo dokaz koji se zasniva
na Krobovim idejama.

Teorema 2.3.7. Varijetet KA nema konačnu bazu identiteta.

Dokaz. Pretpostavimo da je Θ konačna baza identiteta za KA. Tada je
svaki od identiteta iz Θ logička posledica konačnog skupa identiteta iz neke
unapred zadate baze za KA. Mi ćemo posmatrati bazu koja se sastoji od
aksioma ω-idempotentnih Conwayevih ∗-poluprstena i matričnih identiteta
P (An), n ≥ 5, gde An označava alternativnu grupu permutacija stepena n. Po
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gornjem zaključku sledi da ova baza ima konačnu podbazu, i bez ograničenja
opštosti možemo uzeti da su to identiteti ω-idempotentnih Conwayevih ∗-
poluprstena zajedno sa P (An), 5 ≤ n ≤ n0 za neko n0 ≥ 5.

Posmatrajmo sada Conwayev model C(An0+1). Po Propozicijama 2.3.4
i 2.3.5, on zadovoljava oba Conwayeva identiteta. Dalje, on po Propoziciji
2.3.6 zadovoljava i sve identitete P (An), 5 ≤ n ≤ n0, pošto je Ak prosta
grupa za sve k ≥ 5, a An0+1 ne deli An zbog |An| < |An0+1|. Zaključujemo
da je C(An0+1) Kleenejeva algebra, što je netačno jer, takod̄e po Propoziciji
2.3.6, C(An0+1) očito ne zadovoljava identitet P (An0+1), koji, med̄utim, važi
na svim Kleenejevim algebrama.

Na kraju ove glave pomenimo da je Pratt [132] našao konačno baziranu jed-
nakosnu teoriju ACT na jeziku koji proširuje tip Kleenejevih algebri, takvu da
je njen ”regularan deo”, tj. skup identiteta koji sadrže samo operacijske sim-
bole +, ·, ∗, 0, 1, tačno Eq(KA) (kažemo da jednakosna teorija ACT konzerva-
tivno proširuje jednakosnu teoriju Kleenejevih algebri). Reč je o tzv. akcionoj
jednakosnoj logici čiji su modeli akcione algebre. Jasno, njihovi odgovarajući
redukti su Kleenejeve algebre, i pri tome se uvek dobijaju ∗-neprekidne Kleene-
jeve algebre, tako da ∗ uvek predstavlja refleksivno-tranzitivno zatvorenje.
Osim toga, svaka konačna algebra iz Kozenovog kvazivarijeteta Q2 se može
proširiti do akcione algebre.

Dodati binarni simboli su→ i← i oni u akcionim algebrama relacija pred-
stavljaju operacije desne i leve reziduacije. Tačnije, imamo sledeći uslov:

a ≤ (c← b) ⇔ ab ≤ c ⇔ b ≤ (a→ c).

U akcionim algebrama uopšte, ove operacije se redom nazivaju preimplikacija
i postimplikacija.

Aksiome za ACT su identiteti idempotentnih poluprstena sa jedinicom i
(x ≤ y je zamena za x+ y = y):

xy ≤ (x+ z)(y + u),

(x→ y) ≤ (x→ (y + z)),

(y ← x) ≤ ((y + z)← x),

x(x→ y) ≤ y ≤ (x→ xy),

(y → x)x ≤ y ≤ (yx→ x),

1 + x∗x∗ + x ≤ x∗,

x∗ ≤ (x+ y)∗,

(x→ x)∗ = x→ x.
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Pratt ističe naročit značaj poslednjeg identiteta, kojeg zove aksioma čiste
indukcije. Ona je ključna u tome da obezbedi da Kleenejevi redukti ak-
cionih algebri budu ∗-neprekidni i da tako a∗ uvek predstavlja infimum skupa
{an : n ≥ 0} (u definiciji tog infimuma je zaista ”skrivena” indukcija).
Možemo reći da je pojam matematičke indukcije u neku ruku dotaknut ope-
racijama → i ← i njihovim osobinama. Specijalno, to znači da se npr. Con-
wayev skok C4 ne može proširiti do akcione algebre. Na taj način, po cenu
izlaska u širi algebarski jezik je ipak moguća konačna jednakosna aksiomati-
zacija regularnih identiteta.



Glava 3 Multiplikativne Kleenejeve algebre

U prethodnoj glavi smo videli da Kleenejeve algebre nemaju konačnu bazu
identiteta. Ako ud̄emo u detaljniju analizu tog tvrd̄enja, postavlja se pi-
tanje koje su od operacija ∪, ◦, rtc sa relacijama (odnosno +, ·, ∗ sa jezicima)
”odogvorne” za takav negativan rezultat, tj. da li se mogu izdvojiti neke dve od
njih čija interakcija forsira beskonačnost baze, ili je ona posledica med̄udejstva
sve tri operacija zajedno.

Nije teško dokazati da se svi regularni identiteti koji sadrže samo +, ·
(eventualno sa konstantnim simbolima 0, 1) mogu aksiomatizovati identitetima
idempotentnih poluprstena (pa su stoga konačno bazirani). Takod̄e, može se
pokazati da se identiteti koji sadrže +, ∗, 0, 1 mogu dobiti iz identiteta za +, 0
koji opisuju polumreže sa nulom, zatim 0∗ = 1, i

x+ x∗ = x∗,

x∗ + (x + y)∗ = (x+ y)∗,

(x+ y∗)∗ = (x+ y)∗.

Prema tome, preostaje da se istraži šta se dešava kada kombinujemo · i ∗ (sa ili
bez prisustva 0, 1). Upravo je to sadržaj problema kojeg je 1993. postavio D.
A. Bredikhin. Preciznije, on pita da li varijetet generisan algebrama binarnih
relacija

〈P(A ×A), ◦, rtc〉

(koje su, eventualno, proširene konstantama ∅,∆A) ima konačnu jednakosnu
bazu. Primetimo da je reč o ”multiplikativnim reduktima” punih Kleenejevih
relacionih algebri.

U radu [43], S. Crvenković, Z. Ésik i autor disertacije su dali negativan
odgovor na ovo pitanje. Na taj način, uzroci beskonačne jednakosne aksiomati-
zacije Kleenejevih algebri leže u superpoziciji kompozicije relacija i refleksivno-
tranzitivnog zatvorenja (odnosno, konkatenacije i Kleenejeve iteracije jezika).

47
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U ovoj glavi prikazujemo kompletan dokaz tog rezultata. Ali, najpre ćemo
uvesti osnovni pojmovni aparat i razmotriti neka pitanja u vezi sa regularnim
jezicima koji su predstavljivi regularnim izrazima u kojima ne učestvuje +.

3.1. Osnovne definicije i pojmovi

Za proizvoljan skup A definǐsemo algebru

UFRel(A) = 〈P(A ×A), ◦, rtc, ∅,∆A〉,

koju zovemo puna multiplikativna Kleenejeva relaciona algebra. Varijetet
generisan ovim algebrama označavamo sa UF , a njegovi članovi su multi-
plikativne Kleenejeve algebre.

Lako se vidi da je ∪-slobodni redukt Kleenejeve algebre M(S) kompleksa
monoida S1 (vidi Lemu 1.3.1) multiplikativna Kleenejeva algebra. Specijalno,
ako je S = Σ∗ slobodan monoid, dobijamo redukt algebre jezika bez +,

UFLang(Σ) = 〈P(Σ∗), ·, ∗, ∅, {λ}〉.

Podalgebru od UFLang(Σ) generisanu jezicima {a}, a ∈ Σ, označavamo
sa UFReg(Σ). Elementi ove podalgebre su multiplikativni regularni jezici.
Očito, regularni jezik je multiplikativan ako i samo ako se može predstaviti
regularnim izrazom u kojem ne figurǐse +. Ova primedba obrazlaže naredno
tvrd̄enje.

Propozicija 3.1.1. Eq(UF) se poklapa sa skupom identiteta iz Eq(KA)
koji ne sadrže +.

Takod̄e, adaptacijom dokaza Kozen-Németijeve teoreme dobija se

Propozicija 3.1.2. UFReg(Σ) je UF-slobodna algebra nad Σ, slobodno
generisana preslikavanjem a 7→ {a}, a ∈ Σ.

Naravno, prirodno se postavlja sledeće pitanje.

Problem 3. Da li postoji algoritam koji odlučuje da li je dati regularni
jezik (odred̄en nekim regularnim izrazom koji ga predstavlja) multiplikativan,
tj. da li je skup svih multiplikativnih regularnih jezika (nad nekom datom
azbukom Σ) rekurzivan?
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Drugim rečima, traži se (ako postoji) efektivna karakterizacija multiplika-
tivnih regularnih jezika. Zaista se lako pokazuje da klasa svih multiplikativnih
regularnih jezika nije ∗-varijetet jezika. Tako, nije moguće rešenje gornjeg
problema u duhu Eilenbergove teoreme o varijetetima, tj. sintaktički monoidi
koji odgovaraju multiplikativnim regularnim jezicima ne formiraju pseudova-
rijetet.

U preostalom delu ovog poglavlja ćemo napraviti jednu malu digresiju:
naime, daćemo karakterizaciju multiplikativnih regularnih jezika u slučaju
jednoelementne azbuke, Σ = {a}. Najpre nam treba jedna lema vezana za
teoriju brojeva. Sa ω označavamo skup prirodnih brojeva (koji uključuje 0).
Primetimo da je algebra

Ω = 〈ω,+, 0〉

monoid.

Lema 3.1.3. Svaki podmonoid monoida Ω je konačno generisan.

Dokaz. Neka je M podmonoid od Ω i neka je d najveći zajednički deljitelj
svih elemenata od M . Jasno, tada postoje m1, . . . ,mℓ ∈M tako da je

(m1, . . . ,mℓ) = d.

Poznato je iz teorije brojeva da postoji prirodan broj k0 tako da za sve k ≥ k0
jednačina

m1y1 + . . .+mℓyℓ = dk

ima pozitivno celobrojno rešenje. Sledi da je M kofinitan podskup skupa

dω = {dn : n ∈ ω}.

Sada konstruǐsemo brojeve n1, n2, . . . na sledeći način. Najpre, n1 je naj-
manji nenula element iz M . Zatim, n2 je najmanji nenula element iz M koji
ne pripada podmonoidu 〈n1〉. U k-tom koraku odabiramo najmanji nenula
element nk iz M koji ne pripada podmonoidu 〈dk−1〉, pri čemu je

di = (n1, . . . , ni).

Po konstrukciji, ako je dk−1 > d, tada imamo da

dk−1 = (n1, . . . , nk−1) 6 | nk,

pa mora biti dk < dk−1. Stoga je dℓ0 = d za neko ℓ0.
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Med̄utim, sada je skup

M ′ = {n1x1 + . . .+ nℓ0xℓ0 : x1, . . . , xℓ0 ∈ ω} ⊆M

kofinitni podskup od dω, pa je M \M ′ konačan skup. Kako važi

M = M ′ ∪ (M \M ′),

sledi da je podmonoid M generisan sa {n1, . . . , nℓ0} ∪ (M \M ′). Dakle, M
ima konačan skup generatora, što je i trebalo dokazati.

Teorema 3.1.4. Svaki multiplikativni regularni jezik L 6= ∅ nad azbukom
Σ = {a} se može predstaviti regularnim izrazom oblika

am(an1)∗ . . . (ank)∗.

Drugim rečima, multiplikativni regularni podskupovi monoida Ω su prazan skup
i translacije njegovih (konačno generisanih) podmonoida.

Dokaz. Tvrd̄enje je jasno za jednoelementne jezike. Sada teoremu dokazu-
jemo indukcijom po složenosti multiplikativnog regularnog izraza r koji pred-
stavlja L. Ako je r = st, pri čemu su s i t redom ekvivalentni izrazima
ak(aℓ1)∗ . . . (aℓb)∗ i ap(aq1)∗ . . . (aqc)∗, tada je (zbog komutativnosti jezika nad
jednoelementnom azbukom u odnosu na konkatenaciju) r ekvivalentno sa

ak+p(aℓ1)∗ . . . (aℓb)∗(aq1)∗ . . . (aqc)∗.

U slučaju da je r = s∗, neka je

M = {n : an ∈ L}.

Tada je 0 ∈M i važi M2 = M , što znači da je M podmonoid od Ω. Po Lemi
3.1.3, važi

M = 〈n1, . . . , nh〉

za neke n1, . . . , nh ≥ 1, odakle sledi da je L predstavljen regularnim izrazom
(an1)∗ . . . (anh)∗.

Precizirajući poslednji slučaj u induktivnom koraku u prethodnom dokazu,
imamo da je za sve m,n1, . . . , nk ≥ 0,

(am(an1)∗ . . . (ank)∗)∗ =
∏

0≤α1,...,αk<m

(am+n1α1+...+nkαk)∗.
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3.2. Uopšteni Conwayevi modeli

Conwayeve modele smo definisali u prethodnoj glavi. Njihova glavna ideja
bila je da se, prilikom izračunavanja operacije ∗ za neke komplekse posmatrane
(konačne) grupe, podgrupa generisana tim kompleksom proširi dodatim nultim
elementom. Time postižemo to da strukturne osobine konačnih grupa utiču na
identitete koje takvi modeli zadovoljavaju. Med̄utim, ispostavlja se da Con-
wayevi modeli nisu dovoljno ”jaki” da bi se njima dokazalo da UF (odnosno,
skup multiplikativnih regularnih identiteta) nema konačnu bazu. Stoga ćemo u
ovom poglavlju razmotriti jednu generalizaciju Conwayevih modela, sa nadom
da će nam oni omogućiti finiju analizu regularnih identiteta.

Podsećajući se definicije Conwayevih modela, primetimo da smo, umesto
familije podgrupa F date grupe G koja sadrži sve podgrupe od G kojima
se prilikom izračunavanja ”zvezde” ne pridružuje nulti element 0, mogli da
definǐsemo preslikavanje T koje svakoj podgrupi H od G (uračunavajući tu i
∅) dodeljuje TH koje je ili ∅, ili {0}, pri čemu smo se dogovorili da mora biti
T∅ = T{1} = ∅ (kako bi bila ispunjena ω-idempotentnost). Sada se ”zvezda”
jednostavno definǐse kao

A∗ = 〈〈A〉〉 ∪ T〈〈A〉〉,

u slučaju A ⊆ G, gde 〈〈A〉〉 označava podgrupu od G generisanu sa A, dok je
inače A∗ = 〈A〉 (jer je tada 0 ∈ A), gde će u ostatku ove glave 〈·〉 označavati
generisanje potpolugrupe. Ovakav pristup Conwayevim modelima omogućava
njihovo uopštavanje.

Neka jeG grupa, a S polugrupa (pri čemu pretpostavljamo da jeG∩S = ∅).
Neka je GS polugrupa definsana na skupu G ∪ S tako da za sve g ∈ G i
s ∈ S važi gs = sg = s, dok su operacije na G, odnosno S, indukovane iz
izvornih struktura. Primetimo da je reč o veoma specijalnom tipu idealskog
proširenja polugrupe S 0-grupom G0, pošto je S očito ideal u G, dok je faktor
GS/S izomorfan sa G0. Neka je svakoj podgrupi H grupe G pridružena ili
potpolugrupa TH polugrupe S, ili ∅ (drugim rečima, imamo preslikavanje T iz
familije svih podgrupa od G u familiju svih potpolugrupa od S koje uključuju
i ∅). Tada definǐsemo uopšteni Conwayev model

MT (G,S) = 〈P(GS),∪, ·, ∗, ∅, {1}〉,

gde je A · B proizvod kompleksa A,B ⊆ GS , 1 jedinica grupe G, dok ćemo ∗

definisati u dva koraka. Najpre, ako je A ⊆ G, tada je

A∗ = 〈〈A〉〉 ∪ T〈〈A〉〉.
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Primetimo da je 〈A〉 = 〈〈A〉〉, ukoliko je A 6= ∅. Med̄utim, 〈∅〉 = ∅, dok je
〈〈∅〉〉 = {1}. Najzad, za proizvoljno A ⊆ GS definǐsemo

A∗ = 〈(A ∩ S) ∪ (A ∩G)∗〉.

Radi lakšeg zapisa, uvodimo notaciju

Γ(A) = A ∩G,

Σ(A) = A ∩ S.

Skupove Γ(A) i Σ(A) zovemo redom grupni, odnosno polugrupni deo od A.

Sledeće tvrd̄enje se odmah dobija direktnom primenom gornjih definicija.

Lema 3.2.1. Neka je MT (G,S) uopšteni Conwayev model i A,B njegova
proizvoljna dva elementa. Tada važe jednakosti:

Γ(A ∪B) = Γ(A) ∪ Γ(B), (7)

Γ(AB) = Γ(A)Γ(B), (8)

Γ(A∗) = 〈〈Γ(A)〉〉, (9)

Σ(A ∪B) = Σ(A) ∪Σ(B), (10)

Σ(AB) = Σ(A)B ∪AΣ(B), (11)

Σ(A∗) = 〈Σ(A) ∪ Σ(Γ(A)∗)〉. (12)

Primetimo da se jednakost (11) može zapisati u različitim oblicima, u za-
visnosti od toga da li su grupni delovi skupova A, odnosno B, prazni ili ne.
Na primer, ako su Γ(A) i Γ(B) neprazni, tada je

Σ(AB) = Σ(A)Σ(B) ∪Σ(A) ∪ Σ(B).

S druge strane, ako je Γ(A) = Γ(B) = ∅, tada imamo Σ(AB) = Σ(A)Σ(B).

Sa uopštenih Conwayevih modela se lako može preći na obične Conwayeve
modele putem količnika u odnosu na odred̄ene kongruencije. Tačnije, neka je
θS kongruencija na MT (G,S) generisana parovima

{〈{s1}, {s2}〉 : s1, s2 ∈ S},

tj. najmanja kongruencija u kojoj su svi jednoelementni skupovi {s}, s ∈ S,
sadržani u jednoj klasi. Primetimo da par elemenata A,B ⊆ GS pripada
θS ako i samo ako Γ(A) = Γ(B) i pri tome je ili Σ(A) = Σ(B) = ∅, ili
Σ(A)Σ(B) 6= ∅.
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Lema 3.2.2. Neka je MT (G,S) uopšteni Conwayev model i

F = {H ≤ G : TH = ∅}.

Tada je MT (G,S)/θS ∼= CF (G).

Gornje očigledno tvrd̄enje zapravo ”deli” postupak provere identiteta na
uopštenom Conwayevom modelu na dve faze, kao što je to pokazano u narednoj
propoziciji. Med̄utim, postupak provere je time znatno uprošćen.

Propozicija 3.2.3. Neka su p = p(x1, . . . , xn) i q = q(x1, . . . , xn) dva
regularna izraza. Tada model MT (G,S) zadovoljava identitet p = q ako i samo
ako CF (G) zadovoljava identitet p = q, gde je F definisano u prethodnoj lemi,
i za sve A1, . . . , An ⊆ G

S imamo

Σ(p(A1, . . . , An)) = Σ(q(A1, . . . , An)).

Dokaz. Ako p = q važi na MT (G,S), tada je taj identitet tačan i na
količniku CF (G), dok je drugi uslov takod̄e očigledan. Obratno, pretpostavimo
da identitet p = q ne važi na MT (G,S). Tada je

p(A1, . . . , An) 6= q(A1, . . . , An)

za neke A1, . . . , An ⊆ G
S . Ali, ako CF (G) zadovoljava p = q, sledi da je

Γ(p(A1, . . . , An)) = Γ(q(A1, . . . , An)),

jer 〈A,B〉 ∈ θS jasno povlači Γ(A) = Γ(B). U tom slučaju, mora biti

Σ(p(A1, . . . , An)) 6= Σ(q(A1, . . . , An)).

Kontradikcija, pa je tvrd̄enje dokazano.

Odmah se vidi da je uopšteni Conwayev model ω-idempotentan ako i samo
ako je T{1} = ∅. Sada je naš cilj da nad̄emo uslove pod kojima on zadovoljava
dva Conwayeva identiteta. Jasno, po gornjoj propoziciji, to će se dogoditi
samo ako leve i desne strane imaju iste polugrupne delove.

Za uopšteni Conwayev model MT (G,S) kažemo da je ∗-monoton ako za
sve podgrupe H,K ≤ G, H ≤ K povlači TH ≤ TK .

Propozicija 3.2.4. Neka su A,B elementi ω-idempotentnog ∗-monotonog
uopštenog Conwayevog modela MT (G,S), gde je G konačna grupa, a S konač-
na polugrupa. Tada je

Σ((A ∪B)∗) = Σ((A∗B)∗A∗).
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Dokaz. Najpre, po Lemi 3.2.1 imamo

Σ((A ∪B)∗) = 〈Σ(A) ∪Σ(B) ∪ Σ([Γ(A) ∪ Γ(B)]∗)〉,

kao i
Σ((A∗B)∗A∗) = Σ((A∗B)∗)Σ(A∗) ∪ Σ((A∗B)∗) ∪ Σ(A∗),

budući da su grupni delovi ”zvezdiranih” skupova neprazni. Nastavljajući
gornja izračunavanja, dobijamo

Σ((A∗B)∗) = 〈Σ(A∗B) ∪ Σ((Γ(A∗B))∗)〉,

gde je
Σ(A∗B) = Σ(A∗)B ∪A∗Σ(B) =

= Σ(A∗)B ∪ Σ(B) ∪ Σ(A∗)Σ(B) = Σ(A∗)B ∪Σ(B),

i Σ(A∗) je dato sa (12).
Sada posmatramo dva slučaja.
Prvo, neka je Γ(B) = ∅ i označimo P = Σ(A)∪Σ(Γ(A)∗) i Q = Σ(B), tako

da je Σ(A∗) = 〈P 〉. Po gornjim relacijama, sledi

Σ((A ∪B)∗) = 〈P ∪Q〉,

što je nǐsta drugo nego vrednost regularnog izraza (p + q)+ u algebri M(S)
(vidi Lemu 1.3.1) u odnosu na interpretaciju p 7→ P , q 7→ Q. S druge strane,
imamo (pošto je B = Σ(B), Γ(A∗B) = ∅ i T{1} = ∅):

Σ(A∗B) = 〈P 〉Q ∪Q

Σ((A∗B)∗) = 〈〈P 〉Q ∪Q〉

i
Σ((A∗B)∗A∗) = 〈〈P 〉Q ∪Q〉〈P 〉 ∪ 〈〈P 〉Q ∪Q〉 ∪ 〈P 〉.

Desna strana gornje jednakosti je vrednost terma (p+q+q)+p++(p+q+q)++p+

u M(S) za istu interpretaciju promenljivih kao i malopre. Ali, jasno je da ova
dva izraza predstavljaju isti regularni jezik (prvi član drugog izraza predstavlja
sve reči koje se završavaju sa p i sadrže bar jedno q, drugi član predstavlja sve
reči koje se završavaju sa q, dok treći član predstavlja reči bez q). Zato M(S)
zadovoljava identitet kojeg čine gornja dva regularna izraza, pa je propozicija
dokazana u ovom slučaju.

Sada pretpostavimo da je Γ(B) 6= ∅. Prvo, imamo Σ(A) ⊆ Σ(A∗), i kako
u ovom slučaju važi Σ(A∗B) = Σ(A∗)Σ(B) ∪ Σ(A∗) ∪ Σ(B), sledi

Σ(A) ⊆ Σ(A∗B).
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Dalje, primetimo da je

Γ((A∗B)∗) = 〈〈Γ(A∗B)〉〉 = 〈〈Γ(A∗)Γ(B)〉〉 = 〈〈〈〈Γ(A)〉〉Γ(B)〉〉,

gde se za desnu stranu lako vidi da je jednaka 〈〈Γ(A)∪Γ(B)〉〉 (vidi Propoziciju
2.3.4). Znači, važi

Σ(Γ(A∗B)∗) = T〈〈Γ(A∗B)〉〉 = T〈〈Γ(A)∪Γ(B)〉〉 = Σ([Γ(A) ∪ Γ(B)]∗).

Kako je, po pretpostavci, u posmatranom modelu zvezda monotona, sledi

Σ(Γ(A)∗) ⊆ Σ([Γ(A) ∪ Γ(B)]∗),

pa je

Σ(Γ(A)∗) ⊆ Σ(Γ(A∗B)∗).

Time smo upravo pokazali da je

Σ(A∗) = 〈Σ(A) ∪ Σ(Γ(A)∗)〉 ⊆ 〈Σ(A∗B) ∪Σ(Γ(A∗B)∗)〉 = Σ((A∗B)∗),

pa se prethodna formula za Σ((A∗B)∗A∗) svodi na

Σ((A∗B)∗A∗) = Σ((A∗B)∗) = 〈Σ(A∗B) ∪ Σ((Γ(A∗B))∗)〉 =

= 〈Σ(A∗)Σ(B) ∪ Σ(A∗) ∪ Σ(B) ∪ Σ([Γ(A) ∪ Γ(B)]∗)〉.

Sada se sasvim lako vidi da je gornja potpolugrupa od S jednaka potpolugrupi
〈Σ(A) ∪ Σ(B) ∪ Σ([Γ(A) ∪ Γ(B)]∗)〉, koristeći Σ(A∗)Σ(B) ⊆ 〈Σ(A∗) ∪ Σ(B)〉,
relaciju (12) i monotonost zvezde. Zaista,

Σ(A∗)Σ(B) = 〈Σ(A) ∪ Σ(Γ(A)∗)〉Σ(B) ⊆

⊆ 〈Σ(A) ∪ Σ(B) ∪ Σ([Γ(A) ∪ Γ(B)]∗)〉Σ(B) ⊆

⊆ 〈Σ(A) ∪ Σ(B) ∪ Σ([Γ(A) ∪ Γ(B)]∗)〉,

i slično,

Σ(A∗) = 〈Σ(A) ∪ Σ(Γ(A)∗)〉 ⊆ 〈Σ(A) ∪ Σ(B) ∪ Σ([Γ(A) ∪ Γ(B)]∗)〉,

što dokazuje da je 〈Σ(A∗)Σ(B)∪Σ(A∗)∪Σ(B)∪Σ([Γ(A)∪Γ(B)]∗)〉 sadržano
u 〈Σ(A) ∪ Σ(B) ∪ Σ([Γ(A) ∪ Γ(B)]∗)〉. Kako se obratna inkluzija dokazuje
neposredno, dokaz drugog slučaja je kompletiran.
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Uopšteni Conwayev model MT (G,S) je stabilan na konjugaciju ako za sve
g ∈ G i sve H ≤ G važi TH = Tg−1Hg.

Propozicija 3.2.5. Neka je G konačna grupa, S konačna polugrupa i
neka su A,B elementi uopštenog Conwayevog modela MT (G,S) koji je ω-
idempotentan i stabilan na konjugaciju. Tada je

Σ((AB)∗) = Σ(A(BA)∗B).

Dokaz. U opštem slučaju, važi

Σ((AB)∗) = 〈Σ(AB) ∪ Σ([Γ(A)Γ(B)]∗)〉

i

Σ((BA)∗) = 〈Σ(BA) ∪ Σ([Γ(B)Γ(A)]∗)〉.

Sada imamo tri slučaja, prema tome da li su neki od skupova Γ(A) i Γ(B)
prazni ili ne.

Najpre, pretpostavimo da je Γ(A) = Γ(B) = ∅. U tom specijalnom slučaju
je Σ((AB)∗) = 〈Σ(A)Σ(B)〉 i Σ((BA)∗) = 〈Σ(B)Σ(A)〉, a takod̄e i

Σ(A(BA)∗B) = Σ(A)Σ(B) ∪ Σ(A)〈Σ(B)Σ(A)〉Σ(B).

Kako identitet (ab)+ = ab + a(ba)+b očito važi za regularne jezike, rezultat
sledi ako uzmemo interpretaciju a 7→ Σ(A), b 7→ Σ(B).

Drugi slučaj nastupa kada je Γ(A) 6= ∅, ali Γ(B) = ∅ (slučaj kada je
Γ(A) = ∅ i Γ(B) 6= ∅ je simetričan i stoga u potpunosti analogan). Sada
imamo sledeću situaciju:

Σ((AB)∗) = 〈Σ(B) ∪ Σ(A)Σ(B)〉,

Σ((BA)∗) = 〈Σ(B) ∪ Σ(B)Σ(A)〉.

Vǐsestrukom primenom formule (11) za izračunavanje polugrupnog dela pro-
izvoda, sledi

Σ(A(BA)∗B) = Σ(A)〈Σ(B) ∪ Σ(B)Σ(A)〉Σ(B)∪

∪〈Σ(B) ∪ Σ(B)Σ(A)〉Σ(B) ∪ Σ(A)Σ(B) ∪Σ(B).

Tvrd̄enje propozicije je u ovom slučaju posledica sledećeg regularnog iden-
titeta:

(b+ ab)+ = a(b+ ba)+b+ (b+ ba)+b+ ab+ b.
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Najzad, razmotrimo slučaj kada su skupovi Γ(A) i Γ(B) neprazni. Tada je

Σ((AB)∗) = 〈Σ(AB) ∪ Σ([Γ(A)Γ(B)]∗)〉 =

= 〈Σ(A)Σ(B) ∪Σ(A) ∪ Σ(B) ∪ Σ([Γ(A)Γ(B)]∗)〉 =

= 〈Σ(A) ∪ Σ(B) ∪ Σ([Γ(A)Γ(B)]∗)〉

i analogno,

Σ((BA)∗) = 〈Σ(A) ∪Σ(B) ∪ Σ([Γ(B)Γ(A)]∗)〉.

Razvoj za Σ(A(BA)∗B) je dat niže:

Σ(A(BA)∗B) = Σ(A)Σ((BA)∗)Σ(B) ∪ Σ(A)Σ((BA)∗)∪

∪Σ((BA)∗)Σ(B) ∪ Σ(A)Σ(B) ∪ Σ(A) ∪ Σ((BA)∗) ∪ Σ(B).

Med̄utim, jasno je da je Σ(A),Σ(B) ⊆ Σ((BA)∗), pa se gornja jednakost svodi
na

Σ(A(BA)∗B) = Σ((BA)∗) = 〈Σ(A) ∪ Σ(B) ∪ Σ([Γ(B)Γ(A)]∗)〉.

Imitacijom argumenta iz Propozicije 2.3.5, može se pokazati da Γ(A)Γ(B)
i Γ(B)Γ(A) generǐsu konjugovane podgrupe od G. Zato je T〈〈Γ(A)Γ(B)〉〉 =
T〈〈Γ(B)Γ(A)〉〉 i

Σ([Γ(A)Γ(B)]∗) = Σ([Γ(B)Γ(A)]∗),

što okončava dokaz propozicije.

Naravno, za ω-idempotentne uopštene Conwayeve modele važe i tvrd̄enja
obratna Propozicijama 3.2.4 i 3.2.5. Kontraprimeri su u suštini isti kao i u
Propozicijama 2.3.4 i 2.3.5, dok se obrazloženje prilagod̄ava ambijentu uopšte-
nih modela. Na primer, ako jeH ≤ K i s ∈ TH\TK , tada je s ∈ Σ((K∗H)∗K∗),
ali s 6∈ Σ((K ∪ H)∗) = Σ(K∗) = TK . Ova obratna tvrd̄enja nismo posebno
istakli, jer ih nećemo koristiti van ovog poglavlja. Med̄utim, time je objašnjen
obrat u narednoj teoremi.

Teorema 3.2.6. Uopšteni Conwayev model MT (G,S) (za konačne G,S)
je ω-idempotentan Conwayev ∗-poluprsten ako i samo ako je ∗-monoton, sta-
bilan na konjugaciju i zadovoljava uslov T{1} = ∅.

Dokaz. Obratna implikacija je razmotrena malopre, pa pod̄imo od pretpos-
tavke da je uopšteni Conwayev model MT (G,S) ω-idempotentan (T{1} = ∅),
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∗-monoton i stabilan na konjugaciju. Posmatrajmo familiju podgrupa od G
definisanu sa

F = {H ≤ G : TH = ∅}.

Dati uslovi povlače da je komplement ove familije filter u mreži podgrupa
grupe G koji je zatvoren na konjugovanje. Ali, tada je F ideal u toj mreži
koji je takod̄e zatvoren na konjugovanje. Po Propozicijama 2.3.4 i 2.3.5, Con-
wayev model CF (G) je ω-idempotentan Conwayev ∗-poluprsten. Teorema
sada neposredno sledi iz Propozicija 3.2.3, 3.2.4 i 3.2.5.

3.3. Multiplikativne Kleenejeve algebre nemaju konačnu bazu

identiteta

Kako bismo dokazali rezultat sadržan u naslovu ovog poglavlja, usresredićemo
se na jednu specijalnu klasu uopštenih Conwayevih modela.

Neka su p < q prosti brojevi. Sa M(p, q) označavamo uopšteni Conwayev
model MT (Zpq, LN3), gde je Zpq ciklična grupa reda pq, a LN3 (idempotentna)
troelementna polugrupa data tablicom:

a b c

a a a a
b c b c
c c c c

(Lako se vidi da je ova polugrupa prezentirana sa 〈a, b| a2 = a, b2 = b, ab = a〉.
Šta vǐse, reč je o poddirektnom proizvodu dvoelementne polumreže i dvoele-
mentne levo nulte trake, pa LN3 generǐse varijetet levo normalnih traka.)
Naravno, Zpq ima četiri podgrupe: dve trivijalne i podgrupe izomorfne redom
sa Zp i Zq. Da bismo sada zadali zvezdu u našem modelu, dovoljno je defini-
sati potpolugrupe od LN3 pridružene ovim podgrupama. Definǐsemo da su to
T{1} = ∅, TZp = {a}, TZq = {b} i TZpq = LN3.

Kao direktnu posledicu tvrd̄enja dokazanih u prethodnom poglavlju, dobi-
jamo da važi

Lema 3.3.1. Za proizvoljne proste brojeve p < q, M(p, q) je ω-idempoten-
tan Conwayev ∗-poluprsten.

Sada želimo da pokažemo da za dovoljno velike p i q, M(p, q) zadovoljava
neke od grupnih matričnih identiteta koji odgovaraju simetričnim grupama
permutacija.
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Propozicija 3.3.2. Neka je n prirodan broj, a p, q prosti brojevi takvi da
je n! < p < q. Neka je S proizvoljna (konačna) polugrupa. Ako je uopšteni
Conwayev model MT (Zpq, S) ω-idempotentan i ∗-monoton, tada MT (Zpq, S)
zadovoljava identitet P (Sn) pridružen simetričnoj grupi permutacija Sn ste-
pena n.

Dokaz. Po Propoziciji 2.2.3, dovoljno je dokazati da za svaku familiju {Aσ :
σ ∈ Sn} elemenata modela MT (Zpq, S) (tj. podskupova od Zpq ∪ S) takvu
da je AσAτ ⊆ Aσ◦τ za sve σ, τ ∈ Sn i A∗

id = Aid (id je identička permutacija
n-elementnog skupa) važi A∗ = A, gde je A =

⋃
σ∈Sn

Aσ.
Najpre, primetimo da je

A2 = AA =

( ⋃

σ∈Sn

Aσ

)( ⋃

τ∈Sn

Aτ

)
=

⋃

σ,τ∈Sn

AσAτ ⊆
⋃

σ,τ∈Sn

Aσ◦τ = A.

Takod̄e, pošto je A∗
id = Aid, sledi da je 1 ∈ Aid, a time i 1 ∈ A. Ovi zaključci

pokazuju da A mora biti potpolugrupa od ZS
pq koja sadrži jedinicu grupe Zpq,

dakle, unija podgrupe od Zpq i potpolugrupe od S. Sledi da je Γ(A∗) = Γ(A)
i stoga preostaje da se dokaže da je Σ(A∗) = Σ(A). Podsetimo se da je
Σ(A∗) = 〈Σ(A) ∪ Σ(Γ(A)∗)〉. Med̄utim, Γ(A) je podgrupa od Zpq, pa je
Σ(Γ(A)∗) = TΓ(A). Tako, naš cilj je da pokažemo da je TΓ(A) ⊆ Σ(A) (jer je
tada Σ(A∗) = 〈Σ(A)〉 = Σ(A)).

U tom smislu, imamo četiri slučaja. Prvo, ako je Γ(A) = {1}, tada je
TΓ(A) = ∅, kada nema šta da se dokazuje. Dalje, neka je Γ(A) = Zp. Ako
elemente ciklične grupe Zpq označimo sa 1, g, g2, . . . , gpq−1, tada je gq ∈ Zp =
Γ(A) ⊆ A, pa postoji σ ∈ Sn tako da gq ∈ Aσ. Neka je k red permutacije σ u
Sn. Sledi

gkq = (gq)k ∈ AσAσ . . . Aσ︸ ︷︷ ︸
k puta

⊆ Aσk = Aid.

Ali, k ≤ n! < p, pa element gkq takod̄e generǐse Zp. Sledi Zp ≤ 〈〈Γ(Aid)〉〉,
odakle je

TZp ⊆ T〈〈Γ(Aid)〉〉 ⊆ (Γ(Aid))∗ ⊆ A∗
id = Aid ⊆ A,

jer je model MT (Zpq, S) ∗-monoton. Slučaj Γ(A) = Zq se rešava u potpunosti
analogno, koristeći činjenicu n! < q. Najzad, neka je Γ(A) = Zpq. Slično kao
i malopre, imamo g ∈ Aσ za neko σ ∈ Sn. Ako je k red σ u Sn, zaključujemo
da gk ∈ Aid. Med̄utim, k ≤ n! < p < q, pa je 〈〈gk〉〉 = Zpq i Γ(Aid) = Zpq.
Poslednja jednakost očito povlači

TZpq ⊆ Σ(A∗
id) = Σ(Aid) ⊆ Σ(A),

što je i trebalo dokazati.
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Teorema 3.3.3. Ne postoji konačan skup regularnih identiteta (identiteta
koji važe na KA) iz kojeg se mogu izvesti svi identiteti od jedne promenljive
koji važe na UF . Stoga varijetet UF nema konačnu bazu identiteta.

Dokaz. Pretpostavimo, suprotno tvrd̄enju teoreme, da postoji konačan
skup identiteta Kleenejevih algebri takav da se svaki identitet od jedne pro-
menljive koji važi na UF može izvesti iz tog skupa korǐsćenjem pravila izvod̄e-
nja jednakosne logike. Po primedbama nakon Teoreme 2.2.2, aksiome ω-idem-
potentnih Conwayevih ∗-poluprstena, zajedno sa grupnim matričnim iden-
titetima P (Sn), n ≥ 1, čine bazu identiteta za KA. Po primedbi iz [93]
nakon Posledice 13.6, u klasi ω-idempotentnih Conwayevih ∗-poluprstena, iz
matričnog identiteta P (Sn) se mogu izvesti svi identiteti P (Sm), m ≤ n.
Zbog toga, možemo pretpostaviti da se konačan skup identiteta od kojeg smo
pošli sastoji od aksioma poluprstena sa jedinicom, Conwayevih identiteta, ω-
idempotentnog zakona i matričnog identiteta P (Sn0

) za neko n0 ≥ 1.

Neka su sada p, q prosti brojevi za koje važi n0! < p < q. Po Lemi 3.3.1,
uopšteni Conwayev model M(p, q) je ω-idempotentan Conwayev ∗-poluprsten.
Prema Propoziciji 3.3.2, M(p, q) zadovoljava P (Sn0

). Sledi da redukt modela
M(p, q) iz koga je uklonjena operacija ∪ zadovoljava sve identitete varijeteta
UF , tj. pripada tom varijetetu. S druge strane, posmatrajmo identitet

(xp)∗(xq)∗ = (xq)∗(xp)∗.

On je očito zadovoljen na UF . Med̄utim, on ne važi u M(p, q), jer ako za
x stavimo {g} (gde je g generator ciklične grupe Zpq), tada leva strana ima
vrednost Zpq∪{a, b, c}, dok desna strana postaje Zpq∪{a, b}. Kontradikcija.

Obratimo pažnju na opštost gornjeg tvrd̄enja, iz kojeg se rezultat o besko-
načnoj bazi za UF dobija kao posledica. Med̄utim, ono pruža mogućnosti za
druge primene. Jedna od njih je i sledeća.

Teorema 3.3.4. Varijetet UF≤ ured̄enih multiplikativnih Kleenejevih al-
gebri, generisan ured̄enim algebrama 〈P(A×A), ◦, rtc , ∅,∆A,⊆〉, nema konač-
nu aksiomatizaciju.

Takod̄e, primetimo da je u Teoremi 3.3.3 potpuno svejedno da li se u tipu
varijeteta UF pojavljuju konstantni simboli 0, 1 (koji nastaju redom iz prazne
relacije i dijagonale). Zato ta teorema zapravo ima četiri ”verzije”, ali svaka
od njih ima isti zaključak o nepostojanju konačne baze identiteta.

Interesantno bi bilo videti kako eksplicitno izgleda neka netrivijalna (na-
ravno, beskonačna) baza identiteta za UF .
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Problem 4. Naći netrivijalnu bazu za UF .

Lakša verzija ovog problema bi bila da se nad̄e baza za identitete od jedne
promenljive koji važe na UF . Po Teoremi 3.3.3, ta baza takod̄e mora biti
beskonačna.

Osim toga, imajući u vidu da je Eq(UF) ⊆ Eq(KA), možemo se zapitati
kakav je odnos izmed̄u ove dve jednakosne teorije.

Problem 5. Naći relativnu bazu za KA u odnosu na UF . Da li je varijetet
KA konačno aksiomatizabilan nad UF?

Ovu glavu ćemo završiti jednim zanimljivim problemom u vezi multiplika-
tivnih regularnih jezika koji je autorima ovde prikazanog rada [43] postavio
J. L. Rhodes na IX med̄unarodnoj konferenciji o automatima i formalnim
jezicima AFL ’99. (Vasszécsény, Mad̄arska, 9.-13. avgust 1999.)

Problem 6. (Rhodes, 1999) Naći geometrijsku karakterizaciju minimal-
nih automata koji prihvataju multiplikativne regularne jezike nad datom konač-
nom azbukom Σ.





Glava 4 Kleenejeve algebre sa inverzijom

Podsetimo se, Kleenejeve algebre sa inverzijom su članovi varijeteta KA∨

generisanog algebrama binarnih relacija

Rel∨(A) = 〈P(A ×A),∪, ◦, rtc, ∨, ∅,∆A〉.

Osim toga, ako je w = a1 . . . an reč nad azbukom Σ, tada definǐsemo inverznu
reč w−1 = an . . . a1. Ova operacija sa rečima indukuje operaciju −1 sa jezicima
definisanu za L ⊆ Σ∗ na sledeći način:

L−1 = {w−1 : w ∈ L}.

Posmatrajmo sada algebre jezika sa inverzijom:

Lang∨(A) = 〈P(Σ∗),+, ·, ∗,−1, ∅, {λ}〉.

Varijetet generisan svim ovakvim algebrama označićemo sa L∨. Za razliku
od slučaja Kleenejevih algebri bez inverzije, imamo da je KA∨ 6= L∨; naime,
važi stroga inkluzija KA∨ ⊂ L∨. Ovu činjenicu ćemo obrazložiti u narednom
poglavlju.

Naš zadatak u ovoj glavi biće da ispitujemo identitete ova dva varijeteta
tj. da ustanovimo na koji način uvod̄enje nove, involutivne operacije utiče
na regularne identitete. Okosnicu glave čini rad Crvenkovića, Ésika i autora
disertacije [42] u kojem je na dva načina pokazano da KA∨ i L∨ nemaju
konačnu bazu identiteta, čime je, izmed̄u ostalog, rešen Problem 4.2.3 Jónssona
[78]. Oba metoda će ovde biti detaljno razmotrena: jedan je vǐse ”sintaktički”
po karakteru i zasniva se na analizi identiteta involutivnih algebri i njihovih
izvod̄enja u jednakosnoj logici; drugi pristup se sastoji u uvod̄enju involutivne
operacije u (klasične) Conwayeve modele. Ali, pre toga moramo dati pregled
ranijih rezultata u vezi razmatrana dva varijeteta, neophodnih za dalji rad.

63
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4.1. KA∨ i L∨: slobodne algebre i relativna aksiomatizacija

Najpre ćemo definisati još jednu algebru koja predstavlja proširenje algebri
jezika. Naime, za azbuku Σ neka je Σ′ neka druga azbuka, disjunktna sa Σ,
koja je u bijektivnom odnosu sa Σ, tj. svakom slovu a ∈ Σ se obostrano
jednoznačno pridružuje slovo a′ ∈ Σ′. Za jezik L ⊆ (Σ ∪ Σ′)∗ definǐsemo
L∨ = {w∨ : w ∈ L}, gde je za w = a1 . . . an,

w∨ = a∨n . . . a
∨
1 ,

pri čemu je za x ∈ Σ ∪ Σ′,

x∨ =

{
x′ x ∈ Σ,
y x = y′ ∈ Σ′.

Na taj način smo dobili algebru

L∨(Σ,Σ′) = 〈P((Σ ∪ Σ′)∗),+, ·, ∗, ∨, ∅, {λ}〉.

Pokazuje se da se algebra L∨(Σ,Σ′) može potopiti u algebru jezika sa inverzi-
jom.

Propozicija 4.1.1. Za sve azbuke Σ je L∨(Σ,Σ′) ∈ L∨.

Dokaz. Neka je Υ = Σ ∪ {♯}, gde je ♯ novi simbol. Definǐsimo najpre
preslikavanje φ : Σ ∪ Σ′ → Υ∗ za x ∈ Σ, x′ ∈ Σ′ sa

φ(x) = x♯,

φ(x′) = ♯x.

Za reč w = a1 . . . an ∈ (Σ ∪ Σ′)∗, ova definicija se proširuje sa

φ(w) = φ(a1) . . . φ(an).

Sada se za preslikavanje Φ : P((Σ ∪ Σ′)∗)→ P(Υ∗) dato sa

Φ(L) = {φ(w) : w ∈ L}

rutinski pokazuje da je reč o potapanju L∨(Σ,Σ′)→ Lang∨(Υ).

Neka je sada R∨(Σ,Σ′) podalgebra od L∨(Σ,Σ′) generisana jezicima {x},
x ∈ Σ ∪ Σ′. Zapravo, reč je o algebri regularnih jezika nad azbukom Σ ∪ Σ′

na kojoj je dodefinisana inverzija ∨, koja funkcionǐse isto kao i u L∨(Σ,Σ′).
Značaj ovih algebri u odnosu na varijetet L∨ je iskazan sledećim rezultatom.
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Teorema 4.1.2. (Bloom, Ésik, Stefanescu, [27]) R∨(Σ,Σ′) je L∨-slobod-
na algebra nad Σ. Stoga baza identiteta za KA, zajedno sa identitetima

(x+ y)∨ = x∨ + y∨, (13)

(xy)∨ = y∨x∨, (14)

(x∗)∨ = (x∨)∗, (15)

(x∨)∨ = x, (16)

čini bazu identiteta za L∨.

Primetimo da su identiteti

0∨ = 0, (17)

1∨ = 1, (18)

posledice identiteta (13)–(16).
Na osnovu gornje teoreme, odgovarajućom adaptacijom dokaza Posledice

1.4.5, odmah se dobija

Posledica 4.1.3. Jednakosna teorija varijeteta L∨ je odlučiva.

Posmatrajmo sada identitet

x+ xx∨x = xx∨x. (19)

(Ekvivalentno, mogli smo pisati x ≤ xx∨x.) Njegov značaj je u tome da on
važi na svim algebrama relacija Rel∨(A) (a time i na celom varijetetu KA∨),
što se lako proverava. Ali, on očito nije tačan na algebrama jezika Lang∨(Σ)
i L∨(Σ,Σ′). Prema tome, KA∨ 6= L∨.

U vezi sa identitetom (19), uvodimo sledeći pojam. Kažemo da je jezik
L ⊆ (Σ ∪ Σ′)∗ zatvoren ako za svaku reč w ∈ L oblika w = u1vv

∨vu2 važi
u1vu2 ∈ L. Najmanji zatvoren jezik koji sadrži L (koji postoji pošto je (Σ∪Σ′)∗

zatvoren jezik i pošto se zatvorenost čuva presecima) je zatvorenje od L, koje
označavamo sa cl(L). Dakle, jezik je zatvoren ako i samo ako je L = cl(L).
Neposredno se pokazuje da je relacija ρ definisana na algebri regularnih jezika
Reg(Σ) sa (pri čemu uzimamo v−1 umesto v∨):

〈L1, L2〉 ∈ ρ ako i samo ako cl(L1) = cl(L2),

kongruencija. Slično se može reći i za R∨(Σ,Σ′), pa imamo faktor-algebru

CR∨(Σ,Σ′) = R∨(Σ,Σ′)/ρ.

Ispostavilo se da je reč o slobodnim algebrama varijeteta KA∨.
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Teorema 4.1.4. (Bloom, Ésik, Stefanescu, [27]) CR∨(Σ,Σ′) je KA∨-
slobodna algebra nad Σ.

Štavǐse, u [27] je pokazano da je zatvorenje regularnog jezika regularan
jezik, i to efektivno: naime, postoji algoritam koji za dati konačni automat
koji prihvata jezik L konstruǐse automat koji prihvata jezik cl(L). Specijalno,
to znači da važi

Posledica 4.1.5. Jednakosna teorija varijeteta KA∨ je odlučiva.

Osim toga, lako se vidi da je algebra CR∨(Σ,Σ′) izomorfna algebri čiji su
elementi zatvoreni regularni jezici nad Σ, pri čemu je rezultat proizvoda dva
jezika zatvorenje konkatenacije ta dva jezika, a zvezda – zatvorenje Kleenejeve
iteracije.

Navedeni rezultati bili su dovoljni Ésiku i Bernátskom da nad̄u relativnu
jednakosnu aksiomatizaciju varijeteta Kleenejevih algebri sa inverzijom KA∨

u odnosu na KA. Time su oni potvrdili hipotezu postavljenu u [27].

Teorema 4.1.6. (Ésik, Bernátsky, [58]) Regularni identiteti, identiteti
(13)–(16) i (19) čine jednakosnu bazu za KA∨.

Specijalno, to znači da je KA∨ ⊂ L∨. U daljem, mi ćemo poći upravo od
gornjeg ključnog tvrd̄enja, kako bismo pokazali da KA∨ nema konačnu bazu,
tj. da prisustvo operacije inverza relacija ∨ uglavnom ne ”remeti” strukturu
jednakosne teorije Eq(KA∨) u odnosu na jednakosnu teoriju Eq(KA).

4.2. Sintaktička teorema o jednakosnim teorijama involutivnih

algebri

Neka je τ tip algebri. Sa τ∨ označavamo tip koji se dobija proširivanjem τ
unarnim simbolom ∨. Algebra A tipa τ∨ je involutivna τ -algebra ukoliko za
sve f ∈ τ (f je arnosti n ≥ 0), A zadovoljava identitete

(f(x1, . . . , xn))∨ = f(x∨n, . . . , x
∨
1 ), (20)

(x∨)∨ = x. (21)

Primetimo da za n = 0 (slučaj konstantnog simbola), identitet (20) glasi
f∨ = f . Primera radi, ako se tip τ sastoji samo iz jednog binarnog simbola,
identitet (20) postaje

(xy)∨ = y∨x∨,
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i pri tome govorimo o involutivnim grupoidima. Asocijativni involutivni gru-
poidi su involutivne polugrupe. Takod̄e, Teorema 4.1.2 upravo govori da je L∨

varijetet svih Kleenejevih algebri sa involucijom.
Neka je V netrivijalan varijetet τ -algebri. Sa V̂ obeležavamo varijetet in-

volutivnih τ -algebri koje zadovoljavaju sve identitete koji važe u V. To znači
da je τ -redukt svake algebre iz V̂ algebra koja pripada V (specijalno, tada

je K̂A = L∨). U ovom poglavlju ćemo dokazati tvrd̄enje koje daje potreban
uslov da podvarijetet W ≤ V̂ ima konačnu bazu identiteta.

Za term t tipa τ∨ definǐsemo njegovu pozitivnu normalnu formu t+ i ne-
gativnu normalnu formu t− na sledeći način.

• Ako je t ≡ x za neko x ∈ X, onda je t+ ≡ x i t− ≡ x∗.

• Ako je t ≡ f(t1, . . . , tn), gde su t1, . . . , tn termi, tada je

t+ ≡ f(t+1 , . . . , t
+
n ),

t− ≡ f(t−n , . . . , t
−
1 ).

• Ako je t ≡ s∨, tada je t+ ≡ s− i t− ≡ s+.

Nije teško videti da je zapravo t− ≡ (t∨)+.
Za svaki term t tipa τ definǐsemo njemu inverzni term tR sa:

• tR ≡ x, ako je t ≡ x ∈ X,

• tR ≡ f(tRn , . . . , t
R
1 ), ako je t ≡ f(t1, . . . , tn).

Neka je X̄ = {x̄ : x ∈ X} disjunktna (bijektivna) kopija skupa X. Tada
slobodnu algebru FV(X) možemo posmatrati kao podalgebru od FV(X ∪ X̄).
Za bilo koji term t ≡ t′(x1, . . . , xn, x

∨
1 , . . . , x

∨
n) tipa τ∨ (gde je t′ term tipa

τ) koji je u pozitivnoj normalnoj formi, sa |t| označavamo element algebre
FV(X ∪ X̄),

(t′)FV (X∪X̄)(x1, . . . , xn, x̄1, . . . , x̄n).

Reč je o vrednosti termovskog preslikavanja t′ u slobodnoj algebri FV(X ∪ X̄)
kada su vrednosti promenljivih odgovarajući slobodni generatori. Na primer,
ako je V varijetet svih τ -algebri i t ≡ (x∨)∨, s ≡ x∨, tada je |t+| ≡ x, |s+| ≡ x̄,
tako da |t+| pripada FV(X), ali ne i |s+|

Pretpostavimo da je Ax skup identiteta tipa τ∨. Ako su t1, t2 termi tog
tipa, tada pǐsemo t→Ax t

′ ukoliko su oni oblika

t1 ≡ r(x1, . . . , xm, p1(q1, . . . , qn)),

t2 ≡ r(x1, . . . , xm, p2(q1, . . . , qn)),
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gde term r(x1, . . . , xm, xm+1) sadrži samo jedno pojavljivanje xm+1, identitet
p1(x1, . . . , xn) = p2(x1, . . . , xn) pripada Ax, dok su q1, . . . , qn neki termi. Sada
se lako pokazuje da važi Ax ⊢ p = q ako i samo ako postoji niz terma t0, . . . , tk
tako da je t0 ≡ p, tk ≡ q i da važi ti−1 →Ax ti za sve 1 ≤ i ≤ k.

Skup identiteta E tipa τ je zatvoren u odnosu na inverziju ako za svaki
identitet p = q koji pripada E, identitet pR = qR takod̄e pripada E. Označimo
sa Inv involucijske identitete (20) i (21).

Lema 4.2.1. Za bilo koje terme t1 i t2 tipa τ∨ je t+1 ≡ t
+
2 ako i samo ako

Inv ⊢ t1 = t2.

Dokaz. Dokaz sledi iz činjenice da za svaki term t važi Inv ⊢ t = t+, kao i
da p→Inv q implicira p+ ≡ q+.

Primetimo da operator + vrši na termu primenu involucije, sve dok se ona
ne ”spusti” do nivoa promenljivih.

Lema 4.2.2. Neka je E skup identiteta tipa τ . Ako je E zatvoren u odnosu
na inverziju i ako je t1 →E t2 za neke terme t1, t2, tada je t+1 →E t+2 i
t−1 →E t−2 .

Dokaz. Ako je t1 →E t2, onda postoji identitet p1 = p2 iz E (koji sadrži,
recimo, n promenljivih), term r(x1, . . . , xm, xm+1) koji sadrži samo jedno po-
javljivanje promenljive xm+1 i termi q1, . . . , qn, tako da je

t1 ≡ r(x1, . . . , xm, p1(q1, . . . , qn)),

t2 ≡ r(x1, . . . , xm, p2(q1, . . . , qn)).

Tvrd̄enje pokazujemo indukcijom po složenosti terma r.
Najpre, neka je r ≡ xm+1. Tada je

t+1 ≡ p1(q
+
1 , . . . , q

+
n ),

t+2 ≡ p2(q
+
1 , . . . , q

+
n ),

t−1 ≡ pR1 (q−1 , . . . , q
−
n ),

t−2 ≡ pR2 (q−1 , . . . , q
−
n ).

Sada t+1 →E t+2 sledi trivijalno, dok t−1 →E t−2 važi pošto identitet pR1 = pR2
pripada E.

Neka je sada r ≡ f(r1, . . . , rℓ). Bez ograničenja opštosti, pretpostavimo da
je rℓ podterm koji sadrži xm+1. Tada imamo

t1 ≡ f(r1(x1, . . . , xm), . . . , rℓ(x1, . . . , xm, p1(q1, . . . , qn)),

t2 ≡ f(r1(x1, . . . , xm), . . . , rℓ(x1, . . . , xm, p2(q1, . . . , qn)).
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Primetimo da za bilo koje terme s1, s2, u1, . . . , uℓ−1 takve da s1 →E s2 važi

f(u1, . . . , uℓ−1, s1)→E f(u1, . . . , uℓ−1, s2),

kao i
f(s1, uℓ−1, . . . , u1)→E f(s2, uℓ−1, . . . , u1).

Označimo

t ≡ rℓ(x1, . . . , xm, p1(q1, . . . , qn)),

t′ ≡ rℓ(x1, . . . , xm, p2(q1, . . . , qn)).

Tada važi t →E t′, pa je, po induktivnoj pretpostavci, t+ →E (t′)+ i t− →E

(t′)−. Ali, po prethodnoj primedbi imamo i

f(r+1 , . . . , r
+
ℓ−1, t

+) →E f(r+1 , . . . , r
+
ℓ−1, (t

′)+),

f(t−, r−ℓ−1, . . . , r
−
1 ) →E f((t′)−, r−ℓ−1, . . . , r

−
1 ).

što u stvari znači t+1 →E t+2 i t−1 →E t−2 .
Najzad, razmotrimo slučaj r ≡ r∨1 . Imamo:

t1 ≡ (r1(x1, . . . , xm, p1(q1, . . . , qn)))∨,

t2 ≡ (r1(x1, . . . , xm, p2(q1, . . . , qn)))∨.

Označimo kraće t1 ≡ (s1)∨ i t2 ≡ (s2)
∨. Kako identitet p1 = p2 pripada E,

to je s1 →E s2. Po induktivnoj pretpostavci, važi s+1 →E s+2 i s−1 →E s−2 .
Tvrd̄enje sada sledi neposredno, pošto je t+i ≡ s

−
i i t−i ≡ s

+
i za i = 1, 2.

Ako jeW ≤ V, kažemo da skup identiteta Ax čini relativnu bazu identiteta
za W u odnosu na V ako Ax zajedno sa nekom bazom identiteta za V čini
bazu identiteta za W. Tako, Teoreme 4.1.2 i 4.1.6 opisuju (konačne) relativne
baze identiteta za L∨, tj. KA∨ u odnosu na KA.

Teorema 4.2.3. Neka je E neki skup identiteta koji važe u varijetetu τ -
algebri V i neka je Ax relativna baza identiteta za varijetet W ≤ V̂ u odnosu
na V̂. Pretpostavimo da su ispunjeni sledeći uslovi:

(1) E je zatvoren na inverziju,

(2) ako su t1, t2 termi tipa τ∨ takvi da je t1 →Ax t2 i |t+1 | pripada FV(X),
tada E ∪ Inv ⊢ t1 = t2.

Tada je E′ = E ∪ Inv ∪ Ax baza identiteta za W ako i samo ako je E baza
identiteta za V.
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Dokaz. Najpre, jasno je da je za proizvoljnu bazu identiteta E varijeteta
V, E′ baza identiteta za varijetet W. Obratno, pretpostavimo da identiteti
E′ = E ∪ Inv ∪Ax aksiomatizuju varijetet W. Cilj je da pokažemo da je tada
E baza identiteta za V.

Neka su t i t′ termi tipa τ i neka identitet t = t′ važi u V. Tada postoji
niz terma t0, t1, . . . , tk tako da je t ≡ t0, t

′ ≡ tk i ti−1 →E ti za sve 1 ≤ i ≤ k.
Tvrdimo da

E ⊢ t+i−1 = t+i

za sve 1 ≤ i ≤ k. Kako su t, t′ τ -termi, to je t ≡ t+ i t′ ≡ (t′)+, pa bi tada
sledilo E ⊢ t = t′, čime bi naš cilj bio postignut.

Dokažimo da je E ⊢ t+i−1 = t+i indukcijom po i. Razlikujemo tri slučaja.
Ako je ti−1 →Inv ti, tada je t+i−1 ≡ t

+
i po Lemi 4.2.1. Ako je ti−1 →E ti, onda

je t+i−1 →E t+i po Lemi 4.2.2, pa je E ⊢ t+i−1 = t+i . Najzad, neka je ti−1 →Ax ti.
Tada po induktivnoj hipotezi sledi E ⊢ t+j−1 = t+j za sve j ≤ i − 1, odakle

|t+i−1| ≡ |t
+| pripada slobodnoj algebri FV(X). Po uslovu (2), imamo da

E ∪ Inv ⊢ ti−1 = ti,

što na osnovu prethodne dve leme znači da E ⊢ t+i−1 = t+i .

Posledica 4.2.4. Neka konačan skup identiteta Ax tipa τ čini relativnu
bazu varijeteta W ≤ V̂ u odnosu na V̂. Ako varijetet V ima konačnu bazu
identiteta, onda je ima W. Pretpostavimo da su ispunjeni i sledeći uslovi:

(1) jednakosna teorija varijeteta V je zatvorena na inverziju,

(2) postoji konačan skup identiteta F koji važe na V tako da ako su t1, t2
termi tipa τ∨ takvi da važi t1 →Ax t2 i |t+1 | pripada FV(X), tada

F ∪ Inv ⊢ t1 = t2.

Tada W i V zadovoljavaju iste identitete tipa τ i ako je varijetet W konačno
baziran, onda je to i V.

Dokaz. Kako je W ≤ V̂, to bilo koji identitet tipa τ koji važi u V važi i
u W. Štavǐse, pošto su Inv i Ax konačni skupovi, ako V ima konačnu bazu
identiteta, onda to važi i za W.

Pretpostavimo sada da važe data dva uslova. Neka je E konačan skup
identiteta tipa τ koji je zatvoren u odnosu na inverziju koji sadrži skup F i
zajedno sa Inv i Ax čini bazu identiteta za W. S obzirom da sada E zadovo-
ljava uslove prethodne teoreme, sledi da je E jednakosna baza za varijetet V.
Prema tome, ako W ima konačnu bazu, onda je ima i V, i ova dva varijeteta,
osim toga, zadovoljavaju iste identitete tipa τ .



kleenejeve algebre sa inverzijom 71

Posledica 4.2.5. Varijeteti V i V̂ zadovoljavaju iste identitete tipa τ ako
i samo ako su identiteti varijeteta V zatvoreni na inverziju. U tom slučaju V
ima konačnu bazu identiteta ako i samo ako V̂ ima konačnu bazu identiteta.

Odavde se neposredno dobija

Teorema 4.2.6. Varijetet L∨ nema konačnu bazu identiteta.

Na osnovu pokazanih opštih jednakosno-logičkih tvrd̄enja, sada možemo
dokazati i glavni rezultat ove glave.

Teorema 4.2.7. Varijetet KA∨ nema konačnu bazu identiteta.

Dokaz. Najpre, jasno je da je Eq(KA) zatvoreno na inverziju, tj. ako je
p = q regularni identitet, onda je to i pR = qR. Stoga je prema Posledici 4.2.4
dovoljno pokazati da postoji konačan skup F regularnih identiteta takav da
za sve ∨-regularne izraze t1, t2 nad Σ važi: ako je |t+1 | ∈ Reg(Σ) i t1 →E0

t2
(gde se E0 sastoji iz jedinog identiteta (19)), tada je F ∪ Inv ⊢ t1 = t2.

Po pretpostavci, t2 se dobija iz t1 zamenom podterma oblika p + pp∨p sa
pp∨p, ili obratno. Med̄utim, regularni jezik |t+1 | ne sadrži nijednu reč u kojoj
se pojavljuje slovo iz Σ̄, pa se p + pp∨p, odnosno pp∨p, mora pojaviti u t1 u
okviru podterma q koji predstavlja prazan jezik, ili pak p predstavlja {λ}. U
svakom od ovih slučajeva se lako vidi da F ∪ Inv ⊢ t1 = t2, gde je F skup
jednakosnih aksioma za ω-idempotentne Conwayeve ∗-poluprstene.

Ovu teoremu ćemo još jednom dokazati u narednom poglavlju, primenom
Conwayevih modela sa involucijom.

Na kraju ovog poglavlja, pomenimo još jednu primenu Teoreme 4.2.3 i
njene Posledice 4.2.4, i to u teoriji (involutivnih) polugrupa. Crvenković,
Vinčić i autor disertacije [46] su upravo uz pomoć pomenutih tvrd̄enja opisali
klasu involutivnih polugrupa sa beskonačnom bazom identiteta. Najmanji
primer te vrste je 13-elementna involutivna polugrupa koja se dobija od šesto-
elementne Perkinsove polugrupe, tj. Brandtovog monoida B1

2 (gde je B2 =
〈a, b| a2 = b2 = 0, aba = a, bab = b〉), konstrukcijom koja je u teoriji polu-
grupa poznata kao 0-direktna unija (odnosno ortogonalna suma) polugrupe sa
svojom anti-izomorfnom kopijom.

4.3. Involutivni Conwayevi modeli

Neka je CF (G) = 〈P(G0),∪, ·, ∗, ∅, {1}〉 Conwayev model. Neka za g ∈ G,
g−1 označava inverz elementa g u grupi G, dok je 0−1 = 0. Jasno, ovim je
definisana jedna involucija na 0-grupi G0. Neka je sada za A ⊆ G0,

A∨ = {a−1 : a ∈ A}.
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Tada je
C∨

F(G) = 〈P(G0),∪, ·, ∗, ∨, ∅, {1}〉

involutivni Conwayev model (koji odgovara grupi G i familiji njenih podgrupa
F). Kao i u slučaju običnih Conwayevih modela, ako je F familija svih pravih
podgrupa od G, tada izostavljamo donji indeks koji se odnosi na tu familiju.

Lema 4.3.1. Neka je G grupa. Tada je C∨
F(G) involutivni ω-idempotentni

∗-poluprsten (dakle, zadovoljava identitete (13)–(16)) koji zadovoljava i iden-
titet (19).

Dokaz. Najpre, još smo ranije videli da je CF(G) ω-idempotentni ∗-polu-
prsten. Identitet (13) je očito zadovoljen u C∨

F (G), kao i (16), pošto je
(a−1)−1 = a za sve a ∈ G ∪ {0}. Identitet (14) takod̄e lako sledi, jer je
unarna operacija −1 involucija ne samo na grupi G, već i na 0-grupi G0. Dalje,
primetimo da za podskup A ⊆ G ∪ {0} koji sadrži element a 6= 0 imamo

A = A{a−1}{a} ⊆ AA∨A,

dok se inkluzija A ⊆ AA∨A dobija neposredno ako je A = ∅ ili A = {0}. Tako,
C∨

F (G) zadovoljava identitet (19).
Preostaje da ispitamo identitet (15). Prvo, primetimo da je A∗ ili podgrupa

od G, ili unija podgrupe od G i {0}. Zato je (A∗)∨ = A∗. S druge strane,
svaki podskup A ⊆ G generǐse istu podgrupu od G kao i A∨. Takod̄e, 0 ∈ A
ako i samo ako 0 ∈ A∨. Otuda je (A∨)∗ = A∗, tj. imamo (A∗)∨ = (A∨)∗ za
sve A ⊆ G ∪ {0}.

Sada možemo pokazati analogon Teoreme 2.2.2 Blooma i Ésika za varijetet
KA∨.

Teorema 4.3.2. Neka je G neka klasa konačnih grupa. Aksiome invo-
lutivnih ω-idempotentnih Conwayevih ∗-poluprstena, matrični identiteti P (G)
za G ∈ G i identitet (19) čine bazu identiteta za KA∨ ako i samo ako svaka
konačna prosta grupa deli neku grupu iz G.

Dokaz. Ako svaka konačna prosta grupa deli neku grupu iz G, tada nabro-
jani identiteti čine bazu identiteta za KA∨ po Teoremama 2.2.2 i 4.1.6. Obrat-
no, neka je G neka klasa konačnih grupa koja na u teoremi opisan način in-
dukuje bazu identiteta za KA∨ i neka je G konačna prosta grupa. Posmat-
rajmo involutivni Conwayev model C∨(G). Ako G ne deli nijednu grupu iz
G, tada po Propoziciji 2.3.6 model C∨(G) zadovoljava sve grupne matrične
identitete pridružene članovima klase G. Prema ovom zaključku i prethodnoj
lemi, sledilo bi C∨(G) ∈ KA∨. Med̄utim (ponovo po Propoziciji 2.3.6), C∨(G)
očito ne zadovoljava identitet P (G), što je kontradikcija.
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Najzad, ponavljamo Teoremu 4.2.7 sa dokazom koji koristi involutivne
Conwayeve modele (njihova upotreba je sadržana u pozivu na gornju teoremu).

Teorema 4.3.3. Varijetet KA∨ nema konačnu bazu identiteta.

Dokaz. Analogno kao i u dokazu Teoreme 2.3.7, dolazimo do zaključka
da ako KA∨ ima konačnu bazu identiteta, tada se jedna takva konačna baza
sastoji od aksioma involutivnih ω-idempotentnih Conwayevih ∗-poluprstena,
identiteta (19) i grupnih identiteta P (An), 5 ≤ n ≤ n0, za neko n0 ≥ 5.
Ali, tada prosta grupa An0+1 ne deli nijednu od grupa A5, . . . , An0

, što je
kontradikcija sa prethodnom teoremom.

4.4. Multiplikativne Kleenejeve algebre sa inverzijom

Neka je za bilo koji skup A, UFRel∨(A) algebra koja se dobija od UFRel(A)
proširivanjem operacijom inverzije relacija, tj.

UFRel∨(A) = 〈P(A ×A), ◦, rtc, ∨, ∅,∆A〉.

Varijetet generisan ovim algebrama označavamo sa UF∨. Njegovi članovi su
multiplikativne Kleenejeve algebre sa inverzijom.

Imajući u vidu Teoremu 4.1.6, prirodno je odmah postaviti

Problem 7. Da li je UF∨ relativno konačno baziran nad UF? Ako jeste,
odrediti jednu konačnu relativnu bazu identiteta za navedene varijetete.

S druge strane, može se pokazati da varijetet generisan multiplikativnim
algebrama jezika sa inverzijom UFLang∨

Σ (koje se dobijaju od UFLangΣ

dodavanjem operacije inverza jezika) ima konačnu bazu identiteta nad UF .
Dovoljno je uzeti u obzir involucijske aksiome (xy)∨ = y∨x∨, (x∗)∨ = (x∨)∗,
0∨ = 0 (pri čemu iz poslednja dva identiteta i 0∗ = 1 sledi 1∨ = 1).

Ukoliko bismo našli konačnu aksiomatizaciju UF∨ nad UF koja se traži u
gornjem problemu, mogli bismo lako, adaptacijom metoda prikazanih u ovoj i
prethodnoj glavi, dokazati da varijetet UF∨ takod̄e nema konačnu jednakosnu
bazu. Med̄utim, u ovom poglavlju ćemo pokazati upravo to tvrd̄enje čak i bez
poznavanja rešenja Problema 7. Kako bismo mogli da ga ”zaobid̄emo”, biće
nam ponovo potrebna specijalna klasa uopštenih Conwayevih modela (različita
od one upotrebljene u prethodnoj glavi), koju ćemo dobiti komponovanjem dve
konačne grupe.

Označimo sa D(p, q) uopšteni Conwayev model MT (Zpq,D4), koji je uz to
proširen involutivnom operacijom ∨, kao što sledi. Ovde je Zpq (kao i ranije)
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ciklična grupa reda pq, gde su p < q prosti brojevi, dok je D4 grupa simetrija
kvadrata, diedarska grupa stepena 4. Podsetimo se da su elementi grupe D4

osne simetrije u odnosu na prave a, b, c, d (vidi sliku), rotacije ρ
π
2

O i ρ
−π

2

O oko
O za ugao ±π

2 , centralna simetrija u odnosu na O i identičko preslikavanje u
ravni (dakle, ukupno osam elemenata). Osne simetrije σa, σb, σc i σd generǐsu
ciklične podgrupe od D4 reda 2. Primetimo da podgrupe Ha = 〈〈σa〉〉 i Hc =
〈〈σc〉〉 ne komutiraju, pošto je

σa ◦ σc = ρ
π
2

O

i
σc ◦ σa = ρ

−π
2

O .

❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅❅

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

c

d

ab

O

Neka je T{1} = ∅, TZp = Ha, TZq = Hc i TZpq = D4. Najzad, operacija ∨

je definisana isto kao i u prethodnom poglavlju:

A∨ = {a−1 : a ∈ A},

gde a−1 označava grupni inverz elementa a ∈ Zpq ∪D4 (već prema tome da li
a ∈ Zpq, ili a ∈ D4).

Kako je pridruživanje T definisano u D(p, q) tako da je odgovarajući uop-
šteni Conwayev model ∗-monoton, stabilan na konjugaciju i ω-idempotentan,
odmah se dobija

Lema 4.4.1. D(p, q) zadovoljava identitete ω-idempotentnih Conwayevih
∗-poluprstena.

Primetimo da smo malopre opisano proširenje uopštenog Conwayevog mo-
dela involutivnom operacijom ∨ mogli da jednako izvedemo i na svakom dru-
gom uopštenom Conwayevom modelu u kojem je ”polugrupni deo” takod̄e
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grupa (ili, još opštije, polugrupa na kojoj se može definisati neki antiautomor-
fizam). Na taj način se dobija model M∨

T (G,H).

Propozicija 4.4.2. Neka su G,H proizvoljne konačne grupe. Tada svaki
involutivni uopšteni Conwayev model oblika M∨

T (G,H) zadovoljava identitete
(13)–(16) i (19).

Dokaz. Kako je operacija ∨ definisana kao tačkasta primena grupnog in-
verza, identiteti (14) i (16) slede kao posledice dobro poznatih identiteta grupa,
dok je identitet (13) očigledan. Stoga preostaje da se provere identiteti (15) i
(19).

Pretpostavimo prvo da je A ⊆ G. Tada sledi

(A∗)∨ = (〈〈A〉〉 ∪ T〈〈A〉〉)
∨ = 〈〈A〉〉∨ ∪ T∨

〈〈A〉〉 = 〈〈A〉〉 ∪ T〈〈A〉〉 = A∗,

pošto za svaku grupu K (pa tako i za svaku podgrupu od H) važi K∨ = K.
Kako A i A∨ generǐsu istu podgrupu od G, imamo

(A∨)∗ = A∗.

Posmatrajmo sada opšti slučaj. Tada je

(A∗)∨ = 〈(A ∩H) ∪ (A ∩G)∗〉∨ = 〈(A ∩H)∨ ∪ ((A ∩G)∗)∨〉 =

= 〈(A∨ ∩H) ∪ (A∨ ∩G)∗〉 = (A∨)∗,

pošto se lako proverava da u polugrupiGH važi 〈B〉∨ = 〈B∨〉 za sve B ⊆ G∪H.
Konačno, za sve A ⊆ G ∪H imamo

A = {a : a ∈ A} = {aa−1a : a ∈ A} ⊆

⊆ {a : a ∈ A}{a−1 : a ∈ A}{a : a ∈ A} = AA∨A,

što pokazuje tvrd̄enje za identitet (19).

Teorema 4.4.3. Ne postoji konačan skup identiteta koji važe na KA∨ iz
kojeg se mogu izvesti svi identiteti od jedne promenljive koji važe na UF∨.
Stoga varijetet UF∨ nema konačnu bazu identiteta.

Dokaz. Analogno kao i u dokazu Teoreme 3.3.3, pretpostavka da UF∨ ima
konačnu bazu vodi zaključku da se iz aksioma ω-idempotentnih Conwayevih ∗-
poluprstena, (13)–(16), (19) i grupnog matričnog identiteta P (Sn), za dovoljno
veliko n, može izvesti cela jednakosna teorija Eq(KA∨). Ali tada, po Lemi
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4.4.1, Propoziciji 4.4.2 i Propoziciji 3.3.2, D(p, q) je model za sve pobrojane
identitete. Med̄utim, u ovom modelu ne važi

(xp)∗(xq)∗ = (xq)∗(xp)∗

(što očito važi na UF∨), jer se za interpretaciju x 7→ a, (gde je a generator
ciklične grupe Zpq) dobija Zpq∪HcHa na levoj strani (jer je Ha∪Hc∪HcHa =
HcHa), dok desna strana ima vrednost Zpq∪HaHc. Ali, kao što smo primetili,
imamo HaHc 6= HcHa, pa dobijena kontradikcija okončava dokaz.

Prethodni dokaz se može prepraviti tako da se dobije

Teorema 4.4.4. Varijetet generisan multiplikativnim algebrama jezika sa
inverzijom UFLang∨

Σ nema konačnu bazu identiteta.

Primetimo da je u gornjem dokazu suštinska bila jedino činjenica daD4 ima
dve nekomutirajuće podgrupe. Na taj način, gornji dokaz smo mogli izvesti uz
pomoć bilo koje konačne grupe sa ovom osobinom; med̄utim, opredelili smo
se za D4, jer je reč o grupi sa najmanjim brojem elemenata koja ima dve
nekomutirajuće podgrupe (vidi [45], strane 203–204).
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Već smo u prvoj glavi napomenuli da se celokupna teorija algebri jezika i,
specijalno, regularnih jezika, može uopštiti na komplekse proizvoljnog monoida
i njegove regularne podskupove. Takod̄e, možemo posmatrati algebre M(S)
(gde je S monoid) kao analogone algebri jezika (koje se pokalapaju sa M(Σ∗)).
Varijetet generisan klasom ovakvih algebri svakako je podvarijetet od KA. U
ovoj glavi ćemo posmatrati slučaj kada radimo sa kompleksima i regularnim
podskupovima slobodnih komutativnih monoida nad nekom azbukom Σ. Te
monoide ćemo označavati sa Σ⊕.

Komutativna reč nad azbukom Σ je proizvoljni element monoida Σ⊕. Jas-
no, ako je Σ = {a1, a2, a3, . . .}, i ako se u komutativnoj reči w ∈ Σ⊕ pojavljuju
slova a1, . . . , an, tada imamo veoma prirodno kanoničko predstavljanje za w:

w = ak11 . . . aknn ,

gde su k1, . . . , kn ≥ 1 prirodni brojevi. Komutativni jezik L nad Σ je sada
proizvoljan skup komutativnih reči, odnosno, proizvoljan podskup L ⊆ Σ⊕.

Ovde moramo skrenuti pažnju na izvesnu terminološku nepravilnost u
gornjim definicijama. Naime, komutativne reči (jezici), strogo uzev, nisu
reči (jezici) u smislu definicija sa početka disertacije. Redko [135] i Conway
[40] koriste izraz ”komutativni dogad̄aj” umesto termina ”komutativni jezik”.
Med̄utim, ovakvu terminologiju je koristio Salomaa u svojoj knjizi [141], i
čini se da se (pod njegovim uticajem) ona ustalila u literaturi. Ovde ćemo
preuzeti njegove nazive, imajući stalno u vidu da se pri tome ”reč” i ”jezik”
ne upotrebljavaju u smislu vǐseg rodnog pojma.

5.1. Identiteti komutativnih jezika

Algebra komutativnih jezika nad azbukom Σ je algebra

CLang(Σ) = 〈P(Σ⊕),+, ·, ∗, ∅, {λ}〉,

77
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gde je + skupovna unija, · prozivod kompleksa odred̄en komutativnim mno-
ženjem u monoidu Σ⊕, a ∗ iteracija komutativnih jezika definisana sa

L∗ =
⋃

n≥0

Ln,

pri čemu je ponovo L0 = {λ}. Varijetet generisan svim algebrama komu-
tativnih jezika (lako se vidi da je dovoljno uzeti samo one konstruisane nad
najvǐse prebrojivom azbukom) označavamo sa CL. Može se pokazati da se
CL poklapa sa varijetetom koji je generisan svim komutativnim standard-
nim Kleenejevim algebrama binarnih relacija. Med̄utim, veze varijeteta CL
sa Kleenejevim relacionim algebrama nisu toliko transparentne kao u slučaju
”velikog” varijeteta KA, pa ćemo se ovde mnogo vǐse oslanjati na komutativne
jezike.

Podalgebru od CLang(Σ) generisanu sa {a}, a ∈ Σ (ili, ekvivalentno,
konačnim komutativnim jezicima), označavamo sa CReg(Σ), a njene ele-
mente zovemo komutativnim regularnim jezicima. Reč je o slikama običnih
regularnih jezika nad Σ u odnosu na homomorfizam Reg(Σ) → CLang(Σ)
koji je odred̄en homomorfizmom monoida Σ∗ → Σ⊕ koji fiksira slova iz Σ.
Primetimo da ako je |Σ1| = 1, tada je CLang(Σ1) = Lang(Σ1) i, sledstveno
tome, CReg(Σ1) = Reg(Σ1) (u daljem ćemo, za proizvoljan kardinalni broj
κ, koristiti notaciju Σκ kako bismo označili azbuku sa κ slova).

Imitacijom dokaza Kozen-Németijeve teoreme, možemo pokazati da važi
njen komutativni analogon.

Propozicija 5.1.1. CReg(Σ) je CL-slobodna algebra nad Σ, slobodno
generisana preslikavanjem a 7→ {a}, a ∈ Σ.

Gornja propozicija i primedba pre nje imaju jednu interesantnu posledicu.
Za proizvoljan varijetet V, sa Eqn(V) ćemo označiti onaj deo jednakosne teorije
Eq(V) čiji identiteti sadrže najvǐse n promenljivih.

Posledica 5.1.2. Eq1(CL) = Eq1(KA).

Dokaz. Dokaz sledi neposredno iz prethodne propozicije, Kozen-Németijeve
teoreme, jednakosti CReg(Σ1) = Reg(Σ1) i činjenice da za proizvoljan vari-
jetet V, skup X i prirodan broj n takav da je |X| ≥ n, važi Eqn(FV(X)) =
Eqn(V).

Redko [134], Conway [40] i Krob [93] daju (istu, ali sa različitim doka-
zima) jednakosnu aksiomatizaciju za Eq1(KA) u okviru Eq(KA), tj. netri-
vijalnu kolekciju regularnih identiteta iz kojih se mogu izvesti svi regularni
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identiteti sa jednom promenljivom. Podsetimo se, grupni matrični identitet
P (Zp) pridružen cikličnoj grupi Zp prostog reda p je ekvivalentan identitetu

(1 + x+ . . .+ xp−1)(xp)∗ = x∗.

Gornji identitet označavamo sa Cp. Identiteti ω-idempotentnih Conwayevih
∗-poluprstena, zajedno sa identitetima Cp za sve proste brojeve p, nazivaju se
klasične aksiome.

Teorema 5.1.3. (Redko, [134], Conway, [40, Teorema IV.5], Krob [93,
Teorema 14.8]) Skup posledica klasičnih aksioma sa samo jednom promenlji-
vom je tačno Eq1(KA).

U preostalom delu ovog poglavlja prikazujemo glavni rezultat Redkovog
rada [135] koji opisuje jednu bazu identiteta za varijetet CL. Treba pomenuti
da je Redkov dokaz imao grešku, koju je primetio i korigovao Pilling [120].
Pillingova ispravka je u formi rukopisa bila dostupna još krajem šezdesetih
godina Conwayu, pa se ispravljen dokaz pojavio već u [40]. Ovde je prezen-
tiran upravo taj dokaz, prilagod̄en našem pojmovnom aparatu i notaciji. U
narednom poglavlju ćemo pokazati da CL nema konačnu bazu identiteta, tako
da svaka baza za CL mora biti beskonačna.

Posmatrajmo identitete

xy = yx, (22)

x∗y∗ = (xy)∗(x∗ + y∗). (23)

Skup koji se sastoji od klasičnih aksioma i ova dva identiteta označićemo sa
ΘCL. Primetimo da iz ΘCL sledi

x∗y∗ = (x∗)∗(y∗)∗ = (x∗y∗)∗(x∗ + y∗) ≥ (x∗y∗)∗ = (x + y)∗ ≥ x∗y∗

(podsetimo se, r ≤ s je skraćeni zapis za r + s = s), odakle dobijamo

(x + y)∗ = x∗y∗. (24)

Dalje, odavde imamo

(x∗y)∗ = 1 + (x∗y)∗x∗y = 1 + (x + y)∗y = 1 + x∗y∗y. (25)

Primetimo da se, uz pomoć klasičnih aksioma, iz identiteta Cp mogu izvesti
identiteti

(1 + x+ . . .+ xn−1)(xn)∗ = x∗,
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za sve n ≥ 1. Gornji identitet označavamo sa Cn. Ako uvedemo skraćenu
oznaku x<n ≡ 1 + x+ . . .+ xn−1, tada Cn pǐsemo kao x<n(xn)∗ = x∗. Induk-
tivnim putem, iz ΘCL se sada za svaki niz prirodnih brojeva n = 〈n1, . . . , nk〉,
k ≥ 1, može dobiti identitet Cn:

x∗1 . . . x
∗
k = (xn1

1 . . . xnk

k )∗(x<n1

1 x∗2 . . . x
∗
k + . . . + x∗1 . . . x

∗
k−1x

<nk

k ).

Za (komutativni) regularni izraz r nad Σ kažemo da je u normalnoj formi
ako je r zbir izraza oblika uv∗1 . . . v

∗
n, gde su u, v1, . . . , vn reči nad Σ.

Lema 5.1.4. Svaki komutativni regularni izraz je ΘCL-ekvivalentan nekom
komutativnom regularnom izrazu u normalnoj formi (tj. iz ΘCL se može izvesti
identitet u kome učestvuju uočeni izraz i neki izraz u normalnoj formi).

Dokaz. Putem (24) eliminǐsemo sva pojavljivanja simbola + pod dejstvom
zvezde, dok korǐsćenjem (22) i (25) uklanjamo zvezde na koje deluju druge
zvezde. Nakon ovih transformacija, svaki ”zvezdirani” izraz je reč, pa se nor-
malna forma dobija primenom komutativnog zakona (22).

Za (komutativne) reči w1, . . . , wn kažemo da su nezavisne ako iz

wα1

1 . . . wαn
n ≡ w

β1

1 . . . wβn
n

sledi αi = βi za sve 1 ≤ i ≤ n. Normalna forma je nezavisna ako su za svaki
njen sabirak uv∗1 . . . v

∗
n, reči v1, . . . , vn nezavisne.

Lema 5.1.5. Svaki komutativni regularni izraz je ΘCL-ekvivalentan nekoj
nezavisnoj normalnoj formi.

Dokaz. Pretpostavimo da se u normalnoj formi datog izraza nalazi sabirak
uv∗1 . . . v

∗
n, pri čemu su reči v1, . . . , vn zavisne. Tada ih možemo prenumerisati

tako da ta zavisnost glasi vα1 v
β
2 . . . = vγr vδr+1 . . . za neko r ≥ 1 i eksponente

α, β, γ, δ, . . . koji nisu svi nula. Ako označimo n = 〈α, β, . . .〉 i m = 〈γ, δ, . . .〉,
tada redom iz identiteta Cn i Cm dobijamo

v∗1v
∗
2 . . . = (vα1 v

β
2 . . .)(v

<α
1 v∗2 . . .+ v∗1v

<β
2 . . . + . . .)

i
v∗rv

∗
r+1 . . . = (vγr v

δ
r+1 . . .)(v

<γ
r v∗r+1 . . .+ v∗rv

<δ
r+1 . . . + . . .).

Množenjem ova dva identiteta, korǐsćenjem komutativnog zakona (22) i iden-
titeta x∗x∗ = x∗, a zatim i množenjem sa u, dobijamo zbir ΘCL-ekvivalentan
izrazu uv∗1 . . . v

∗
n u kojem svaki od sabiraka ima manje od n reči pod dejstvom

zvezde. Upravo opisani postupak se nastavlja (jasno, on se na datu normalnu
formu može primeniti samo konačno mnogo puta) sve dok ne dobijemo neza-
visnu normalnu formu.
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Do kraja poglavlja ćemo fiksirati komutativni izraz

t = t0t
∗
1 . . . t

∗
m,

takav da su reči t1, . . . , tm nezavisne. Zatim, primetimo da se svaka reč
nad azbukom ΣM = {a1, . . . , aM} (koju ćemo takod̄e smatrati fiksiranom)
w = aα1

1 . . . aαM

M može identifikovati sa ured̄enom M -torkom nenegativnih
celih brojeva 〈α1, . . . , αM 〉. Na taj način, komutativne reči jesu elementi
skupa ωM , a komutativni jezici – podskupovi ovog skupa. Naravno, na ovom
skupu se može definisati struktura polumodula nad jediničnim poluprstenom
〈ω,+, ·, 0, 1〉; med̄utim, opisane nizove brojeva možemo posmatrati i kao speci-
jalne elemente vektorskog prostora

QM = Q⊕ . . .⊕Q︸ ︷︷ ︸
M

dimenzije M nad poljem racionalnih brojeva Q. Formalno, elementima ovog
vektorskog prostora bismo mogli pridružiti pojam razlomljene reči, u kojima
su eksponenti αi proizvoljni racionalni brojevi (pri čemu smo prešli na multi-
plikativno-eksponencijalnu notaciju). Primetimo da u tom smislu nezavisne
reči t1, . . . , tm zaista predstavljaju skup linearno nezavisnih vektora, jer ako
je u QM neka netrivijalna racionalna linearna kombinacija vektora (u ovom
slučaju t1, . . . , tm) jednaka nuli, od nje se lako dobija celobrojna linearna kom-
binacija, koja, opet, lako daje neku relaciju zavisnosti sa nenegativnim koefi-
cijentima, što predstavlja upravo zavisnost u smislu zavisnosti reči. Stoga se
skup reči t1, . . . , tm može dopuniti do baze t1, . . . , tm, tm+1, . . . , tM prostora
QM , u odnosu na koju svaka ”razlomljena” (pa tako i obična komutativna)
reč w ima jedinstvenu reprezentaciju

w = tα1

1 . . . tαm
m t

αm+1

m+1 . . . tαM

M ,

gde je za sve 1 ≤ i ≤ M , αi ∈ Q. Komutativna reč w je ti-pozitivna, ti-nula,
odnosno ti-negativna za 1 ≤ i ≤M , prema tome da li je redom αi > 0, αi = 0,
ili αi < 0. Izraz uv∗1 . . . v

∗
n je ti-mešovit ako med̄u rečima v1, . . . , vn ima i

ti-pozitivnih, i ti-negativnih. U suprotnom, taj izraz je ti-nemešovit. On je
nemešovit ako je ti-nemešovit za sve 1 ≤ i ≤M .

Lema 5.1.6. Svaki izraz oblika uv∗1 . . . v
∗
n se može ΘCL-ekvivalentno pred-

staviti kao zbir nemešovitih sabiraka.

Dokaz. Pretpostavimo, na primer, da je dati izraz t1-mešovit; bez ograni-
čenja opštosti razmatranja, pretpostavimo da je reč v1 t1-pozitivna, dok je v2



82 o identitetima algebri regularnih jezika

t1-negativna reč. Tada je za pogodne prirodne brojeve a, b reč va1v
b
2 t1-nula.

Sada zamenimo sabirak uv∗1v
∗
2 . . . v

∗
n ΘCL-ekvivalentnim izrazom

u(va1v
b
2)∗(v<a

1 v∗2 + v∗1v
<b
2 ) . . . v∗n.

Time je prethodni sabirak zamenjen sa dva koji sadrže isti broj simbola ∗,
ali je pri tome povećan broj t1-nula reči po sabirku. Jasno, ovaj postu-
pak zamene se mora završiti nakon konačno mnogo koraka, pa ćemo doći do
ΘCL-ekvivalentnog predstavljanja početnog izraza kao zbira t1-nemešovitih
sabiraka. Dalje, na dobijeni prikaz primenjujemo isti postupak za dobijanje
redom t2, . . . , tM -nemešovitih zbirova. Kako ti-nemešoviti sabirci ostaju ti-
nemešoviti prilikom primene postupka za konstrukciju tj-nemešovitog pred-
stavljanja (j > i), na kraju opisanog algoritma se dobija zbir sabiraka koji su
ti-nemešoviti za sve 1 ≤ i ≤M .

Ako su r1, r2 dva (komutativna) regularna izraza, pisaćemo r1∩ r2 = s ako
izraz s predstavlja (komutativni) jezik jednak preseku (komutativnih) jezika
predstavljenih izrazima r1 i r2 (vidi Teoremu 1.1.8).

Lema 5.1.7. Svaki nemešovit izraz w = uv∗1 . . . v
∗
n, sa ti-negativnom zvez-

diranom reči (1 ≤ i ≤M) ili tj-pozitivnom zvezdiranom reči (m+1 ≤ j ≤M)
se može ΘCL-ekvivalentno prikazati kao zbir nemešovitih izraza wℓ od kojih
svaki ili ima manje zvezdiranih reči od w, ili zadovoljava wℓ ∩ t = 0.

Dokaz. Pod̄imo od pretpostavke da je, recimo, reč v1 t1-negativna. Pred-
stavimo reči t0, v1, u u bazi t1, . . . , tM prostora QM :

t0 = tα1

1 . . . tαM

M ,

v1 = tβ1

1 . . . tβM

M ,

u = tγ11 . . . tγMM .

Primetimo da eksponent koji odgovara baznom vektoru t1 u prikazu reči
uvℓ11 . . . vℓnn (koja pripada komutativnom jeziku kojeg predstavlja izraz w) nije
veći od β1ℓ1 + γ1, dok je odgovarajući eksponent u razvoju bilo koje reči
iz komutativnog jezika predstavljenog izrazom t bar α1. Kako je po pret-
postavci β1 < 0, za dovoljno veliko ℓ1 imaćemo da komutativna reč uvℓ11 . . . vℓnn
ne pripada komutativnom jeziku kojeg predstavlja t. U tom slučaju, izraz
wℓ1 = uvℓ11 v

∗
1 . . . v

∗
n zadovoljava wℓ1 ∩ t = 0. Zamenimo sada w zbirom

uvℓ11 v
∗
1 . . . v

∗
n + uv<ℓ1

1 v∗2 . . . v
∗
n.

Time je lema dokazana u razmatranom slučaju, dok se ostali slučajevi rešavaju
analogno.
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Propozicija 5.1.8. Za svaki komutativni regularni izraz r postoje izrazi
r1, r2 takvi da ΘCL ⊢ r = r1 + r2, pri čemu ΘCL ⊢ r1 ≤ t i važi r2 ∩ t = 0.

Dokaz. Koristeći identitete iz ΘCL, razložimo izraz r, po Lemi 5.1.6, na
zbir nemešovitih sabiraka, a zatim na taj zbir uzastopno primenjujmo Lemu
5.1.7. Na kraju tog procesa se dobija zbir

∑

ℓ∈I

wℓ,

pri čemu svaki od sabiraka wℓ zadovoljava ili wℓ ∩ t = 0 (zbir svih ovakvih
sabiraka će biti r2), ili sadrži samo ti-nenegativne reči za 1 ≤ i ≤ m, odnosno
samo tj-nula reči za m+ 1 ≤ j ≤M . Ali, ako reč v zadovoljava ova poslednja
dva uslova, tada postoji prirodan broj k tako da je

vk = tk11 . . . tkmm ,

gde su k1, . . . , km nenegativni celi brojevi. Za svaku zvezdiranu (komutativnu)
reč v iz napred dobijenog normalnog predstavljanja izraza r, zamenimo (po
identitetu Ck) sva pojavljivanja v∗ sa v<k(vk)∗. Na taj način smo dobili da svi
sabirci w = uv∗1v

∗
2 . . . koje nismo već smestili u r2 zadovoljavaju w∩t 6= 0 (neka

je, na primer, uva1v
b
2 . . . zajednička reč komutativnih jezika predstavljenih izra-

zima w i t) i svaka od reči v1, v2, . . . je proizvod reči t1, . . . , tm sa nenegativnim
celobrojnim eksponentima. U sabircima opisanog tipa, zamenimo v∗1 , v

∗
2 , . . .

redom sa v<a
1 + va1v

∗
1 , v<b

2 + vb2v
∗
2, itd. Time se w zamenjuje zbirom izraza sa

manjim brojem zvezda od w i izraza

w′ = uva1v
b
2 . . . v

∗
1v

∗
2 . . . .

Kako su v1, v2, . . . proizvodi reči t1, . . . , tm, a uva1v
b
2 . . . pripada komutativnom

jeziku kojeg predstavlja t, iz ΘCL lako izvodimo identitet w′ ≤ t. Sada se izraz
r1 formira od sabiraka tipa w′ indukcijom po maksimalnom broju zvezda u
sabircima koji ne ulaze u izraz r2.

Propozicija 5.1.9. Ako komutativni regularni izrazi r, s redom predstav-
ljaju komutativne jezike R,S takve da je R ⊆ S, tada ΘCL ⊢ r ≤ s.

Dokaz. Na osnovu ΘCL i Leme 5.1.5, najpre s izražavamo u nezavisnoj
normalnoj formi, s = s1+. . .+sk. Po prethodnoj propoziciji, ΘCL ⊢ r = r1+r′

za neke komutativne izraze r1, r
′ takve da r1 ≤ s1 sledi iz ΘCL i r′ ∩ s1 = 0.
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Zatim, r′ izražavamo kao r2+r′′, gde ΘCL ⊢ r2 ≤ s2 i r′′∩s2 = 0. Ponavljajući
ovo razmatranje k puta, dobijamo

ΘCL ⊢ r = r1 + r2 + . . .+ rk + r(k),

gde je za sve 1 ≤ i ≤ k, ΘCL ⊢ ri ≤ si i r(k) ∩ si = 0. To znači da je

r(k) ∩ s = 0.

Med̄utim, komutativni jezik predstavljen sa r(k) je sadržan u R, pa R ⊆ S
povlači da taj komutativni jezik mora biti prazan, tj. r(k) = 0. Otuda očito
sledi ΘCL ⊢ r ≤ s.

Teorema 5.1.10. (Redko, [135], Pilling, [120]) ΘCL je baza identiteta za
varijetet CL.

Dokaz. Neka na svim algebrama komutativnih jezika važi identitet r = s.
Tada r i s predstavljaju iste komutativne jezike, pa po prethodnoj propoziciji
sledi ΘCL ⊢ r = s. Obratno, ako se identitet r = s izvodi iz ΘCL, on tada važi
na CL, pošto je očito da CL |= ΘCL.

5.2. Identiteti algebri jezika nad jednoelementnim alfabetom

U prethodnom poglavlju smo videli da se regularni identiteti nad jednoele-
mentnom azbukom poklapaju sa identitetima sa jednom promenljivom koji
važe na CReg(Σ1) = Reg(Σ1), i oni svi slede iz klasičnih aksioma. Ali, šta je
sa celokupnom jednakosnom teorijom Eq(CReg(Σ1)), i uopšte, šta se može
reći o jednakosnim teorijama algebri CReg(Σn) za 1 ≤ n ≤ ω? Ako su u
pitanju algebre (običnih) regularnih jezika, tada imamo sledeću situaciju.

Propozicija 5.2.1. Za sve prirodne brojeve n ≥ 1, Reg(Σn) se može
potopiti u Reg(Σ2).

Dokaz. Tvrd̄enje je jasno za n = 1, 2, pa pretpostavimo da je n > 2. Neka
je Σn = {a1, . . . , an} i f : Σ∗

n → Σ∗
2 homomorfizam monoida koji proširuje

preslikavanje
ai 7→ ai−1

2 a1a
n−i
2 ,

1 ≤ i ≤ n. Lako se vidi da f dalje indukuje homomorfizam Kleenejevih algebri
f ♯ : Reg(Σn)→ Reg(Σ2) dat sa

f ♯(L) = {f(w) : w ∈ L}.
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Propozicija će biti dokazana, ako pokažemo da je f ♯ injektivno preslikavanje.
Za to je (potrebno i) dovoljno da pokažemo injektivnost preslikavanja f . Za-
ista, neka je

wj = akj,1 . . . akj,ℓj

za j = 1, 2. Tada je

f(wj) = a
kj,1−1
2 a1a

n−kj,1+kj,2−1
2 a1 . . . a1a

n−kj,ℓj−1+kj,ℓj−1

2 a1a
n−kj,ℓj
2 .

Stoga iz f(w1) = f(w2) sledi ℓ1 = ℓ2 = ℓ, kao i:

k1,1 − 1 = k2,1 − 1,

n− k1,1 + k1,2 − 1 = n− k2,1 + k2,2 − 1,

...

n− k1,ℓ−1 + k1,ℓ − 1 = n− k2,ℓ−1 + k2,ℓ − 1,

n− k1,ℓ = n− k2,ℓ.

Gornji sistem očito daje k1,m = k2,m za sve 1 ≤ m ≤ ℓ, pa je w1 = w2, što je i
trebalo pokazati.

Teorema 5.2.2. (Salomaa, [141, Teorema III.3.1]) Za sve n ≥ 2 je

Eq(Reg(Σn)) = Eq(KA).

Dokaz. Očito za sve n ≥ 2 imamo Eq(Reg(Σ2)) ⊇ Eq(Reg(Σn)), a zbog
prethodne propozicije je zapravo Eq(Reg(Σ2)) = Eq(Reg(Σn)). Med̄utim,
odavde je

Eqk(Reg(Σ2)) = Eqk(Reg(Σn))

za sve k ≥ 0, pa imamo

Eq(KA) =
⋃

n<ω

Eqn(KA) =
⋃

n<ω

Eqn(Reg(Σn)) =

=
⋃

n<ω

Eqn(Reg(Σ2)) = Eq(Reg(Σ2)),

što se i tražilo.

Posledica 5.2.3. Varijetet Kleenejevih algebri KA je generisan (ponao-
sob) svakom od algebri Reg(Σκ), Lang(Σκ), za sve κ ≥ 2.
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U radu [44] je pokazano da je situacija slična u slučaju komutativnih jezika.
Štavǐse, ispostavilo se da je lanac jednakosnih teorija

Eq(CReg(Σ1)) ⊇ Eq(CReg(Σ2)) ⊇ . . . Eq(CReg(Σω)) = Eq(CL)

trivijalan, tj. da u njemu figurǐsu sve jednakosti (tako je Eq(Reg(Σ1)) jed-
nakosna teorija algebri komutativnih jezika, dok je Eq(Reg(Σ2)) već cela
teorija algebri jezika, tj. skup svih regularnih identiteta). Time je rešen
trideset godina star Problem III.5.1 koji je postavio Salomaa u [141].

Propozicija 5.2.4. Za sve prirodne brojeve n ≥ 1 je

CReg(Σn) ∈ ISP(CReg(Σ1)).

Dokaz. Pokažimo najpre da se za sve n ≥ 1 algebra CReg(Σn+1) može po-
topiti u direktan stepen algebre CReg(Σn) (gde je Σn = {a1, . . . , an}). Neka
je za sve m ≥ 0, hm : CReg(Σn+1)→ CReg(Σn) homomorfizam Kleenejevih
algebri, jedinstveno odred̄en preslikavanjem

{a0} 7→ {am0 },

{a1} 7→ {am+1
0 },

{ai} 7→ {ai−1}, 2 ≤ i ≤ n.

To znači da je za sve L ⊆ Σ⊕
n+1, hm(L) skup svih komutativnih reči koje se

dobijaju od komutativnih reči iz L zamenom svakog pojavljivanja slova a0 sa
am0 , slova a1 sa am+1

0 , dok se svako pojavljivanje slova ai, 2 ≤ i ≤ n, zamenjuje
sa ai−1. Definǐsimo homomorfizam h : CReg(Σn+1)→ (CReg(Σn))ω sa

h(L) = 〈hm(L)〉m<ω .

Ako je L 6= L′, tada postoji komutativna reč u ∈ Σ⊕ koja leži npr. u L\L′.
Neka je ta reč baš u = ap0a

q
1a

α2

2 . . . aαn
n . Neka je m prirodan broj za koji je

m > p+ q. Sledi da je

a
mp+(m+1)q
0 aa21 . . . aann−1 ∈ hm(L).

Pretpostavimo da gornja komutativna reč pripada hm(L′). Tada je ona dobi-

jena kao homomorfna slika neke reči v ∈ L′ (v 6= u), v = ar0a
s
1a

β2

2 . . . aβn
n . U

tom slučaju, imamo αi = βi za sve 2 ≤ i ≤ n, kao i

m(p+ q) + q = m(r + s) + s.
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Stoga, ako je p + q < r + s, tada je q ≥ m, kontradikcija. Med̄utim, ako je
p+ q > r + s, tada je s ≥ m, pa sledi

m(p + q) + q ≥ m2.

Ali, tada zbog q < m imamo p + q ≥ m, što je suprotno našoj pretpostavci.
Zato je p+q = r+s, odakle dobijamo q = s i p = r. Odatle je hm(L) 6= hm(L′),
tj. h(L) 6= h(L′), što znači da je preslikavanje h injektivno.

Sada se dokaz tvrd̄enja propozicije okončava rutinskim induktivnim argu-
mentom.

Prethodni dokaz se može upotrebiti i da bi se pokazalo da za sve prirodne
brojeve n ≥ 1 važi CLang(Σn) ∈ ISP(CLang(Σ1)).

Teorema 5.2.5. (Crvenković, Dolinka, Ésik, [44]) Za sve n ≥ 1 je

Eq(CReg(Σn)) = Eq(CL).

Dokaz. Dovoljno je pokazati da se algebra CReg(Σω) (koja očito generǐse
CL) može potopiti u direktan stepen algebre CReg(Σ1). Za sve prirodne bro-
jeve n ≥ 1, neka je hn : CReg(Σω)→ CReg(Σn) homomorfizam Kleenejevih
algebri odred̄en preslikavanjem {ai} 7→ {ai} za i < n i {ai} 7→ {λ} za sve
i ≥ n. Kako se u svakom komutativnom regularnom jeziku nad Σω pojavljuje
samo konačno mnogo slova, lako sledi da direktan proizvod ovih funkcija daje
injektivni homomorfizam

CReg(Σω)→
∏

n<ω

CReg(Σn).

Med̄utim, svaki od faktora CReg(Σn) u gornjem direktnom proizvodu se po
Propoziciji 5.2.4 potapa u direktan stepen od CReg(Σ1), pa teorema sledi.

Posledica 5.2.6. Varijetet CL je generisan (ponaosob) svakom od algebri
CReg(Σκ), CLang(Σκ), za sve κ ≥ 1.

Prema tome, jednakosna teorija algebri komutativnih jezika se poklapa sa
jednakosnom teorijom regularnih jezika nad jednoelementnim alfabetom. U
Teoremi 5.1.10 je data jedna beskonačna baza za CL (a time i za Reg(Σ1)).
Med̄utim, da li jednakosna teorija u pitanju možda ima konačnu bazu iden-
titeta? Negativan odgovor na ovo pitanje su nedavno dali Aceto, Fokkink,
Ingólfsdóttir u [5], rešivši tako još jedan stari problem iz [141]. Kako bismo
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iskazali njihov rezultat, potrebna su nam dva nova pojma vezana za regularne
izraze.

Dužina ℓ(r) regularnog izraza r (nad azbukom Σ) definǐse se induktivno u
odnosu na složenost r na sledeći način: dužina svakog slova iz Σ je jednaka 1,
dok je

ℓ(0) = 0,

ℓ(1) = 1,

ℓ(r1 + r2) = ℓ(r1) + ℓ(r2),

ℓ(r1r2) = ℓ(r1)ℓ(r2),

ℓ(r∗1) = 1.

Ako sa var(r) označimo ukupan broj pojavljivanja (ne obavezno različitih)
slova iz Σ u regularnom izrazu r, tada je težina izraza r broj 2var(r)ℓ(r). Sada
možemo formulisati glavni rezultat rada [5].

Teorema 5.2.7. (Aceto, Fokkink, Ingólfsdóttir, [5]) Za svaki prost broj p
postoji algebra Mp tipa 〈2, 2, 1, 0, 0〉 sa sledećim osobinama:

(1) za sve proste brojeve q, Mp |= Cq ako i samo ako p 6= q,

(2) svaki identitet r = s koji važi u Reg(Σ1), pri čemu regularni izrazi r, s
imaju težinu manju od p, važi i u Mp.

Ovde ćemo izostaviti tehničke detalje dokaza gornje teoreme, već samo da-
jemo njegovu ideju tako što ćemo opisati konstrukciju algebre Mp. Nosač ove
algebre čine svi podskupovi skupa p = {0, 1, . . . , p − 1} i skup prirodnih bro-
jeva ω. Konstante su redom ∅ i {0}, dok se + interpretira kao skupovna unija.
Dalje, za dva elementa I, J (podsetimo, I, J su skupovi brojeva) definǐsemo
množenje sa

I · J =

{
ω, I = ω, J 6= ∅ ili I 6= ∅, J = ω,
(I + J) mod p, inače.

Ovde za skup A, koji se sastoji od prirodnih brojeva, A mod p označava skup
svih ostataka elemenata iz A pri deljenju sa p. Najzad, unarna operacija je
data sa

I∗ =

{
{0}, I = ∅ ili I 6= {0},
ω, inače.

Sada se lako pokazuje da Cp ne važi na Mp: naime, dovoljno je uzeti valuaciju
x 7→ {1}, jer tada leva strana identiteta Cp ima vrednost {0, 1, . . . , p− 1}, dok
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je vrednost desne strane ω. Takod̄e, nije teško dokazati da za q 6= p, Cq važi
na Mp, imajući u vidu da je (Iq)∗ = ω kadgod I sadrži broj različit od 0.

Najznačajnija posledica gornje teoreme je

Posledica 5.2.8. Algebra Reg(Σ1) nema konačnu bazu identiteta.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji konačna baza identiteta Θ za algebru
Reg(Σ1). Neka je p prost broj veći od težine svih regularnih izraza koji se
pojavljuju u identitetima iz Θ. Tada Mp zadovoljava sve identitete iz Θ, ali
ne zadovoljava identitet Cp, koji očito važi u Reg(Σ1). Kontradikcija.

Kombinovanjem gornje posledice i Teoreme 5.2.5 se neposredno dobija

Posledica 5.2.9. Varijetet CL nema konačnu bazu identiteta.

Izlaganje u ovoj glavi završavamo problemom vezanim za pitanja raz-
motrena u Glavi 3. Naime, neka UFCLang(Σ) označava redukt algebre komu-
tativnih jezika CLang(Σ) koji se dobija uklanjanjem operacije + (multiplika-
tivne algebre komutativnih jezika). Sa UFCL označavamo varijetet generisan
opisanim reduktima.

Problem 8. Da li varijetet UFCL ima konačnu bazu identiteta? Naći
neku netrivijalnu bazu za UFCL.





Glava 6 Dinamičke algebre

6.1. Dinamičke logike i algebre u teorijskom računarstvu

Još u prvoj glavi smo napomenuli da operacije Kleenejevih algebri (binarnih
relacija) +, ·, ∗ intuitivno odgovaraju osnovnim konstrukcijama struktuiranog
programiranja, kojima se od atomarnih programa dobijaju složeniji. Na taj
način, regularni izrazi modeliraju ”regularne programe”. Med̄utim, odmah
moramo naglasiti da takav pristup predstavlja samo prvu, najgrublju aproksi-
maciju problema algebarskog modeliranja stvarnih struktuiranih programskih
jezika, budući da on ima sledeću očiglednu manjkavost: operacije +, ∗ odgo-
varaju nedeterminističkoj selekciji (grananju), odnosno nedeterminističkoj ite-
raciji, što znači da ako a, b reprezentuju neke programe, a + b predstavlja
slučajan izbor da li će se izvršiti program a ili b, dok a∗ odgovara iteraciji
programa a proizvoljan (slučajan) broj puta.

Ako za naš ”softver” uzmemo najjednostavniji model stukturiranog prog-
ramskog jezika – while programe [82, 91, 90], koji se, polazeći od atomarnih
programa a, b, c, . . ., grade pomoću sekvence a; b, uslovnog grananja

if p then a else b

(gde je p neki iskaz) i petlje

while p do a

(i, naravno, zagrada begin. . . end), tada je jasno da je modeliranje poslednje
dve konstrukcije apsolutno nemoguće putem regularnih izraza.

Ono što očito nedostaje jeste kontrola, odnosno mogućnost ispitivanja
tačnosti Booleovih iskaza (u ovom slučaju p). Prema tome, moramo očekivati
da strukture čiji će termi modelirati konstrukciju while programa (koji uz
ulazno-izlazne procedure i neke druge, manje dodatke već jesu PASCAL) na
neki način sadrže kako Kleenejeve algebre, tako i Booleove algebre. Booleovu
algebru će činiti iskazi (npr. o sadržaju registara procesora i memorijskih

91
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lokacija), dok elemente Kleenejeve algebre (ili još opštije, regularne algebre,
algebre tipa 〈2, 2, 1, 0, 0〉) treba zamisliti kao akcije procesora koje se dešavaju
u toku izvršenja programa.

Ovakva razmǐsljanja vode pojmu dinamičke algebre. Naime, akcije (pro-
cesora) proizvode nova stanja (registara). Primetimo da smo prethodnom
rečenicom dobili novi iskaz; tako, ako a označava neku akciju, a p iskaz (o
stanju registara), tada imamo iskaz 〈a〉p, ”akcija a proizvodi p”. Pisaćemo
〈a〉p = q ako tačnost iskaza q, nakon izvršenja akcije a, povlači tačnost iskaza
p, odnosno, ako računar iz stanja q akcijom a prelazi u stanje p:

q p❳❳✘✘
a

Prema tome, dinamička algebra će biti dvosortna algebra D = 〈K,B, 〈·〉·〉,
gde je K regularna algebra, B Booleova algebra, a 〈·〉· : K × B → B opera-
tor ”. . . proizvodi. . . ”, pri čemu će biti zadovoljeni neki identiteti. Primetimo
da se od algebre K uopšte ne zahteva da bude Kleenejeva: glavna ideja di-
namičkih algebri upravo i jeste u tome da se uz pomoć Booleove algebre B

(preko konačnog skupa identiteta) definǐsu željene osobine regularnih operacija
+, ·, ∗.

Dinamičke algebre su nezavisno definisali Kozen [83] i Pratt [127] 1979. go-
dine kao algebarske modele dinamičke iskazne logike. Ova logika je izučavana
i ranije (Fischer, Ladner [61, 62], prvi nagoveštaji Hoare [73], Dijkstra [53],
Pratt [126]) i njeno uvod̄enje bilo je motivisano potragom za odgovarajućim
formalno-logičkim sistemom koji bi omogućio matematički tretman strukture
imperativnih programskih jezika. Aksiomatiku za ovu logiku dao je Segerberg
1977. godine [148], a jednakosnom transkripcijom tih aksioma došlo se do
definǐsućih identiteta za dinamičke algebre.

Možda najjasniji primer kroz koji se ilustruje kako akcije proizvode iskaze,
kao i intuitivnu motivaciju aksioma dinamičkih algebri je dao sam autor teorije,
Pratt, u [127], pa ovde preuzimamo njegovo objašnjenje.

Neka, na primer, x:=5 označava program koji postavlja vrednost promen-
ljive x na 5. Tada iskaz 〈x := 5〉x = 5 tvrdi da nakon dodele vrednosti 5
promenljivoj x važi x = 5, što je nužno istinit iskaz, pa ćemo pisati

〈x := 5〉x = 5 = ⊤.

S druge strane, iskaz 〈x := x + 1〉x = 5 je očito ekvivalentan iskazu x = 4, jer
x = 5 može postati tačan iskaz nakon izvršenja komande x:=x+1 ako i samo
ako je prethodno važilo x = 4. Najzad,

〈(x := x− 1)∗〉x = 0 = x ≥ 0,
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budući da nije moguće da negativan broj uzastopnim umanjivanjem za 1
postane 0.

Naravno, gornja razmatranja zavise od tipa promenljivih u konkretnom
programu, aritmetike podataka (u ovom slučaju, celih brojeva) sa kojima
radimo, itd. Med̄utim, možemo uočiti neke opštije zakonitosti ne znajući
nǐsta o karakteru podataka koji se obrad̄uju u datom programu i detaljima
implementacije. Najpre, nijedna akcija (program) ne može proizvesti nijedan
drugi iskaz polazeći od kontradiktornog iskaza, tj. očekujemo da važi

〈a〉⊥ = ⊥. (26)

Osim toga, program a proizvodi iskaz p ∨ q ako i samo ako proizvodi p ili
proizvodi q, tj.

〈a〉(p ∨ q) = 〈a〉p ∨ 〈a〉q. (27)

Dalje, ako imamo selekciju akcija a+ b, ona može proizvesti p ako i samo ako
ili a, ili b prozivodi p, što zapisujemo kao

〈a+ b〉p = 〈a〉p ∨ 〈b〉p. (28)

Niz akcija ab proizvodi p ako i samo ako a proizvodi iskaz iz kojeg b može
proizvesti p:

〈ab〉p = 〈a〉〈b〉p. (29)

Najzad, po dogovoru, prazna akcija proizvodi svaki iskaz iz kontradikcije:

〈0〉p = ⊥, (30)

a identička akcija fiksira svaki iskaz:

〈1〉p = p. (31)

Pretpostavimo sada da ili važi p, ili pak program a proizvodi situaciju iz
koje iteracija akcije a može nakon nekog broja koraka proizvesti p. Tada,
jasno, a iteracijom može proizvesti p, odnosno, imamo p∨ 〈aa∗〉p ≤ 〈a∗〉p (pri
čemu p ≤ q znači da p implicira q, tj. p ∨ q = q). S druge strane, ako a
iteracijom proizvodi p, tada ili već važi p, ili a iteracijom proizvodi stanje u
kojem ne važi p, ali još jedna primena programa a daje p. Drugim rečima,
〈a∗〉p ≤ p ∨ 〈a∗〉(¬p ∧ 〈a〉p). Tako smo dobili dve nejednakosti:

p ∨ 〈aa∗〉p ≤ 〈a∗〉p ≤ p ∨ 〈a∗〉(¬p ∧ 〈a〉p). (32)

Gornja aksioma se naziva aksioma indukcije. Zaista, ako posmatramo drugu
od ovih nejednakosti (tj. njenu kontrapoziciju, dobijenu primenom negacije),
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i ako pǐsemo [a]p umesto ¬(〈a〉¬p), p⇒ q umesto ¬p ∨ q i r umesto ¬p, tada
ona glasi:

r ∨ [a∗](r ⇒ [a]r) ≤ [a∗]r,

gde je sada veza sa principom matematičke indukcije jasna. Ovde je operacija
[·]· dual operacije 〈·〉·, i [a]p intuitivno znači: ”štagod radio program a, p će
važiti kada i ako se on izvrši”.

Sada možemo dati preciznu definiciju dinamičke algebre: reč je o dvosort-
noj algebri D = 〈K,B, 〈·〉·〉, gde je K regularna algebra, B = 〈B,∨,∧,¬,⊥,⊤〉
Booleova algebra, pri čemu su zadovoljeni identiteti (26)–(32). Varijetet di-
namičkih algebri označavamo sa DA.

Ovde ćemo napraviti jednu malu digresiju u vezi osnovnih algebarskih kons-
trukcija i pojmova u vezi sa dvosortnim (specijalno, dinamičkim) algebrama.
Najpre, primetimo da terme koje formiramo od simbola u tipu dinamičkih
algebri možemo podeliti u dve klase, pošto se njihovom interpretacijom mogu
dobiti term funkcije kako na regularnoj, tako i na Booleovoj algebri date
dinamičke algebre. Stoga ćemo ove terme redom zvati regularni, odnosno
Booleovi termi. Ista podela se odnosi i na identitete, pa govorimo o regu-
larnim i Booleovim identitetima. Na taj način se jednakosna teorija svakog
varijeteta V ≤ DA deli na regularni deo EqR(V) i Booleov deo EqB(V).

Direktan proizvod dinamičkih algebri se definǐse na očigledan način, pri-
menom operacija po komponentama. Podalgebra dinamičke algebre D =
〈K,B, 〈·〉·〉 je dinamička algebra D′ = 〈K′,B′, 〈·〉·〉 takva da su K′,B′ re-
dom podalgebre od K,B i D′ je zatvorena na mešovitu operaciju 〈·〉·, tj. za
sve a ∈ K ′, p ∈ B′ važi 〈a〉p ∈ B′. Najzad, homomorfizam f : D1 → D2

dinamičkih algebri je par preslikavanja f = 〈g, h〉 takav da je g homomorifzam
regularnih algebri K1 → K2, h homomorfizam Booleovih algebri B1 → B2, i
za sve a ∈ K1, p ∈ B1 važi

h(〈a〉p) = 〈g(a)〉h(p).

Shodno tome, kongruencija dinamičke algebre D = 〈K,B, 〈·〉·〉 je par kongru-
encija θ = 〈θK , θB〉 redom na K i B takav da za sve a, b ∈ K i p, q ∈ B, iz
〈a, b〉 ∈ θK i 〈p, q〉 ∈ θB sledi 〈〈a〉p, 〈b〉q〉 ∈ θB .

Sa stanovǐsta primena u računarstvu, naročito je interesantna još jedna
operacija, koju možemo dodati dinamičkim algebrama: to je operacija testa
? : B → K, tako da je za p ∈ B, p? akcija ispitivanja tačnosti uslova p. Test
p?, jasno, ne može proizvesti novo stanje; štavǐse, on ne može proizvesti ni
stanje p ukoliko ono već nije nastupilo. Zato je

〈p?〉q = p ∧ q. (33)
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Dvosortne algebre T = 〈K,B, 〈·〉·, ?〉 u kojima je 〈K,B, 〈·〉·〉 dinamička algeb-
ra, a koje zadovoljavaju (33), su test algebre. Sada se grananje ”if p then a
else b” prikazuje u test algebrama kao regularni test-izraz

p?a+ (¬p)?b,

dok petlja ”while p do a” očito odgovara izrazu

(p?a)∗(¬p)?.

Modifikujući pojam test algebre, Kozen je nedavno uveo Kleenejeve algebre
sa testovima. On je u [90] neposredno primenio identitete koji važe na tim
algebrama kako bi dokazao ekvivalenciju odred̄enih programskih struktura u
while programima. Reč je o čisto formalnim, jednakosnim dokazima koji
se izvode iz aksioma (Kleenejevih) test algebri. Izmed̄u ostalog, on daje do
sada najkraći i najelegantniji dokaz sledećeg klasičnog teorijsko-računarskog
rezultata (koji je verovatno bio poznat još Kleeneju, iako se pripisuje Böhmu
i Jacopiniju).

Teorema 6.1.1. Svaki while program se može simulirati while progra-
mom sa najvǐse jednom ”while. . . do” petljom, pod uslovom da se dopusti
uvod̄enje novih Booleovih promenljivih.

Ranije poznati dokazi koje su dali K. Hirose i M. Oya, odnosno G. Mirkow-
ska (oba 1972.) su znatno složeniji, i nisu čisto sintaktički (kao Kozenov).
Prema tome, dinamičke algebre, test algebre i njihova uopštenja pružaju
veoma pogodno matematičko okruženje za rad sa programskim celinama, tj.
razmatranje pitanja korektnosti programa, njihove ekvivalentnosti, optimizo-
vanosti koda, i drugih.

U ovoj disertaciji, med̄utim, neće biti formulisan nijedan rezultat za test
algebre. Razlog za to je što se gotovo svako tvrd̄enje o dinamičkim algebrama
uz izvesne dodatne tehničke detalje može preformulisati i analogno dokazati za
test algebre, što treba imati u vidu u celokupnom daljem tekstu. Tvrd̄enja su
formulisana samo za dinamičke algebre kako bi ideje sadržane u tim tvrd̄enjima
bile jasnije i transparentnije.

S druge strane, Jónsson [78] je ponudio jedan interesantan alternativni
pristup dinamičkim algebrama. Naime, on polazi od toga da je unapred fiksi-
rana neka Kleenejeva algebra K = 〈K,+, ·, ∗, 0, 1〉, i definǐse dinamičke algebre
kao Booleove algebre sa normalnim unarnim operatorima koji su indeksirani
algebrom K. Naj taj način se dobijaju K-dinamičke algebre, koje obrazuju
varijetet DA(K). Tačnije, reč je o algebrama

D = 〈B,∨,∧,¬,⊥,⊤, fa〉a∈K ,
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takim da je 〈B,∨,∧,¬,⊥,⊤〉 Booleova algebra, pri čemu imamo sledeće defini-
šuće identitete:

fa(0) = 0, (34)

fa(x ∨ y) = fa(x) ∨ fa(y), (35)

fa+b(x) = fa(x) ∨ fb(x), (36)

fab(x) = fa(fb(x)), (37)

f0(x) = ⊥, (38)

f1(x) = x, (39)

fa∗(x) = x ∨ fa∗(¬x ∧ fa(x)), (40)

za sve a, b ∈ K. Gornji spisak aksioma (koji je beskonačan čim je K beskonač-
na algebra) označićemo sa Θ(K), a tip K-dinamičkih algebri sa τ(K).

Primetimo malu razliku u aksiomama indukcije (32) i (40). Naime, u
Kleenejevim algebrama važi identitet 1 + xx∗ = x∗, pa se otuda iz (36), (37) i
(39) kao posledica izvodi

fa∗(x) = x ∨ fa(fa∗(x))

za sve a ∈ K, tako da se leva nejednakost iz (32) u ”Jónssonovoj varijanti”
izvodi iz ostalih aksioma. Takod̄e, na osnovu istih identiteta kao i malopre,
odnosno iz regularnog identiteta 1 + x∗x = x∗, za sve a ∈ K dobijamo:

x ∨ fa∗(¬x ∧ fa(x)) ≤ x ∨ fa∗(fa(x)) =

= f1(x) ∨ fa∗a(x) = f1+a∗a(x) = fa∗(x),

pošto iz (35) sledi da u K-dinamičkim algebrama važi

x ≤ y ⇒ fa(x) ≤ fa(y)

za sve a ∈ K. Tako, (40) je zapravo analogon desne strane u (32), pojačan
obratnom nejednakošću koja sledi iz ostalih aksioma K-dinamičkih algebri.

Razlike koje nastupaju u ova dva pristupa su očite. Najpre, Jónssonove K-
dinamičke algebre su jednosortne univerzalne algebre. Dok u slučaju dvosort-
nih dinamičkih algebri imamo jedan jedini varijetet, dotle u drugom slučaju
dobijamo po jedan varijetet za svaku Kleenejevu algebru indeksa K, pa tako
imamo klasu varijeteta K-dimaičkih algebri indeksiranu varijetetom Kleeneje-
vih algebri. Jasno je da će ova razlika imati veliki uticaj na razna pitanja u vezi
identiteta i jednakosnih teorija. Razlog za to je taj što dok u prvom slučaju
imamo dve vrste identiteta, pa tako i dve vrste promenljivih – regularne i
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Booleove, na koje se jednako primenjuju manipulacije odred̄ene jednakosnom
logikom, dotle u drugom slučaju imamo samo obične, jednosortne identitete u
kojima su unarne operacije indeksirane elementima konkretne algebre, na koje
se, naravno, ne mogu primeniti pomenute manipulacije u smislu jednakosne
logike.

Stoga je naš cilj u ovoj glavi dvojak. Jedan se sastoji u tome da prikažemo
neke osnovne, klasične rezultate vezane za dinamičke algebre, a naročito za
jednu klasu dinamičkih algebri koja odgovara intuitivnoj vezi sa programskim
strukturama, tzv. separabilne dinamičke algebre. Pokazaće se da su one na
neposredan način povezane sa algebrama jezika, te da pružaju mogućnost da
se (uz pomoć Booleovih algebri) jednakosna teorija Kleenejevih algebri ipak,
u izvesnom smislu, dobije iz konačnog skupa identiteta. Drugi cilj jeste da
istražimo veze (kako različitosti, tako i sličnosti) dinamičkih i K-dinamičkih
algebri i da, koliko je god to moguće, izvršimo ”transfer” dvosortnih rezultata
na Jónssonove dinamičke algebre. Neke mogućnosti takvog prenosa rezultata
su razmotrene u radu Crvenkovića i autora disertacije [41], i ovde će detaljno
biti prikazani odgovarajući rezultati tog istraživanja.

6.2. Osnovne osobine dinamičkih algebri

Na početku ovog poglavlja ćemo razmotriti jednu mogućnost da se alternativno
formulǐse aksioma indukcije (32). Ta formulacija neće biti u obliku identiteta,
ali može biti mnogo operativnija za rad.

Neka je 〈a!〉p = {q : p ∨ 〈a〉q ≤ q}. Za parcijalno ured̄en skup P , neka
min(P ) označava najmanji element u P , ako on postoji; u suprotnom, min(P )
nije definisano.

Lema 6.2.1. Aksioma indukcije (32) se u dinamičkim algebrama može za-
meniti sa

〈a∗〉p = min(〈a!〉p).

Dokaz. (⇒) Pod̄imo od dvostruke nejednakosti (32). Leva nejednakost je
očito ekvivalentna sa 〈a∗〉p ∈ 〈a!〉p. Neka je sada q ∈ 〈a!〉p; dokazaćemo da
je tada 〈a∗〉p ≤ q. Zaista, iz p ∨ 〈a〉q ≤ q sledi p ≤ q, pa iz (27), desne
nejednakosti (32) i (26) dobijamo

〈a∗〉p ≤ 〈a∗〉q ≤ q ∨ 〈a∗〉(¬q ∧ 〈a〉q) ≤ q ∨ 〈a∗〉⊥ = q,

jer iz p ∨ 〈a〉q ≤ q sledi ¬q ∧ 〈a〉q = ⊥.
(⇐) Pretpostavimo da važi 〈a∗〉p = min(〈a!〉p). Tada je 〈a∗〉p ∈ 〈a!〉p, pa

sledi leva nejednakost u (32). Po učinjenim pretpostavkama, sada je dovoljno
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da pokažemo p ∨ 〈a∗〉(¬p ∧ 〈a〉p) ∈ 〈a!〉p. Sledeći niz identiteta i nejednakosti
dobijamo iz aksioma Booleovih algebri, (27) i činjenice da smo već dobili levu
nejednakost u (32):

p ∨ 〈a〉(p ∨ 〈a∗〉(¬p ∧ 〈a〉p)) = p ∨ (¬p ∧ 〈a〉(p ∨ 〈a∗〉(¬p ∧ 〈a〉p))) =

= p ∨ (¬p ∧ (〈a〉p ∨ 〈aa∗〉(¬p ∧ 〈a〉p))) ≤

≤ p ∨ ((¬p ∧ 〈a〉p) ∨ 〈aa∗〉(¬p ∧ 〈a〉p))) ≤

≤ p ∨ 〈a∗〉(¬p ∧ 〈a〉p),

što je i trebalo dokazati.

Ako je D = 〈K,B, 〈·〉·〉 dinamička algebra, tada element a ∈ K zovemo
refleksivnim ako za sve p ∈ B važi p ≤ 〈a〉p. On je tranzitivan ako je za sve
p ∈ B ispunjeno 〈a2〉p ≤ 〈a〉p. Prema tome, a je refleksivan i tranzitivan ako
je

p ∨ 〈a2〉p ≤ 〈a〉p,

tj. 〈a〉p ∈ 〈a!〉p. S druge strane, a je zvezda ako je za sve p ∈ B, 〈a∗〉p = 〈a〉p.

Lema 6.2.2. U svakoj dinamičkoj algebri, regularni element a je zvezda
ako i samo ako je refleksivan i tranzitivan.

Dokaz. (⇒) Kako je 〈a〉p = 〈a∗〉p ∈ 〈a!〉p, sledi da je a refleksivan i tranzi-
tivan element.

(⇐) Po prethodnoj lemi, 〈a∗〉p = min(〈a!〉p) ≤ 〈a〉p. S druge strane, po
(32) je p ≤ 〈a∗〉p, odakle je 〈a〉p ≤ 〈aa∗〉p ≤ 〈a∗〉p, pa je a zvezda.

Prethodne leme smo analogno mogli formulisati i za Jónssonove K-dina-
mičke algebre, a to će biti slučaj još nekoliko puta u daljem tekstu. Razlog
za to je što važe sledeća dva tvrd̄enja opšteg karaktera, koja uspostavljaju
”most” izmed̄u opisana dva pristupa dinamičkim algebrama.

Propozicija 6.2.3. Neka je D = 〈K,B, 〈·〉·〉 dinamička algebra takva da
je K ∈ KA. Definǐsimo algebru Os(D) = 〈B, fa〉a∈K , gde su unarni operatori
dati sa fa(x) = 〈a〉x. Tada je Os(D) K-dinamička algebra.

Propozicija 6.2.4. Za K-dinamičku algebru D = 〈B, fa〉a∈K definǐsimo
dvosortnu algebru Ts(D) = 〈K,B, 〈·〉·〉 sa 〈a〉x = fa(x). Tada je Ts(D)
dinamička algebra. Štavǐse, konstrukcije Os (iz prethodne propozicije) i Ts

su uzajamno inverzne, što znači da za sve K-dinamičke algebre D imamo
Os(Ts(D)) = D, odnosno da za sve dinamičke algebre D′ sa Kleenejevom
regularnom komponentom važi Ts(Os(D′)) = D′.
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Na početku disertacije smo videli da su tipični primeri Kleenejevih alge-
bri bili Kleenejeve algebre binarnih relacija (štavǐse, one su generisale vari-
jetet KA). U slučaju dinamičkih algebri, takod̄e možemo konstruisati algebre
sačinjene od binarnih relacija. Med̄utim, one sada moraju da deluju na neku
Booleovu algebru: u pitanju će biti polje skupova nad istim skupom nad kojim
su definisane odgovarajuće binarne relacije.

Neka je A neki skup i neka 2A označava punu Booleovu algebru skupova
nad A. Puna dinamička algebra relacija nad A je algebra 〈Rel(A),2A, 〈·〉·〉,
gde je za ρ ⊆ A×A i X ⊆ A:

〈ρ〉X = {b ∈ A : (∃a ∈ X) 〈a, b〉 ∈ ρ}.

(Važna napomena: kako bismo bili u saglasnosti sa (29) i (37), u ovoj glavi
ćemo koristiti kompoziciju relacija definisanu obratno u odnosu na prethodne
glave.) Svaka podalgebra pune dinamičke algebre relacija (znači, dinamička
algebra koja se sastoji od standardne Kleenejeve algebre i polja skupova nad
datim skupom) je Kripkeova dinamička algebra (KDA) [92]. Dinamička al-
gebra je reprezentabilna ako je izomorfna nekoj KDA. Klasu reprezentabilnih
dinamičkih algebri označavamo sa RDA.

Putem operatora Os, možemo definisati jednosortne Kripkeove K-dinamič-
ke algebre, kao i pojam reprezentabilnosti. Naravno, taj pojam se može
”preneti” na jednosortni slučaj samo ukoliko je K standardna Kleenejeva al-
gebra relacija. U suprotnom, varijetet DA(K) nema reprezentabilne algebre.

Slično Propoziciji 2.1.4, važi i naredna (u stvari, Propoziciju 2.1.4 smo
dobili razmatranjem ”Kleenejevog dela” ovog tvrd̄enja).

Propozicija 6.2.5. (Németi, [114]) Klasa RDA je zatvorena na direktne
proizvode.

Dokaz. Neka je za i ∈ I, Di = 〈Ki,Bi, 〈·〉i·〉 KDA nad skupom Ai (pret-
postavimo, bez ograničenja opštosti, da su svi skupovi Ai, i ∈ I, disjunktni).
Neka je D puna KDA nad

A =
⋃

i∈I

Ai.

Definǐsimo preslikavanje

ι :
∏

i∈I

Di → D

sa

ιK(〈ρi〉i∈I) =
⋃

i∈I

ρi,

ιB(〈Xi〉i∈I) =
⋃

i∈I

Xi.
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Disjunktnost skupova Ai implicira da je ι injektivno preslikavanje. Takod̄e,
lako se pokazuje da je ι homomorfizam dinamičkih algebri, čime smo izvršili
potapanje direktnog proizvoda algebri Di u D, odnosno, pokazali njegovu
reprezentabilnost.

Kripkeove dinamičke algebre igraju ključnu ulogu u razmatranju separa-
bilnih dinamičkih algebri i njihovom povezivanju sa jednakosnom teorijom
Kleenejevih algebri.

6.3. Separabilnost dinamičkih algebri

Budući da je prvobitna motivacija za izučavanje dinamičkih algebri modeli-
ranje računarskih programa i njihovog dejstva na stanja računara, očekujemo
da dinamičke algebre na odred̄eni način odgovaraju ”programerskoj” intu-
iciji. Tako, ako dva programa proizvode isto dejstvo na sva moguća stanja
računara, njih smatramo ekvivalentnim, odnosno, jednakim. Primetimo da,
kada su u pitanju dinamičke algebre, ovu osobinu imaju pune KDA. Naime,
ako su ρ1 6= ρ2 dve relacije na skupu A, tada postoje x, y ∈ A tako da, na
primer, 〈x, y〉 ∈ ρ1 \ ρ2. Ali, tada y ∈ 〈ρ1〉{x} i y 6∈ 〈ρ2〉{x}, tj.

〈ρ1〉{x} 6= 〈ρ2〉{x}.

Dinamičke algebre D = 〈K,B, 〈·〉·〉 takve da za sve a, b ∈ K postoji p ∈ B
tako da je

〈a〉p 6= 〈b〉p

se zovu separabilne dinamičke algebre. Klasu svih separabilnih dinamičkih
algebri označavamo sa SDA.

Kako su separabilne dinamičke algebre definisane u odnosu na DA Horno-
vom formulom

(∀a)(∀b)(∃p)(a 6= b⇒ 〈a〉p 6= 〈b〉p),

odmah je jasno da je klasa SDA zatvorena na direktne proizvode. S druge
strane, SDA nije zatvoreno na homomorfizme i podalgebre. Naime, posma-
trajmo dinamičku algebru čija regularna algebra ima elemente K = {0, 1, a, b},
dok je odgovarajuća Booleova algebra B = {⊥, p,¬p,⊤}. Neka je 〈b〉p = ⊤,
dok je u svim ostalim slučajevima 〈a〉x = 〈b〉x = x. Rezultati ostalih ope-
racija se definǐsu tako da se dobije dinamička algebra (specijalno, dati uslovi
forsiraju jednoznačnu definisanost regularnih operacija +, ·, ∗). Neka je sada h
endomorfizam opisane dinamičke algebre koji fiksira regularne elemente, dok je
hB(⊥) = hB(¬p) = ⊥ i hB(⊤) = hB(p) = ⊤. Odgovarajuća homomorfna slika
(koja je ujedno i podalgebra polazne algebre) očito nije separabilna. Stoga
SDA nije varijetet. Varijetet generisan sa SDA označavaćemo sa S.
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Propozicija 6.3.1. Neka je D = 〈K,B, 〈·〉·〉 podalgebra separabilne di-
namičke algebre takva da je Booleova algebra B kompletna i atomična. Tada
je D reprezentabilna. Specijalno, svaka konačna podalgebra separabilne di-
namičke algebre je reprezentabilna.

Dokaz. Neka je A skup atoma algebre B. Po datim uslovima, B ∼= 2A.
Dalje, za a ∈ K definǐsimo ρa ⊆ A×A sa

〈p, q〉 ∈ ρa ⇔ q ≤ 〈a〉p.

Lako se vidi da je preslikavanje a 7→ ρa izomorfizam regularnih algebri i,
štavǐse, da on zajedno sa malopred̄ašnjim izomorfizmom Booleovih algebri
daje izomorfizam dinamičkih algebri.

Odmah se postavlja pitanje kakav je odnos izmed̄u jednakosnih teorija
varijeteta DA i njegovog podvarijeteta S (odnosno, klase SDA). Iz samih
definicionih identiteta za dinamičke algebre nije teško videti da je regularni deo
jednakosne teorije za DA, EqR(DA), trivijalan (budući da su pomenuti defini-
cioni identiteti svi Booleovog tipa). Ispostavilo se da je EqR(SDA) = Eq(KA)
(što sledi iz prvobitnog oblika Kozen-Németijeve teoreme, koja je izvorno bila
formulisana u kontekstu dinamičkih algebri), dok je EqB(SDA) = EqB(DA).
Najpre ćemo pokazati kako iz glavnog rezultata Prattovog antologijskog rada
[127], datog niže, sledi jednakost Booleovih jednakosnih teorija za SDA i ceo
varijetet DA.

Teorema 6.3.2. (Pratt, [127]) Neka dinamička algebra D ima osobinu
univerzalnog preslikavanja za klasu SDA. Tada za svaki konačan skup B0

Booleovih elemenata algebre D postoji konačna separabilna dinamička algebra
D′ i sirjektivni homomorfizam fB0

: D→ D′ koji je injektivan na B0.

Pri tome se homomorfizam fB0
(algebra D′) zove filtracija (filtrat) za B0.

Teorema 6.3.3. (Pratt, [127]) Svaka DA-slobodna algebra FDA(X,Y ) je
poddirektan proizvod konačnih dinamičkih algebri i jedne dinamičke algebre sa
trivijalnim Booleovim nosačem.

Dokaz. Za Booleove elemente p, q slobodne dinamičke algebre FDA(X,Y )
takve da je p 6= q postoji, po prethodnoj teoremi, filtracija f{p,q}, pa definǐsimo
θp,q = ker(f{p,q}). Osim toga, neka je θ0 relacija koja je dijagonala na regu-
larnom delu posmatrane dinamičke algebre, a univerzalna relacija na njenom
Booleovom delu. Jasno, presek opisane familije kongruencija je trivijalna kon-
gruencija. Faktori oblika FDA(X,Y )/θp,q su, prema Teoremi 6.3.2, konačne
dinamičke algebre, dok je FDA(X,Y )/θ0 algebra sa trivijalnim Booleovim
nosačem.
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Neka je sada RDA+ klasa svih reprezentabilnih dinamičkih algebri koja
je proširena svim dinamičkim algebrama sa trivijalnim Booleovim nosačem.
Ispostavlja se da ova klasa generǐse varijetet DA.

Teorema 6.3.4. DA = HSP(RDA+).

Dokaz. Jasno, RDA+ ⊆ DA. Obratno, po Propoziciji 6.3.1 i Teoremi
6.3.3, svaka slobodna dinamička algebra je poddirektan prozivod algebri iz
RDA+, odakle sledi DA ⊆ HSP(RDA+).

Klasa separabilnih dinamičkih algebri SDA nije zatvorena na podalgebre,
što znači da, a priori, nismo sigurni da ta klasa sadrži slobodne algebre. Da
je to ipak slučaj, pokazuje naredna lema (zajedno sa Teoremom 6.3.14).

Lema 6.3.5. Ako je |Y | ≥ 1, tada FS(X,Y ) ∈ SDA.

Dokaz. Neka je D S-slobodna algebra sa bar jednim Booleovim slobodnim
generatorom p1. Po definiciji slobodne algebre, za sve regularne elemente
a 6= b algebre D postoji D′ ∈ SDA i homomorfizam f : D → D′ takav da
je fR(a) 6= fR(b). Ali, tada postoji Booleov element p0 algebre D′ tako da
je 〈fR(a)〉p0 6= 〈fR(b)〉p0. Neka je sada g : D → D′ homomorfizam koji se
poklapa sa f na regularnom delu i za koji važi g(p1) = p0. Imamo:

g(〈a〉p0) = 〈gR(a)〉gB(p0) = 〈fR(a)〉p1 6= 〈fR(b)〉p1 =

= 〈gR(b)〉gB(p0) = g(〈b〉p0),

odakle je 〈a〉p0 6= 〈b〉p0, tj. D je separabilna dinamička algebra.

Teorema 6.3.6. Svaka slobodna separabilna dinamička algebra je poddi-
rektan proizvod konačnih dinamičkih algebri.

Dokaz. Analogno kao u dokazu Teoreme 6.3.3, uzmimo jezgra θp,q filtracija
dvoelementnih Booleovih podskupova algebre FS(X,Y ). Presek tih kongru-
encija je očito trvijalan na Booleovom nosaču ove algebre. Med̄utim, on mora
biti trivijalan i na regularnom nosaču, jer zbog separabilnosti S-slobodnih al-
gebri (vidi Lemu 6.3.5 i Teoremu 6.3.14) postoji Booleov element p tako da je
〈a〉p 6= 〈b〉p, što znači da neka od kongruencija θp,q razdvaja 〈a〉p, 〈b〉p, a time
i a, b. Količnici FS(X,Y )/θp,q su konačni po Teoremi 6.3.2.

Najzad, sada možemo da pokažemo Segerberg-Parikhovu teoremu komplet-
nosti [148, 118], koja tvrdi da je aksiomatika separabilnih algebri kompletna za
identitete reprezentabilnih dinamičkih algebri (odnosno, KDA). Tačnije, važi
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Teorema 6.3.7. S = HSP(RDA).

Dokaz. Svaka puna KDA je separabilna, pa sledi RDA ⊆ S, pošto je
svaka reprezentabilna dinamička algebra izomorfna podalgebri pune KDA. Po
Propoziciji 6.3.1 i Teoremi 6.3.6, svaka S-slobodna algebra je poddirektan
proizvod reprezentabilnih dinamičkih algebri, odakle sledi obratna inkluzija,
tj. S ⊆ HSP(RDA).

Direktno iz Teorema 6.3.4 i 6.3.7 (imajući u vidu definiciju klase RDA+ i
činjenicu da na trivijalnim algebrama važi svaki identitet odgovarajućeg tipa),
dobija se

Posledica 6.3.8. EqB(SDA) = EqB(DA).

Gornji rezultat znači da nametanje uslova separabilnosti nǐsta ne doprinosi
Booleovoj jednakosnoj teoriji dinamičkih algebri, tj. ostavlja je neizmenjenu.
S druge strane, isti taj jednostavni uslov drastično menja regularni deo jed-
nakosne teorije. Pokazuje se da je on dovoljan da od trivijalnih identiteta tipa
〈2, 2, 1, 0, 0〉 ”izgradi” čitavu jednakosnu teoriju Kleenejevih algebri.

Teorema 6.3.9. EqR(SDA) = Eq(KA).

Dokaz. Iz Teoreme 6.3.7 imamo da je Eq(SDA) = Eq(RDA), pa se ta jed-
nakost odnosi i na regularne delove jednakosnih teorija. Med̄utim, klasa regu-
larnih algebri sadržanih u reprezentabilnim dinamičkim algebrama se poklapa
sa klasom standardnih Kleenejevih algebri (koje generǐsu KA), odakle rezultat
sledi.

Posledica 6.3.10. (Kozen, [83], Németi, [114]) Regularni deo S-slobodne
algebre FS(X,Y ) izmomorfan je algebri regularnih jezika Reg(X).

Kao što smo već pomenuli, ovo je originalna forma u kojoj se prvi put
pojavila Kozen-Németijeva teorema. Teorema 1.3.4 jeste dobijena ”odseca-
njem” Booleovog dela u gornjem tvrd̄enju, imajući u vidu činjenicu da svaka
standardna Kleenejeva algebra učestvuje u nekoj KDA, kao i Teoremu 6.3.7.

Posledica 6.3.11. Eq(S) = Eq(DA) ∪ Eq(KA). Tako, aksiome (26)–
(32) zajedno sa identitetima Kleenejevih algebri aksiomatizuju varijetet S.
Prema tome, S se sastoji tačno od onih dinamičkih algebri čija je regularna
komponenta Kleenejeva algebra.
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To znači da se konstrukcija Ts odnosi tačno na elemente varijeteta S,
odnosno da je rezultat konstrukcije Os upravo dinamička algebra iz tog vari-
jeteta.

Specijalno, gornja posledica znači i da svaka dinamička algebra sa regu-
larnom komponentom koja nije Kleenejeva algebra nije separabilna. Ali, s
druge strane postoje i Kleenejeve algebre koje forsiraju neseparabilnost, iako
odgovarajuće dinamičke algebre leže u S. Takva je ranije već razmotrena
četvoroelementna algebra ”Conwayev skok” C4 (interesantno je da je ona kon-
traprimer u gotovo svakoj ”problematičnoj” situaciji). Podsetimo se, reč je
količniku algebre (regularnih) jezika, koju čine prazan jezik ∅, jezik {λ} pisan
kao λ, dok su preostali konačni jezici reprezentovani sa F , a beskonačni jezici
sa ∞.

Propozicija 6.3.12. U svakoj dinamičkoj algebri D = 〈C4,B, 〈·〉·〉 važi
〈F 〉p = 〈∞〉p za sve p ∈ B. Drugim rečima, svaka C4-dinamička algebra je
neseparabilna, tj. identitet fF (x) = f∞(x) sledi iz aksioma Θ(C4).

Dokaz. Kako je λ ≤ F , sledi da je p = 〈λ〉p ≤ 〈F 〉p za sve p ∈ B. Takod̄e,
F 2 = F , pa je 〈F 2〉p = 〈F 〉p. Dakle, element F je refleksivan i tranzitivan, pa
je zvezda, po Lemi 6.2.2, tj. 〈F 〉p = 〈∞〉p za sve p ∈ B (pošto je F ∗ = ∞).
Med̄utim, F 6=∞.

Do sada izloženi materijal je dovoljan da pokažemo kako jednakosna teorija
Kleenejevih algebri nije samo deo jednakosne teorije (takod̄e beskonačno bazi-
ranog) varijeteta S, nego da je ona ipak ”skrivena” već u konačno baziranom
varijetetu DA, iako je njegova regularna teorija trivijalna. Med̄utim, ako se
”angažuje” Booleov deo dinamičkih algebri i ima u vidu dejstvo regularnih
elemenata na Booleove promenljive – tada odmah imamo regularne identitete,
kao što je to opisano u narednoj teoremi.

Teorema 6.3.13. KA |= r = s ako i samo ako DA |= 〈r〉x = 〈s〉x.

Dokaz. Ako je r = s identitet Kleenejevih algebri, tada po Teoremi 6.3.8,
S |= r = s, odakle S |= 〈r〉x = 〈s〉x. Ali, kako je 〈r〉x = 〈s〉x Booleov identitet,
po Posledici 6.3.8 dobijamo DA |= 〈r〉x = 〈s〉x.

Obratno, iz DA |= 〈r〉x = 〈s〉x sledi S |= 〈r〉x = 〈s〉x. Specijalno, ako je
Σ prebrojiva azbuka, imamo FS(Σ, {x}) |= 〈r〉x = 〈s〉x. Po Teoremi 6.3.10
dobijamo Reg(Σ) |= r = s, što znači da KA |= r = s.

Time smo rešili još jedan problem u vezi sa praktičnom, računarskom pri-
menom Kleenejevih algebri, a koji nismo pomenuli na početku glave. Naime,
činjenica da KA nema konačnu bazu identiteta u startu onemogućava bilo
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kakvu automatsku (mašinsku) produkciju regularnih identiteta, na čemu bi se
zasnivali razni postupci optimizacije programskih celina. Ali, ispostavilo se da
ipak postoji ”zaobilazni” način da se uz pomoć konačne šeme identiteta dobiju
svi regularni identiteti – u pomoć su nam pritekle Booleove algebre i dinamičke
algebre kao njihov spoj sa Kleenejevim algebrama. Tako (po gornjoj teoremi),
dovoljno je iz aksioma (26)–(32) izvesti sve posledice oblika 〈r〉x = 〈s〉x i iz
njih ”filtrirati” regularne izraze r, s.

U narednom ćemo dovršiti posao započet Lemom 6.3.5. Slučaj slobodnih
separabilnih algebri sa Y = ∅ (praznim skupom Booleovih generatora) razrešio
je Németi 1982. godine.

Teorema 6.3.14. (Németi, [114]) Sve dinamičke algebre oblika FS(X, ∅)
su separabilne. Stoga sve S-slobodne algebre pripadaju klasi SDA.

Dokaz. Dokazaćemo da je ¬〈x〉⊤ univerzalni separator za svaka dva raz-
ličita regularna elementa algebre FS(X, ∅) (podsetimo se da su to regularni
jezici, po Teoremi 6.3.10). Neka su uočeni neekvivalentni regularni izrazi r, s
koji redom predstavljaju jezike L1, L2 i neka je, na primer, w ∈ L1\L2. Neka je
D puna KDA nad skupom X∗. Za y ∈ X, definǐsimo ρy kao desnu translaciju
koja odgovara slovu y na slobodnom monoidu X∗. Dalje, definǐsimo binarne
relacije na X∗, σx = ρ∨x \ {〈wx,w〉} i σy = ρ∨y za sve y ∈ X \ {x}. Tada u D

imamo
〈σx〉X∗ = {w}.

Med̄utim, lako se vidi da za interpretaciju σ : y 7→ σy, y ∈ X, imamo 〈w, λ〉 ∈
rD(σ) \ sD(σ) (zbog w ∈ L1 \ L2), odakle je

λ ∈ 〈rD(σ)〉{w} \ 〈sD(σ)〉{w}.

To znači da
D 6|= 〈r〉¬〈x〉⊤ = 〈s〉¬〈x〉⊤,

pa tako ni klasa RDA ne zadovoljava gornji identitet. Ali, po Teoremi 6.3.7,
odavde sledi da ga ne zadovoljava ni S, tj. da imamo

〈L1〉¬〈x〉⊤ 6= 〈L2〉¬〈x〉⊤

u FS(X, ∅).

Na osnovu ove teoreme i Propozicije 6.3.1, dobija se

Posledica 6.3.15. Svaka S-slobodna dinamička algebra je reprezentabil-
na.
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Propozicija 6.3.12 pokazuje da je situacija sa separabilnošću slobodnih al-
gebri drugačija u slučaju Jónssonovih K-dinamičkih algebri u odnosu na do
sada razmatrane dvosortne dinamičke algebre. Razlog za to leži u činjenici
da je separabilnost slobodnih algebri u varijetetu DA(K) ekvivalentna posto-
janju separabilne K-dinamičke algebre, odnosno, u terminima dinamičkih al-
gebri, postojanju separabilne dinamičke algebre sa regularnom komponentom
K. Drugim rečima, pitanje karakterizacije varijeteta Jónssonovih dinamičkih
algebri sa separabilnim slobodnim algebrama svodi se na karakterizaciju onih
Kleenejevih algebri koje se pojavljuju kao regularne komponente algebri iz
SDA. Svakako, med̄u njima su sve standardne Kleenejeve algebre binarnih
relacija. U daljem, naš cilj će biti da opǐsemo jednu klasu Kleenejevih algebri K
koja daje separabilne DA(K)-slobodne algebre, što je jedan od glavnih rezul-
tata u [41]. Izmed̄u ostalog, pokazaćemo da je klasa regularnih komponenti
separabilnih dinamičkih algebri kvazivarijetet kojem pripadaju sve slobodne
algebre svih podvarijeteta od KA. Ali, prvo nam treba nekoliko tehničkih
pojmova i pomoćnih tvrd̄enja u vezi sa njima.

Neka je α : K → α(K) sirjektivni homomorfizam Kleenejevih algebri.
Za term t tipa τ(K) definǐsemo term tα tipa τ(α(K)) koji se dobija od t
zamenom svakog unarnog simbola fa sa fα(a). Za skup identiteta E ćemo
koristiti analognu notaciju; prema tome, Eα označava skup identiteta koji se
dobija kada se na obe strane svih identiteta iz E primeni operator α.

Lema 6.3.16. Neka je K Kleenejeva algebra i α : K → α(K) sirjektivni
homomorfizam. Tada iz DA(K) |= p = q sledi DA(K) |= pα = qα.

Dokaz. Lemu dokazujemo indukcijom po dužini formalnog dokaza iden-
titeta p = q iz aksioma Θ(K). Pre svega, primetimo da je (Θ(K))α =
Θ(α(K)), pa je tvrd̄enje tačno ako je p = q neka od aksioma. Takod̄e, induk-
tivni korak je jasan, ukoliko je p = q dobijeno iz nekih identiteta primenom
pravila (Sim) ili (Tranz).

Ako je p ≡ f(p1, . . . , pn) i q ≡ f(q1, . . . , qn), pri čemu su identiteti pi = qi,
1 ≤ i ≤ n, ranije dokazani (što znači da je p = q dobijeno primenom pravila
(Sagl)), tada po induktivnoj pretpostavci imamo identitete pαi = qαi za sve
1 ≤ i ≤ n, odakle izvodimo

fα(pα1 , . . . , p
α
n) = fα(qα1 , . . . , q

α
n),

što je tačno identitet pα = qα.

Najzad, ako je p = q dobijeno primenom pravila (Zam), tada je taj iden-
titet oblika r(t1, . . . , tn) = s(t1, . . . , tn), pri čemu su t1, . . . , tn neki termi, a
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identitet r = s je dobijen ranije u dokazu. Ali, tada sledi rα = sα, što znači
da

rα(tα1 , . . . , t
α
n) = sα(tα1 , . . . , t

α
n),

odnosno pα = qα, važi u DA(K).

Takod̄e, biće nam potrebna jedna lema opšte-algebarskog karaktera, a u
duhu teorije kategorija.

Lema 6.3.17. Neka algebra UX ima osobinu univerzalnog preslikavanja
(nad X) za klasu algebri C odgovarajućeg tipa. Tada za svaku algebru A ∈ C i
svaka dva homomorfizma ξ, ξ′ : UX → A postoji endomorfizam η algebre UX

takav da je ξ′ = η ◦ ξ.

Dokaz. Za xi ∈ X označimo ξ(xi) = ai i ξ′(xi) = a′i. Kako je ξ sirjektivni
homomorfizam, elementi ai generǐsu algebru A, pa postoji term tj tako da je
a′j = tAj (a1, a2, . . .) za sve j. Definǐsimo preslikavanje η0 : X → UX sa

η0(xi) = tUX

i (x1, x2, . . .).

Po datim uslovima, ovo preslikavanje se (na jedinstven način) proširuje do
endomorfizma η : UX → UX . Pri tome je

ξ(η(xi)) = ξ(η0(xi)) = ξ(tUX

i (x1, x2, . . .)) = tAi (a1, a2, . . .) = a′i,

što zapravo znači da je

(η ◦ ξ)|X = ξ′|X .

Po uslovu jedinstvenosti homomorfizma koji proširuje dato preslikavanje na
generatornom skupu, sledi η ◦ξ = ξ′. Na kraju, primetimo da se opisani dokaz
lako može prilagoditi i za vǐsesortne algebre.

Neka je sada TX term algebra tipa 〈2, 2, 1, 0, 0〉 i h : TX → K sirjektivni
homomorfizam takav da je K Kleenejeva algebra. Ako je t Booleov term
na jeziku dinamičkih algebri, tada sa t̂h označavamo term tipa τ(K) koji se
dobija od t zamenom svakog podterma oblika 〈r〉s (gde je r regularan izraz, a
s Booleov term) sa fh(r)(s).

Sada dokazujemo jedno tehničko tvrd̄enje, na osnovu kojeg ćemo biti u
mogućnosti da detaljnije ispitujemo problem separabilnosti, odnosno da raz-
matranja sa dvosortnih dinamičkih algebri prenosimo na Jónssonove jedno-
sortne modele, kao i obratno.
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Propozicija 6.3.18. (1) Neka je K Kleenejeva algebra i X,Y proizvolj-
ni skupovi. Tada za svaku Kleenejevu algebru K (generisanu sa najvǐse
|X| elemenata) postoji Booleova algebra BK(Y ) tako da za sve dinamičke
algebre D = 〈K,B, 〈·〉·〉 i za svaki sirjektivni homomorfizam

h : FDA(X,Y )→ D

postoje sirjektivni homomorfizmi ϕ,ψ tako da dijagram

〈K,BK(Y ), 〈·〉·〉

FDA(X,Y ) = 〈TX ,B0, 〈·〉·〉

〈K,B, 〈·〉·〉 = D

h
ϕ

ψ
❵❵✥✥

❈❈✄✄ ❛❛
❛❛

❛❛
❛❛

❛❛❛

❩❩❵❵

komutira. U tom slučaju je FDA(K)(Y ) = Os(〈K,BK(Y ), 〈·〉·〉).

(2) Neka je K Kleenejeva algebra, ϕ : FDA(X,Y ) → 〈K,BK(Y ), 〈·〉·〉 ho-
momorfizam (ϕ = 〈ϕK , ϕB〉), a p, q Booleovi dvosortni termi. Tada je

〈K,BK(Y ), 〈·〉·〉 |= p = q ako i samo ako FDA(K)(Y ) |= p̂ϕK = q̂ϕK .

(3) Neka je V podvarijetet od KA i neka DA(V) označava podvarijetet od DA
definisan istim identitetima koji odred̄uju V (specijalno, DA(KA) = S).
Ako je K = FV(X), tada je

FDA(K)(Y ) = Os(FDA(V)(X,Y )).

(4) FS(X,Y ) = 〈Reg(X),BReg(X)(Y ), 〈·〉·〉, pa je stoga FDA(Reg(X))(Y )
separabilna Reg(X)-dinamička algebra.

Dokaz. (1) Najpre primetimo da je regularni deo algebre FDA(X,Y ) jednak
TX , budući da DA zadovoljava samo trivijalne identitete regularnog tipa.
Sada fiksirajmo proizvoljni sirjektivni homomorfizam ξ : TX → K i definǐsimo
kongruenciju na FDA(X,Y ) sa:

θ0(ξ) =
⋂
{〈θK , θB〉 ∈ ConFDA(X,Y ) : θK = ker ξ},

θ0(ξ) = 〈θ0(ξ)K , θ0(ξ)B〉. Pokazaćemo da tada dinamička algebra

〈K,BK,ξ(Y ), 〈·〉·〉 =
FDA(X,Y )

θ0(ξ)
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zadovoljava sve tražene uslove.
Neka je D = 〈K,B, 〈·〉·〉 i hξ : FDA(X,Y )→ D sirjektivni homomorfizam,

hξ = 〈hξ,K , hξ,B〉, takav da je hξ,K = ξ (lako se vidi da postoji bar jedan takav
homomorfizam). Očito, važi θ0(ξ) ⊆ ker(hξ), što povlači

(ker(hξ)/θ0(ξ)) ∈ Con (FDA(X,Y )/θ0(ξ))

i (
FDA(X,Y )

θ0(ξ)

)

(
ker(hξ)
θ0(ξ)

) ∼=
FDA(X,Y )

ker(hξ)
∼= D.

Ovo nam omogućava da u slučaju homomorfizma hξ za ϕ i ψ uzmemo odgo-
varajuće prirodne homomorfizme.

Neka je sada h : FDA(X,Y ) → D proizvoljan sirjektivni homomorfizam.
Po Lemi 6.3.17, postoji endomorfizam η na FDA(X,Y ) takav da je h = η ◦hξ .
Sada za hξ već imamo traženu dekompoziciju hξ = ϕξ ◦ ψ. Stoga definǐsimo
ϕ = η ◦ ϕξ.

Pokažimo sada da je ϕ injektivno nad Y . Nije teško videti da za svaku
Kleenejevu algebru K postoji dinamička algebra sa regularnim nosačem K i
netrivijalnim Booleovim nosačem (dinamičke algebre Ts(FDA(K)(∅)), odnosno
〈K, {⊥,⊤}, 〈·〉·〉 tako da je 〈0〉p = ⊥ i 〈a〉p = p za sve a ∈ K \{0}, p ∈ {⊥,⊤},
su primeri te vrste). Ako uočimo preslikavanje g : Y → B dato sa g(yi) = ⊥ i
g(yj) = ⊤ za sve j 6= i, tada se par preslikavanja 〈ξ, g〉 (jedinstveno) proširuje
do homomorfizma FDA(X,Y ) → D čija je prva komponenta ξ, što pokazuje
da

〈yi, yj〉 6∈ θ0(ξ)B

za sve yi, yj ∈ Y . Traženi zaključak sledi po konstrukciji homomorfizma ϕ.

Kako bismo pokazali da Os(〈K,BK,ξ(Y ), 〈·〉·〉) ima osobinu univerzalnog
preslikavanja nad Y u DA(K) (tj. da je reč o slobodnoj algebri tog varijeteta),
označimo

ỹi =
yi

θ0(ξ)B
.

Gornji elementi (algebre 〈K,BK,ξ(Y ), 〈·〉·〉) su različiti, zbog malopre dokaza-
ne injektivnosti ϕ nad Y . Neka je χ0 preslikavanje definisano sa

χ0(ỹi) = di,

gde su di elementi proizvoljne algebre D0 ∈ DA(K). Neka je D′
0 = Ts(D0).

Sada postoji jedinstven homomorfizam χ′ : FDA(X,Y ) → D′
0 koji proširuje

ξ na regularnom, odnosno χ0 na Booleovom delu. Primenjujući prethodno
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obrazloženu dekompoziciju homomorfizma χ′, dobijamo χ′ = ϕ′ ◦ψ′. Preslika-
vanje χ : Os(〈K,BK,ξ(Y ), 〈·〉·〉) → D0 definisano sa

χ(p) = ψ′
B(p)

je homomorfizam K-dinamičkih algebri; osim toga, imamo

χ(ỹi) = χ(ϕ′
B(yi)) = ψ′

B(ϕ′
B(yi)) = χ′

B(yi) = di = χ0(ỹ
∗
i ),

pa stoga χ proširuje χ0. Identifikacijom elemenata ỹi sa odgovarajućim slovima
yi (odnosno, pogodnim preimenovanjem elemenata) dolazimo do traženog
rezultata.

Na kraju, primetimo da, pošto je algebra sa osobinom univerzalnog pres-
likavanja nad datim skupom do na izomorfizam jedinstvena u svakom vari-
jetetu, algebra 〈K,BK,ξ(Y ), 〈·〉·〉 ne može da zavisi od izbora sirjektivnog ho-
momorfizma ξ. Drugim rečima, važi

〈K,BK,ξ(Y ), 〈·〉·〉 ∼= 〈K,BK,ξ′(Y ), 〈·〉·〉,

pa se indeks ξ može ispustiti.

(2) Radi kraće i jednostavnije notacije, uvedimo oznake D = FDA(K)(Y ) i
C = 〈K,BK(Y ), 〈·〉·〉. Po tački (1), važi C = Ts(D).

Pretpostavimo prvo da imamo C |= p = q, gde je

p = p(x1, . . . , xm; y1, . . . , yn), q = q(x1, . . . , xm; y1, . . . , yn).

Tada za sve a1, . . . , am ∈ K i b1, . . . , bn ∈ BK(Y ) sledi

pC(a1, . . . , am; b1, . . . , bn) = qC(a1, . . . , am; b1, . . . , bn).

S druge strane, za svaki Booleov dinamički term t važi

tC(ϕK(x1), . . . , ϕK(xm); b1, . . . , bn) = (t̂ϕK )D(b1, . . . , bn),

pa dobijamo
(p̂ϕK )D(b1, . . . , bn) = (q̂ϕK )D(b1, . . . , bn)

za sve b1, . . . , bn ∈ BK(Y ) = FDA(K)(Y ), tj.

D |= p̂ϕK = q̂ϕK .

Obratno, pod̄imo od gornjeg tvrd̄enja. Tada imamo

(p̂ϕK )D(ϕB(y1), . . . , ϕB(yn)) = (q̂ϕK )D(ϕB(y1), . . . , ϕB(yn)),
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pa je, po već razmotrenim jednakostima,

pC(ϕK(x1), . . . , ϕK(xm);ϕB(y1), . . . , ϕB(yn)) =

= qC(ϕK(x1), . . . , ϕK(xm);ϕB(y1), . . . , ϕB(yn)).

Kako p i q nisu regularni termi, poslednja jednakost je ekvivalentna sa

ϕB(p(x1, . . . , xm; y1, . . . , yn)) = ϕB(q(x1, . . . , xm; y1, . . . , yn)).

Ali, ovo po definiciji homomorfizma ϕ : FDA(X,Y )→ C znači, u stvari, da je
C |= p = q.

(3) Neka je D = 〈K′,B′, 〈·〉·〉 ∈ DA(V). Primetimo najpre da je K′ ∈ V.
Koristeći (1), dobijamo dekompoziciju homomorfizma h : FDA(X,Y ) → D

u obliku h = ϕ ◦ ψ, gde je ϕ : FDA(X,Y ) → 〈K′,BK′(Y ), 〈·〉·〉. Nije teško
videti da će tačka (3) biti pokazana ako ϕ razložimo u obliku ϕ = µ ◦ ν, gde
je µ : FDA(X,Y ) → 〈FV(X),BFV (X)(Y ), 〈·〉·〉 sirjektivni homomorfizam koji
proširuje identička preslikavanja na odgovarajućim generatornim skupovima,
tj. ako dokažemo da je ker(µ) ⊆ ker(ϕ).

Najpre, ako je µK(r) = µK(s) za neke regularne izraze r, s, tada

⇒ FV(X) |= r = s
⇒ V |= r = s
⇒ K′ |= r = s
⇒ ϕK(r) = ϕK(s).

S druge strane, ako su p, q Booleovi termi takvi da je µB(p) = µB(q), sledi

⇒ DA(FV(X)) |= p̂µK = q̂µK (zbog (1) i (2))
⇒ DA(K′) |= p̂ϕK = q̂ϕK (L. 6.3.16, ker(µK) ⊆ ker(ϕK))
⇒ Os(〈K′,BK′(Y ), 〈·〉·〉) |= p̂ϕK = q̂ϕK

⇒ 〈K′,BK′(Y ), 〈·〉·〉 |= p = q (zbog (2))
⇒ ϕB(p) = ϕB(q),

čime je naš cilj postignut.

(4) Prema (1) i (3), za specijalni slučaj V = KA (imajući u vidu da je
DA(KA) = S) važi

〈Reg(X),BReg(X)(Y ), 〈·〉·〉 = FS(KA)(X,Y ).

Koristeći tačku (1) i Teoremu 6.3.14, dobijamo da je algebra FDA(Reg(X))(Y )
separabilna za proizvoljan skup Y .
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Gornji niz tvrd̄enja nam sada omogućava da dokažemo separabilnost slo-
bodnih algebri za čitavu klasu varijeteta Jónssonovih dinamičkih algebri. Ali,
pre glavnog rezultata koji opisuje tu klasu, potreban nam je još jedan pomoćni
rezultat.

Lema 6.3.19. Neka je X proizvoljan skup, V podvarijetet od KA i neka
je α : TX → FV(X) homomorfizam koji proširuje identičko preslikavanje na
X. Tada FDA(V)(X,Y ) |= p = q (gde su p, q Booleovi termi) ako i samo ako
postoje termi p1, q1 takvi da je p̂α1 = p̂α, q̂α1 = q̂α i S |= p1 = q1.

Dokaz. Za (dinamički) term t, označimo sa t̄ vrednost terma t u slobodnoj
dinamičkoj algebri FDA(X,Y ) u odnosu na standardnu interpretaciju (u kojoj
se promenljivama dodeljuju odgovarajući slobodni generatori). Sada nije teško
videti da je za proizvoljan podvarijetet V ≤ KA, relacija ρ(V) definisana na
oba nosača algebre FDA(X,Y ) sa

〈p̄, q̄〉 ∈ ρ(V) ⇔ Eq(V) ⊢ p = q ⇔ DA(V) |= p = q,

ρ(V) = 〈ρK(V), ρB(V)〉, kongruencija. Pri tome se lako vidi da je za Booleove
terme p, q iskaz 〈p̄, q̄〉 ∈ ρB(V) ekvivalentan sa

p̂α = q̂α.

Osim toga, očito imamo ρ(KA) ⊆ ρ(V), što povlači

ρ(V) = ρ(KA) ◦ ρ(V) = ρ(V) ◦ ρ(KA) ◦ ρ(V).

Sada gornja jednakost, zajedno sa prethodnim primedbama i činjenicom da je

FDA(V)(X,Y ) ∼=
FDA(X,Y )

ρ(V)
,

dokazuje tvrd̄enje leme.

Najzad, dajemo glavni rezultat iz [41] o separabilnosti slobodnih K-dina-
mičkih algebri.

Teorema 6.3.20. (Crvenković, Dolinka, [41]) Neka je K klasa svih Klee-
nejevih algebri K takvih da su slobodne algebre varijeteta DA(K) separabilne
(ili, ekvivalentno, klasa svih regularnih komponenti separabilnih dinamičkih al-
gebri). Tada je K kvazivarijetet koji sadrži sve standardne Kleenejeve algebre,
kao i klasu F svih slobodnih algebri svih podvarijeteta od KA. Specijalno, za
sve Kleenejeve algebre K ∈ ISPPU (SKA∪F) (gde je SKA klasa svih standard-
nih Kleenejevih algebri), varijetet DA(K) ima separabilne slobodne algebre.
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Dokaz. Na početku, primetimo da za K = Reg(X) tvrd̄enje sledi iz
Propozicije 6.3.18, (4).

Neka je sada V ≤ KA i K = FV(X) za neki skup X. Jasno, algebra
FDA(K)(Y ) je separabilna ako i samo ako je to (dvosortna) dinamička al-
gebra Ts(FDA(K)(Y )). Prema Propoziciji 6.3.18, (3), ova dinamička algeb-
ra je izomorfna sa FDA(V)(X,Y ). Primenimo sada Lemu 6.3.19 na terme
p = 〈r1〉y i q = 〈r2〉y, gde je y ∈ Y , dok su r1, r2 regularni izrazi. Ako,
dakle, FDA(V)(X,Y ) |= p = q, tada postoje regularni izrazi s1, s2 takvi da je
α(r1) = α(s1) i α(r2) = α(s2) za prirodni homomorfizam α : TX → K, i

S |= 〈s1〉y = 〈s2〉y.

Kako su slobodne algebre varijeteta S separabilne, sledi da s1 i s2 predstavljaju
iste regularne jezike, tj. KA |= s1 = s2. Ali, tada V |= s1 = s2, odakle
V |= r1 = r2 (jer α(ri) = α(si) za i = 1, 2 daje V |= ri = si). Drugim rečima,
dobili smo da regularni izrazi r1, r2 (u odnosu na standardnu interpretaciju)
predstavljaju iste elemente u K, što znači da za sve a, b ∈ K,

DA(K) |= fa(y) = fb(y)

povlači a = b.
Dalje, pretpostavimo da je K Kleenejeva algebra za koju varijetet DA(K)

ima separabilne slobodne algebre i K′ ≤ K. Tada je algebra FDA(K)(∅) sepa-
rabilna, pa to važi i za njen redukt tipa τ(K′), koji pripadaDA(K′). Med̄utim,
reč je o homomorfnoj slici algebre FDA(K′)(∅), pa zbog toga ova slobodna al-
gebra mora takod̄e biti separabilna, odakle su sve slobodne algebre u DA(K′)
separabilne.

Neka je sada 〈Ki〉i∈I familija Kleenejevih algebri sa osobinom da su slo-
bodne algebre FDA(Ki)(∅) separabilne. Tada uočimo algebru

D = 〈
∏

i∈I

Bi, fa〉a∈
∏

i∈I
Ki
∈ DA(

∏

i∈I

Ki),

pri čemu su unarni operatori definisani sa

fa(x) = 〈fai(xi)〉i∈I .

Sada je D očito separabilna dinamička algebra, odakle se analogno kao i u
prethodnom pasusu izvodi zaključak da su sve slobodne

∏
i∈I Ki-dinamičke

algebre separabilne.
Najzad, klasa SDA je očito aksiomatizabilna, pa je zatvorena za ultra-

proizvode. Tako, ako uzmemo, kao i malopre, familiju 〈Ki〉i∈I Kleenejevih
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algebri sa osobinom da su slobodne algebre FDA(Ki)(∅) separabilne, tada su
separabilne i dinamičke algebre Ts(FDA(Ki)(∅)), pa to važi i za svaki ul-
traproizvod ovih algebri. Ali, tada je regularna komponenta ove algebre
(označimo je sa K) ultraproizvod Kleenejevih algebri Ki, i ∈ I, odakle sledi
da je FDA(K)(∅) separabilna K-dinamička algebra. Drugim rečima, klasa K
je zatvorena i na ultraproizvode.

Činjenica da K ∼= K′ implicira

FDA(K)(Y ) ∼= FDA(K′)(Y )

za sve skupove Y , i primedba da za sve K ∈ SKA varijeteti DA(K) imaju
separabilne slobodne algebre, okončavaju dokaz teoreme.

Problem 9. Opisati kvazivarijetet Kleenejevih algebri K iz prethodne teo-
reme. Po mogućnosti, dati aksiomatizaciju za K preko kvazi-identiteta. Da li
je klasa K uopšte konačno aksiomatizabilna?

6.4. Neprekidnost dinamičkih algebri

U Glavi 2 smo definisali neprekidnost Kleenejevih algebri. U izvesnom smislu,
one odgovaraju intuiciji koja je motivisala uvod̄enje operacije ∗. Naime, oče-
kujemo da ∗ uvek bude ”refleksivno-tranzitivno zatvorenje”, tj. da je za
proizvoljan element a date Kleenejeve algebre, a∗ supremum (u odnosu na
odgovarajući polumrežni poredak) suma a0 + a1 + . . . + an, n ≥ 0 (gde je
a0 = 1 i a1 = a). Med̄utim, primer Conwayevog skoka C4 pokazuje da ovo
naše očekivanje nije ispunjeno, tj. da postoji Kleenejeva algebra koja nije
neprekidna. U ovoj algebri je za sve n ≥ 1, Fn = F (F , podsetimo se,
označava klasu ekvivalencije koju čine konačni jezici), pa je stoga F supre-
mum odgovarajućih suma, ali je, s druge strane, F ∗ =∞ 6= F .

Dinamičke algebre pružaju mogućnost da se problem neprekidnosti raz-
matra nešto preciznije, ali u osnovi, situacija nije nǐsta bolja nego u slučaju
Kleenejevih algebri. Naprotiv, pokazalo se da klasa neprekidnih dinamičkih
(Kleenejevih) algebri čak nije ni aksiomatizabilna formulama prvog reda, pa
stoga ove algebre, ma kako prirodne bile, čine, sa stanovǐsta matematičke
logike, prilično ”neuhvatljivu” klasu.

Dinamička algebra D = 〈K,B, 〈·〉·〉 je neprekidna ako iz 〈an〉p ≤ q za sve
n ≥ 0, sledi 〈a∗〉p ≤ q. Drugim rečima,

〈a∗〉p =
∨

n≥0

〈an〉p.
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Kozen u [83] definǐse dinamičke algebre tako da od njih zahteva neprekidnost.
Primetimo da, iako C4 nije neprekidna Kleenejeva algebra, dinamičke algebre
sa regularnim delom jednakim C4 (odnosno, C4-dinamičke algebre, gde se za
Jónssonove dinamičke algebre neprekidnost definǐse analogno) jesu neprekidne,
pošto upravo imamo neseparabilnost elemenata F i ∞: važi 〈F 〉p = 〈∞〉p =
〈F ∗〉p (po Propoziciji 6.3.12). Med̄utim, postoji (čak, separabilna) dinamička
algebra koja nije neprekidna.

Neka je B puna Booleova skupovna algebra ordinala ω+ = ω∪{ω} i neka je
K ≤ Rel(P(ω+)) algebra koja se sastoji od svih normalnih unarnih operatora
na B (konačno aditivnih funkcija f na B za koje je f(∅) = ∅), pri čemu funkcije
deluju na elemente B (tj. podskupove od ω+) na prirodan način (primetimo
da nije reč o KDA, jer K nije podalgebra od Rel(ω+)). Označimo sa φ sledeći
normalni operator B → B (ovde je A ⊆ ω+):

φ(A) =

{
{α+ 1 : α ∈ A} A je konačan,
{α+ 1 : α ∈ A} ∪ {ω} A je beskonačan,

pri čemu je ω + 1 = ω. Sada se lako dobija da je

∨

n≥0

〈φn〉{0} = ω,

ali
〈φ∗〉{0} = ω+,

pa dinamička algebra 〈K,B, 〈·〉·〉 nije neprekidna.
S druge strane, sve reprezentabilne dinamičke algebre su očito neprekidne

(Kozen je pokazao da je ovde reč o strogoj inkluziji). Odavde se odmah vidi da
neprekidne dinamičke algebre ne čine varijetet, jer bi u suprotnom sve algebre
iz HSP(RDA) = S bile neprekidne, a što smo u gornjem primeru videli da nije
slučaj. Štavǐse, neprekidne dinamičke algebre ne čine čak ni aksiomatizabilnu
klasu.

Teorema 6.4.1. (Kozen, [85]) Klase neprekidnih Kleenejevih, odnosno
neprekidnih dinamičkih algebri nisu zatvorene na ultraproizvode, pa stoga nisu
aksiomatizabilne formulama prvog reda. Takod̄e, isto važi i za klasu RDA.

Može se pokazati da je malopre prikazani primer dinamičke algebre koja
nije neprekidna zapravo jedan ultrastepen pune KDA na skupu ω.

Danas je poznata tačna karakterizacija aksiomatizabilnih klasa koje se sas-
toje od neprekidnih (reprezentabilnih) dinamičkih algebri, što čini pojačanje
gornjeg tvrd̄enja.



116 o identitetima algebri regularnih jezika

Teorema 6.4.2. (Andréka, Guessarian, Németi, [12]) Klasa K neprekid-
nih dinamičkih algebri (odnosno, K ⊆ RDA) je zatvorena na ultraproizvode
ako i samo ako je klasa redukata algebri iz K bez ∗ zatvorena na ultraproizvode
i operacija ∗ se nad K može izraziti preko ostalih operacija.

S druge strane, klasa neprekidnih dinamičkih algebri je, baš kao i RDA,
zatvorena na podalgebre i direktne proizvode. Ovakve klase se nazivaju uop-
šteni kvazivarijeteti i one imaju veliki značaj u teorijskom računarstvu (al-
gebarska specifikacija struktura podataka i sl.). Takve klase su odred̄ene
uopštenim kvazi-identitetima, gde su uopštene formule objekti koji se dobijaju
na isti način kao i obične formule, sa jedinom razlikom što je dopuštena pri-
mena beskonačno mnogo iskaznih veznika ∧,∨ (tj. logičkih veznika beskonačne
arnosti). Nije teško videti da je ustvari reč o logici drugog reda, gde je dozvo-
ljena ograničena kvantifikacija po nekom ordinalu.

6.5. Odlučivost jednakosnih teorija dinamičkih algebri

Verovatno najveća razlika u pogledu jednakosnih osobina dinamičkih i K-
dinamičkih algebri nastaje kada su u pitanju problemi odlučivosti. Naime,
Fischer i Ladner [61, 62] su 1977. pokazali da je jednakosna teorija klase
RDA odlučiva, pokazavši da za svaki identitet koji je izgrad̄en od n simbola
koji ne važi na RDA, ne važi već na nekoj KDA nad skupom U tako da je
|U | ograničeno eksponencijalnom funkcijom po n (što znači da odgovarajući
algoritam zahteva eksponencijalno vreme). Po ranije dokazanim tvrd̄enjima,
ovo povlači da varijeteti S, odnosno DA imaju odlučive jednakosne teorije.

S druge strane, Crvenković i Madarász [51] su 1994. pokazali da postoji
Kleenejeva algebra K sa osobinom da varijetet DA(K) ima neodlučivu jed-
nakosnu teoriju. To je, ako se detaljnije proanalizira, i prirodno, jer dok jed-
nakosna teorija dinamičkih algebri na regularnoj koordinati ”krije” odlučivu
jednakosnu teoriju Kleenejevih algebri, odnosno regularne identitete, dotle
je, putem unarnih operatora, u jednakosnu teoriju varijeteta DA(K) ”utis-
nut” problem reči za konkretnu algebru K. Postojanje Kleenejeve algebre sa
nerešivim problemom reči (Posledica 1.6.2) onda direktno daje malopre opisani
rezultat.

Iz ovih razloga, prirodno se postavlja pitanje karakterizacije onih Kleene-
jevih algebri K za koje DA(K) ima odlučivu jednakosnu teoriju. U [41] je
opisana jedna klasa Kleenejevih algebri sa tom osobinom, i ovde ćemo prikazati
odgovarajuća tvrd̄enja. Ali, najpre ćemo u najgrubljim crtama skicirati kako
su Fischer i Ladner u [61] dokazali odlučivost jednakosne teorije dinamičkih
algebri.
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Za skup Booleovih terma T na jeziku dinamičkih algebri ćemo reći da je
FL-zatvoren ako on ima sledećih šest osobina (gde su a, b regularni, a p, q
Booleovi termi):

1. p ∨ q ∈ T ⇒ p, q ∈ T ,

2. ¬p ∈ T ⇒ p ∈ T ,

3. 〈x〉p ∈ T ⇒ p ∈ T , gde je x regularna promenljiva,

4. 〈a+ b〉p ∈ T ⇒ 〈a〉p, 〈b〉p, p ∈ T ,

5. 〈ab〉p ∈ T ⇒ 〈a〉〈b〉p, 〈b〉p, p ∈ T ,

6. 〈a∗〉p ∈ T ⇒ p, 〈a〉〈a∗〉p ∈ T .

Osim toga, za term p sa ||p|| označavamo dužinu od p, tj. ukupan broj simbola
koji se pojavljuju u p. Pokazuje se da gornja definicija odred̄uje jedan operator
zatvorenja na skupu svih Booleovih terma, pa postoji FL-zatvorenje datog
skupa terma T , najmanja FL-zatvorena familija koja sadrži T . Sada navodimo
prvu od dve ključne leme iz [61].

Lema 6.5.1. (Fischer, Ladner, [61]) Neka je T skup Booleovih terma na
jeziku dinamičkih algebri. Tada postoji FL-zatvoren skup T ′ ⊇ T takav da je

|T ′| ≤
∑

p∈T

||p||.

Specijalno, FL-zatvorenje konačnog skupa Booleovih terma je konačan skup.

Gornja lema je bila, u stvari, ”ključni sastojak” u dokazu Teoreme 6.3.2,
koji je omogućio Prattu da dokaže postojanje filtracija, iz čega onda, kao što
smo videli, sledi većina klasičnih rezultata o varijetetima dinamičkih algebri.

Neka je sada D = 〈K,B, 〈·〉·〉 KDA nad skupom U i v neka valuacija u D

(preslikavanje koje svakoj regularnoj promenljivoj dodeljuje binarnu relaciju
na U iz K, a svakoj Booleovoj promenljivoj podskup od U koji pripada B),
i neka je T skup Booleovih terma. Uvodimo relaciju ekvivalencije ≡v,T na
osnovnom skupu U na sledeći način (u1, u2 ∈ U):

u1 ≡v,T u2 ⇔ (∀p ∈ T )(u1 ∈ p
D(v)⇔ u2 ∈ p

D(v)).

Ova relacija nam omogućava da, polazeći od D, definǐsemo KDA Dv,T na
skupu U/≡v,T , čiji se Booleov deo sastoji od skupova oblika

U1

≡v,T
= {u/≡v,T : u ∈ U1},
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U1 ∈ B, odnosno, sa regularnim delom koji čine relacije

ρ

≡v,T
= {〈u1/≡v,T , u2/≡v,T 〉 : 〈u1, u2〉 ∈ ρ},

ρ ∈ K. Takod̄e, definǐsemo valuaciju v̄ tako da je za proizvoljnu promenljivu
x (bilo regularnog, bilo Booleovog tipa):

v̄(x) =
v(x)

≡v,T
.

Lema 6.5.2. (Fischer, Ladner, [61]) Neka je D KDA nad U , v valuacija
u D, a T skup Booleovih terma. Tada za sve u ∈ U i p ∈ T važi:

u ∈ pD(v) ako i samo ako u/≡v,T∈ p
Dv,T (v̄).

Booleov term p je zadovoljiv ako postoji KDA D i valuacija v u D tako da
pD(v) 6= ∅ (tj. ako u D ne važi identitet p = ⊥). Jasno, provera Booleovog
identiteta na D se svodi na proveru zadovoljivosti nekog terma na D, budući
da se lako vidi da je identitet

p = q

ekvivalentan sa
(¬p ∧ q) ∨ (p ∧ ¬q) = ⊥.

Tako p = q važi naRDA ako i samo ako term (¬p∧q)∨(p∧¬q) nije zadovoljiv.
Zbog toga, naredna teorema daje algoritam za odlučivanje Booleovih identiteta
u RDA.

Teorema 6.5.3. (Fischer, Ladner, [61]) Neka je p zadovoljiv term. Tada
postoji KDA D nad skupom U takvim da |U | ≤ 2||p|| u kojoj ne važi p = ⊥.

Dokaz. Neka je D proizvoljna KDA za koju postoji valuacija v u odnosu
na koju je pD(v) 6= ∅. Po Lemi 6.5.1, postoji konačan FL-zatvoren skup T
koji sadrži term p, takav da je |T | ≤ ||p||. Med̄utim, tada po Lemi 6.5.2 važi

pDv,T (v̄) 6= ∅,

pa KDA Dv,T takod̄e ne zadovoljava identitet p = ⊥. Time je dokaz teoreme
okončan, pošto za osnovni skup ove KDA važi

∣∣∣∣
U

≡v,T

∣∣∣∣ ≤ 2|T |

(jer ako za u ∈ U definǐsemo

Tu = {p ∈ T : u ∈ pD(v)},

tada očito imamo u1 ≡v,T u2 ako i samo ako Tu1
= Tu2

; stoga ≡v,T može imati
na U najvǐse onoliko klasa koliko T ima podskupova).
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Prema tome, da bismo proverili da li identitet p = q važi na klasi RDA
(odnosno, na varijetetu S = HSP(RDA)), dovoljno je konstruisati (do na
izomorfizam) sve KDA sa osnovnim skupovima kardinalnosti ne veće od 2||r||,
gde je r = (¬p ∧ q) ∨ (p ∧ ¬q) (kojih ima konačno mnogo), i videti da li
je r zadovoljiv na nekoj od njih, kada RDA 6|= p = q. Ako to nije slučaj,
tada, po prethodnoj teoremi, p = q važi na svim reprezentabilnim dinamičkim
algebrama (a time i na svim separabilnim dinamičkim algebrama). Kako se
jednakosne teorije varijeteta S i DA razlikuju (po Posledici 6.3.11) samo za
odlučivu jednakosnu teoriju Eq(KA) (pri čemu je regularna teorija varijeteta
DA trivijalna), odmah se dobija

Posledica 6.5.4. Varijeteti DA i S imaju odlučive jednakosne teorije.

Podsetimo se da smo u Lemi 1.3.1 za svaku polugrupu konstruisali Kleene-
jevu algebru M(S1) koja se sastoji od kompleksa monoida S1. Da je zaista reč
o Kleenejevoj algebri, pokazali smo tako što smo je potopili u Kleenejevu rela-
cionu algebru Rel(S1). Pri tome je uspostavljen izomorfizam izmed̄u M(S1)
i podalgebre od Rel(S1) tako što proizvoljnom podskupu od S1 odgovara
unija desnih translacija monoida S1 pridruženih elementima uočenog pod-
skupa. Sličnu konstrukciju ćemo imati i u ovom slučaju. Podsetimo se, leva
translacija monoida S1 je funkcija

λa = {〈s, as〉 : s ∈ S1},

a ∈ S1. Ali, sada možemo uočiti jednu manju podalgebru od Rel(S1): pod-
algebru generisanu levim translacijama. Tu podalgebru (u skladu sa notaci-
jom iz [51]) označavamo sa Ψ(S1). Sada definǐsemo reprezentabilnu Ψ(S1)-
dinamičku algebru D(S1) tako da je njena ”osnovna” Booleova algebra puna
skupovna algebra nad S1. Osnovu za prenos nerešivosti problema reči za
Kleenejeve algebre na neodlučivost jednakosnih teorija nekih varijeteta Jóns-
sonovih dinamičkih algebri predstavlja sledeće tvrd̄enje.

Lema 6.5.5. (Crvenković, Madarász, [51, Lema 3.7]) Neka je S monoid
prezentiran sa 〈G,R〉 i neka je a1, . . . , an, b1, . . . , bm ∈ G. Tada

SG |= a1 . . . an = b1 . . . bm

ako i samo ako

D(S) |= fλa1
(. . . (fλan

(x))) = fλb1
(. . . (fλbm

(x))).
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Dokaz. Najpre, primetimo da je (zbog prisustva jediničnog elementa)

SG |= a1 . . . an = b1 . . . bm

ekvivalentno sa

λa1 ◦ . . . ◦ λan = λa1...an = λb1...bm = λb1 ◦ . . . ◦ λbm .

Pri tome je ΛG = {λg : g ∈ G} očito generatorni skup za monoid levih
translacija na S. Odavde, med̄utim, imamo da je ΛG generatorni skup ujedno
i za Kleenejevu algebru Ψ(S), i osim toga, u Ψ(S) takod̄e važi gornja jednakost.
Zbog toga u D(S) važe identiteti

fλa1
(. . . (fλan

(x))) = fλa1
◦...◦λan

(x) = fλb1
◦...◦λbm

(x) = fλb1
(. . . (fλbm

(x))).

Obratno, ako SG 6|= a1 . . . an = b1 . . . bm, tada je

λa1...an 6= λb1...bm ,

pa imamo

fλa1
(. . . (fλan

({1}))) = fλa1
◦...◦λan

({1}) = {a1 . . . an},

fλb1
(. . . (fλbm

({1}))) = fλb1
◦...◦λbm

({1}) = {b1 . . . bm},

čime je lema dokazana.

Ako sada za S uzmemo bilo koji monoid sa nerešivim problemom reči,
imaćemo da ni Ψ(S) nema rešiv problem reči, što upravo vodi traženom vari-
jetetu Jónssonovih dinamičkih algebri sa neodlučivom jednakosnom teorijom.

Teorema 6.5.6. (Crvenković, Madarász, [51]) Neka je S monoid sa ne-
rešivim problemom reči. Tada varijetet DA(Ψ(S)) ima neodlučivu jednakosnu
teoriju.

Dokaz. Kako D(S) ∈ DA(Ψ(S)), to iz pretpostavke da DA(Ψ(S)) zado-
voljava identitet oblika

fλa1
(. . . (fλan

(x))) = fλb1
(. . . (fλbm

(x)))

sledi da D(S) zadovoljava gornji identitet, odakle po Lemi 6.5.5 dobijamo

SG |= a1 . . . an = b1 . . . bm.

Obratno, ako važi gornji uslov, tada je

λa1 ◦ . . . ◦ λan = λb1 ◦ . . . ◦ λbm ,

pa identitet
fλa1

(. . . (fλan
(x))) = fλb1

(. . . (fλbm
(x)))

sledi uzastopnom primenom aksiome (37), tj. važi na DA(Ψ(S)).
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Na taj način dobijamo beskonačno mnogo Kleenejevih algebri kojima odgo-
varaju varijeteti Jónssonovih dinamičkih algebri sa nerekurzivnim jednakosnim
teorijama. S druge strane, mogli smo, kao što se to obično zahteva u razmat-
ranju algoritamskih problema za module i polugrupne algebre (vidi [81]), da
isključimo Kleenejeve algebre indeksa kao izvor neodlučivosti za odgovarajuće
varijetete dinamičkih algebri, tj. da pretpostavimo da su kako nosači, tako i
operacije tih Kleenejevih algebri rekurzivni skupovi (odnosno, da te algebre
imaju rešiv problem reči). To otvara sledeći problem.

Problem 10. Neka je K Kleenejeva algebra sa rešivim problemom reči.
Da li je tada jednakosna teorija varijeteta DA(K) odlučiva? Specijalno, kakva
je situacija sa konačnim Kleenejevim algebrama K?

Imajući u vidu težinu sličnih problema za polugrupne algebre, module,
prstene i Lie algebre [81], verovatno je da je gornji problem takod̄e veoma
težak.

U preostalom delu ovog poglavlja, biće izloženi neki parcijalni rezultati u
vezi sa Problemom 10 do kojih se došlo u [41]. Glavni rezultat u tom pravcu
je sledeći: ako se Kleenejeva algebra K može prikazati kao konačan direktan
proizvod slobodnih algebri nekih podvarijeteta od KA generisanih standard-
nim Kleenejevim algebrama, tada DA(K) ima odlučivu jednakosnu teoriju.
Da ovaj poslednji zaključak važi u slučaju kada je K slobodna Kleenejeva
algebra, tj. neka algebra regularnih jezika, možemo zaključiti odmah, ”preno-
som” rezultata Fischera i Ladnera, uz korǐsćenje ključne Propozicije 6.3.18.

Teorema 6.5.7. Varijetet DA(Reg(X)) ima odlučivu jednakosnu teoriju.

Dokaz. Prema Propoziciji 6.3.18, (1), (2) i (4), očito imamo:

Eq(DA(Reg(X))) = {p̂L = q̂L : S |= p = q},

gde je L : T(X) → Reg(X) prirodni homomorfizam, zapravo preslikavanje
koje svakom regularnom izrazu dodeljuje jezik koji predstavlja. Stoga se al-
goritam za odlučivanje da li dati identitet t1 = t2 važi u DA(Reg(X)) sastoji
od sledećih koraka:

• najpre, pretpostavljamo da su svi regularni jezici koji se pojavljuju u
indeksima unarnih operatora u termima t1, t2 dati na neki uniforman i
konačan način: regularnim izrazom, odgovarajućim automatom koji ga
prihvata, ili slično,
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• na proizvoljan način rekonstruǐsimo terme p1, p2 za koje važi p̂L1 = t1
i p̂L2 = t2 (ovo se svodi na zamenu svakog podterma od ti (i = 1, 2)
oblika fL(s) sa 〈r〉s, pri čemu je r regularan izraz takav da je L(r) =
L; primetimo da se, po prethodnoj tački, takvi regularni izrazi nalaze
algoritamski, npr. analizom automata),

• koristeći algoritam Fischera i Ladnera, odlučujemo da li važi

S |= p1 = p2.

Ako opisani algoritam daje pozitivan odgovor, jasno je da

DA(Reg(X)) |= t1 = t2.

Obratno, pretpostavimo da t1 = t2 važi na DA(Reg(X)). Tada postoje

Booleovi dinamički termi q1, q2 tako da je q̂L1 = t1, q̂
L
2 = t2 i S |= q1 = q2. Ali,

tada po Lemi 6.3.19 (primenjenoj za V = KA) imamo

S = DA(KA) |= p1 = p2,

odakle dobijamo da t1 = t2 važi na DA(Reg(X)). Prema tome, ovaj varijetet
ima odlučivu jednakosnu teoriju.

U daljem, potrebna nam je jedna konstrukcija koja je implicitno korǐsćena
u dokazu Teoreme 6.3.20, ali sa dodatnim informacijama koje se mogu dobiti
iz te konstrukcije. Podsetimo, u direktnom stepenu Y I skupa Y , dijagonalnim
elementima zovemo konstantna preslikavanja I → Y .

Lema 6.5.8. Neka su Bi Booleovi redukti slobodnih algebri FDA(Ki)(Y ),
i ∈ I, i neka je

D = 〈
∏

i∈I

Bi, fa〉a∈
∏

i∈I
Ki
,

pri čemu su unarni operatori definisani po komponentama, kao u dokazu Teo-
reme 6.3.20. Tada je podalgebra od D generisana dijagonalnim elementima
direktnog stepena Y I izomorfna slobodnoj algebri FDA(

∏
i∈I

Ki)
(Y ).

Dokaz. Pǐsimo kraće K =
∏

i∈I Ki i označimo sa Ỹ skup dijagonalnih

elemenata u Y I . Jasno, imamo očitu bijekciju g : Y → Ỹ . Primetimo da se
svaki element z ∈ FDA(K)(Y ) može predstaviti u obliku

z = t̄(y1, . . . , yn),
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gde je t neki term tipa τ(K), t̄ indukovana term-funkcija i y1, . . . , yn ∈ Y .
Definǐsimo sada preslikavanje γ : FDA(K)(Y ) → 〈Ỹ 〉D (gde 〈·〉D označava

operator generisanja podalgebri u D) sa:

γ(z) = 〈t̄i(y1, . . . , yn)〉i∈I ,

gde je ti term tipa τ(Ki) koji se dobija od t zamenom svakog pojavljivanja
unarnog simbola fa sa fai . Kako je zapravo

γ(z) = tD(g(y1), . . . , g(yn)),

rutinski se proverava da je γ dobro definisana bijekcija i homomorfizam. Stoga
je γ izomorfizam.

Sada možemo preći na uopštenje Teoreme 6.5.7. Dokaz narednog tvrd̄enja
dobijamo imitacijom dokaza te teoreme, ali će nam biti neophodan jedan do-
datni korak.

Teorema 6.5.9. Neka Kleenejeva algebra K ima konačno direktno razla-
ganje

K ∼= FV1
(X1)× . . .× FVn(Xn),

gde su Vi, 1 ≤ i ≤ n, podvarijeteti od KA takvi da su Booleove jednakosne
teorije EqB(DA(Vi)) odlučive. Tada DA(K) ima odlučivu jednakosnu teoriju.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je K = FV(X), pri čemu je EqB(DA(V))
odlučiv skup identiteta Booleovog tipa. Po Propoziciji 6.3.18, (1), (2) i (3),
zaključujemo

Eq(DA(FV(X))) = {p̂α = q̂α : DA(V) |= p = q},

gde je α : T(X) → FV(X) (prirodni) homomorfizam koji proširuje identičko
preslikavanje na X. Uz pretpostavku da su elementi slobodne algebre FV(X)
dati preko regularnih izraza koji ih standardnom interpretacijom indukuju,
imamo sledeći algoritam za dati identitet t1 = t2:

• rekonstruǐsimo Booleove terme p1, p2 tako da važi p̂αi = ti, za i = 1, 2,

• ispitajmo da li DA(V) |= p1 = p2, što je odlučivo, po pretpostavci teo-
reme.

Ponovo, ako algoritam daje pozitivan odgovor, jasno je da mora biti

DA(K) |= t1 = t2.



124 o identitetima algebri regularnih jezika

Obratno, pretpostavimo da važi poslednji uslov. Tada postoje termi q1, q2 za
koje je qαi = ti, i = 1, 2, i DA(V) |= q1 = q2. Ali, tada po Lemi 6.3.19 postoje
termi ui, i = 1, 2, tako da imamo uαi = qαi = ti = pαi , kao i

S = DA(KA) |= u1 = u2.

Po istoj lemi, korǐsćenoj u suprotnom smeru, zaključujemo da

DA(V) |= p1 = p2.

Najzad, neka je

K ∼= FV1
(X1)× . . .× FVn(Xn),

gde varijeteti DA(V1), . . . ,DA(Vn) svi imaju odlučive Booleove delove jed-
nakosnih teorija. Za term t tipa τ(K) označimo sa ti term koji se dobija
zamenom svakog pojavljivanja simbola fa sa fai (a = 〈a1, . . . , an〉). Po Lemi
6.5.8, sledi:

DA(K) |= p = q ⇔ (∀i ≤ n) DA(FVi
(Xi)) |= pi = qi.

Med̄utim, uslov na desnoj strani gornje ekvivalencije je, po prethodnim raz-
matranjima, odlučiv.

Videli smo da je glavni uslov u prethodnoj teoremi bio odlučivost Booleovih
jednakosnih teorija varijeteta dinamičkih algebri DA(Vi). Naredna teorema
nam daje primere upravo takvih varijeteta.

Teorema 6.5.10. Ako je varijetet V ≤ KA generisan standardnim Klee-
nejevim algebrama, tada je skup identiteta EqB(DA(V)) odlučiv.

Dokaz. Ako je V generisan standardnim Kleenejevim algebrama, tada je
varijetet DA(V) generisan reprezentabilnim dinamičkim algebrama, tj. tačno
onim KDA D = 〈K,B, 〈·〉·〉 za koje je K ∈ V. Označimo ovu potklasu odRDA
sa RDAV . Sada se lako vidi da se tvrd̄enja Fischera i Ladnera mogu prepraviti
tako da dobijemo sledeći zaključak: ako neka KDA D ∈ RDAV zadovoljava
term p, tada postoji KDA u RDAV koja ga zadovoljava nad skupom sa ne vǐse
od 2||p|| elemenata. Naravno, takvih KDA može biti samo konačno mnogo, pa
se, slično kao i ranije, provera nekog identiteta na DA(V) svodi na proveru
zadovoljivosti nekog terma u konačnoj klasi konačnih KDA. To je algoritamski
rešiv problem, pa tvrd̄enje sledi.
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Posledica 6.5.11. Neka je K Kleenejeva algebra sa konačnim direktnim
razlaganjem

K ∼= FV1
(X1)× . . .× FVn(Xn),

gde su Vi, 1 ≤ i ≤ n, podvarijeteti od KA generisani standardnim Kleenejevim
algebrama. Tada DA(K) ima odlučivu jednakosnu teoriju.

Ako je varijetet V generisan klasom C standardnih Kleenejevih algebri,
tada je za sve skupove X, FV(X) ∈ ISP(C). Med̄utim, primetimo da se (po
Propoziciji 2.1.4) klasa ISP(C) sastoji iz standardnih Kleenejevih algebri, pa su
sve slobodne algebre varijeteta V standardne. Na taj način, mi smo prethod-
nom posledicom konstruisali klasu standardnih Kleenejevih algebri K kojima
odgovaraju varijeteti DA(K) sa odlučivom jednakosnom teorijom.

Zanimljivo je da rezultati o separabilnosti i odlučivosti dinamičkih algebri
imaju kombinovan efekat, dajući rezultat o odlučivosti za Kleenejeve alge-
bre. Poslednja tvrd̄enja u ovoj disertaciji zapravo ”kompletiraju” odlučivost
jednakosnih teorija varijeteta DA(V) opisanih u Teoremi 6.5.10.

Posledica 6.5.12. Svaki podvarijetet V ≤ KA generisan standardnim
Kleenejevim algebrama ima odlučivu jednakosnu teoriju.

Dokaz. Neka je K = FV(X). Tada je algebra FDA(K)(Y ) separabilna (po
Teoremi 6.3.20), pa koristeći Propoziciju 6.3.18, (3), zaključujemo:

DA(V) |= 〈r〉x = 〈s〉x ⇔ V |= r = s.

Traženi rezultat se sada dobija neposredno iz Teoreme 6.5.10.

Dakle, po prethodnim primedbama, važi

Posledica 6.5.13. Svaki podvarijetet od DA generisan reprezentabilnim
dinamičkim algebrama ima odlučivu jednakosnu teoriju.

Na kraju, primetimo da u odnosu na konstrukcije na Kleenejevim algeb-
rama indeksa Jónssonovih dinamičkih algebri koje čuvaju separabilnost, pri
razmatranju odlučivosti njihovih jednakosnih teorija postoji problem sa pod-
algebrama. Naime, nije jasno da li za K′ ≤ K, identiteti iz Θ(K′) aksio-
matizuju sve identitete tipa τ(K′) koji važe na DA(K) (tj. slede iz Θ(K)).
Postoji opasnost da identiteti iz Θ(K) \Θ(K′) proizvedu nove identitete tipa
τ(K′) koji se ne mogu dobiti iz Θ(K′). Naravno, ove teškoće bi se razrešile
ako bi se pokazalo da za sve identitete p = q tipa τ(K′) važi

DA(K) |= p = q ⇔ DA(K′) |= p = q.
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To bi proširilo klasu (standardnih) Kleenejevih algebri koje daju varijetete
Jónssonovih dinamičkih algebri sa odlučivom jednakosnom teorijom. Upravo
opisani problem ima svoju alternativnu formulaciju.

Problem 11. Ako je K′ ≤ K, da li je tačno da je homomorfizam iz
FDA(K′)(Y ) u τ(K′)-redukt algebre FDA(K)(Y ) koji proširuje identičko pres-
likavanje na Y injektivan?
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[58] Ésik, Z., Bernátsky, L., Equational properties of Kleene algebras of
relations with conversion. Theoret. Comput. Sci. 137 (1995), 237–251.
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profesor matematike, upisao je 1992. godine. Vojni rok je odslužio u toku
školske 1993/94. godine. Dobitnik je univerzitetske nagrade ”Mileva Marić-
Einstein” za 1996. godinu, za seriju seminarskih radova iz opšte algebre. Fakul-
tet je završio 11. juna 1997. sa prosečnom ocenom 10. Iste godine, proglašen
je za studenta godine Prirodno-matematičkog fakulteta i celog Univerziteta.

Od 6. oktobra 1997. radi kao asistent-pripravnik na Institutu za mate-
matiku Prirodno-matematičkog fakulteta u Novom Sadu. U zimskom semestru
školske 1997/98. godine, upisao je poslediplomske studije na odseku za mate-
matiku, smer algebra. Ispite na poslediplomskim studijama je položio sa pro-
sečnom ocenom 10, a magistarski rad pod naslovom ”Slobodni spektri i pn-
nizovi polugrupa” odbranio je 29. juna 1999. godine.

Autor je ili koautor 24 naučna rada kako u inostranim, tako i u domaćim
časopisima (od kojih 4 još za vreme redovnih studija), zatim 2 stručna članka i
jednog univerzitetskog udžbenika. Imao je do sada 5 predavanja po pozivu (od
kojih 3 u inostranstvu), kao i 5 saopštenja na med̄unarodnim konferencijama.
Njegov istraživački rad obuhvata algebarske osnove teorijskog računarstva,
teoriju polugrupa, univerzalnu algebru i algoritamske probleme u algebri.

Od 1996. godine je saradnik, a od 1997. godine stručni saradnik Odeljenja
za matematiku Istraživačke stanice Petnica.
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