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I like words much better than numbers;
and I always did.

(Volim reci, mnogo vise nego brojeve;
i oduvek sam ih wvoleo.)

P. R. Halmos



U pocetku bjese rijec. ..

Jovan I, 1



AZBUKA = skup simbola (slova)
REC = niz slova

PRAZNA REC = prazan niz, \
>* = skup svih reé¢i nad X

JEZIK = skup rec¢i nad datom azbukom 2,
tj. C X°
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>, ={:=Read,Write,x,y,z,(,),;,...}

Read (x) ;
Read(y) ;
Z:=xX+y;
Write(z);



OPERACIJE SA JEZICIMA

e Unija

Ly+ Ly = L1 U Lo,
e Konkatenacija (dopisivanje)

Li- Ly = {wijws : wy € Ly, wy € Ly},
e Kleenejeva zvezda

L*={\}+L+L°+L3+.. +L"+...



Osnovni postupci struktuiranog programiranja (N. Wirth):

e selekcija

if p then A else B

e sekvenca (nizanje komandi)
Komandal ;KomandaZ2;. ..

e iteracija
while p do A
for i:=1 to n do A



UNIJA / SELEKCIJA




KONKATENACIJA / SEKVENCA




ZVEZDA / ITERACIJA

-
L
]




ALGEBRA JEZIKA

Lang(X) = (P(Z%), +,-, %, 0 {\}}



REGULARNI JEZICI

Jezik je regularan ako se moze dobiti od 0, {\} i jezika
oblika {a}, a € ¥, konaénom primenom operacija +, -, *.

Algebra regularnih jezika nad >:
Reg(X) = (Reg(X), +,-,",0,{A}).



REGULARNI JEZICI I AUTOMATI

Kleenejeva teorema. Jezik L je regularan
akko je L jezik nekog konacnog automata.

a

— () =——= (1

1)

QQ$ q3



REGULARNI IZRAZI

Regularni izrazi su izrazi (termi) sacinjeni od slova
a € X, simbola 0,1, 1 +, -, %, koji opisuju konstrukciju
regularnih jezika.

Primeri:
(a+b)* — {\ a,b,aa,ab,ba,bdb,aaa,aab, ...}
(ab+ba)*a — {a, aba, baa, abbaa, baaba, ababa, . . .}
(@ + ba*b)* — sve reci sa parno mnogo b-ova
(

a+ ab)*ab+ (ba*b)* — 7



REGULARNI IDENTITETI

Ako regularni izrazi r,s predstavljaju isti
jezik, tada par (r, s) jeste regularni iden-
titet, Sto piSemo kao

r = S.



NEKI REGULARNI IDENTITETI

(a+b)+c=a+(b+c) l-a=a-l=a
a+0=0+a=a (ab)c = a(be)
a+b=b+a a(b+c) =ab+ ac
0-a=a-0=0 (@ +b)c=ac+ bc
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CONWAYEVI IDENTITETI

(a+0b)" = (a"b)*a”
(ab)® = 1+ a(ba)*d
(@) = a*
Objasnjenje za drugi identitet:
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CONWAYEVI IDENTITETI

(a+0b)" = (a"b)*a”
(ab)® = 1+ a(ba)*d
(@) = a*
Objasnjenje za drugi identitet:
alba|ba|ba|ba|balba|b
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VEZA SA BINARNIM RELACIJAMA

Kleenejeve relacione algebre:

Rel(4) = (P(A x A),U, 0,7, 0, Ay).

Neka ove algebre generisu varijetet (jednakosnu klasu)
ICA. Algebre iz KA zovemo Kleenejeve algebre.

Kozen-Németijeva teorema. Algebre regularnih
jezika Reg(2) su slobodne algebre u klasi KA.



Posledica.

regularni identiteti

zakoni Kleenejevih algebri
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JEDNAKOSNA LOGIKA

Rec je o formalnom sistemu koji omogucava manipulaciju
identitetima (zakonima) u okviru matematicke logike.

Formule: p = ¢, gde su p,q neki termi (izrazi) po
promenljivim x,y, 2, . . .

Aksiome: x = x + sopstvene aksiome (Az).

Dokaz: niz identiteta (formula) koji su svi ili aksiome,
ili se dobijaju od prethodnih u nizu putem
pravila izvodenja.



Pravila izvodenja:

(Sim) :

(Tranz) :
(Zam) :

(Sagl) :

P=4
q=p
pP=4q, g=7T
p=r
q(x1, ..., x,) =1r(T1,. .., 2)
q(p1s---,Dn) :T(ph'")pn)’
P1=4q1,---,Pn = Qn
f(o1ipn) = flars -5 an)

gde je f proizvoljan n-aran operacijski simbol.



REDKOVA TEOREMA

Regularni identiteti nemaju konacan
sistem aksioma.

V. N. REDKO: O definisuc¢im relacijama za algebru
reqularnih dogadaja (ruski). Ukrajinski Matematicki
Zurnal 16 (1964), 120-126.



Ali, kako izgleda (beskonacan) sis-
tem aksioma za regularne identitete?



JOHN H. CONWAY:

Regular Algebra and
Finite Machines.

Chapman & Hall, London, 1971.
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CONWAYEVA PRETPOSTAVKA

Sistem aksioma za regularne identitete je slededi:
e aksiome poluprstena sa jedinicom,
e tri Conwayeva identiteta:
(a+b)" = (a'b)*a”,
(ab)” = 1+ a(ba)’d,

(a*)* — CL*,

e identitet P(G) za svaku konacnu grupu G.
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P(G)

Od konacne grupe GG se napravi automat, tzv. grupni
automat, cija su stanja i prelazi obelezeni elementima

grupe.

Pocetno stanje je jedinica grupe.

Ako je g1h = g0, to ¢emo crtati ovako:

I
g1 —= g2



PRIMER GRUPNOG AUTOMATA

Zs — ciklicna grupa reda 3:

xO

0
00
1
2

G \ON I\

1
1
2
0




P(G)

Sada je P(G) slededi identitet:

(ze + Tg + ...+ xgn—l)* =Fee+ Eeg+...+ Eeg, 4

gdeje G ={e,g1,...,9n 1} (e je jedinica grupe), dok je
E

6,9k

regularan izraz koji predstavlja jezik sacinjen od sledecih
recl w:
w
— & ——= (i



P(G)

Identitet P(G) usebi cuva kompletnu informaciju o struk-
turi konacne grupe GG, odnosno odgovarajuceg grupnog
automata.



P(G)

Identitet P(G) usebi cuva kompletnu informaciju o struk-
turi konacne grupe GG, odnosno odgovarajuceg grupnog
automata.

Po teoremi Krohn-Rhodesa, ovim su u stvari opisani
svi automati (a time i svi regularni jezici).
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Da je Conwayeva pretpostavka iz 1971. godine tacna,
pokazao je 20 godina kasnije Daniel Krob (danas di-
rektor Francuske Nacionalne Laboratorije za Informaticka
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KROB

Da je Conwayeva pretpostavka iz 1971. godine tacna,
pokazao je 20 godina kasnije Daniel Krob (danas di-
rektor Francuske Nacionalne Laboratorije za Informaticka
[strazivanja).

Svoj dokaz Krob je prikazao u radu objavljenom 1991. go-
dine u casopisu Theoretical Computer Science. Dokaz
je dug 137 strana (!!)



KROB

Krob je pokazao da je od grupnih identiteta dovoljno
uzeti P(G) samo za konacéne proste grupe G, sta vise,
dovoljno je uzeti alternativne grupe permutacija
A,, n>05.



ORIGINALNI REZULTATI

e regularni identiteti sa inverzijom
e regularni identiteti bez +
e komutativni regularni identiteti

e dinamicke algebre



REGULARNI IDENTITETI
SA INVERZIJOM
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INVERZIJA RECI I JEZIKA

W=aa...a, = W' =a,...a0a

Primeri: (igor)" = rogi, (dolinka)" = aknilod
(sinisa)¥ =asinis, (crvenkovié)" = éivokneuvre

(anavolimilovana)' = anavolimilovana

LY ={w':weL}

Lang" (%) = (P(X%),+, -, %, Y, 0, {\})
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INVERZIJA RELACIJA

0" ={(b,a): {a,b) € o}

RelV(A) = (P(A x A),U, 0,V 0, A,)



AKSIOME ZA INVERZIJU

Bloom, Esik, Stefanescu (1995): aksiome za inver-
ziju jezika = regularni identiteti +

(@a+b)=a"+b" (a)"=a

(ab)¥ = bYa” 0V¥=0

(@) = (a”)" =1



AKSIOME ZA INVERZIJU

Bloom, Esik, Stefanescu (1995): aksiome za inver-
ziju jezika = regularni identiteti +
(@a+b)=a"+b" (a)"=a
(ab)” =bYa" 0V =0
(CL*)V — (CLV)* 1\/ =1

Esik, Berndtsky (1995): aksiome za inverziju relacija

= aksiome za inverziju jezika +

a4+ aava = aa’a



PROBLEM

Da li identiteti algebri relacija
RelV(A) = (P(A x A),U,0,% V 0. A 4)

imaju konac¢nu aksiomatizaciju?

(B. JONSSON, 1988)



SRODAN PROBLEM

Da li regularni identiteti sa inver-
zijom 1maju konacan sistem aksio-
ma”’



INVOLUCIJA

Involucija algebre (A, F') = operacija
Vi A — Atako daje (a¥) =ai

(f(ala---aan))v:f(aXP'WGY)

za sve f € F,.



Teorema. Neka za varijetet algebri V, )%
oznacava klasu svih algebri sa involucijom
koje zadovoljavaju aksiome za V.

Tada ViV zadovoljavaju iste identitete bez
involucije ako i samo ako je skup identiteta
za V' zatvoren na ”obrtanje”.

Pri tome V' ima konacan skup aksioma ako
1 samo ako ga ima V.



a + aaVa = aava



aaVa = aava + a



Posledica. Regularni identiteti (kao
i identiteti relacija) sa inverzijom ne-
maju konacan sistem aksioma.



S. CRVENKOVIC, I. DOLINKA, Z. ESIK,

The variety of Kleene algebras is not
finitely based.

Theoretical Computer Science 230 (2000),
235-245.

Elsevier BV, Amsterdam.



Teorema. 13-elementna involutivna
polugrupa IS(B%) nema konac¢nu bazu

identiteta.

(Crvenkovi¢, Dolinka, Vincic, 1998/99)



S. CRVENKOVIC, I. DOLINKA, M. VINCIC,

Fquational bases for some 0-direct unions
of semigroups.

Studia Scientiarum Mathematicarum
Hungarica, u stampi

MTA & Akadémiai Kiadd, Budapest.



REGULARNI IDENTITETI BEZ -+



PROBLEM

Da li identiteti algebri relacija
UFRel(A4) = (P(A x A),0,7% A 4)

imaju konac¢nu aksiomatizaciju?

(D. A. BREDIKHIN, 1993)



EKVIVALENTAN PROBLEM

Da li regularni identiteti bez 4+ ima-
ju konac¢nu aksiomatizaciju?



Teorema. Za svaki konacan skup
regularnih identiteta E posto]ji regu-
larni identitet bez simbola + koji se
ne moze izvesti iz E.

Posledica. Regularni identiteti bez
+ nemaju konacan sistem aksioma.
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IDEJA DOKAZA

*

Uopsteni Conwayev model My (G, S) je Conwayev *-
poluprsten akko:

e T je monotono (H < K = Ty <Tk),
e T’ je stabilno na konjugaciju (T,-15, = Tx)

o T:{1} — 0.

)
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Pretpostavimo:

aksiome Conwayevih *-poluprstena
_|_
P(Gl)a P(G2>7 sy P(Gk)

dokazuju sve reg. identitete bez +.

Neka sve grupe G; imaju < n elemenata.

Odaberimo proste brojeve p, g tako da je

n! <p<yq.



POLUGRUPA ()3

S
O O 2
o oo
O O Q|0




Uz pogodno definisano T', model My (Z,,, §23):

e jeste Conwayev *-poluprsten,

e zadovoljava P(G) za svaku grupu G sa < n cleme-
nata,

e ali, ne zadovoljava regularni identitet

()" ()" = (29)"(2")".



Problem 1. Naci konkretan, netri-
vijalan sistem aksioma za regularne
identitete bez +.



Problem 2. Da li se sistemu ak-
sioma za regularne identitete bez +
moze dodati neki konacan skup re-
gularnih identiteta, pa da se dobije
aksiomatizacija svih regularnih iden-
titeta?



Problem 3. (J. L. Rhodes, 1999)
Dati geometrijsku karakterizaciju au-
tomata koji prihvataju jezike pred-
stavljene regularnim izrazima bez —+.



S. CRVENKOVIC, I. DOLINKA, Z. ESIK,

On equations for union-free reqular
languages.

Information & Computation, u stampi

Academic Press, London, New York.



KOMUTATIVNI
REGULARNI IDENTITETI



KOMUTATIVNA REC = niz slova u
kojem je dopuSteno njihovo permutovanje

¥ = skup svih komutativnih re¢i nad

KOMUTATIVNI JEZIK = skup komu-
tativnih re¢i nad X, tj. € X¢



KOMUTATIVNE RECI

abbaaabaab = a
3

64

matematika = a eikm2t2,

1gor = gort,

TYT2TY = :r;3y2z.
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ALGEBRA KOMUTATIVNIH JEZIKA

CLang(X) = (P(X9),+,-,*,0,{\})

Polazeéi od 0, {A\} i {a} (a € X), konaénom primenom
+, -, * dobijamo komutativne regularne jezike.

Parovi regularnih izraza koji indukuju iste komutativne
regularne jezike ¢ine komutativne regularne iden-
titete.
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AKSIOME ZA KOMUTATIVNE R.I.

Aksiome za komutativne regularne identitete (Redko, 1964):
e aksiome poluprstena sa jedinicom,

e tri Conwayeva identiteta:

(z+y)" = (y)z", (zy)" = 1+z(yz)7y,

*

o = (1+x+...+ 2P ) (aP)* za sve proste p,

* %k

oy = yxr, z'y* = (zy)(z"+y")



REDKOVA TEOREMA #2

Komutativni regularni identiteti ne-
maju konacan sistem aksioma.

V. N. REDKO: O algebri komutativnih dogadagja (ruski).
Ukrajinski Matematicki Zurnal 16 (1964), 185-195.

D. L. PiLLIiNG: “The Algebra of Operators for Regular

Events”. Doktorska disertacija, Cambridge University,
1970.



PROBLEM

Kakva je veza izmedu komutativnih
regularnih identiteta i identiteta al-
gebre regularnih jezika Reg(1) nad
jednoelementnim altabetom?

A. SALOMAA: Theory of Automata
(1969)



Teorema.

Komutativni regularni identiteti

identiteti za regularne jezike nad
>, ={a}.



S. CRVENKOVIC, I. DOLINKA, Z. ESIK,

A note on equations for commutative
reqular languages.

Information Processing Letters 70 (2000),
265-267.

Elsevier BV, Amsterdam.



PROBLEM 8 1Z DISERTACIJE

Naci aksiomatizaciju za komutativne
regularne identitete bez +. Da li ona
moze biti kona¢na’?



RESENJE Pr.8 (FEBRUAR 2000.)

Aksiome komutativnih polugrupa sa 01 1, zajedno sa:

0 = 1, (zy")" = x*(zyy")",

(Ve = oy (@) = o

(zy"2")" = (zy (yz)")"(z2"(y2)")",
(zy*(wv™)")" = (za*y")" (zuz*y v v*)",

(@y")* = (@) @y ). (@ (WP,

za sve proste brojeve p.



RESENJE Pr.8 (FEBRUAR 2000.)

Teorema. Komutativni regularni
identiteti bez + nemaju konacan sis-
tem aksioma.



S. CRVENKOVIC, I. DOLINKA

On azxioms for commutative reqular
equations without addition.

PriloZeno u: Theoretical Computer Science
Elsevier BV, Amsterdam.



DINAMICKE ALGEBRE



Osnovni postupci struktuiranog programiranja:

e selekcija

if p then A else B

e sekvenca (nizanje komandi)
Komandal ;KomandaZ2;. ..

e iteracija
while p do A
for i:=1 to n do A



UNIJA / SELEKCIJA




UNIJA / SELEKCIJA

) S ——




ZVEZDA / ITERACIJA

-
L
]




ZVEZDA / ITERACIJA

=




DINAMICKE ALGEBRE
— REGULARNE + BOOLEOVE ALGEBRE

regularni deo = akcije (programi)

Booleov deo = iskazi (stanja racunara)

{a)p

= iskaz: "akcija @ moze "proizvesti” stanje (tacnost is-
kaza) p”.

q—a4 —p




PRIMERI

(x: =8z =5



AKSIOME DINAMICKIH ALGEBRI

(a)lL = 1



AKSIOME DINAMICKIH ALGEBRI

()L = 1
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AKSIOME DINAMICKIH ALGEBRI

()L = 1
(a)(pVq) = (a)pV (a)q
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AKSIOME DINAMICKIH ALGEBRI

()L = 1
(a)(pVq) = (a)pV (a)q
(a+b)p = {a)pV (b)p
{ab)p = (a)(b)p



AKSIOME DINAMICKIH ALGEBRI

()L = 1
(a)(pVq) = (a)pV (a)q
(a+b)p = {a)pV (b)p
(ab)p = (a)(b)p
Op = 1



AKSIOME DINAMICKIH ALGEBRI

(aylL = L
(a)(pVq) = (a)pV (a)q
(a+b)p = (a)pV (b)p
(ab)p = (a){b)p
O)p = L
(Dp = p



AKSIOME DINAMICKIH ALGEBRI

(aylL = L
(a)(pVq) = (a)pV (a)q
(a+b)p = (a)pV (b)p
(ab)p = (a){b)p
O)p = L
(Dp = p

Aksioma indukcije:

pV(aa")p < (a")p < pV(a")(—pA (a)p)



DINAMICKE TEST ALGEBRE

p? — akcija ispitivanja tacnosti iskaza p

(p?)g = pAgq

if p then A else B = p’A+ (—-p)’B

while p do A = (p?A)*(—-p)?



KLEENEJEVE TEST ALGEBRE

D. KozeN (1997): modifikacija pojma di-
namicke test-algebre.

Teorema. (Bohm, Jacopini) Svaki while
program se moze simulirati while progra-
mom sa najvise jednom "while...do” pet-
ljom, pod uslovom da se dopusti uvodenje
novih Booleovih promenljivih.



JEDNOSORTNE DINAMICKE ALGEBRE

o (1)t — forr(t)



JEDNOSORTNE DINAMICKE ALGEBRE

o (1)t — forr(t)

e Jonssonove dinamicke algebre: (B, fo)ack



JEDNOSORTNE DINAMICKE ALGEBRE

o (1)t — forr(t)

e Jonssonove dinamicke algebre: (B, fo)ack

fa(o) =0 fa(x \% y) — fa(x) \% fa(y>
Jorn(@) = fal@) V folz)  falz) = folfo(z))
folz) =L filz) =x

fa*(x) =zV fa*<_‘x /\ fa(x»



KRIPKEOVE STRUKTURE (KDA)

D = <K7 B, <>>

gde je K < Rel(A), zatim B < P(A) i

(X ={yeAd: (dzr € X) (x,y) € o}



SEPARABILNOST

a#b = (3p) (a)p # (b)p

Primer. U KDA vazi: ako jezasve X C A
(0)X = (0)X,

onda je o = 0.



SEPARABILNOST — KONTRAPRIMER,

Conwayev skok:



REGULARNI IDENTITETI — PONOVO

Teorema. r = s je regularni identitet ako i samo ako

(rz = (s)z

sledi iz aksioma dinamickih algebri.
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Teorema. r = s je regularni identitet ako i samo ako
(r)z = (s)x
sledi iz aksioma dinamickih algebri.

Posledica. Ako je D separabilna dinamicka algebra,
tada je njen regularni deo Kleenejeva algebra.



REGULARNI IDENTITETI — PONOVO

Teorema. r = s je regularni identitet ako i samo ako
(r)z = (s)x
sledi iz aksioma dinamickih algebri.

Posledica. Ako je D separabilna dinamicka algebra,
tada je njen regularni deo Kleenejeva algebra.

Pitanje. Koje Kleenejeve algebre " forsiraju” separabil-
nost dinamicih algebri koje ih sadrze?



Teorema. Klasa Kleenejevih kom-
ponenti separabilnih dinamickih al-
gebri je kvazivarijetet, 1 on sadrzi sve
Kleenejeve relacione algebre, kao i
sve slobodne algebre svih podvari-
jeteta od KA.




Problem 1. Opisati kvazivarijetet
iz prethodne teoreme. Da li je on
kona¢no aksiomatizabilan?



ObprucivosT DA

Teorema. (Fischer, Ladner, 1977)

Jednakosna teorija dinamickih algeb-

ri je odluciva, 1 to u deterministic-
n

kom vremenu ~ clogn,



ODLUCIVOST JONSSONOVIH DA

Teorema. (Crvenkovié, Madardsz, 1994)
Postoji beskona¢no mnogo Kleenejevih al-
gebri K za koje jednakosna teorija Jonsson-
ovih K-dinamickih algebri nije odluciva.



Problem 2. Za koje K je jednakos-
na teorija Jonssonovih K-dinamickih
algebri odluciva? Specijalno, kakva
je situacija za konacne K7



Teorema. Odgovor na prethodno pitanje
je pozitivan, ukoliko K ima direktno razla-

ganje oblika
K2 Fy (X)) x... x Fy (X,),

gde su varijeteti V; < KA generisani Kleene-
jevim relacionim algebrama (1 < i < n).



Posledica. Svaki varijetet dinamic-
kih algebri generisan (nekim) KDA
ima, odluc¢ivu jednakosnu teoriju.



Posledica. Svaki varijetet Kleene-
jevih algebri generisan Kleenejevim
relacionim algebrama ima odluc¢ivu
jednakosnu teoriju.



S. CRVENKOVIC, I. DOLINKA,

Separability and decidability results for
varieties of Jonsson dynamic algebras.

Algebra Universalis, u stamps.

Birkhauser Verlag, Basel, Boston, Berlin.
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