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Predgovor

Analiza 2 (M231) je kurs na drugoj godini studija primenjene matematike na Departmanu
za matematiku i informatiku, Prirodno-matematickog fakulteta, Univerziteta u Novom Sadu.
Obuhvata gradivo diferencijalnog i integralnog racuna realnih (skalarnih) i vektorskih funkcija
viSe realnih promenljivih.

Cinjenica je da postoji niz knjiga i adekvatne literature koje obuhvataju ovo gradivo i dostupne
su na srpskom jeziku. Predavajuéi ovaj kurs u poslednjih nekoliko godina (od 2010. godine)
uvidela sam da svaka knjiga zadovoljava dovoljno velik broj studentskih i nastavnickih prohteva.
Ova je nastala u cilju da zadovolji §to vise. Prvenstveni cilj ove knjige je da natera studente da
¢itaju i uce iz knjiga umesto sve popularnijeg ”ucenja iz beleski”, neretko tudih, a samim tim i
nepouzdanih i nepotpunih.

Za pracenje ovog kursa i dobro razumevanje ove knjige pozeljno je poznavati sledeée mate-
maticke pojmove i njihove osobine: vektorske i skalarne osnovne operacije, te diferencijalni i
integralni ra¢un realnih funkcija jedne promenljive (gradivo kursa Analiza 1).

Gradivo obuhvaé¢eno ovom knjigom se moze podeliti na tri dela. U prvom delu opisane su vek-
torske funkcije jedne realne promenljive, te pomoc¢u njih parametrizacija ravanskih i prostornih
krivih. Poznavanje vektorskih funkcija jedne realne promenljive doprinosi i lakS§em razumevanju
pojma vektorskih nizova, tj. nizova u R™, n > 2. Drugo poglavlje obuhvata diferencijalni racun
za funkcije vise promenljivih. Dati su osnovni pojmovi i osobine, od konvergencije, neprekidnosti
do diferencijabilnosti i primene diferencijabilnosti na dobijanje ekstrema skalarnih funkcija vise
promenljivih. Takode su obuhvaéeni pojmovi parcijalnih izvoda, gradijenta, diferencijala, izvoda
po pravcu, te lokalnih i uslovnih ekstrema. Poslednja tri poglavlja bave se integralnim racunom
funkcija vise promenljivih. U treéem poglavlju dati su dvostruki, trostruki i uopste, visestruki
inteagral, a zatim u ¢etvrtom krivolinijski, te u petom povrsinski integral skalarne i vektorske
funkcije vise promenljivih.

Kolege Srboljub Simié¢, Milan Panti¢ i Petar Mali, te studenti Hunor Tot-Bagi, Jelena Jo-

vanovi¢ i Dora Varga su mi puno pomogli u ispravljanju propusta u ovoj knjizi, te im i ovim



putem iskazujem veliku zahvalnost.
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Glava 1

Vektorske funkcije jedne realne

promenljive

U okviru kursa Analiza 2 izuéava¢emo funkcije ¢iji domen i kodomen mogu biti delovi ili celi
prostori R?, d > 1. Dakle, radiéemo na realnoj pravoj (d = 1), ravni (d = 2), prostoru (d = 3) i
visedimenzionalnim prostorima (d > 4). Zbog toga ¢emo se podsetiti nekih osnovnih pojmova u

prostoru R3.

1.1 3D koordinatni sistem - model ’8 soba”

Kada zelimo nesto da predstavimo u prostoru najéesée koristimo trodimenzionalni (3D) koor-
dinatni pravougli sistem, u kome ose obelezavamo promenljivim z, y i z. Ove tri ose, medusobno
ortogonalne, odreduju odgovarajuce ravni i dele prostor na osam oktanata. Ako nacrtamo samo
pozitivne delove ovih osa (5to obelezavamo sa £+, §+,ZT) dobijamo prvi oktant, koji vizuelno

mozemo zamisliti kao jednu sobu.

z

o desni zid
levi zid

(0,0,0)

<4

pod

i

X

Prvi oktant odreden poluosama T+, ij*,Z% zamisljamo kao jednu sobu
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Zamislimo da gledamo u koordinatni pocetak kao u jedan ugao na podu sobe. Tada je ravan
odredena y i z osom ((y, z)-ravan) desni zid, ravan odredena z i x osom ((z,x)-ravan) levi zid,
a ravan odredena x i y osom ((z,y)-ravan) predstavlja pod. Sobu ”"pored” mozemo dobiti ako
umesto pozitivnog dela y ose posmatramo negativni deo (7~ ), a druge dve sobe istog sprata ¢ine
=yt i 7T, odnosno ¥, i Zt. Ako sada posmatramo i negativni deo z ose, dobijamo jo§

Cetiri sobe ”ispod”.

Taéka i rastojanje

Svaka tacka P u 3D koordinatnom sistemu odredena je sa tri koordinate (tri realna broja)
Zo, Yo 1 20, Sto pisemo P(zg, Yo, 20). Obelezimo sa O koordinatni pocetak, tj. tacku O(0,0,0).
Vektor O? zovemo vektor polozaja tacke P. Kako svakoj tacki odgovara jedinstveni vektor
polozaja i obratno, imamo bijekciju izmedu tacaka i vektora polozaja. Koordinatnom pocetku,
tacki (0,0,0), ovom bijekcijom dodeljujemo nula vektor, jedini vektor duzine nula. Stoga tacku
P(x9,%0,20) trodimenzionalnog prostora R mozemo poistovetiti sa njenim vektorom polozaja
O?, i obratno. Tacku najbolje mozemo predstaviti u prostoru tako §to nacrtamo kvadar sa

temenima u (1'0,0,0), ($07y070)7 (071/0,0)7 (07070)7 (1’0,0720), (9507?/0»20)7 (07y0720) i (070720>‘

(%0,0,20) * - -
1

<4

(OE,0,0)

Intenzitet (duzina) vektora O? (duzina velike dijagonale kvadra) predstavlja rastojanje tacke P

od koordinatnog pocetka i racuna se po formuli

d=d(0,P) = /23 4+ y3 + 3.

Vektor pravca koordinatnog pocetka je nula vektor i to je jedini vektor ¢ija je duzina jednaka
nuli. Svaki nenula vektor ima pozitivnu duzinu (intenzitet), pa se moze normirati (normalizovati).
Normalizacija (normiranje) nenula vektora @ # 0 podrazumeva pronalazenje vektora @, duzine
jedan (jedini¢ne duzine), koji ima isti pravac kao vektor @. Ovaj pojam je vezan za pojam

norme koji ¢ete izucavati na naprednijim kursevima matematicke analize. Za sada ¢emo reéi da
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je norma vektora @ = (ay, ay,a;), ustvari, duzina istog vektora i oznac¢avacemo ravnopravno sa
lall = |a| = \/aZ + a2 + a2. Dakle, normiranjem nenula vektora @ dobijamo jediniéni vektor

(vektor duzine jedan),

ST

CL;L- ay az

= - I’ Y
2 2 2 2 2 2 2 2 2
]l \/aeraeraz \/a$+ay+az \/aeraeraz

Sl

Ako imamo dve razlicite tacke u prostoru, P(xo,yo,20) 1 Q(21,¥1,21), njihovo rastojanje

rac¢unamo po formuli

d(P,Q) = |PQ| = |0G — OP| = /(w1 — 20)? + (41 — 90)° + (21 — 20)°-

Jedini¢éna sfera i lopta

Sve tatke koje su na rastojanju jedan od koordinatnog pocetka obrazuju tzv. jediniénu
sferu. Dakle, sve tacke jedini¢ne sfere mogu se opisati jednac¢inom 2+ 42+ 22 = 1. Za jediniénu

sferu u R? koristimo oznaku S? i piemo,
§*={(w,y,2) €R?[2® +9° + 27 = 1}.

Jedini¢na sfera je rub jedini¢ne lopte. Tacke iz unutrasnjosti jedini¢ne lopte su, dakle, na rasto-
janju manjem od jedan od koordinatnog poéetka, pa se mogu opisati jedna¢inom z? 432 +22 < 1.
Skup tih tacaka zovemo otvorena jediniéna lopta, u oznaci B3. Ako otvorenoj jediniénoj lopti

dodamo i tacke sfere, dobijamo zatvorenu jediniénu loptu, u oznaci B3. Prema tome,
B} ={(z,y,2) eR®|2® + ¢y + 22 <1} i B3={(x,y,2) € R¥|2? + 4>+ 22 <1},

su redom otvorena i zatvorena jediniéna lopta u R3.

Uglovi pravca i kosinusi pravca

Svakoj tacki u R? osim koordinatnog pocetka, a time i svakom nenula vektoru, pridruzujemo
tri karakteristi¢na ugla koji se zovu uglovi pravca. To su uglovi koje vektor pravca date tacke
zaklapa sa pozitivnim delovima koordinatnih osa. Dakle, ako je @ = (ag,ay,a.) # 0, proizvoljan

nenula vektor, onda su njegovi uglovi pravca
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N

&\ P(X0.Y0,20)
000 >V
X
Kako za skalarni proizvod dva vektora vazi da je
-0 = (i, ) = ||dl] ||v] cos £(d, ),
za ugao « dobijemo da je
i@ i-d a,
COSx = = . = TS = TS
ldltnal — lall— lall

gde je 1 = (1,0,0) jedini¢éni vektor na z-osi. Ostali bazni jedini¢ni vektori (trodimenzionalnog)

prostora R3 su j = (0,1,0) i k = (0,0, 1).

Podsetimo se jos da se skalarni proizvod dva vektora pomocéu koordinata racuna po formuli
U-T = (Ug, Uy, Uz) - (Vg Uy, Vz) = UgUp + UyUy + UV,
Prema tome, kosinusi pravca su kosinusi uglova pravca, te mozemo pisati

gy az> a

(cos a, cos B, cosy) = (., = o | = o
’ ’ lall” flall” fall llall

Primetimo da na ovaj nac¢in takode dobijamo normiran nenula vektor.

1.2 Primeri vektorskih funkcija jedne realne promenljive

Tokom prethodnih kurseva matematicke analize izuc¢avali smo realne (skalarne) funkcije jedne

realne promenljive. To su funkcije koje jednom realnom broju dodeljuju drugi realni broj (skalar).
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Funkcije kojima ¢emo se baviti u ovom poglavlju jednom realnom broju dodeljuju vektor. Kas-
nije, u slede¢im poglavljima bavi¢emo se funkcijama koje vektor slikaju u broj ili vektor, odnosno
skalarnim i vektorskim funkcijama vise promenljivih.

Dakle, sada ¢emo izucavati funkcije oblika f :R — R? d > 2. Vidimo da funkcija f jednom
realnom broju dodeljuje vektor i zbog toga se zove vektorska funkcija. Naravno, domen funkcije
f moze biti i neki podskup skupa R. Neka je ¢ € R, realna nezavisno promenljiva. Tada je
F(t) = (f1(£), ..., fa(t)) € R vektor u koji se slika t. PiSemo jo§ i f = (fi1,..., f4) §to znadi da su

skalarne funkcije fi,...,fq komponente vektorske funkcije f

Primer 1 (Jedini¢na kruznica) Neka su f(¢) = cost, f : R — R i g(t) = sint, g : R = R,

dve skalarne funkcije koje su komponente vektorske funkcije 7= (f, g). To znaci da je

7(t) = (f(t),g(t)) = (cost,sint)
preslikavanje iz R — R2.

a) Uzmimo da je t € [0,27]. Skicirajmo skup K = {#(t) |t € [0,27]} C R%. Na horizontalnoj
osi ¢emo predstaviti vrednosti funkcije f, a na vertikalnoj g. Izracuna¢emo prvo nekoliko

vrednosti (vektora) funkcije 7(¢),

t 0] 3| 5|7
f@)y 1) 3 0]-1
gy [o[ 21| 0

A zatim ¢emo i nacrtati skup K,

Primetimo da smo dobili jedini¢nu kruznicu, odnosno kruznicu sa centrom u koordinatnom

pocetku polupre¢nika jedan.

b) Neka je sada t € [0, 4n]. Dobiéemo istu kruznicu samo dva puta, u smislu da ¢emo svaku

tacku kruznice dobiti za dve razlicite vrednosti parametra, na primer 7(7) = 7#(3w) =

(—1,0).
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Jediniéna kruznica se obelezava sa S*, kao ”jedini¢na sfera” u R2. Ako iskoristimo jedini¢ne

vektore u ravni, i = (1,0) i j = (0,1), vektorsku funkciju 7 mozemo zapisati i na sledeéi naéin,

F(t) = f(t)i+g(t) ] = costi+sint ],
ili krace 7= fi+g}j.

Najcesce ¢emo se baviti funkcijama kod kojih je d = 2 ili d = 3. U prethodnom primeru je
d =2, a usledetem je d = 3.
Primer 2 (Heliks) Neka je 7(t) = costi+ sintj + tk. Sada @ : R — R3 ai = (1,0,0),
7=1(0,1,0) ik = (0,0,1) su osnovni jediniéni vektori u R3.

Primetimo da su prve dve komponente iste kao

- \ ]
/ e ™~ |
u prethodnom primeru Sto znaci da ée pro- I::’ / "
T |
jekcija skupa H = {7(t)|t € R} na (z,y)- \ >{/ T — |‘
\ ~ \]
ravan biti jedini¢na kruznica iz prethodnog I“. { P
- _ LN . .
primera. Skup H predstavlja jednu krivu u #‘. /N ‘*»«,ﬁ\jl / ‘\'
| | / S~ R
prostoru koja se zove Heliks (ili Helikoida, “I‘ \\ [‘\
kruzna/cilindri¢na/spiralna zavojnica) i pred- \ \“*\.i_#/’%

— | /
stavljen je na slici desno. /

Iz prethodna dva primera vidimo da skup vrednosti vektorske funkcije moze biti kriva u ravni
(za d = 2) ili kriva u prostoru (za d = 3). Primetimo da sto su ”lepse” skalarne funkcije kom-
ponente, to su lepse i krive. Na primer, ako su komponentne funkcije neprekidne (neprekidnost
skalarnih (realnih) funkcija je radena tokom prethodnih kurseva iz matematicke analize), kriva
se crta iz jednog poteza, ako su komponentne funkcije diferencijabilne, kriva nema ”$piceva”, itd.

Preciznije ¢emo se ovim osobinama baviti kasnije.

Napomenimo da postoje vektorske funkcije ¢iji skup slika nije kriva, $to ilustruje sledeéi

primer.

2, teQ
Primer 3 Neka je f(t) =, t € Rig(t) = Skicirajmo skup slika vektorske

funkcije 7= (f, g).
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Primetimo da smo dobili dve "nepotpune prave”, odnosno da sve tacke 7(t) leze na dve prave,
ali ni jedna prava nije potpuno pokrivena ovim tackama. Takode primetimo da na donjoj pravoj

imamo vise tacaka, tacnije na gornjoj imamo prebrojivo, a na donjoj neprebrojivo mnogo tacaka.

Da rezimiramo, funkcije oblika

zovemo vektorske funkcije, a skalarne funkcije x,y i z zovemo njenim komponentama ili kompo-

nentnim funkcijama.

1.2.1 Limes i neprekidnost vektorske funkcije

Limes (grani¢nu vrednost) vektorske funkcije definisa¢emo po komponentama.

Definicija 4 Granicna vrednost vektorske funkcije ¥ = (v,y,z) : R — R® u tacki a € R postoji
ako postoje granicne vrednosti njenih komponenata u tacki a, i jednaka je

lim 7() = (lim 2(t), lim y(t), lim z(t)) .

t—a t—a t—a t—a

Tacnije, limes vektorske funkcije mozemo definisati i pomoc¢u rastojanja, odnosno postoji
preciznija definicija, za koju mozemo pokazati da joj je data definicija potreban i dovoljan uslov.
Tu definiciju ¢éemo raditi kasnije kad budemo analizirali vektorske funkcije viSe promenljivih.
Za sada smatramo da bi, s obzirom na znanje iz prethodnih kurseva matematicke analize, stu-
dentima vise odgovarala ovakva definicija, jer se problem pronalazenja limesa vektorske funkcije
svodi na pronalazenje nekoliko limesa koje su studenti veé¢ naucili tokom prethodnih kurseva iz
matematicke analize.

Kombinovanjem ove definicije i osnovnih operacija sa vektorima, dobijamo gotovo sve osnovne

osobine za grani¢nu vrednost kao u sluc¢aju realnih funkcija jedne realne promenljive.

t—0

- L sint-
Primer 5 Nadimo L = lim ((1 + %) +te i + Smk) Kako je im1 +¢> =1, limte ' =01
t t—0 t—0

- .
limSlTn:l,tojeL:(l,O,l):i+k.

t—0

Neprekidnost vektorske funkcije definiSemo na uobicajen nacin.

Definicija 6 Vektorska funkcija 7 je neprekidna u tacki a € R ako i samo ako je

lim 7(¢) = 7(a).

t—a
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Kao posledicu prethodne dve definicije vidimo da se i neprekidnost moze ispitivati po kom-
ponentama, odnosno da je vektorska funkcija 7 neprekidna u tacki a € R ako i samo ako su njene
komponente neprekidne u tacki a.

Vidimo da su funkcije iz prva dva primera neprekidne, dok u tre¢em primeru imamo prekidnu
vektorsku funkciju (jedna komponenta joj je neprekidna, a druga prekidna). Ipak, moze da se
desi da vektorska funkcija ne bude neprekidna, a da joj je skup slika kriva, sto ilustruju sledeéi

primeri.

Primer 7 e Funkcija 7 (t) = (t, 1) je neprekidna na R\{0}. U nuli nije definisana i ne moze
se neprekidno produziti jer je lim;_,o+ 71 (t) # lim;_,o- 71 (¢). Skup slika ove funkcije ¢ini

hiperbola, sa kracima u prvom i treéem kvadrantu.

1, t>0
e Funkcija 72(t) = (¢,signt), gde je signt = ¢, ¢t =0, ima, kao i njena druga kompo-
-1, t<0

nenta, jednu tacku prekida, koja skup slika deli na dve poluprave.

sint, te€ (—o0,0]
e Funkcija 73(t) = (¢, f(t)), gde je f(t) = {1 -2, te(0,1) ima dve tacke prekida koje

-2, te[l,o0)

skup slika dele na tri krive. Unija ovih krivih je opet kriva.

1
% .
-2
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e U Primeru 3 imamo beskonatno mnogo tacaka prekida, te je zbog toga neobic¢an skup slika.

Tacnije, sve tacke su prekidne.

1.2.2 Izvod vektorske funkcije

Izvod vektorske funkcije 7 = (ry,...,7q) : R — R? u tacki t € R definiS§emo kao sledeéu

grani¢nu vrednost,

dr . . F(t+h)—7t) . ri(t+h) —ri(t) ra(t + h) —rq(t)
cﬁ_r(t)_%%h_%li%( h h >
= <}1ng% M7 oy lim W) = (L (1), ..., 7, (1)).

Vidimo da 7’(t) postoji ako izvod u tacki ¢ imaju sve komponentne funkcije i da je izvod vektorske
funkcije u tacki t jedan vektor.

Mozemo da zaklju¢imo da je vektorska funkcija diferencijabilna u nekoj tacki ako i samo ako
su u toj tacki diferencijabilne sve njene komponente i pri tome je izvod vektorske funkcije vektor
¢ije su komponente izvodi komponentnih funkcija. Kao i kod skalarnih funkcija, na skupu svih
tacaka u kojima je funkcija 7 diferencijabilna definiSemo izvodnu fukciju 7 kojoj opet mozemo

ispitivati diferencijabilnost i do¢i do pojma drugog izvoda i izvoda viseg reda.

Primer 8 Neka je 7(t) = e i+Intj+ arctgtl;. Funkcija 7 definisana je na skupu (0, +00), jer
je njena druga komponenta Int definisana na istom skupu, a prva i tre¢a na celom R. Tada je

za proizvoljno ¢ € (0, +00),

.1 .
: i
It ie

dr d<”+1 t5+ ttE) 742
— = — n arc = -
at —ar \© T & T
Stoga je, na primer 7/(1) = (e, 1,1/2). Izvodna funkcija 7/ definisana je takode na (0, +00), pa
je drugi izvod

PF_d (e 1 g
dt2  dt t

Odnos izvoda i vektorskih operacija

Videli smo da je izvod vektorske funkcije u tacki vektor (kao i limes), pa se, poznavajuéi
operacije sa vektorima i ¢injenice da se izvod i limes vektorske funkcije mogu ra¢unati po kom-
ponentama, vrlo lako prenose osnovne osobine jednodimenzionalnog rac¢una na vektorske funkcije

jedne promenljive. Tacnije vaze sledeée osobine:

d .. . d . d_
i (a(t) +v(t) = @U(t) + %U(t)y
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d d

* (ct(t)) = c$ﬁ(t), gde je c € R skalar koji mnozi vektor;
d . PN/ d . ..

* 4 (ft)a(t)) = u(t)ﬁf(t) + f(t)%u(t), gde je f : R — R skalarna funkcija;
d

. = (a(t) - v(t)) = @' (t) - v(t)+a(t)- 7 (t), gde je ”-” oznaka za skalarni proizvod dva vektora;
d

° = (w(t) x 0(t)) = ' (t) x 0(t) + () x 7' (t), gde je " x 7 oznaka za vektorski proizvod dva
vektora.

Ove osobine se jednostavno pokazuju, te dokaz ostavljamo ¢itaocima za vezbanje. Osobinu izvoda

slozene funkcije ¢emo posebno formulisati i dokazati.

Lema 9 Neka je f : R — R skalarna funkcija diferencijabilng u tacki t, i neka je @ : R — R?

vektorska funkcija diferencijabilna u tacki f(t).

Tada je kompozicija @o f : R — R? diferencijabilna

u t i pri tome vaZi

Dokaz: Neka je @ = (uq,...,uq). Tada je

a0 = fim THEEID =IO (L (1470 0l 0))

Kako su u;, ¢ = 1,...,d i f skalarne funkcije, primenjujemo teoremu o izvodu kompozicije za

skalarne funkeije, [9]

Integral vektorske funkcije

Odredeni integral je takode definisan preko limesa, pa integral vektorske funkcije 7= (z,y, 2)

na intervalu [a, b] ra¢unamo na sledeéi nac¢in

/abf(t)dtz (/abx(t)dt, /aby(t)dt,/abz(t)dt)
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Primer 10 Izracunajmo
T . 1 . 1 . T I
/(eti—l-tj—i-k)dt:/ etdm’+/ tdtj+/ dtk:(e—l)i+§j+k.
0 0 0 0

Primetimo da je odredeni integral vektorske funkcije vektor ¢ije su komponente odredeni

integrali (skalarnih) komponentnih funkcija.

1.3 Parametarski oblik krive

U ovom poglavlju krivu ¢emo posmatrati kao skup tacaka u ravni, odnosno prostoru. Kasnije,
u cetvrtom poglavlju ¢emo precizno definisati krivu po kojoj se integrali.

Sa parametarski zadanom krivom u ravni susretali smo se i u okviru kurseva iz ra¢una realnih
funkcija jedne realne promenljive. Posmatrali smo parametar ¢ € [a,b], a < b, a,b € R, i dva
preslikavanja x : [a,b] = R iy : [a,b] — R, koja vrednostima t iz datog intervala pridruzuju

tacke ravni (x(t),y(t)) € R?, tj. posmatrali smo preslikavanja oblika

t s (x(t),y(t)).

Primer 11 Neka je 2(t) = t? — 2t i y(t) = t + 1. Do skice skupa tacaka {(z(t),y(t)) : t € [a,b]}

mozemo dod¢i na vise nac¢ina. Prvi nac¢in je trazenjem §to vise tacaka, Sto predstavljamo tablicom,

t|—2|-1/0| 1 2|34
z| 8 | 3 |0|-1]/0/3]|8
yl—1] 01| 2 [3[4]|5

Ponekad mozemo i eliminisati parametar, tj. kada iz druge jednakosti izrazimo ¢t = y — 1 i

uvrstimo u prvu dobijemo z = (y — 1)(y — 3), $to znamo da nacrtamo,

Sada ¢emo posmatrati vektorsku funkciju 7(t) = (z(t),y(t)) = (t> —2t,t+1), t € [0,3], i njen
izvod 7’/(t) = (2t — 2,1). Tako dobijamo jednu parametarski datu krivu sa pocetnom tackom
7(0) = (0,1) i krajnjom 7(3) = (3,4).

Posmatrajmo tacku 7(2) = (0, 3) i primetimo da je tangenta na krivu u toj tacki paralelna



18 Vektorske funkcije jedne realne promenljive

vektoru 7'(2) = (2,1). To nije sluc¢ajno.

Vektor 7/ (tg) je tangentni vektor u tacki 7(¢g), ako postoji i ako nije nula vektor (u tom slucaju

i nemamo fizicki vektor i taj slu¢aj éemo posebno razmatrati kasnije).

Primer 12 (Parametarski zapis prave) Neka su Py i P; proizvoljne razlicite tacke jedne

.. o 7 .
prave p. Oznac¢imo sa 7y = OPFy i

1

— s
OP; njihove vektore. Neka je vektor @ = PyP;. Vidimo

<

1

—
da je 7, = 79 + d. Neka je 7 = 7y + 2d = OP,. Tada je i tacka P; € p.

Dakle, ako je Py proizvoljna tacka prave p i @ proizvoljan nenula vektor paralelan pravoj p, tada
je

=7y +sd, seER,
parametarski data jednacina prave p sa parametrom s € R.

Ako Zzelimo da nademo tangentu na krivu 7(¢) u tacki 7(¢p), onda je 7y = 7(tg), a vektor

@ =7"(ty) # 0, pa je jednacina tangente na krivu #(t) u tacki 7(to), data sa

t(s) = 7(to) + s7'(t0), s€R.
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1.3.1 Tangente
Regularni slucaj
Dakle, ako je ¥’(tp) # 0, onda je jednacina tangente na krivu 7(¢) u tacki 7(¢g), data sa
t(s) = 7(to) + s7'(to), s€R.
U svakoj tacki ¢t gde postoji #/(t) # 0, posebno definiSemo jedini¢ni tangentni vektor,
- 7' (t)
T(t) 1= )
|7(8)]
gde je |7(t)| intenzitet vektora 7 (t), |7/ (t)| = |(z'(2),y' ()| = /(') + (¥ (¢))2 # 0.
(b + T (t)
YZUC) 8 IO,
(Etﬂ)
t
Primetimo da ako je y'(tg) = 0, a 2'(ty) # 0, tangenta je horizontalna, a obratno ako

je @'(to) = 0, a y'(to) # 0 tangenta je vertikalna. Jos éemo ove pojmove prodiskutovati na

primerima.

Slucaj ”0/0”

Podsetimo se da se koeficijent pravca tangente na grafik funkcije jedne promenljive dobija

pomocu formule

dy _dydt _ G _ (1)
de  dtde 4 /(t)

Odavde vidimo da ako u nekoj tacki ¢ imamo 7#’(t) = (2/(t),%'(t)) = 0, dobijamo neodredeni

izraz za nagib tangente j;’ = ”%”. U tom slucaju moze svasta da se desi, §to ¢emo ilustrovati

primerima.

Primer 13 Razmotri¢emo nekoliko primera krivih koje u nekoj tacki imaju 7 (to) = 0.
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o 7i(t) = (t3,13), 7 (t) = (2t,3t?). Izracunajmo prvo nekoliko vrednosti funkcije 7 (t)

t Yy
0 0
+1 +1
+/2 +2¢/2
+2 +8

pa skicirajmo krivu {7 (¢) : ¢ € [—2,2]}, vidi sliku levo na kraju ovog primera. Vidimo da

2
je 71(0) = (0,0). Kako je koeficijent pravca tangente }ir% o = 0, tangenta je horizontalna,
—

tj. prava y = 0.

o (t) = (t3,12), i (t) = (3t2,2¢).

Vidimo da je 74(0) = (0,0), a lim — = 4o00. Stoga je tangenta vertikalna, tj. y-osa.
t—0+ 3t2

Skup slika ove funkcije dobija se rotacijom za 90 stepeni prethodne slike.

—

o 73(t) = (t2,5t2), 74(t) = (2t,10t). Ovde imamo pravu y = 5z, pa je i koeficijent pravca

t te li 10 =5
angente lim - = 5.

e Skup slika preslikavanja 74 (t) = (1> — 3,2 + t3), kod koga je koeficijent pravca tangente u

tacki (0,0) jednak —1, pa je tangenta kosa, dat je na sledecoj slici desno.

Na prvoj slici je skiciran skup tacaka {71 (t) :

{ra(t)

t € [-1,1]}, a na drugoj
s te[—-1,1]}.

Primer 14 (cikloida) Neka je k = k((0,7);), kruznica sa centrom u (0,r) polupre¢nika r > 0.
Obojimo tacku P(0,0) € k. Kada se kruznica k kotrlja (bez klizanja) duz pozitivnog dela -
ose, tacka P ostavlja trag. Taj trag je kriva koju zovemo cikloida. Prvo ¢emo potraziti njenu

parametrizaciju. U poéetnom polozaju je centar kruznice C' u tacki (0,7), a tacka P u (0,0).
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kotrljamo

P

P c'
Na slici levo je kruznica u pocetnom poloZaju, a desno je prikazan poloZaj nakon sto smo

kruznicu malo zakotrljali.

Kada se kruznica malo zakotrlja, dobijamo da je ugao Z/PCC’ =: 6 > 0, gde je C’ projekcija
tacke C' na z-osu. Taj ugao zovemo ugao rotacije, i on ¢e nam posluziti kao parametar krive.

Obelezimo sa @ projekciju tacke P na duz CC’. Iz pravouglog trougla APQC imamo da je
C P

= ——. Obelezimo koordinate tacke C’(z,0) i tacke P(z,y). Vidimo da je
cosf  sinf

|CQ|=r—y,i|PQ|=z—z, pa treba jo$ da izrazimo z u funkciji od 6. U tome ¢e nam pomoéi

analiza karakteristicnih polozaja:
e Za 0 =0, videli smo da imamo da je P=C"1z =0.

e Za 0 = 7, cetvrtina kruznice je dodirnula z-osu, tacka P je dospela na pravu y = r, pa se

centar kruga sada projektuje u (%', 0).

e Mozemo analizirati i ostale karakteristi¢ne polozaje, na primer, za 0 =7, 6 = 37“ i6=2m.

U proizvoljnom polozaju imamo, dakle, da je C’'(r6,0), pa je x = r(6 —sinf), y = r(1 —

cosf), 6 > 0.

Dakle, vektorska funkcija ¢iji je skup slika cikloida je
(@) = (r(6 — sinf),r(1 — cosh)), 6 € [0,+00).

Jedan luk cikloide dobijamo za 6 € [0,27], a mozemo dozvoliti da € uzima i negativne vrednosti.

N NT N

Primetimo da je

7'(0) = (r(1 — cosf),rsinf), 6 € [0,+00).

Horizontalne tangente dobijamo kada je y' = 01 2’ # 0, odnosno za § = (2k + 1)w, k € Z. Na

primer, u tacki 7(7) imamo horizontalnu tangentu y = 2r.
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U slucaju kada je 7/(6) = 0, odnosno za 0 = 2k, k € Z, imamo da je

sin @
m ——— = JFo0,
0—2kn¥ 1 — cos @

odnosno da su prave x = 2k7 vertikalne tangente.

Zadatak 15 (Krive na sferi - prelaz na krive u prostoru) Pokazati da ako je za sve vred-
nosti parametra t, |7(t)| = k, gde je k € R data konstanta, onda je 7'(t) ortogonalno na 7(t), za
sve t. Protumaciti rezultat geometrijski.
Resenje zadatka: Identitet |F(t)| = k znaci da su sve tacke krive na rastojanju k od koordi-
natnog pocetka, §to znaci da se nalaze na kruznici (za d =2, ¥: R — R%), ili na sferi (za d = 3)
poluprecnika k.

Vektori su ortogonalni ako © samo ako im je skalarni proizvod jednak 0, tako da treba pokazati
da je

7'(t) - 7(t) =0, za svet € R.

Znamo da je k* = |7(t)|? = #(t) - 7(t). Kada ovu jednakost diferenciramo po t, dobijemo da je

27 (t) - 7(t), za svet € R.

o
Il
&‘
=
—
=
—~
~
S~—
pull
~
N
Nt
Il

Mozemo zakljuciti da kriva koja leZi na sferi ima u svakoj tacki tangentni vektor normalan

na vektor 7(t).

1.3.2 Krive u prostoru - duzina luka krive

Sada posmatramo preslikavanja oblika
t7(t) = (z(t),y(t),2(t), t€la,b].

Jedan primer slike takvog preslikavanja je Heliks (primer 2).
U okviru prethodnog kursa iz matematicke analize, pokazali smo da se u R? duzina luka krive

od tacke (z(a),y(a)) do tacke (z(B),y(8)) moze izratunati pomocu formule

B

B
1= / V@ O)? T (0)%dt = / (1))t

U R3 vazi identiéna formula.

Primer 16 Nadi duzinu luka Heliksa iz Primera 2, od tacke (1,0,0) do (1,0, 27).
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Kako je 7(t) = costi +sintj + tk, vidimo da je #(0) = (1,0,0) i #(27) = (1,0,27). Stoga je

duzinu jednog luka Heliksa

B 27 2
l:/ |7 (t)|dt = Vicos2t +sin?t + 1dt = V2dt = 2V/2r.
e} 0 0

1.3.3 Glatka kriva

Definicija 17 e Za krivu kaZemo da je glatka (regularna), ako ima glatku parametrizaciju

7(t), t € o, B].

o Parametrizacija 7(t), t € [a, B] je glatka ako je 7'(t), t € |, B], neprekidna (7 € C*([a, B]))
i razlicita od nule.

m(t)

'(1)]

o Jedinicni tangentni vektor u tacki 7(t) je T(t) =

. Definisan je u svakoj tacki glatke

3

krive i pokazuje smer krive.

e Kriva je po delovima glatka, ako je unija konacno mnogo glatkih krivih.

Krivina, normala i binormala

Krivina krive u tacki se definiSe kao

i predstavlja meru zakrivljenosti regularne krive. Ona meri koliko brzo kriva, odnosno tangentni
vektor, menja pravac.

Prava ima konstantnu krivinu 0, a kruznica polupre¢nika R ima krivinu 1/R u svakoj tacki.
Kao i kruznica, i heliks ima konstantnu krivinu 1/R.

Postoji mnogo vektora ortogonalnih na T(t). Posto je |T'(t)| = 1 u svakoj tacki regularne
krive, to na osnovu zadatka 15 znamo da su vektori 7 (t) i T'(t) medusobno ortogonalni. Vektor

jedini¢ne normale se stoga definiSe na sledeé¢i nacin,

Vektor binormale je ortogonalan na oba pomenuta vektora,

— —

B(t) =T(t) x N(t).
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Ravan koju formiraju B i N zove se normalna ravan (normalna je na tangentni vektor), a ravan

koju formiraju T i N zove se oskulatorna ravan (normalna je na vektor binormale).

Brzina i ubrzanje

Kriva t — 7(t), t > 0, mozZe predstavljati putanju kretanja materijalne tacke (Cestice). Tada

je

[ ]
=1
~
~
S~—
Il

7' (t) vektor brzine u tacki 7(t),

°
St
—~
~+
~
I

v'(t) = 7" (t) vektor ubrzanja u tacki 7(¢).

Imajuéi u vidu definicije vektora T'(t), N(t) i B(t), moze se reéi da oni éne prateéi (prirodni)
triedar materijalne tacke koja se kreée po krivoj 7(t). Naziv prirodni triedar je motivisan kine-
matikom zato Sto se brzina i ubrzanje na najjednostavniji na¢in opisuju u odnosu na njega.
Brzina ima komponentu samo u pravcu tangente, a ubrzanje ima komponente u pravcu tangete
i normale.

d

Kako parametar ¢ predstavlja vreme, izvodi po ¢ se Cesto obelezavaju tackom, odnosno - = 7.

U toj notaciji pisemo #(t) = #(t) i a@(t) = #(t), t > 0.
Zadatak 18 Projektil je ispaljen pod uglom o u odnosu na horizont, poéetnom brzinom v.

a) Naéi putanju projektila pod dejstvom sile Zemljine teZe, uz pretpostavku da je otpor sredine

(vazduha) zanemarljiv.

b) Naéi optimalni ugao « tako da projektil ode najdalje, tj. prede maksimalnu razdaljinu

(dostigne maksimalni domet).

Resenje zadatka: Neka je brzinom vy = (a,b) projektil izbacen iz koordinatnog pocetka (Sto
znaci da je #(0) = (0,0) i ¥(0) = ¥p), pod uglom a u odnosu na x-osu. Rastojanje koju prede

prikazano je, dakle, na x-osi. Tada je cosa = —, dok je sina =

[Tl o]
Gravitaciono ubrzanje deluje u negativnom (ka dole) smeru y-ose, pa je @ = —gf, gde je
g = 9.81% ubrzanje sile Zemljine teze. Osim toga @ = ', pa je U(t) = —gtj+Z = (c1, —gt+c3),

gde su c1 i co realne konstante koje éemo odrediti iz uslova da je
(a7 b) = ’170 = 17(0, 0) = (61,02).

Sada imamo da je
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odakle nalazimo
2

t
7(t) = (at, bt — g;)7 t>0.

Sada reSavamo deo pod b). Ako rastojanje koje projektil prede obelezimo sa d, to znaci da
ée projektil pasti (zavrsiti kretanje) u tacki (d,0). Ta tacka takode je i krajnja tacka putange,
pa je T(tgr) = (d,0), gde je ty,. vreme kada je projektil pao na Zemlju, tj. x-osu. Iz jednacine

2
(d,0) = 7(tr) = (atgr, bti, —gt’CTT) dobijamo dve vrednosti za ty,: tg,. = 0 Sto daje pocetnu tacku

2b _ 2|Up|sina

it = 7 g Sto nam omogucava da dobijemo rastojanje d u funkciji od ugla o,

d= aty, — 2|7 |? sin a cos o _ 2| 7| sin 2a — d(a).
g g

Sada mozemo naéi a € (0, %) za koje funkcija d(a) dostize maksimum. To je o = 7.

1.4 Jednacine nekih povrsi u prostoru

O 3D-koordinatnom sistemu, uglovima i kosinusima pravca pisali smo na pocetku ovog
poglavlja. Takode smo pominjali sferu, kao jednu povrs u prostoru. Sada ¢emo definisati neke

povrsi kao skup tacaka u prostoru, dok ¢emo kasnije precizno definisati povrs.

Ravan

Ravan definisemo kao skup tacaka P(z,y, z) u prostoru koje zadovoljavaju jednakost
ax +by+cz=d,

gde su a, b, ¢, d konstante takve da je bar jedna od konstanti a, b, ¢ razli¢ita od nule. Ova jednacina
se dobija na sledeéi nacin. Neka je Py(zo,yo,20) jedna fiksirana tacka u ravni, a P(x,y, z)
proizvoljna tacka ravni razli¢ita od Py, i neka su 7 i ¥ vektori polozaja tacaka Py i P, respektivno.
Tada je vektor 7 — 7 paralelan ravni. Neka je 7 = (a,b, c) normala na ravan u tacki Py. Jasno
je da je iL(7— 7o), Sto znadi da je

ii - (7 — ) = 0.

Odavde je

(aabac)'(m_any_yOaz_ZO) :Oa

odnosno

ax + by 4+ cz = axg + byg + czg = d.
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(0,0,0)

Cilindri

Cilindri¢ne povrsi (cilindri) se dobijaju kao skup svih pravih koje su paralelne datoj pravoj,
a prolaze kroz datu ravansku krivu. Ukoliko je ta data prava paralelna nekoj od osa, jedna
promenljiva se nece pojavljivati u jednacini cilindri¢ne povrsi.

Na primer, skup

{(z,y) eR? : 2% +9? =1}
je jedini¢na kruznica u (x,y)-ravni, dok je skup
{(z,y,2) eR® : 2? +4° =1}

cilindriéna povrs koju dobijamo kao skup svih pravih paralelnih z-osi koje prolaze kroz jedini¢nu

kruznicu u (z,y)-ravni. Moze se pokazati da Heliks iz Primera 2 lezi na ovoj cilindri¢noj povrsi.



Glava 2

Funkcije vise promenljivih -

diferencijalni racun

U ovom i narednim poglavljima baviéemo se funkcijama koje zavise od dve, tri ili vise
promenljivih. One su definisane na nekom podskupu skupa R?, d > 2 i takode mogu biti skalarne
f:R? = R (kodomen im je skup realnih brojeva) ili vektorske f : R? — R™, n > 2 (kodomen
im je skup vektora). Poceéemo od najjednostavnijeg sluc¢aja, naime od skalarnih funkcija dve
promenljive:

f:Q=R,  QCR? Q3 (z,9)~ f(z,y) €R.
—— N——

vektor broj
Funkcije dve promenljive; linije nivoa

Grafik ovakvog preslikavanja se moze predstaviti u 3D-koordinatnom sistemu,

vy = {(@y, /(@v)| (2.v) € 2.

Pisemo i z = f(x,y), (z,y) € Q, §to je Cesto jednacina neke povrsi. Za skiciranje grafika ovakve
funkcije koristimo tzv. tragove. Tragovi su krive koje nastaju u preseku povrsi (grafika funkcije)
koje zZelimo da skiciramo i ravni paralelnih (z,y)-ravni. Projekcija traga na koordinatnu ravan

zove se linija nivoa.

Primer 19 Skicirajmo grafik funkcije f(x,y) = 422+ y2. Ona je definisana na celom skupu R?,
a kako je f(x,y) >0, (z,y) € R2, to je kodomen funkcije f poluprava [0, +00).

U preseku povrsi z = 422 442 i ravni paralelnih (x,y)-ravni dobijamo sledeée tragove. Presek

2 2
x
sa ravni z = 0 je samo tacka (0,0). Presek sa ravni z =1 je elipsa W + '71,—2 =1, a presek sa
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2
ravni z = 4 je elipsa 22 + Z—Q =1.

5 -2

Na slici levo je grafik date funkcije sa oznac¢enim tragovima, a desno su predstavljene linije nivoa,
tj. projekcije istih tragova. Grafik predstavlja jednu povrs koja se zove elipti¢ni paraboloid, jer su

mu linije nivoa u (z, y)-ravni elipse, dok su linije nivoa u ostalim koordinatnim ravnima parabole.

Funkcije tri promenljive; povrsi nivoa

Ukoliko je f : R? = R, grafik joj je u R* i to je tesko predstaviti. Ono §to se moze predstaviti

su povrsi nivoa, tj. povrsi koje dobijamo kao skup originala koji se slikaju u isti broj.

Primer 20 Ako posmatramo funkciju rastojanja proizvoljne tacke sa koordinatama (z,y, z) od
koordinatnog pocetka, tj. funkciju d(z,y, z) = /22 + y2 + 22, (z,y, z) € R3, vidimo da su njene
povrsi nivoa date jedna¢inama d(z,y, z) = k, k > 0, odnosno, da su to sfere sa centrom u (0,0, 0)

polupreénika k.

2.1 Konvergencija

2.1.1 Okoline u R?

Topologija skupa R? koju ¢emo koristiti u ovom kursu je uopstenje topologije na skupu realnih

brojeva R. Na skupu R smo koristili otvorene intervale, a sada ¢emo koristiti otvorene lopte
B(Zo;¢) = {Z € RY|d(&, ) < ).
Ono sto su bili zatvoreni intervali, sada su zatvorene lopte,

B(Zo;¢) = {Z € RY|d(&, ) < €}
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Lopta sa centrom u &y polupreénika ¢ u R? je stvarno lopta, tj. ono §to smo do sada zvali lopta
(telo ¢iji je omotaé (ili rub) sfera), a u R? je krug. U R je otvoreni interval (x¢ — &,z + €).

Za skup A C R? kazemo da je okolina tacke Zy, ako postoji otvorena lopta sa centrom u Z
koja cela lezi u skupu A. Kao i na skupu R, definicija okoline je ekvivalentna i ako koristimo
zatvorene lopte. To je posledica ¢injenice da se u svaku otvorenu loptu moze upisati zatvorena i

obrnuto, tj. B(%o;¢/2) C B(Zo;¢) C B(Zo;¢).

Na slici levo je prikazan skup A C R? okolina tacke X,

a desno skup A C R® okolina tacke &y € R3.

Ako je skup A okolina tacke &y, tactku &y zovemo unutrasnja tacka skupa A. Skup svih un-

utrasnjih tacaka skupa A zovemo unutrasnjost skupa A i obelezavamo sa intA ili sa A°.

2.1.2 Nizovi u R

Niz mozemo posmatrati kao vektorsku funkciju jedne promenljive n € N,
A:N—=R% n— A(n) = (a1 (n),...,aq(n)).

Svaka komponenta ove vektorske funkcije je jedan realni niz. Koristimo skracene oznake za n-ti
¢lan niza A, = (af,...,a%), odnosno za niz {A,}nen = ({a7}nen, ..., {a }nen). Posto se radi o

vektorskoj funkciji, znamo kako definiSemo granicu niza,

lim A, = (lim df,..., im a}).
n—oo n—oo n— oo

Dakle granica niza { 4, }nen postoji ako i samo ako postoje granice njegovih komponentnih nizova

{a?}nel\h 1= 17 ,d

Primer 21 Pronadimo granicu niza

1 2 1 2
lim (=, ——— ) = lim =, lim —— ) = (0, 1).
nsoco\n nZ2+1 n—oom n—oon?—+1
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Prvih nekoliko ¢lanova ovog niza su tacke u ravni Ay = (1,1), A2 = (3, 1), A3 = (3, 7). Kada

ih skiciramo vidimo da se priblizavaju grani¢noj tacki (0, 1).
1.000 \
0.995% °,
0.990 .
0.985F .
0.980 .

0.975

0.05 0.10 0.15 0.20

Na slici su prikazani clanovi niza od Sestog do pedesetog.

2.1.3 Grani¢éna vrednost funkcije dve promenljive

Definicija 22 Neka je funkcija f : D C R? — R i neka je za neko 6§ > 0 tacka (a,b) €

K((a,b);0) C D unutrasnja tacka skupa D. Tada je

I= lim f(z,y) < (Ye>0)(35 > 0)(V(x,y) € D)
(xky)?e(gvb)

0<V(@—a2+@y—02<s = |flz,y) 1| <e.

Primer 23 Pokazimo da je lim (2 +y?) = 0.
(z,y)—(0,0)
Fiksiramo proizvoljno ¢ > 0, i trazimo 6 > 0, tako da vazi uslov iz prethodne definicije.

Posmatrajmo one (x,y) za koje je 0 < d(z,y) = /22 + y2 < § i razliku

|f(x,y) — 0| = d(x,y) < 6%

Kako prethodna razlika treba da bude manja od e, biramo = /¢ i dobijamo traZeni identitet.

Granicna vrednost moze da se definiSe i preko nizova. Naime [ = lim(, 4y 0) f(2,y) ako i
(z,y)eD
samo ako vazi da za svaki niz {(a,,b,)}, tacaka (originala) iz D ¢ija je granica (a,b), niz slika

{f(an,bn)}n konvergira ka I, odnosno vazi implikacija

lim (any bn) = (aa b) = lim f(aTan) =1

U prethodnom primeru vidimo da niz (1/n,—2/n) konvergira ka tacki (0,0), a niz slika
f(1/n,—2/n) = (1/n)? + (—2/n)? = 5/(n?) konvergira ka 0, §to potvrduje (ali ne garantuje!) da

je i +y?) =0.
¥ (x,y>l—>m<o,o>(x )
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Definiciju grani¢ne vrednosti preko nizova zgodno je koristiti kada treba pokazati da grani¢na
vrednost ne postoji u nekoj tacki. U tom slucaju dovoljno je naéi dva niza koja konvergiraju
ka toj tacki, a ¢iji nizovi slika konvergiraju ka razli¢itim tackama. Ili, dovoljno je naéi niz koji

konvergira ka trazenoj tacki, a €iji niz slika nije konvergentan.

Nizovi nam pomazu i da razumemo $ta znaci ”(z,y) — (a,b)”. Sa jednom promenljivom je
bilo lakse, nekom realnom broju mozemo da pridemo samo sa leve ili desne strane. Tacki (a,b) u
ravni mozemo priéi po beskona¢no mnogo pravaca, tj. po svakoj pravoj koja prolazi kroz (a,b).

Ali mozemo da joj prilazimo i po nekoj krivoj koja kroz nju prolazi. Dakle, ako je

= lim z,Y),
(z,y)—(a,b) f@.9)
(z,y)€D

to znaéi da kada se (x,y) priblizavaju tacki (a,b) po svakom pravcu i po

svakoj krivoj koja prolazi kroz (a, b) i lezi u domenu funkcije f, vrednosti

f(z,y) se priblizavaju broju .

Posmatrajmo sada dve razlicite krive C; i Cy koje prolaze kroz tacku (a,b) i leze u domenu
funkcije f. Restrikciju funkcije f na date krive obelezicemo redom sa fic, i fjc,- Neka su

grani¢ne vredosti ovi restrikcija

l = lim €T, ) l - lim x, )
1 (m#y)ﬁ(a’b)flcl( y) 2 (Iyy)ﬁ(a’b)ﬁcz( y)

Ako neka od ove dve grani¢nih vrednosti ne postoji, ne postoji ni lim, ) (a,p) f(z,y). Ako je
l1 # I, takode polazna grani¢na vrednost ne postoji. Ako je [y = I to nam niSta ne znaci,
osim $to nam daje informaciju da ako limes postoji, onda je jednak l;. U tom slu¢aju moramo
pokazati po definiciji da je lim(y ) (ap) f(7,y) = l1. Iz ove analize vidimo da su restrikcije

zgodne za koriséenje u dokazu da graniéne vrednosti funkeije f u tacki (a,b) ne postoji.

£U2 2

Primer 24 Granic¢ne vrednosti funkcije f(z,y) = u tacki (0,0) ne postoji.

-T2+y2

Kroz tacku (0, 0) prolaze prave = 0 iy = 0. Vidimo da je

L=

= lim fao(zy) =1 b= oz, y) = —1.
(z,yw(o,mf‘ o y) 2 fiy=o(z,y)

lim
(z,y)—(0,0)

Kako je l; # lo, graniéna vrednost funkcije f u tacki (0,0) ne postoji.
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Granica vektorske funkcije f: R¢ — R"

Podsetimo se da smo rastojanje izmedu dve tacke & = (1, ...,74) i To = (To,, .-, To,) u R?

definisali kao

de(f, fo) = \/(.731 — 33‘01)2 + ...+ (l‘d — xod)2.

Neka je prvo f : R? — R skalarna funkcija i & = (1, ..., 24), o = (¥0,,...,70,) € R%. Tada je

I = lim f(&) ako i samo ako
r—rTo

(Ve > 0)(30 > 0)(VZ € RY) 0 < dpa(Z, %) <6 = |f(Z) 1| <e.

Primetimo da je rastojanje dva broja iz R apsolutna vrednost njihove razlike.
Sada, ako je f : R — R™ vektorska funkcija, vektor [eR" je granica funkcije f u tacki %

ako i samo ako
(Ve > 0)(36 > 0)(VZ € RY) 0 < da(T, 7o) <6 => dgn (f(f) —f) <e.

Vektorsku funkciju f mozemo posmatrati i po komponentama, tj. traziti granicu kao uredenu

n-torku granica komponentnih skalarnih funkcija. Vazi sledece tvrdenje.

Lema 25 Vektor | = (lh,...1,) € R™ je granica vektorske funkcije f: (f1, -y fn) u tacki Ty ako

i samo ako je l; = lim fi(Z),i=1,...,n.
Tr—rTo

I u R? se limes lepo slaze sa osnovnim operacijama. Tac¢nije, vazi sledeée tvrdenje.

Lema 26 Neka je @ = limg_,z, f@ ib= limz 2, (&), gde su funkcije g : R — R™,

definisane na nekoj okolini tacke xg. Tada je

2.2 Neprekidnost

Kada znamo definiciju limesa neke funkcije u nekoj tacki, pojam neprekidnosti funkcije u
datoj tacki se lako definie. Za funkciju f : R? — R kaZemo da je neprekidna u tacki (a, b) ako i

samo ako je

im f(xvy):f<a7b)'

1
(z,y)—(a,b)

Za funkciju f : R2 — R kazemo da je neprekidna na skupu D C R? ako i samo ako je neprekidna u

svakoj tacki tog skupa. Kako je neprekidnost u tacki definisana preko limesa, mozemo zakljuciti
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da se i ova osobina lepo slaze sa osnovnim operacijama.

Bitne neprekidne funkcije su funkcije projekcije. Naime, na R? definiemo dve skalarne
funkcije projekcije, 7, (x,y) = x i my(2,y) = y. Analogno na R? definiSemo d funkcija pro-
jekcije. Pokazimo da je m,(w,y) = 2 neprekidna u proizvoljnoj, pa i svakoj tacki (zo, o) € R2.

Fiksirajmo € > 0 i nadimo § > 0 tako da vazi

0<V(x—20)2+ (Y —90)2 <8 = |z —x0| <&

Kako je

|z — 20| = \/\$—330| < V(@ —20)2+ (y — y0)2 < 4,

biramo § = ¢.

U Primeru 23 smo videli da je ” %igto O)(xz +4?) = 0 = £(0,0), odakle zakljué¢ujemo da je
funkcija f(x,y) = 2% + y? neprekidn:u ta,éki (0,0). To nije slucajno. Naime, svi polinomi dve
promenljive su neprekidni na R?. To je posledica ¢injenica da su funkcije projekcije neprekidne,
konstantna preslikavanja su neprekidna i neprekidnost se lepo slaze sa osnovnim operacijama. Iz
istog razloga su i sve racionalne funkcije neprekidne na svom domenu.

Primer 27 Potrazimo [ :=  lim (2 4+ 2y + y* — 4zy?).
(z,y)—(1,0)

Posto je polinom P(z,y) = 2% + zy + y* — 42y? neprekidna funkcija, to je [ = P(1,0) =

Primer 28 U kojim tackama su sledeée funkcije neprekidne? Mogu li se neprekidno produziti?

2 _ g2
Ova funkcija definisana je na R?\{(0,0)}. Na svom domenu je neprekid-

a) flz,y) = ﬁ
na, jer su racionalne funkcije neprekidne na svom domenu. U tacki (0, 0) nema granicu, $to
smo videli u Primeru 24, pa se ne moze neprekidno produziti van svog domena. Koristimo
oznaku f € C(R?\{(0,0)}) (f je klase C na R?\{(0,0)}), §to znaci da je f neprekidna na
RA\{(0,0)}-

322y

b) g(z,y) = oL Funkcija g € C(R?\{(0,0)}), jer je racionalna. Potrazimo limes u (0, 0).

Ako posmatramo restrikciju funkcije g na pravu y = x (koja prolazi kroz (0,0)), vidimo da
je lim(g ) 0,0y fly== = 0. To znaci da, ako postoji limes u (0,0) to moze biti samo broj 0.

Pokazimo to po definiciji. Kako je

lg(z,y) — 0] = lyl <3yl <322 +y? <36,

2+2

biramo § = £/3.
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B 9(z,y), (z,y)#(0,0) , .
Dakle funkcija G(z,y) = je neprekidna na celom R2, pa je stoga

0, (z,y) # (0,0)
najsire neprekidno prosirenje funkcije g.

2.3 Parcijalni izvodi

Po¢nimo opet sa funkcijom f dve promenljive (x,y). Za trenutak pretpostavimo da je jedna
od promenljivih, na primer y = b, konstanta. Tada funkciju f mozemo posmatrati kao funkciju
jedne promenljive,

g(z) := f(z;b),

a b posmatramo kao parametar. Ako funkcija g ima izvod u tacki a, $to oznacavamo ¢'(a),
zovemo ga parcijalni izvod funkcije f po promenljivoj x (ili po prvoj promenljivoj) u tacki (a, b),

i koristimo sledeée oznake,

(a,b) = 01f(a,b) = 8—f(a, b).

of
ox o1

gl(a) = fw(a7b) = 8zf(a’b) =

Vidimo da je, dalje,

O (ab) = g'(a) = tim 2OFM =9(@) _ flathb) = flab)

ox h—0 h h—0 h

Analogno, po drugoj promenljivoj, je

of ... fla,b+h) — f(a,b)
3, (@) = fim, h '

Vidimo da se parcijalni izvodi definisu slicno kao izvod funkcije jedne promenljive. Zbog
toga ocekujemo da i geometrijska interpretacija bude slicna. Podsetimo se, kod funkcija jedne

promenljive, izvod u tacki a daje nagib tangente na grafik funkcije u tacki (a, f(a)).

Posmatrajmo sada funkciju f = f(z,y) koja u tacki (xg,yo) ima parcijalne izvode. Tacka
P(x0,y0, f(z0,y0)) je jedna tacka na grafiku funkcije f. Posmatrajmo dalje ravan = = xo koja
je paralelna (y, z)-ravni. Neka je C kriva u preseku ravni = z¢ i grafika funkcije f, odnosno,

povrsi z = f(x,y). Parametrizacija te krive moze biti

F(y): (1‘0, Y, f(any))v Yy € (yo_eay0+€)'
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Neka je t; tangenta na krivu Cy u tacki P koja takode lezi u ravni x = xy. Tada je

o) = (010,10

pa je tangenta

1?(3) = 7(yo) + 57 (yo) = (9607 Yo+ S, 2o + Sayf(xo,yo)),
gde je zo = f(xo,y0). Sada eliminacijom parametra dobijamo da je jednacina tangente t;
z— 20 = 0y f(20,90) = fy(0,90)(y — o),

odnosno 9y, f(zo,yo) je nagib tangente u tacki P na krivu koja lezi u preseku ravni = z¢ i
grafika funkcije f. Zato kazemo da je 0y, f (0, yo) brzina promene funkcije f po y kada je = xo

fiksirano.

Na isti nacin, posmatrajmo ravan y = yo koja u preseku sa grafikom funkcije f formira krivu

Cs. Stoga je parametrizacija krive Co

’7(33) = (957 Yo, f(:v,yo)), z € (xg—¢, o +e).

Tangenta ts na krivu Cy u tacki P je tada data jednacinom

z— 20 = fo(20,y0)(x — x0),

pa je Oy f(xo,y0) nagib tangente u tacki P na krivu koja lezi u preseku ravni y = yo i grafika

funkcije f. Kazemo da je 0, f(xo,yo) brzina promene funkcije f po z kada je y = yq fiksirano.

Primer 29 Posmatrajmo opet funkciju f(z,y) = 422 + 32 i tacku (1,1). Dakle, zg = 1, yo = 1,
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2o = f(1,1) =5, 2,(1,1) = 8, 2,(1,1) = 2. U preseku grafika funkcije i ravni y = 1 nalazi se kriva
2z = 422 4+ 1, a njena tangenta u tacki P(1,1,5) je prava z = 8z — 3. U preseku grafika funkcije i
ravni x = 1 nalazi se kriva z = 4 + y?, ¢ija je tangenta u tacki P(1,1,5) prava z = 2y + 3. Ove
dve prave (tangente) seku se u jednoj tacki i obrazuju ravan koja se zove tangentna ravan, ¢ija

je jednacina z = 8z + 2y — 5.

2.3.1 Parcijalni izvodi viseg reda

Videli smo da je parcijalni izvod skalarne funkcije u tacki broj, 9. f(zo,yo0), ali ako skupimo
sve tacke (z,y) u kojima postoji 9, f(z,y), dobijamo domen nove funkcije f, : A — R, A =
{(w0,y0) € R? | postoji O, f(z0,y0)} C R2. Naravno, isto to vazi i za parcijalni izvod po promenljivoj
y, a ako funkcija ima viSe promenljivih i za ostale parcijalne izvode, tj. parcijalne izvode po os-

talim promenljivim. Ti izvodi, Oz, Oy, 0.,... se zovu parcijalni izvodi prvog reda.

Novim funkcijama f, fy, ... takode mozemo traziti parcijalne izvode, te na taj nacin dobijamo

62

parcijalne izvode drugog reda. Koristimo razne oznake, na primer 92, 02,, 92, 8511,..,?,
x
82
m,...,fmz,... .

Primer 30 Nadimo parcijalne izvode prvog i drugog reda funkcije f(z,y) = 23 + 22y3:

fo(z,y) = 322 + 2293, fy(z,y) = 3222, fru(2,y) = 62 + 2%, fuy(x,y) = 6292, fyu(z,y) =

6zy?, fyy(z,y) = 62%y.

Primetimo da smo u prethodnom primeru dobili da su meSoviti parcijalni izvodi drugog reda

jednaki u svakoj tacki (z,v), tj. fey(z,y) = fyz(x,y). To nije slu¢ajno, ali ne vazi uvek.

Teorema 31 (Kleroova (Clairaut) teorema) Neka je K = K((a,b);r) otvoreni krug sa cen-
trom u (a,b) polupreénika r i neka je funkcija f neprekidna i ima neprekidne parcijalne izvode

prvog reda na K((a,b);r), za neko r > 0.

Ako su funkcije foy @ fye neprekidne na K, onda je fyy(a,b) = fyz(a,b).
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Dokaz: Po definiciji parcijalnih izvoda imamo da je

_ o felab+h) = fa(ab)
fmy(a’7b> _(ayfa:)(a7b) - }ILIL% h =

= fim © {lim flatkbth) = flab+h) . f(a+nab)—f(a7b)].

h—0 k—0 k n—0 n

Kad isto ovako ispiSemo i fy.(a,b) vidimo da razlike pod limesima treba pogodno grupisati.

Uzmimo h = k = n i1 definiSimo

A(h) = (f(a +hb+h) — fla+h, b)) - (f(a, b+h) — f(a, b)), (2.1)

za malo h — 0, odnosno tako da (a + h,b+ h) € K.

Uvedimo funkciju g : R — R, tako da je
gla+h)=fla+hb+h)—fla+hb),  g(a)=f(a,b+h)— f(a,b),

odnosno, g(t) := f(¢t,b+h) — f(t,b), za fiksirano b i b+ h. Dakle, g je funkcija jedne promenljive
koja je neprekidna i diferencijabilna na intervalu Inta,a + h] C K. Kada primenimo teoremu

srednje vrednosti za funkcije jedne promenljive, dobijemo da postoji ¢ € Int(a,a + h), tako da je
A(h) =gla+h)—g(a) = g'(c)(a+h —a) = h(fo(c,b+h) = fa(c,b)),

jer je ¢'(t) = f.(t,b+ h) — fo(t,b). Ovde smo koristili oznake Int(a,a + h), za otvoreni interval
sa granicama a i a+ h (jer ne znamo u kom su odnosu a i a+ h) i Int[a, a + h] za isti takav samo

zatvoreni interval.

Sada definisimo funkciju h : R — R, tako da je

h(b+h) = fo(c,b+h),  h(b) = fo(c,b), odnosno, h(t) := f.(c,t).

Funkcija h je neprekidna na intervalu Int[b, b+ h] C K. Kada ponovo primenimo teoremu srednje

vrednosti za funkcije jedne promenljive, dobijemo da postoji ¢; € Int(b,b + h), tako da je

A(h) = h(fo(e,b+h) — fo(e,b)) = h?h (c1) = B2 fuy(c, c1).
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Odavde vidimo da je

. A(h) B . _
ti S50 — i £y 0) = oy (Jin(eic0)) = ol )

Poslednje dve jednakosti imamo zato §to je fz, € C(K) uz podsetanje da ¢; € Int(b,b+ h) i
c € Int(a,a + h).
Istim postupkom, samo drugacijim grupisanjem u (2.1), A(h) := (f(a + h,b+ h) — f(a,b+ h))—

(fla+h,b) — f(a,b)), dobijemo da je i fyz(a,b) = lim Ah)

h—0 h2 -

Primer 32 (Primer kada ne vazi jednakost mesSovitih izvoda) Posmatrajmo funkciju

3y — zy?
fany) = W7 (z,y) #0

0, (z,y) =0

i pokazimo da je fy,(0,0) # f,2(0,0). Racunamo po definiciji f,(0,0) = f,(0,0) = 0. Za

(x,y) # 0 imamo da su parcijalni izvodi prvog reda

(3z%y — y3) (22 + y?) — 222y (a? — y?)

fo(z,y) = (22 + 2)2 ’
£ (g B 40— 2 )
Y\ (xz 4 y2)2 ’
pa opet po definiciji dobijemo da je
. —h . . WP
(f2)y(0,0) = }{%? =-1 1 (fy)(0,0)= ,{%ﬁ =1

2.4 Diferencijabilnost

2.4.1 Tangentna ravan i linearna aproksimacija

Podsetimo se da smo kod diferencijabilne funkcije jedne promenljive y = f(z), u tacki

(0,90) = (20, f(z0)) imali tangentu

t: y=yo+ f(zo)(z — z0),

koja je lokalno aproksimirala grafik funkcije y = f(x).

Sada radimo sa funkcijom z = f(z,y) ¢iji je grafik neka povrs u prostoru, te ocekujemo da

se njen grafik lokalno aproksimira tangentnom ravni u tacki (zg, yo, 20) = (o, Yo, (o, ¥0))-
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Kod interpretacije parcijalnih izvoda smo videli da tangente koje smo tamo dobili,

tir: z=20+ fy(zo,%)(¥ — %), « =0,

tar z=2z0+ fu(®0,90)(x — Z0), Y=o,
obrazuju tangentnu ravan (seku se u jednoj tacki, a pripadaju razli¢itim koordinatnim ravnima).
Svaka ravan koja sadrzi tacku P(xg, 3o, z0) ima jednac¢inu oblika

T: z—2y=A(x—1z0)+ By —yo).

Ako uzmemo u obzir da t1,ts C T, dobijemo da je A = fi(x0,y0) 1 B = fy(xo, yo). Dakle, ako
funkcija z = f(x,y) ima neprekidne parcijalne izvode na nekoj okolini tacke (xg,yo), onda je

jednacina tangentne ravni u tacki P,

T: z—2z0 = fe(zo,y0)(x — o) + fy(x0,40)(y — vo)- (2.2)

Primer 33 Posmatrajmo grafik funkcije f(z,y) = 222 + y?, §to je jedan paraboloid, i tacku
P(1,1,3), 3 = f(1,1). Kako je fz(1,1) = 41 f,(1,1) = 2, to je jednacina tangentne ravni

z=3+4(x—1)+2(y — 1), odnosno z = 4z + 2y — 3.

Na slikama su prikazani paraboloid z = 222 + y? i tangentna ravan z = 4x + 2y — 3 u tacki
(1,1,3). Svaka naredna slika je viSe zumirana. Primetimo da se na poslednjoj slici paraboloid
i ravan gotovo poklapaju. Takode primetimo da tragovi (linije nivoa) paraboloida zumiranjem

postaju prave, §to je karakteristika ravni.

Dakle, lokalno, tj. za sve (x,y) € K((xo,y0);0), ako su parcijalni izvodi funkcije f tu

neprekidni, tangentna ravan aproksimira grafik funkcije f, Sto piSemo

f(z,y) = f(x0,y0) + fe(wo,y0)(® — x0) + f (20, y0) (¥ — o) =: L(x,y).
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Funkciju sa desne starne zovemo linearna aproksimacija funkcije f u tacki (zo,yo), i piSemo
f(l',y) %L(.'L',y), (xvy) - (mO,yO)‘

2.4.2 Definicija diferencijabilnosti

Videli smo da kada funkcija ima neprekidne parcijalne izvode u nekoj tacki, linearna aproksi-

macija lokalno stvarno li¢i na grafik funkcije. Inace to ne mora da vazi.

Primer 34 Posmatrajmo funkciju

_ry
fla,y) = @+
0, (z,y) = (0,0)

(z,y) # (0,0)

Ova funkcija ima parcijalne izvode svuda, ali nisu neprekidni u (0,0). Kako je f(0,0) = 0 i
f(0,0) = f,(0,0) = 0, to je L(z,y) = 0. Medutim, f(a,a) = 1/2, a # 0, $to znaéi da na
celoj pravoj y = x, osim u tacki (0,0), funkcija ima vrednost 1/2, pa linearna aproksimacija nije

dobra.

Na slici je prikazan grafik funkcije f(x,y) i ravan z = 0.

Ako je linearna aproksimacija dobra, kazemo da je funkcija diferencijabilna u tacki (zo,yo).

Preciznije diferencijabilnost u tacki definiSemo na sledeé¢i nacin.

Definicija 35 Funkcija f : R? — R je diferencijabilna u tacki (zo,1y0) ako se mozZe prikazati u

obliku

f(z,y) = f(20,90) + fa(wo,y0)(x — x0) + fy(z0,90)(y — vo) +e1(x — 20) +2(y — y0), (2.3)
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gde €1,€2 — 07 kada (xay) — (xO,yO)‘

Ekvivalentan zapis je takode

lim f(wo + Az, yo + Ay) — f(w0,y0) — fa(wo,y0) A2 — f,(20,y0)Ay
(Az,Ay)=(0,0) (Az)? + (Ay)?

=0.

Teorema 36 (Dovoljan uslov za diferencijabilnost u ta¢ki) Ako parcijalni izvodi funkcije
f postoje na nekom krugu K((zo,y0);9) i neprekidni su u (zo,yo), onda je funkcija f diferenci-

jabilna u tacki (zo,yo)-

Dokaz: Dakle, funkciju f treba zapisati u obliku (2.3). Stoga posmatrajmo razliku

Az:=f(z.y) ~ f(x0,90) = flzo+ Az,yo + Ay) — f(z0,90) = (2.4)

f(xo + Az, yo + Ay) — f(x0,y0 + Ay) + f(xo0,yo + Ay) — f(x0, y0)

Definisimo funkeije g(x) := f(z,y0 + Ay), za fiksirano yo + Ay i h(y) := f(x0,y), za fiksirano
xo. Vidimo da je ¢'(z) := fa(z,y0 + Ay) i M (y) = fy(x0,y). Primenic¢emo isti trik kao u dokazu
Kleroove teoreme, tj. koristi¢emo teoremu srednje vrednosti za funkcije jedne promenljive. Dakle,
na osnovu teoreme srednje vrednosti, postoje a € Int(zg + Az, xo) i b € Int(yo + Ay, yo) takvi
da je

9(zo + Az) — g(zo) = ¢'(a)Az i h(yo + Ay) — h(yo) = I'(b)Ay. (2.5)

Napomenimo da oznaku Int(a, 8) koristimo za otvoreni interval sa rubnim tackama « i 8 kada
ne znamo u kom su odnosu ta dva broja. Ravnopravno koristimo i oznaku Int[e, 8] za isti takav

zatvoreni interval.

Uvrstimo (2.5) u (2.4) i dobijemo

Az := fa(a,yo + Ay)Az + fy(20,0) Ay + fo (20, yo) Az £ fy (0, Yo) Ay

= fu(z0,90)Az + fy (%0, y0) Ay + [fo(a,yo + Ay) — fu(z0,Y0)]Ax + [fy (70, b) — fy (%0, y0)] Ay

Sada iz neprekidnosti prvih izvoda dobijamo da

e1 = [fala,yo + Ay) — fo(wo,50)] — 0, kada (Az, Ay) — (0,0),

g9 = [fy(z0,b) — fy(x0,%0)] — 0, kada (Az, Ay) — (0,0).
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2.5 Diferencijal

Prvo ¢emo se podsetiti ovog pojma za realne funkcije jedne realne promenljive. Pisa¢emo
z = f(z) zbog analogije sa dvodimenzionalnim slu¢ajem z = f(x,y). Dakle, posmatramo grafik
funkcije z = f(x), odnosno skup I'y = {(z, f(x)) : = € R} C R?, te tangentu ¢ na I'y u tacki
(z0,20). Podsetimo se, tangenta u tacki (zo, z9) je prava koja najbolje (od svih pravih koje
prolaze kroz tacku (xo, 20)) aproksimira I'y. Neka je § ugao izmedu pozitivnog smera z-ose i

tangente t. Znamo da je

dz . Az
tgf = f'wo) = 5= Jim -

Pojam diferencijala potice od jednacine tangente, z = zo — f'(xo)(z — x0) =: t(x), odakle je

t(z) — z0 = f(x0)dx = dz.

(x)-f(xo)

Zo

ax

Xo X

On je vezan za tacku, kao i tangenta. U svakoj tacki diferencijabilne funkcije imamo jedinstvenu
tangentu, i obratno. Vidimo da su razlike Az i Az proporcionalne i koeficijent proporcionalnosti
je f'(zg). Dakle kada je Az jako malo, tj. kada Az — 0, imamo da je Az ~ dz. S tim u vezi je

i Tejlorov polinom prvog reda, odnosno, aproksimacija funkcije istim, naime,

f(2) = f(z0) = f/(w0)Azm, Az — 0.

Posmatrajmo sada funkciju dve promenljive z = f(z,y) i aproksimirajmo je na sledeéi nacin

f(xvy) %f($0790)+dz7 (m,y) - ($07y0).

Za trazenu aproksimaciju koristi¢emo jednacinu tangentne ravni,

z =20 + fu(0,y0)(x — z0) + fy(0,90)(y — vo) =: t(z,y).
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Kako se grafik funkcije lokalno aproksimira tangentnom ravni, koristimo da je

f(x,y) = f(@o,y0) = fu(®0,y0)(x — 20) + fy(w0,%0) (¥ — y0), (=,9) — (o, Y0),

odnosno definisemo diferencijal kao

dz = f;c (Io, yo)dx + fy(x(% yo)dy

Tako je uobicajeno koristiti oznaku za diferencijal, dz, napomenimo da bi bilo preciznije koristiti
dz = dz(z ) (dz, dy), Sto aludira na pun naziv diferencijala funkcije z = f(z,y), naime diferen-
cijal funkcije z = f(x,y) u tacki (xo, yo) koji odgovara prirastaju (dx, dy). Ipak, najcesée pisemo

dz = zzdx + zydy. Ova velic¢ina zove se i totalni diferencijal.

Na slici vidimo, grafik funkcije z = f(z,y), tangentnu ravan u tacki P(xg,yo, 20) 1 ravan z = z.
Tacka @) ima koordinate Q(z¢ + dz,yo + dy, z0 + Az), jer je f(xzo + dx,yo + dy) = f(z,y) =
z = zg + Az. Diferencijal dz je, stoga, geometrijski predstavljen kao rastojanje izmedu tacke
A(xg + dx,yo + dy, z0) koja lezi u ravni z = zg 1 tacke B(xg + dx,yo + dy, z0 + dz) koja lezi u

tangentnoj ravni z = zo + fo(zo,yo)dz + fy(z0, yo)dy.
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Diferencijal skalarne funkcije f = f(x1,...,24) d-promenljivih, definiSemo analogno, samo

nam je sada i vektor prirastaja dZ = (dzy, ...,dzq). Dakle,

d.]?l
df—(fxl fxd>- .. | =Vf-dz.

dl‘d

Oznaku V f(z¢) ¢itamo gradijent funkcije f u tacki zo. To je vektor ¢ije su komplonente par-
cijalni izvodi funkcije f u tacki zg, odnosno, Vf(xo) = (fz, (o), ..., fz,(z0)). Kasnije éemo
posebno proucavati gradijent funkcije. Napomenimo da se vektor V f(z¢) = (fz, (Z0), -y fz, (%0))
oznacava jo$ isa D f(xg) i zove izvod funkcije f u tacki xo. Ova reprezentacija vazi samo u Dekar-

tovim koordinatama.

Ako je f: f(ml, ..., £q) vektorska funkcija sa komponentama f: (f1, .-, fm), njen diferencijal
koji odgovara prirastaju d (vektor dimenzije d x 1) je vektor dimenzije m x 1, ¢ije su komponente
diferencijali skalarnih funkcija komponenti, a koji se dobija mnozenjem matrice dimenzije m x d
Cije su kolone gradijenti komponentnih funkcija, i vektora prirastaja nezavisnih promenljivih,

odnosno,

Vh dx; O, frdx1 + ... + Op, f1dTg df
af =| . o = =

me dzrg azlfddxl + ...+ 6a:dfddxd dfd

mXxd dx1 mx1

2.5.1 Diferencijal drugog i viseg reda

Videli smo da diferencijal funkcije u = u(zx,y), dve promenljive = i y, precizno mozemo
zapisati kao

Ponovnim diferenciranjem dolazimo do diferencijala drugog reda,
d*u = (Upe (7, Y)dx + Upydy)de + (uye (T, y)dz + uyydy)dy
Ako je u € C?(R?), mesoviti izvodi su joj jednaki, pa je

d*u = Uy, (z, y)(d:z:)2 + 2ugydrdy + Uy, (dy)z.
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I drugi diferencijal mozemo uopétiti na funkcije vise promenljivih, pa je za u € C%(R9),

9%
A%y = Z 5. 0. dmidl‘j.
ij=1 ]
Treéi diferencijal, ili diferencijal tre¢eg reda, funkcije dve promenljive u = u(z,y) € C3(R?)
je

AU = U (A2)? + By (d2)2dy + Btgyydz(dy)? + wyy, (dy)®.

Vidimo da je diferencijal u tacki ustvari polinom po prirastajima. Konstante za diferencijal

proizvojnog reda dobijaju se iz Paskalovog trougla, naime za u = u(z,y) € C"(R?) imamo da je

n - n 9"u k n—k

k=0
2.5.2 Diferencijal slozene funkcije

Krenimo opet od najjednostavnijeg slucaja. Neka su funkcije f : R — R i g: R — R realne
funkcije jedne realne promenljive. Obelezimo sa z = g(t) iy = f(x) = f(g(t)) = (fog)(t). Dakle
f og je funkcija od ¢, pa je

W AT g ) = Flel) 6.

(fog)()=—r = — =

Sada, za f: R? — R, éemo pokazati da za kompoziciju z = 2(t) := f(g(t), h(t)) vazi

dz Of dg  Of dh

dt Oz dt = Oy dt’
d d d d 0z dl 0z d2
Kraci zapis bi bio d—j = 2z d% + 2y d—ZZ, ili, ekvivalentno, d—i = a—i I + a—; I
ovaj rezultat uopstiti na komplikovanije kompozicije. Za ocekivati je da vazi ista formula kao i

Kasnije ¢emo

u slucaju funkcija jedne promenljive, naime, da je izvod komplozicije dva preslikavanja f ig(za
koja je kompozicija dobro definisana) jednak proizvodu izvoda prve funkcije, f, u tacki g(Z) i

izvoda druge funkcije g u tacki Z, tj.
D (f(§@)) = D (3(@) - DF(@).

Ovde treba voditi ra¢una o dimenzijama. Naime, nezavisno promenljiva £ € R? d > 1, a
funkcija g : R — R™ > §(£), m > 1, ima matricu izvoda Dg dimenzije m x d. Dalje, funkcija

fiR™ 5 RFES f(§(@)), k > 1, ima matricu izvoda Df dimenzije k x m, pa se matrice D§ i Df
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mogu mnoziti tim redom, a proizvod im je matrica D(fo g) dimenzije k x d.

Teorema 37 Neka je z = f(x,y) diferencijabilna funkcija dve promenljive i neka su x = g(t)
iy = f(t) diferencijabilne funkcije jedne promenljive. Tada je kompozicija z(t) = f(g(t), h(t))
diferencijabilna funkcija jedne promenljive i vazi

dz _ 0f dg Of dh

dt — 8z dt ' Ay dt’
Dokaz: Kako je z diferencijabilna funkcija, postoje €1,e2 — 0, kada (Az, Ay) — (0,0) tako da
vazi

Az Ay Az A
7_.]090 fyAt+517+527yo

Kako je z = g(t) diferencijabilna, pa i neprekidna funkcija, imamo da Az = g(t+ At) —g(t) — 0,
kada At — 0. Analogno dobijamo i da Ay — 0, kada At — 0, odnosno da kada At — 0,
(Az,Ay) — (0,0), paieg, g2 — 0, kada At — 0.

Dalje, vidimo da je

ey, A2
dit ~ aBo At
Ax Ay Ax Ay
= o i i e i g e iy

fzg (t) + fy 1 (2).

Primer 38 Pokazimo na nekoliko primera kako se racuna izvod sloZene funkcije.

e Neka je z(t) = f(sint,Int), t > 0, i f je dvaput diferencijabilna na R%. Tada su njeni prvi

1 drugi 1zvod dati sa:

1
Z(t) = fz(sint,lnt)cost—l—fy(sint,lnt)g,

N\
N
—~
o~
=
Il

1
<fm(sin t,Int) cost + fyy(sint,In t)t> cost — fy(sint,Int)sint +

1\ 1 1
+ (fyx(sint,lnt) cost + fyy(sint,lnt)t> T fy(s.int,lnt)t—2

e Neka je z(t) = (sint)? + (Int)3 =: x(t)? + y(t)3. Tada je 2'(t) = 2x(t)2'(t) + 3y(t)*y'(t) =

2sintcost + 3(Int)? 1.

o Uopste, neka suu: R™ — R, & = (z1,...,7) : R — R™ dovoljno puta diferencijabilne

funkcije, at = (ty,...,tq3) € R nezavisno promenljiva. Tada kompozicija v = uoZ : R — R
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ima parcijalne izvode
atjv:umlaau:; +ulezf+...umm%, ji=1,...d.
2.5.3 Diferencijal implicitno definisane funkcije
Neka je funkcija y = y(x), = € (g — d, 29 + J), implicitno definisana jednac¢inom
F(z,y) =0. (2.6)

To znadi da za svako x € (xg — d, xg + J), vazi jednakost

Fz,y(r)) = 0.

Neke implicitno definisane funkcije ne mogu se izraziti eksplitno. Ipak iz implicitnog zapisa

trazene funkcije mozemo dobiti na primer njen Tejlorov polinom (pa i red), ukoliko je dovoljno

puta diferencijabilna. Znamo da $to je veceg stepena, Tejlorov polinom bolje aproksimira funkciju

u tacki.

Ukoliko je funkcija F' diferencijabilna u tacki (xg,yo), diferenciranjem jednacine (2.6) dobi-

jamo
OF dx  OF dy
rde oydr
odakle izrazimo
OF
dy _ oz
dx OF”
dy

oF
Vidimo da, ukoliko je a—(xo, Yo) # 0, mozemo izracunati prvi izvod funkcije f u tacki xo,
Y

oF

, aix(anyo)

Yy (‘rO) = 7%’7
aiy(anyo)

Izvode viseg reda trazimo ponovnim diferenciranjem, sada jednaéine (2.7).

Najjednostavniji slu¢aj teoreme o implicitnoj funkciji dat je u slede¢em tvrdenju.

Teorema 39 Neka je

o F(x0,y0) = 0;

2.7)
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e F e CP(L((x0,v0),9));

o Fy(xo,10) # 0.
Tada je na nekoj okolini tacke xqg, L(xo,€), implicitno definisana funkcija y = f(x), takva da je
® yo = f(20);
o feCP(L(xo,€));
o F(z, f(x)) =0, za sve x € L(xg,¢).

Napomenimo da ako jednacina F'(xg,y) = 0, gde je x¢ fiksirano, ima dva resenja y; 1 yo 1 vaze
uslovi teoreme 39 za obe tacke (xo,y1) 1 (20, y2), onda imamo dve implicitno definisane funkcije
y = f1(z) 1y = f2(x) na nekoj okolini L(xo,¢€), takve da je y1 = f1(x0), a y2 = f2(x0).

Dokaz Teoreme 39 prevazilazi gradivo predvideno za ovaj kurs, a moze se naéi u [18]. Inace
u toku studija, ova teorema u opStem slucaju, na tzv. Banahovim prostorima, dokazuje se na

naprednijim kursevima matematicke analize.

Primer 40 Posmatrajmo jedna¢inu

F(z,y)=sinz-y+eY—1=0, (2.8)

itacku zp = 0. Iz F(0,y9) = 0 dobijemo da je yo = 0. Dakle ovom jednac¢inom moze biti
definisana samo jedna funkcija na okolini tacke 0. Proverimo i ostale uslove Teoreme 39. Jasno
jedaje F € C*(R?), a F,(0,0) = 1 # 0. Dakle, postoji funkcija y = y(x) definisana jednac¢inom
(2.8) na okolini tacke 0, koja je klase C'™° na toj okolini i ispunjava uslov f(0) = 0.

Stoga jednacinu (2.8) mozemo zapisati u obliku

sing - y(z)+ €@ —1=0, z€(—¢e). (2.9)

Diferenciranjem jednacine (2.9) dobijemo da je y'(0) = 0, a zatim i da su ostali izvodi u tacki 0
takode jednaki nuli. Dakle, u ovom sluc¢aju, na okolini tacke zg = 0, definisana je jedinstvena

funkcija y = 0.

Primer 41 Jedna¢inom kruznice u ravni z2 + y? = 1, definisane su dve funkcije koje mozemo i
eksplicitno prikazati, y1 = V1 — 22 1 yo = —V/1 — 2. Ako proverimo uslove Teoreme 39, vidimo
da jedino u tackama (+£1,0) nije ispunjen treé¢i uslov. Geometrijski, znamo da je to zato Sto

funkcije y;1 i1 y2 nisu definisane sa leve strane tacke x = —1, odnosno desne strane tacke z = 1.



Diferencijal 49

Ovaj problem mozemo prevaziéi ako u jednacini F(z,y) = 2%+ y? — 1 = 0 posmatramo z kao

funkciju od y. Tada treéi uslov postaje F},(1,0) # 0, te dobijamo da su ispunjeni uslovi Teoreme

39. Dakle, na okolini tacke y = 0 implicitno su definisane dve funkcije z1(y) = /1 —92, i

r2(y) = —/1 - y2

Slozeniji slucajevi implicitno definisane funkcije

Slozeniji slu¢aj Teoreme 39 dobijamo kada je skalarna funkcija dve promenljive v = u(x,y)

imlicitno definisana jednacinom

F(z,y,u) =0, F:R® 5 R.

Tada treba da vazi sledece:
e F(20,Y0,u0) = 0;
o F € CP(L(xo,yo,u0),0);
® Fu(zo,Y0,u0) # 0.

Diferenciranjem dobijamo

dF = Fydx + Fydy + F,du = 0,

odnosno
F, F,
= — — — 7d .
du ud:v 3 Y

Kako je diferencijal funkcije u = u(z, y), du = uzdz + u,dy, to je

Odavde vidimo da je

U, =0 <= F, =0 Uy =0 <= F, =0,
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§to ¢e nam biti korisno kod trazenja ekstrema implicitno definisane funkcije u.

Naravno, procedura je ista i za skalarnu funkciju vise promenljivih, u = u(xy,z9, ..., zq),

d>2.
Uopstenje teoreme o implicitno definisanoj funkciji na vektorske funkcije je samo tehnicki

komplikovanije, a ideja je ista. Dakle, posmatramo sistem m jednacina

Fl(tla "'atdaula 7um) =0

Fg(tl, ...7td,u1, ,Um> =0

Fm(tla oty U, 7um) =0
§to krace pisemo
Fti)=0,  F=(F,...Fn) R SR = (t1,...,ta), @@= (ut,...tm).

Uslovi teoreme o implicitno definisanoj funkciji u ovom slucaju glase:
o F({O, 170) = F(t01 g oeey tOd’ ’LLOl, ) ’Lbom) = 0;

o F e CP(L(ty, i), 0);

oF,  on OF
Ouq Ous e OUm
OF;  0F OF,
o det | Tm e P | (fo,ido) # 0.
OFy  OF, OFy,
Ouy Ous ot OUm,

Dakle, ako su ovi uslovi ispunjeni, onda je sistemom F (t_b, ) = 0 implicitno definisana vektorska
funkcija @ = (u1, ..., um) € CP(L(t,€)), takva da je @(ty) = i, odnosno definisane su skalarne

funkcije uy, ..., Up,.
Primer 42 Pokazac¢emo da su sistemom
u—e’'=—x vte'=y (2.10)

implicitno definisane skalarne funkcije u i v na okolini tacke (1,1). Obelezimo F(z,y,u,v) = u—
e’ +x, G(x,y,u,v) = v+e* —y. Rasavajudi sistem jednacina F(1, 1, ug,vg) =0, G(1,1,ug,vg) =

0, dobijamo uy = vy = 0. Vidimo da su F,G € C*®(R*), tako da jo§ treba ispitati treéi uslov
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teoreme o implicitno definisanoj funkeciji,

u Iy

(1,1,0,0) = 2 0.
G. G,

Dakle, postoje jedinstvene funkcije u = u(x,y) i v = v(z,y) imlicitno definisane sistemom (2.10)
na nekoj otvorenoj okolini L tacke (1,1) takve da je u(1,1) =01 v(1,1) = 0. Funkcije u i v su

klase C*°(L). Sistem (2.10) sada postaje
U($, y) - ev(a:,y) = -7, ’U($, y) + GU(I’y) =Y (l',y) €L. (211)
Pronadimo i diferencijale funkcija u i v u tacki (1,1). Diferenciranjen (2.11) dobijamo

du(z,y) — " duv(z,y) = —dz, dv(z,y) + "V du(z,y) = dy,

dy — dx
2
Da bismo dobili diferencijale drugog reda potrebno je jos jedno

odnosno u tacki (1,1), du — dv = —dz, dv + du = dy, odakle je du = du(1,1) =

idv=dvu(l,1) = dy—;—dz'

diferenciranje, kojim dobijemo da je, na primer drugi diferencijal funkcije u u tacki (1,1) jednak

o (dv)? — (du)®
du = —

Kvadratna aproksimacija

Dakle, videli smo da iako implicitno definisane funkcije ne mozemo implicitno izraziti, mozemo
im lokalno naéi parcijalne izvode i diferenciijale, te umesto sa implicitnom funkcijom, raditi sa
njenom aproksimacijom. Takode smo videli da na okolini neke tacke (zg,yo), linearna aproksi-

macija dobro aproksimira funkcije diferencijabilne u toj tacki, tj. imali smo da je

f(z,y) = L(z,y) = f(z0,v0) + fe(T0,%0)(x — 20) + fy(w0,y0)(y — yo)-

L(z,y) se takode zove i Tejlorov polinom prvog stepena. Videli smo da je linearna aproksimacija
dobra, na primer ako su parcijalni izvodi prvog reda neprekidni. Ako funkcija f ima (neprekidne)

parcijalne izvode drugog reda, dobijamo bolju aproksimaciju funkcije f na okolini neke tacke

(l’o, yO)a

[z, y) = Q(z,y) := f(xo,y0) + fa(To,y0)(x — z0) + fy(x07y0)(y — o)+

45 (Feel@o, o) (& = 20)? + 2y (0,50) (& — 20}y — 90) + Fon (50, 30) (y — 90)?).
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Q(z,y) zove se kvadratna aproksimacija funkcije f na okolini neke tacke (xo,yo) ili Tejlorov

polinom drugog stepena. Primetimo da je
L
Q(z,y) = f(x0,90) + df (2,y0) (T — T0, ¥ — Yo) + 3 d” f(wo,y0) (T — T0, ¥ — Yo)-

Primer 43 Funkcija f(z,y) = e~ V" 1 tacki (0,0) ima linearnu aproksimaciju L(z,y) = 1, a

kvadratnu Q(z,y) = 1 — 2% — 2.

Na slici su prikazani grafik funkcije ("u sredini”) i
njena linearna i kvadratna aproksimacija. Prime-
timo da su tragovi na grafiku funkcije i kvadratnoj

aproksimaciji skoro identic¢ni.

2.6 Izvod po pravcu

Podsetimo se definicije parcijalnog izvoda po x u tacki (zg,yo), funkcije f = f(z,y),

—

af o flxo+hyyo) = f(wo,y0) lim f((zo,90) + hi) — f(z0,%0)
ox h—0 h ) h

Zbog ovog poslednjeg zapisa, parcijalni izvod po x u tacki (zg, yo) mozemo zvati i izvod po pravcu
vektora i u tacki (0, Y0)-
o L . . . . Of
Ako se podsetimo i geometrijske interpretacije parcijalnog izvoda u tacki, a—(xo, Yo), Znamo
x
da je parcijalni izvod po x odredivao nagib tangente na krivu u preseku grafika funkcije f i ravni

y = yo. Ta ravan sece (z,y)-ravan po pravoj y = yo (u (x,y)-ravni), ¢ija parametrizacija je bas
h (zo,y0) + hi, heR.

Ako istu ideju umesto na vektor i primenimo na proizvoljan nenula vektor { = (a,b) # 0,

dobijemo pravu u (z,y)- ravni kroz tacku (xg,yo) paralelnu vektoru E

p: h’H(I’ano)_'_hg:(x0+ha7y0+hb)7 heRa
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odnosno, eliminacijom parametra h,
b
y=yo+ (2~ o).

Ovo je u R? jednacina ravni kroz pravu p paralelne z-osi. Ta ravan na grafiku funkcije f iseca
krivu kojoj pripada tacka P(xo, Yo, 20), 20 = f(xo,yo). Koeficijent nagiba tangente u tacki P na
tu krivu zove se izvod po pravcu vektora & u tacki (xg,yo). Koeficijent nagiba tangente je ustvari

tangens ugla izmedu tangente i prave (u prostoru) p’
P he (20,90, 20) + hE = (w0 + ha, yo + hb, z0), h eR.

Prava p’ je paralelna pravoj p i lezi u ravni z = zq.

N

Ako se podsetimo parametarskog zapisa prave, vidimo da ni intenzitet ni smer vektora 5 nije

bitan, nego samo pravac. Zbog toga, najc¢esc¢e uzimamo jedini¢ne vektore

1‘”1

U= =: (uy,us),

i pomoc¢u takvih vektora definiSemo izvode po pravcu,

9 f (20, y0) = ,IJL% f((zo,y0) + h:) — f(x0,%0) _ ;ILIE% flzo+ hui, yo +hhu2) — f(x0,%0)

—

Napomenimo jo§ da ukoliko ne koristimo jedini¢ni vektor, onda je razlika |(Zo + h&) — Zo| =

AEL pa e ]

o @)+ hE) — f(@)
h—0 h‘f|

Teorema 44 Ako je skalarna funkcija f diferencijabilna u (xo,yo), onda ima izvode po svim
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pravcima @ = (a,b), vVa? +b? =1, i pri tom je

8gf(x0,y0) = flaxf(xo,yo) + bayf(fﬂmyo) = Vf(mo»yo) . (2~12)

Dokaz: Fiksirajmo zq,yg,a,b € R i posmatrajmo funkciju jedne promenljive
g(h) = f(xo + ha, yo + hb).

Izracunajmo izvod funkcije g u tacki 0,

lim W = 0af(%0,%0)-

Sada posmatrajmo komporziciju g o (x,y), © = x(h) = xo + ha, y = y(h) = yo + hd, i primenimo

pravilo o izvodu slozene funkcije,

dg Ofde  9fdy

dh - %dh @dh = fa:(x() +ha7y0 +hb)a+fy(:c0 +ha7y0 +hb)b7

odakle, za h = 0 dobijemo da je

g'(0) = fa(®o,yo)a + fy(zo,y0)b.

Primetimo da, ako je @ = (a,b), |4 = va? + b? =1, onda je
i = (cosf,sin @), 0= /(z",u),

pa je
Oaf(x,y) = fu(x,y) cos O + fy(m>y) sin 6.

I za diferencijabilnu skalarnu funkciju d > 2 promenljivih vazi ista formula. Ako je 0 # @ =

(u1, ...,uq) € R, proizvoljan nenula vektor, onda je
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2.6.1 Vektor gradijenta

Videli smo da za proizvoljnu diferencijabilnu skalarnu funkciju f : R? — R, gradijent u tacki

Zo je vektor

V(&) = (fa1(T0), -5 fzy(T0))-

Ako posmatramo skup D svih tacaka & u kojima postoji gradijent funkcije f, na tom skupu
mozemo definisati vektorsku funkciju Vf : D — R<.

U prethodnom odeljku smo videli da izvod po pravcu geometrijski predstavlja nagib neke
tangente, pa u skladu sa geometrijskom interpretacijom mozemo reéi da izvod po pravcu govori
koliko se brzo funkcija menja u datoj tacki po datom pravcu. Dakle, ako su « i ¢ proizvoljna
dva razli¢ita nenula vektora (pravca), i ako je 0z f(Zo) > 05f(Zo), nagib prve tangente je vedi i
kazemo da se funkcija f brze menja po pravcu u.

Pravac vektora gradijenta u tacki (Zy) je

V f(&o)

Uy = =

IV f (@o)|”

i to je pravac po kome se funkcija najbrze menja, sto govori sledeé¢a teorema.

Teorema 45 Neka je funkcija f diferencijabilna u tacki xo. Tada je

max Oz f(Zo) = |V f(Zo)],

Ja|=1

1 maksimum se dostize u vektoru

V f(&o)

Uy = =Fo

IV f(Zo)|
Dokaz: 1z

Oaf =V f-u=|Vflli| cosa=|Vf| cosa,

gde je o ugao izmedu Vf i @, vidimo da ée Oz f biti najvedi za cosa = 1, tj. za o = 0. Dakle,

funkcija se najbrze menja po pravcu paralelnom vektoru V f(Z). O

Primer 46 Posmatrajmo funkciju f(z,y) = ze¥, Vf = (e¥,ze¥) i tacku Py(2,0), f(2,0) = 2,
Vf(2,0) = (1,2).

Formirajmo pravu u (z,y)-ravni kroz tacku (2,0) paralelnu vektoru (1, 2),

h (2,0) + h(1,2) = (2 + h, 2h),
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odnosno y = 2z — 4. Kako je |V f(2,0)| = v/5, to je vektor pravca gradijenta

—

()

Dakle,

0, 1(2,0) = (1,2) <% %) — V5= V2,0

Dakle, funkcija f se najbrze menja po krivoj u preseku grafika funkcije f i ravni y = 2x — 4.

Na slici vidimo istu sliku iz dva ugla posmatranja. Na njoj su prikazani grafik funkcije f, ravan
y = 2z — 4 iravan y = 5z — 10. Na prvoj slici vidimo krivu u preseku grafika funkcije f i ravni
y = 2z — 4 (po kojoj se funkcija najbrze menja), a na drugoj krivu u preseku grafika funkcije f

iravni y = 5z — 10.

Vektor gradijenta kao normala na povrs

Neka je
S: F(z,y,z)=k

jednac¢ina povrsi S. Uocimo krivu C koja lezi na povrsi S i na krivoj tacku P(xo, Yo, 20). Neka

je data parametrizacija krive C,

() = (x(t),y(t), 2(t)), t€R, (2o,v0,20) = 7(to).

Kako je C C S, imamo da vazi,



FEkstremsi 57

Pod pretpostavkom da su sve funkcije diferencijabilne, dobijamo da je

VF 7' =Fua' + Fyy' + F.2' =0,

odakle vidimo da je vektor gradijenta funkcije F', VF, normalan na tangentni vektor na krivu
C c S, 7. Kako je C bila proizvoljna kriva povrsi S, mozemo da zaklju¢imo da je vektor
gradijenta normalan na svaku krivu koja lezi na povrsi S i prolazi kroz tacku P, odnosno na

tangentnu ravan u tacki P.

Dakle, normalu na povrs F(x,y, z) = k, mozemo racunati kao

ﬁZVF:(szFvaZ)a

odnosno jedini¢nu normalu

_ 7 F, F, F,
ng = — = .
i~ \VF'VF'VF

Primer 47 Jedini¢na normala na povrs S : z2+y3+22—zy = 9 u tacki P(0,0,3) je k= (0,0,1).

To znaci da je ravan z = zy = 3 tangentna ravan na povrs S u tacki P.

2.7 Ekstremi

Poznato je da na skupu realnih brojeva imamo definisanu relaciju poretka ” < 7, kojom
mozemo porediti bilo koja dva realna broja u smislu da za sve a,b € R vazi bar jedna od sledeée
dve relacije, @ < b ili b < a. Na skupu R?, d > 2, nemamo definisanu takvu relaciju poretka.

Tacke ¥ € R? d > 2, mozemo eventualno porediti njihovim rastojanjima od koordinatnog
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pocetka, odnosno mozemo porediti duzine vektora &, ali tada ustvari poredimo vrednosti funkcije

Dakle, kodomen funkcija ¢ije trazimo ekstreme ée biti skup realnih brojeva, tj. radi¢emo

samo sa skalarnim funkcijama.

2.7.1 Lokalni ekstremi

Lokalne ekstreme trazimo u unutrasnjim tackama domena skalarne funkcije. Unutrasnje
tacke nekog skupa D formiraju skup intD koji zovemo unutrasnjost skupa D. Podsetimo se da

je @y € intD ako postoji lopta L(Zo;r) C D.
Definicija 48 Neka je f: D C R? = R i % € intD.
o Ako je za neko r > 0, f(Zo) < f(&), & € L(Zo;r), onda je Ty tacka lokalnog minimuma, a
f(&o) = fmin je lokalni minimum funkcije f.
o Ako je za neko r > 0, f(Zo) > f(X), & € L(Zo;r), onda je &y tacka lokalnog maksimuma,

a f(Zo) = fmax je lokalni maksimum funkcije f.

Funkcija moze imati vise lokalnih minimuma i maksimuma. Najmanji lokalni minimum zove

se globalni minimum, a najve¢i lokalni maksimum, globalni maksimum.

Primer 49 e Paraboloid z = 22 + y? je grafik funkcije f(z,y) = 22 + y*> > 0. Kako je

£(0,0) =0, to je lokalni minimum fy,;, = 0 i dostize se u tacki (0, 0).

e Konus z = y/z2 + y? je grafik funkcije f(z,y) = /22 +y? > 0. Kako je f(0,0) =0, to je
lokalni minimum takode fmi, = 0 koji se dostize u tacki (0, 0).
Razlika izmedu ova dva primera je ta da u prvom postoje parcijalni izvodi u tacki minimuma,

dok u drugom ne postoje.

U prethodnom primeru smo videli da u tackama ekstrema funkcija moze da ima parcijalne
izvode, ali i ne mora. No ako ih ima, parcijalni izvodi prvog reda u tacki ekstrema su jednaki

nuli, o ¢emu govori sledeca teorema.

Teorema 50 Neka je tacka (a,b) tacka lokalnog minimuma ili maksimuma. Ako postoje parci-

jalni izvodi fr(a,b) i fy(a,b), onda je

fz(a,b) = fy(a,b) =0.
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Dokaz: Neka je (a,b) tacka lokalnog minimuma funkcije f, $to znaci da je za neko r > 0,
fla;b) < f(z,y),  (2,9) € L((a,b); 7). (2.13)
Fiksirajmo b i posmatrajmo funkciju jedne promenljive
g(z) := f(z,b), x€(a—r,a+r).

(a-r,b) (a+rb)
Iz (2.13) imamo da je i E\
(ab)

§to znaci da u tacki a funkcija g ima lokalni minimum. Kako je ¢'(x) = f.(z,b), postoji ¢'(a) =
fz(a,b), a kako je a tacka lokalnog minimuma funkcije jedne promenljive, to je ¢’(a) = 0, pa je i

fu(a,b) =0.

Za dokaz da je fy(a,b) =0, fiksirajte a i ponovite proceduru ovog dokaza. (|
Napomena 1 o Teorema 50 se isto pokazuje i ako pretpostavimo da je (a,b) tacka maksi-
muma.

o Teorema vazi i u slucaju da je f:RY — R, d > 2. Dakle, ako V f(Zy) postoji i tacka Ty je

tacka lokalnog minimuma ili maksimuma, onda je V f(Zo) = 0.

Posledica 51 Ako je funkcija f : L((a,b);r) — R, r > 0, diferencijabilna v tacki (a,b), i
tacka (a,b) je tacka lokalnog ekstrema, onda je tangentna ravan na grafik funkcije f u tacki

P(a,b, f(a,b)) paralelna (x,y)-ravni.

Dokaz: Kako je funkcija diferencijabilna u (a,b), postoje parcijalni izvodi u toj tacki (pa
i Vf(a,b)), a posto je (a,b) je tacka lokalnog ekstrema, onda je Vf(a,b) = 0. Iz jednacine

tangentne ravni (2.2) dobijamo da je tangentna ravan z = f(a,b). |

Napomena 2 Primetite slicnost turdengja ove posledice sa adekvatnim tvrdenjem za realne funkcije

jedne realne promenljive.
Definicija 52 Stacionarne ili kriticne tacke skalarne funkcije f su one tacke u kojima gradijent
funkcije f ne postoji ili je jednak nuli.

Na primer, za funkciju dve promenljive f = f(z,y), tacka (a,b) € intDy je kriti¢na (stacionarna)
tacka ako je fy(a,b) = fy(a,b) = 0 ili bar jedan od parcijalnih izvoda prvog reda u tacki (a,b)

ne postoji.
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Na osnovu Teoreme 50 imamo da je potreban uslov da tacka bude tacka ekstrema ustvari da
je ona stacionarna tacka. Taj uslov nije dovoljan, tj. postoje stacionarne tacke u kojima funkcija

nema ekstrem.

Primer 53 o flz,y)=a?+y? —20—6y+14=(x—-1)2+(y—3)2+4>4,a f(1,3) =4,
odakle vidimo da je fmin = f(1,3) = 4. U ovom primeru nije bilo potrebno traziti prve
izvode jer znamo tacno kako izgleda grafik funkcije f. Dakle, to je paraboloid sa temenom

u (1,3,4).

e Posmatrajmo sada funkciju f(z,y) = y*> — 2%. Njen gradijent Vf(z,y) = (—2z,2y) defin-
isan je u svakoj tacki (z,y) € R?, a postaje nula jedino u tacki (0,0). Jedina kriti¢na

tacka funkciju f je, stoga, tacka (0,0), pa ekstrem mozZe da se pojavi samo u toj njoj.

Medutim, primetimo da je

f((),y):y2>0,zay7é0;

f(x,0) = —22 <0, za xz #0.

Dakle u svakoj okolini tacke (0,0), sadrzana je neka lopta (krug) sa centom u (0,0)

é )
polupreénika 0, a iz te lopte mozemo izabrati tacke (0, 5) i (5, 0) za koje vazi

0 52 4] 52
f<0,2>=4>0=f(0,0), f<270>:—4<02f(070).

Zaklju¢ujemo da tacka (0,0) nije tacka ekstrema i kazemo da je ona sedlasta tacka.

Test drugog diferencijala

Prilikom pronalazenja ekstrema funkcije vise promenljivih prvo posmatramo tacke ¥y u ko-
jima gradijent ne postoji. Prirodu takvih tacaka ispitujemo po definiciji, odnosno poredimo
vrednost zo = f(Zp) i vrednosti f(&), za & iz neke okoline tacke Zo. U sluc¢aju da je f: R? — R,
to znaci da gledamo da li je grafik funkcije f iznad ili ispod ravni z = zj.

Zatim posmatramo tacke u kojima je Vf(Zy) = 0. Osim po definiciji, prirodu tih tacaka

mozemo ispitati i pomocu drugog diferencijala funkcije f u tim tackama. Dakle, u pomenutim



FEkstremsi 61

tackama prvi diferencijal je jednak nuli, df (xo,y0) = 0, a drugi diferencijal je

[ f (0, y0)] (dz, dy) = fra(w0,y0)(d2)? + 2oy (0, Y0) dx dy + fyy(z0,10)(dy)?

polinom drugog stepena po dz i dy. Sluc¢aj der = dy = 0 nas ne zanima, jer to znaci da je prirastaj

nula, odnosno da se nismo pomerili iz tacke (g, yo).

Videli smo da je kvadratna aproksimacija funkcije f u tacki (zo,yo),

Q(dr,dy) = J(w0,0) + df (e, o) (d dy) + 2 F (o, o) (d, )

1
= f(®o,y0) + §d2f(l’o,yo)(d17,dy)
jer je df (zo,y0) = 0. Stoga je

d* f(z0,y0) = 2 (Q(dx, dy) — f(z0,%0)) -

Ako je d?f(xo,y0) > 0, onda je Q(dz,dy) > f(xo,%o), odnosno kvadratna aproksimacija (koja
bolje aproksimira funkciju u tacki od tangentne ravni) je iznad tangentne ravni z = zg =
f(x0,90), pa u tacki (x¢,yo) funkcija f ima lokalni minimum. Analogno, ako je d?f(zo,yo) < 0,
onda je Q(dz,dy) < f(xo,y0), odnosno kvadratna aproksimacija je ispod ravni z = 2y =
f(x0,90), pa u tacki (x9,yo) funkcija f ima lokalni maksimum. Ako d?f(xo,yo) menja znak,
kao polinom po (dz, dy), funkcija f na svakoj okolini tacke (z,yp) ima vrednosti i veée i manje

od zp, pa u tacki (zg,yo) nema ekstrem.

Ako je i drugi diferencijal jednak nuli, onda analiziramo znak treceg diferencijalna itd. Kao i
kod funkcija jedne promenljive dolazimo do sledeéeg zakljucka. Neka je df (xo,y0) = d?f(xo,v0) =
wo = d" L f(w0,90) = 0, a d"f(x0,90) # 0, n > 3. To znaci da na okolini tacke (g, o) postoji

sledeca aproksimacija funkcije f,

F(e,5) = F(o,00) + " o, 90) (& = 70,y = o) =5 Tale = 20,y — o),

odnosno vazi da je

d" f(zo,yo0)(dz,dy) = n! [Ts(dz,dy) — f(w0,y0)]-

Ako je n neparan broj, polinom n-tog stepena d” f(xo,yo)(dz,dy) menja znak na okolini tacke
(0,0), pa u tacki (zg,yo) funkcija f nema ekstrem. Ako je n paran broj, polinom n-tog stepena

d" f(zo,yo)(dz, dy) moze, ali ne mora da menja znak na okolini tacke (0,0). Zakljucak je isti
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kao i u sluéaju n = 2. Dakle, ako je d"f(zo,y0)(dz,dy) > 0, za (dz,dy) # 0, u tacki (zo,%0)
funkcija ima lokalni minimum. Ako je d™f(zo,y0)(dz,dy) < 0, za (dz,dy) # 0, u tacki (zo,o)
funkcija ima lokalni maksimum, a ako d” f(zg, yo)(dz, dy) menja znak na okolini tacke (0,0), u
tacki (zg, yo) funkcija f nema ekstrem.

Ako su svi diferencijali funkcije f u tacki (xg, o) jednaki nuli, tj. d™f(zo,yo)(dz,dy) = 0,
n € N, to znaci da je f(z,y) = f(zo, yo) komstantna funkcija na nekoj okolini tacke (zg, yo).

Napomenimo jos da ovaj test moze da se primeni na sve skalarne funkcije. Zbog jednostavnosti
smo dali slu¢aj funkcije dve promenljive, a za funkcije vise promenljivih je u potpunosti ista
analiza, samo se umesto znaka polinoma po dx i dy, posmatra znak polinoma po dz, dy i dz,

odnosno po dx1,..., drq.

Primer 54 Posmatrajmo funkciju f(z,y, z) = 22 +y* + 2% — 2y + 2 — 22. Kao polinom, funkcija
f € C*(R?), pa joj je gradijent svuda definisan. ReSavanjem sistema algebarskih linearnih
jednagina Vf = (2z —y + 1,2y — z,2z — 2) = 0, dobijamo jedinu stacionarnu (i kritiénu) tacku
2 1
T (—3, —3 1). Izracunajmo drugi diferencijal funkcije f u tacki T,
B f(T) = 2(dx)? — 2dzdy + 2(dy)? + 2(dz)? = (dz — dy)* + (dz)? + (dy)? + 2(dz)? > 0.

Primetimo da je d?f(T) = 0 ako i samo ako je dv = dy = dz = 0, $to je slucaj kada se ne
pomerimo iz tacke T' (prirastaj je nula), pa mozemo zakljuciti da za nenula prirastaj (dz, dy, dz) =

d(z,y,z) # 0, vazi da je d2f(T) > 0, i tacka T je tacka lokalnog minimuma.

Specijalno za funkcije f : R? — R, test drugog diferencijala mozemo preformulisati na sledeéi

nacin. Uvedimo slede¢e oznake,

[d? f (20, y0)] (dz, dy) = faz(20,0)(dx)? + 2f2y (20, Y0) dx dy + fyy (0, y0)(dy)?

=: Ah? 4+ 2Bhk + Ck* =: P(h, k),

A:fmc(xmyO)a B:fmy(xmy()), C:fyy(x(by())a h:dib, k:dyv

i posmatrajmo polinom P(h, k).

e Neka je A > 0. Zapisimo polinom P(h, k) u sledeé¢em obliku,

2 2
(h+Bk) +k201473

P(hk) = A ~ -

Akoje A>0iCA— B? >0, onda jei P(h,k) > 0, jer smo sluéaj (h, k) = (0,0) iskljuéili.

Dakle, (zo,y0) je tacka minimuma.
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e Akoje A< 0iCA— B? >0, onda je P(h,k) <0, te je (x0,yo) tactka maksimuma.

e Ako je CA — B? < 0, onda polinom P(h,k) menja znak, pa nemamo ekstrem u tacki

(»’Uo,yo)-

Ovaj test formulisaéemo u sledec¢oj lemi (koju smo upravo pokazali).

Lema 55 Neka je f : L = L((a,b);r) = R dva puta diferencijabilna na L, i neka su f,(a,b) =

fy(a,b) =0. Oznacimo sa

A= Ala,b) = fow Jay (a,b) =: AC — B2

foy  fyy

Tada vaze sledeca tvrdenja. Ako je
e A>01 fup(a,b) >0, onda je f(a,b) = fuin;
e A>01i frr(a,b) <0, onda je f(a,b) = fuax;

e A <0 onda tacka (a,b) nije tacka ekstrema.

Napomenimo da u treéem slucaju, A < 0, tacku (a,b) zovemo sedlasta tacka, a u slucaju

A = 0, moze svaSta da se desi §to ilustruje sledeéi primer.

Primer 56 Posmatrajmo funkcije 21 (x,y) = 4% i 22(z,y) = y3. Obema su tacke (x,0), x € R,

kriticne, a A(z,0) = 0 u svim tackama.

Na slici levo je grafik funkcije z1, a desno zo.

Funkcija z; ima minimum u svim ta¢kama (z,0), dok su za funkciju zo sve tacke (z,0) sedlaste.

Primer 57 Neka je f(z,y) = 2* +y* —4xy+1. Vidimo da je Vf = (42* — 4y, 43> —42) definisan

u svakoj tacki R?, pa stacionarne tacke trazimo tamo gde je Vf = 0. Dobijemo tri kritiéne tacke:
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Tl(0,0), Tg(l, 1) i T‘g(—l7 —1) Tada je

odakle racunamo A(T}) < 0, $to znaci da je T sedlasta tacka, dok je A(Tz) > 0 i A(T3) > 0.
Kako je for(T2) = frz(T5) = 12 > 0 obe tacke T5 i T5 su tacke minimuma. Dakle funkcija f ima
dva lokalna minimuma, fiyin1 = fmin2 = —1 1 sluc¢ajno su jednaki.

Kada skicirajmo grafik i linije nivoa funkcije f, primetimo da se linije nivoa koncentrisu oko

tacaka ekstrema, a razilaze oko sedlaste tacke.

Na prvoj slici sleva je grafik funkcije f, na kom primec¢ujemo dva jednaka lokalna minimuma. U
sredini vidimo linije nivoa koncentrisane oko tacke minimuma, a na poslednjoj slici vidimo linije

nivoa koje se razilaze oko sedlaste tacke.

2.7.2 Ekstremi na rubu - uslovni ekstremi

Lokalne ekstreme smo trazili isklju¢ivo u unutrasnjim tackama domena funkcije. Da bismo
ispitali i rubne tacke uvodimo pojam uslovnih ekstrema. To nam omogucéava da na svakom
zatvorenom i ograni¢enom skupu nademo tzv. apsolutni maksimum i apsolutni minimum. Apso-
lutni maksimum /minimum je najveéi/najmanji broj medu lokalnim maksimumima/minimumima

i maksimumima/minimumima na rubu domena funkcije.

Metod Lagranzevih mnozitelja

Metod Lagranzevih mnozitelja reSava slede¢i problem. Naéi tacke ekstrema funkcije f na
skupu

{Z19(Z) = k} N Dy,

gde je funkcija g neprekidna i diferencijabilna, tj. naéi ih medu onim tackama koje ispunjavaju

dati uslov ¢g(Z) = k. Uslova moze biti i vise od jednog, ali ne vise od broja promenljivih.
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Geometrijski je ova primedba prirodna. Naime, znamo da skup tacaka u R? koje zadovoljavaju
jednakost ¢g(Z) = k ima dimenziju d — 1. Na primer, skup tacaka u ravni koji zadovoljavaju
datu jednakost je kriva, a skup tacaka u prostoru koji zadovoljavaju datu jednakost je povrs.
Skup tacaka u prostoru koji zadovoljavaju dve razlicite nezavisne jednakosti g(z,y,z) = 0 i
h(z,y, z) = 0, za neprekidno-diferencijabilne funkcije g i h, je najvise kriva (moze biti i prazan
skup ili skup od nekoliko tacaka). Tac¢nije, moze da se desi da se funkcije ¢ i h poklapaju na
nekom skupu koji ima pozitivhu povrsinu, tada kazemo da uslovi nisu nezavisni. Tri razli¢ite
(nezavisne) jednakosti moze da zadovoljava samo nekoliko tacaka u R3. Mozemo reéi da ”svaka

nova jednakost snizava dimenziju” prostora na kom trazimo ekstrem.

Preciznije, nezavisnost uslova, odnosno funkcija, definiSemo na sledeé¢i nacin. Posmatrajmo
dve funkcije g,h : R — R i jednacinu g(Z) = h(Z). Obelezimo sa S C R? skup resenja
posmatrane jedna¢ine. Ako je mera u R9~! skupa S jednaka nuli, kazemo da su uslovi g(¥) = 0
i h(Z) = 0 nezavisni. Pojam “mere” jo§ uvek nismo uveli, ali mozemo reéi da mera skupa
S u prostoru R~! nije jednaka 0 ako skup S sadrzi bilo koji (d — 1)-dimenzionalni interval
(a1,b1) X ... X (ag—1,bq—1), gde su a; < b; proizvoljni realni brojevi. U daljem radu ¢emo uvek

posmatrati nezavisne uslove.

Ako pokusamo naéi ekstreme na nekom zatvorenom ograni¢enom skupu u R? neprazne un-
utrasnjosti, nakon sto nademo lokalne ekstreme medu unutragnjim tackama, moramo analizirati
i tacke na rubu. Rub zatvorenog ograni¢enog skupa u R? je najéesée glatka kriva data jednom
se problem nalazenja ekstrema na rubu zatvorenog ogranic¢enog skupa svodi na pronalazenje

uslovnih ekstrema.

Napomenimo da je skup zatvoren ako mu je komplement otvoren. Zatvoren skup sadrzi sve
svoje tacke nagomilavanja, pa i rubne tacke. Skup je ogranicen ako je ceo sadrzan u nekoj lopti

L(0; M), M > 0.

Krenimo od najjednostavnijeg slucaja kada je funkcija f = f(z,y) skalarna funkcija dve
promenljive i potrazimo njene ekstreme na skupu svih tacaka u ravni koje zadovoljavaju jedan

uslov, tj. na skupu

G = {(z,y) € R?|g(x,y) = k},

gde je k data konstanta. Linije nivoa funkcije f su krive date jedna¢inom f(z,y) = ¢, ¢ € R.
Pomoéu linija nivoa problem nalazenja ekstrema funkcije f na skupu G moze se definisati na

sledeéi nac¢in: naéi najvece c¢ za koje linija nivoa f(x,y) = ¢ sece krivu g(z,y) = k.
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Na slici je najveée ¢ za koje linija nivoa f(x,y) = ¢ sece krivu g(x,y) =k

c =3, pa je uslovni maksimum funkcije f jednak 3.

Trazena linija nivoa i kriva C' : g(z,y) = k se dodiruju, te u toj jedinoj presecnoj tacki imaju
zajednicku tangentu. To znaci da su im gradijenti u presec¢noj tacki paralelni, odnosno da postoji
neko A € R, tako da je

Vf(xo,50) = AVg(zo, yo)-

Ovde se prirodno namedée uslov da je Vg(zo, yo) # 0. U Primeru 59 ¢emo videti da, kada je ovaj
uslov narusen, metoda Lagranzevih mnozitelja nam nece identifikovati tacku ekstrema. Zbog
toga ove tacke treba posebno posmatrati.

Dakle, da bismo dobili stacionarne tacke medu tackama iz skupa G, treba uraditi dve stvari:
e Resiti jedna¢inu Vg(z,y) = 0 na skupu G.
e Resiti sistem jednacina V f(z,y) = AVg(z,y) =0, g(z,y) = k.

Primer 58 Naéi ekstremne vrednosti funkcije f(x,y) = 2% + 2y? na kruznici 22 + y? = 1.
Za g(z,y) = 2° + %, Vg(z,y) = (22,2y) # 0, u svim tackama kruznice z? + y?> = 1.
Resavanjem sistema V f(x,y) = AVg(z,y) = 0, g(z,y) = 1, dobijamo tacke (0,4+1) i (+1,0). U

prve dve tacke funkcija f dostize maksimum 2, a u druge dve minimum 1.

Na slici vidimo uslovne maksimume i minimume u preseku
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paraboloida x% + 2y? = z i cilindra x% +y* = 1.

Primer 59 (Piriform) Ravanska kriva C : y? + 2% — 23 = 0 zove se piriform. Prikazana je na

slici.

Ako posmatramo funkciju f(z,y) = x, vidimo da ona na krivoj C' ima minimum 0 u tacki (0, 0)
i maksimum 1 u tacki (1,0).
Resavanjem sistema V f(z,y) = AVg(x,v), g(z,y) := y*> +2* — 2% = 0, dobijamo samo tacku

maksimuma (1,0). To je zato &to je Vg(0,0) = 0.

Lagranzevi mnozitelji - dva nezavisna uslova

Pretpostavimo da imamo dva nezavisna uslova ¢(Z) = k1 1 h(Z) = ko. U ravni bi taj skup bio
dimenzije nula, odnosno samo nekoliko tacaka bi mogle da zadovolje obe jednakosti, pa prirodno
o¢ekujemo da je # € R%, d > 3, jer za nekoliko tacaka prosto mozemo izracunati vrednost funkcije
u svakoj od njih, i videti koja je najmanja, odnosno najveca.

Geometrijski, kao u prethodnom sucaju, zaklju¢imo da je V f paralelan ravni koje obrazuju
Vg i Vh. S tim u vezi je i pojam nezavisnih uslova. Dakle, uslovi ¢(Z) = k1 1 h(Z) = ko su
nezavisni ako im gradijenti nisu paralelni, odnosno ako postoji ravan jedinstveno odredena ovim
vektorima, odnosno, uslovi ¢g(Z) = k; i h(Z) = ko su nezavisni ako su im vektori gradijenta

linearno nezavisni vektori. Tako dolazimo da postoje A\, € R, tako da je

Vf = AVg+nVh.

Lagranzevi mnozitelji - viSe nezavisnih uslova

Neka je sada funkcija f = f(z1,...,24). Njen gradijent u tacki £ = (x1,...,z4) je vektor
V(&) € R% U prostoru R? mozemo imati najvise d nezavisnih vektora, a d nezavisnih uslova
mogu ispunjavati najvise nekoliko tac¢aka prostora. Zbog toga je prirodno da imamo najvise d—1

uslova nametnutih na potencijalne tacke ekstrema. Dakle, ako imamo k < d uslova g;(%) = ¢;,
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1=1,...,k, ¢; su konstante, za pronalazenje stacionarnih tacaka reSavamo sistem d + k jednacina

k
V@) = Z AiVgi(T)

gi(f) = Cy, Z = ]., ...,d,
uz pretpostavku da su vektori Vg;(Z), i=1,...,d, linearno nezavisni, tj. da je

8zlgl azdgl
rang | .. .. L. (Z) = k.

63519]; 3$dgk

Dakle, opet, tacke u kojima taj uslov nije ispunjen moramo posebno posmatrati.

Prirodu stacionarnih tac¢aka mozemo ispitati pomocéu znaka kvadratne forme d?¢(%)(dz1, ..., dxq),
gde je
k
o(¥) = f(@) - Z)\zgz(f)
i=1

Ova funkcija zove se Lagranzeva funkcija koja zavisi od promenljivih z1,...,z4, a A1,...\g se
posmatraju kao parametri. Primetimo da je d¢(Z) = 0 u onim tackama & za koje je ispunjen

uslov V f(Z) = Zf;l AiVgi(Z).

Primer 60 Naéi ekstreme funkcije u(z,y) = 2% + y? — y na krugu K((0,0);1).

U unutrasnjosti kruga K trazimo lokalne ekstreme. Jedini lokalni ekstrem je lokalni minimum

Umin = u(0,0) = 0.

Na kruznici z? + y? = 1 trazimo uslovne ekstreme. Neka je g(z,y) = 2% + 3% Uslov
Vg # 0 je ispunjen u svim tackama kruznice, pa ¢e sve tacke biti obuhvad¢ene metodom La-
granzevih mnozitelja. Dobijamo umin = u(1/v2,1/v2) = u(—1/v2,—=1/v/2) = 1/2 i tpayx =
w(1/V2,~1/v2) = u(=1/VZ,1/V3) = 3/2.
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Na slici vidimo lokalni minimum u temenu paraboloida z = 2% +y? — zy, kao i uslovni minimum

i uslovni maksimum na krivoj u preseku paraboloida z = x? + y?> — xy i cilindra 2> + y? = 1.
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Glava 3

Visestruki integrali

Visestruki integrali prosiruju pojam odredenog integrala realne funkcije jedne realne promenljive
na funkcije vise promenljivih. Podsetimo se stoga kako smo definisali odredeni integral. Neka je
funkcija f = f(z), « € [a,b], neprekidna na intervalu [a,b], a < b, a,b € R. Odredeni integral
funkcije f na intervalu [a, b] definiSe se kao

b n
/ f(@)dz := lim Zf(a:l*) Az,
a =1

n—oo -

pri cemu je a = zg < 1 < ... < Tp—1 < T, = b, proizvoljna podela intervala [a,b], Axz; =
i — i1, t =1, n, iz € [x;_1,2], 1 =1, ...,n, proizvoljna tacka intervala [z;_1,x;]. Takode
znamo da, kao posledica jedinstvenosti grani¢ne vrednosti, definicija odredenog integrala ne zavisi
od izbora tacaka podele intervala [a, b], niti od izbora tacaka x;* € [x;—1,2;], i = 1,...,n. Za vise
detalja o odredenom integralu preporucujemo [9].

Y

\
\ f(x*)
i —

¥

)

X

&

a X1* xq Xn1 Xn*b

X1 Xi*  Xi

Cinjenica da odredeni integral ne zavisi od podele intervala i izbora tacaka nam omogucéava

da napravimo najpovoljniji izbor tacaka x; i z;*, i zbog toga najc¢es¢e biramo intervale podele
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b—a
[€i—1, 2], i = 1,...,n, jednakih duzina Ax; = =: Az, i = 1,...,n. Takode, éesto biramo da
n

je x;* = x;_1 i dobijamo da je

b n n
/ f(a)dx = nlggoz flaia) bz = (b—a) lim % > fla+ (i—1) ax).
a i=1 i=1

Ukoliko drugacije ne bude naglaseno, u nastavku, podrazumeva¢emo da smo tacke podele birali

na ovaj nacin.

3.1 Dvostruki integral realne funkcije dve promenljive

Prvi korak u prosirenju odredenog integrala na vise dimenzija je dvostruki integral. Sada
za oblast integracije biramo deo ravni konacne povrsine. Naime, podsetimo se da smo odredeni
integral na intervalu [a,b] nenegativne neprekidne funkcije y = f(x), € [a,b], interpretirali
kao povrsinu dela (z,y)-ravni ograni¢ene pravama x = a, x = b, y = 0 i grafikom funkcije
y = f(z), © € [a,b] (govorili smo ”povrsina iznad x-ose i ispod grafika funkcije f”). Da bi ta
povrsina postojala, odnosno bila ve¢a od nule i manja od beskonac¢no, bilo je potrebno integraliti
na intervalu ili uniji intervala ili bilo kom podskupu realne prave koji ima duzinu veé¢u od nule i
manju od beskonacno. Tako i sada, kada je oblast integracije deo ravni, trazimo da ima povrsinu
veéu od nule i manju od beskonaéno. Dakle, uzeéemo skup D C R? takav da je 0 < P(D) < +oo0,
pri ¢emu smo sa P(D) obelezili povrsinu skupa D. Dalje, ako na skupu D imamo definisanu
funkciju z = f(x,y), (z,y) € D, koja je neprekidna i nenegativna, dvostruki integral funkcije f
na skupu D ¢emo interpretirati kao zapreminu tela iznad skupa D i ispod grafika funkcije f.

Na primer, na slededoj slici vidimo telo od dole ograni¢eno kvadratom [—1,1] x [-1,1] u

(x,y)-ravni, a od gore grafikom funkcije z = 4 — 22 — 3.

‘z

(-1,1,0;

(1,-1,0)””7”7”

~(1.1.0)
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3.1.1 Dvostruki integral na pravougaoniku

Poceéemo od najjednostavnijeg slucaja, tj. za skup D ¢emo uzeti pravougaonik R = [a, b] X
[e,d] = {(z,y) |z € [a,b] iy € [c,d]}, a < bic<d, abecdec R. Primeni¢emo istu tehniku
podele oblasti integracije kao i kod odredenog integrala. Naime, ako interval [a, b] podelimo na
n, a iterval [¢,d] na m intervala, tom podelom smo pravougaonik R podelili na n - m manjih

pravougaonika.

e ype)

AN

‘ r N

Dakle, biramo tacke podele a =29 <21 < ... < ZTp_1 <xp=bic=yo<y1 < ... < Ym_1 <
Ym = d, i dobijamo pravougaonike R;;, i = 1,...,n, j = 1,...,m, ¢ije su duzine stranica Ax; =
Ti—Ti—1 1 AY; =yj—yj—1,%=1,..,n,j = 1,...,m, kao na gornjoj slici. Povrsina pravougaonika
R;; je tada AR;; :=Ax; Ay;. Zatim iz svakog malog pravougaonika [?;; biramo proizvoljnu
tacku T;; € R;;. Koordinate tacke T;; tada pripadaju intervalima [x;_1,z;] i [y;—1,y;], odnosno
Tij(z:*,y;%), " € [wic1, 2] 1 y;° € [yj—1,y;]. Primetimo da ée tada f(z;*,y;*)A R;; biti
zapremina kvadra baze R;; i visine f(x;*,y;).

Dakle, dvostruki integral funkcije f po pravougaoniku R aproksimira¢emo sumom zapremina
oblika f(x;*,y;*)AR;;, i = 1,..,n, j = 1,...,m. Tako dobijamo dvostruku Rimanovu sumu

kojom aproksimiramo dvostruki integral,

Oznaka dA potice od ”Aria”, engleske reci za povrsinu, i u skladu sa njom mozemo dvostruki
integral po pravougaoniku zvati i integral po povrsini pravougaonika R, ili kasnije integral po

povr§ini oblasti u ravni.

Definicija 61 Duostruki integral funkcije f po pravougaoniku R, u oznaci [[ f(x,y)dA, definisemo
R
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kao

/f(fc,y)dA :=n},1lrgoozgz;f zi*,y; )R,
R =

ako ta granicna vrednost postoji, odnosno ako je konacan broj, za svaku podelu pravougaonika R.

Tada kazZemo da je funkcija f integrabilna na R.

Napomenimo da moramo opravdati Definiciju 61, odnosno pokazati da definisana vrednost
ne zavisi od podele intervala niti od izbora tacaka (x;*,y;*). Dokaz je jednostavna posledica
definicije grani¢ne vrednosti i konvergencije obi¢nih Rimanovih suma za odredeni integral.

Primetimo da u Definiciji 61 nismo trazili da je funkcija f nenegativna. Nenegativnost
funkcije f koristimo prilikom interpretacije dvostrukog integrala po pravougaoniku R kao za-
premine tela iznad pravougaonika R i ispod grafika funkcije z = f(z,y) > 0, (z,y) € R.

Cinjenica da je Definicija 61 dobra nam omoguéava da biramo najpovoljnije tacke, na primer,

x*=wzi1=a+ (i— l)b;—“ iy *=yj—1=c+ (- 1)dn’f. To je donji levi ugao pravougaonika

R;; (takode se ¢esto bira i gornji desni ugao). Tim izborom dobijamo da je za sve i,j, AR;; =

Az Ay; = Goa)d=c) _ ny Ay =:AA, odnosno dobijamo najcesce koris¢enu definiciju dvostrukog
nm

integrala,

//fxydA—n}rllrgooZfo“yg Ry

=1 j=1

m

b—ad—c " b—a d—c¢
= 1. '_1 ._1 )
Jim PRy S (a0 e -0 )

i=1 j=1

Primer 62 Pronadimo zapreminu tela iznad kvadrata (z,y) € [0,2,] x [0,2,] i ispod elipti¢nog
paraboloida datog jednac¢inom z = 9 — z? — y* =: f(z,y). Uzmimo podelu Az = Ay = 2,

T =Y; = %, 1= O, l,n Tada je,

n o n n o n -\ 2
V= Jim 325 senn) —,}LH;WZZG—(QZ) (Qrf))

i=1 j=1 =1

=3

" " .4 4(n+1)(2n +1) 76
_ 4 s = 2| _ 4 2
= nhm 2 E In n2 il = nhm 2 <9n 2 5

n(n+1)(2n + 1).

Ovde smo koristili da je suma kvadrata prvih n prirodnih brojeva, Z 52 5

j=1
Osnovne osobine dvostrukog integrala

Kako je dvostruki integral defnisan pomocu limesa, jasno je da vaze sledece osobine:
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. //(f +g)dA = //f dA £+ //g dA, ako integrali na R funkcija f i g postoje;
R R R

. //cf(:my) dA = c//f(x,y) dA, ¢ € R, ako integral na R funkcije f postoji.
R R
Kako integral nenegativne funkcije interpretiramo kao zapreminu, o¢igledna je i sledeéa osobina,
¢ 0 feg) Sglo) o) ek = 02 [[rwpia< [[omaa
R R

Takode iz definicije dvostrukog integrala mozemo primetiti da je

° //OdAzO;
. //1dA:P(R):(b—a)(d—c).

Srednja vrednost funkcije

Podsetimo se da smo srednju vrednost realne integrabilne funkcije jedne realne promenljive,

y = f(z), x € [a, b], definisali kao

Dakle, to je broj koji zadovoljava relaciju fave - (b — a) = f; f(z)dz, odnosno daje duzinu
druge stranice pravougaonika ¢ija je jedna stranica b — a, takvog da mu je povrsina jednaka
bas odredenom integralu funcije f. U slucaju da je f nenegativna, to je pravougaonik koji ima
tacno onoliku povrsinu kolika je povrsina ispod grafika funkcije y = f(z), « € [a,b]. Detaljnije
o srednjoj vrednosti funkcije jedne promenljive mozete naéi u [9]. Primetimo da ako je funkcija
konstantna, f(x) = ¢, i njena srednja vrednost je jednaka toj konstanti, fave = c.

Analogno definisemo i srednju vrednost funkcije dve promenljive na pravougaonku R.

Definicija 63 Neka je funkcija f integrabilna na pravougaoniku R. Tada je srednja vrednost

funkcije f na pravougaoniku R broj
e = —aa— [ He A = 5 [[ fwwaa
ave—(b_a)(d_c) 'r7y _P(R) Jj,y .
R R
3.1.2 TIterirani integrali i Fubinijeva teorema

Neka je funkcija f = f(z,y) integrabilna na pravougaoniku R. Fiksirajmo jednu promenljivu,

na primer x € [a, b], odnosno posmatrajmo je kao parametar. Tako mozemo definisati funkciju
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9(y) = f(z,y) promenljive y € [¢,d]. Vodimo ra¢una da nam je sada x jedan fiksirani broj iz

intervala [c, d].

Pokazimo da je funkcija ¢ = ¢(y) = f(z,y) integrabilna na [c,d], gde je proizvoljno (i

fiksirano) x € [a,b]. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji podela intervala [c,d] takva
n

da nl;rr;oZg(yl*) Ay; ne postoji. Tada ako interval [a,b] ne podelimo, tj. posmatramo kao

podelu aiz:l xg, b = 21, imamo da za podelu pravougaonika R na n pravougaonika R;; = R; =

[a,b] X [yi—1,yi], vazi

n

ﬂ}xydA—hm}jfz%ﬁm”—w—@ggEJNKMW (31)
=1

Kontradikciju pronalazimo u ¢injenici da leva strana jednakosti (3.1) postoji, a desna ne postoji.

Dakle, iz ovog dokaza proizilazi sledece tvrdenje.

Lema 64 Ako je funkcija f = f(x,y) integrabilna na pravougaoniku R = [a,b] X [c,d], tada
je i za sve (fiksirane) x funkcija g(y) = f(x,y) integrabilna na intervalu [c,d], odnosno za sve

(fiksirane) y funkcija h(x) = f(x,y) je integrabilna na intervalu [a,b].

Na osnovu prethodne leme vidimo da je odredeni integral funkcije g na intervalu [c,d] broj

koji se menja u zavisnosti od fiksiranog broja x € [a,b]. Dakle funkcija

A@%=[%@Mw:[2uwm%

je dobro definisana na intervalu [a,b] 1 naziva se parcijalni integral po y funkcije f. Ako pret-

postavimo da je funkcija A(x) integrabilna na [a,b], onda mozemo pisati

/ab A(r)dr = /ab </cd f(x,y)dy> dx. (3.2)

Ovakvu integraciju, kada funkciju dve promenljive prvo integralimo po jednoj pa po drugoj
promenljivoj, nazivamo iterirana integracija, a integrale iz (3.2) iterirani integrali. Ako promenimo

redosled pa prvo fiksiramo y € [, d], dobijamo da je parcijalni integral po x funkcije f

>—Lﬁ@wm

dobro definisana funkcija na intervalu [c, d], 1 ako je tu jo$ i integrabilna, onda dobijamo drugi



Dwvostruki integral realne funkcije dve promenljive 7

redosled integracije kod iteriranih integrala,

/CdB(y)dy = /Cd (/:f(x,y)dx> dy.

Primer 65 Pronadimo iterirane integrale funkcije f(z,y) = 2%y, € [0,3], y € [1,2]. Ako prvo

integralimo po y, pa zatim po z, dobijemo

3 2 3 2 3
2

/</ m2ydy> dscz/x2</ ydy) dxzé/ chdle.
0 1 0 1 2 Jo 2

Kada promenimo redosled integracije dobi¢emo isti rezultat, tj.

2 3
/ (/ xde> dy = z
1 0 2

Jednak rezultat u oba redosleda nije dobijen slucajno. Primetimo da je podintegralna funkcija

neprekidna.

O jednakosti iteriranih integrala i dvostrukog integrala govori jedna od najznacajnijih teorema

za visestruke integrale, Fubinijeva teorema. Njen specijalan slucaj je sledece tvrdenje.

Teorema 66 Ako je realna funkcija f = f(x,y) neprekidna na pravougaoniku R = [a,b] x [c,d],

[ reia- / b ( / df(a:,y>dy> d = / ' ( / bf(w)dz) dy.
R

Uslov neprekidnosti u Teoremi 66 se moze oslabiti. Naime, dovoljno je da je funkcija f:

tada je

- ogranicena na R,

- prekidna na najvise kona¢no mnogo glatkih krivih i

- iterirani integrali postoje.
Dokaz ovog tvrdenja prevazilazi nivo gradiva naseg kursa. Fubinijeva teorema se detaljno
proucava u okviru naprednih kurseva matematicke analize koji se bave teorijom mere i inte-

grala.

Primer 67 Kada znamo Fubinijevu teoremu, zapreminu iz Primera 62 mozemo izrac¢uati na
mnogo laksi na¢in. Kako je funkcija f(x,y) = 9 — 22 — y? neprekidna na kvadratu [0,2] x [0, 2],

imamo da je

2, 2 2
V:/ (/ (9—$2—y2)dy)dx:/ (18—2x2—8>dx:76.
o \Jo 0 3 3
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3.1.3 Dvostruki integral na proizvoljnoj oblasti u ravni

Krenuéemo od proizvoljnog ograni¢enog skupa D C R2. Njega mozemo upisati u neki

pravougaonik R = [a, b] X [¢, d], kao na slededoj slici:

Ako funkciju f prosirimo (dodefinisemo) nulom van skupa D, dobijamo funkciju

x,Y), x, D
Fla.y) = f(zy), (2z,y)€ (53)

0, (z,y) € R\D

koja je definisana na celom R. Pomoc¢u nje mozemo definisati dvostruki integral funkcije f na
ograni¢enom skupu D. Napomenimo da za skup D C R? kazemo da je ograni¢en ako postoji
krug K = K ((0,0); M) koji sadrzi D. Ekvivalentna definicija bi bila i ta da postoji pravougaonik
R koji sadrzi D.

Definicija 68 Dwostruki integral funkcije f na ograni¢enom skupu D C R? definisemo na sledeéi

!/ f(a,y)dA = f}/ Fle,y)dA,

gde je R proizvoljan pravougaonik koji sadrzi skup D, a funkcija F neprekidno prosirenje nulom

nacin,

funkcije f definisano u (3.3).

Za funkciju f kazZemo da je integrabilna na skupu D ako je //f(ac,y)dA realan broj.
D

Primenimo ovu definiciju na izra¢unavanje integrala funkcije F' na R\ D, preciznije restrikcije
funkcije F' na R\D, F|gr\p. Kada funkciju F|z\p prosirimo nulom na ceo R, dobijamo da je

njeno prosirenje nulom funkcija G(z,y) = 0. Tada je

// F(a,y)dA = //G(;z:,y)dA — 0.
R\D R

U ovoj analizi se krije i dokaz sledece osobine dvostrukog integrala.
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Lema 69 Neka je D ogranicen skup u ravni. Tada je

Z/OdA:O.

Ova lema nam pokazuje i da je Definicija 68 dobra, odnosno da ne zavisi od izbora pravougaonika

koji sadrzi D. Naime, ako posmatramo dva razli¢ita pravougaonika R i Rs koja sadrze ogranicen

//F(a:,y)dA: //f(:my)dA: [/F(aay)dA
R, D Ra

Ostale osobine dvostrukog integrala po ograni¢enom skupu D su posledice Definicije 68 i

skup D, tada je

samo ¢emo ih navesti (svakako, izvodenje ovih osobina se preporucuje za vezbanje):

. D//1dA:P(D

e Ako je P(D) = 0, onda je //dA = 0. Stavise, ako je funkcija f ograni¢ena na D i

P(D) =0, ondaje/fdA:O'

//afxy +59(xy dA //fxydA—i—ﬁ// (z,y)dA, a,p € R, ako integrali

funkcL]a f 1 g postoje. Ova osobma se zove hnearnost

e Ako je f(z,y) < g(z,y), za sve (x,y) € D i ako integrali funkcija f i g postoje, onda je
//f(x, y)dA < //g(:):7 y) dA. Ova osobina se zove monotonost;
D D

e Akoje D =Dy UDyi P(D;NDy)=0, gde je P oznaka za povrsinu, onda je

// fay)dA = // fla.y)dA + // f () dA; (3.4)
D D+ Do
// flz,y)dA = //f x,y)d

DuUdD

e Akojem < f(z,y) < M, zasve (z,y) € D, onda je m- P(D) < / flz,y)dA < M -P(D).

Poslednja navedena osobina je korisna kada ne mozemo da izracunamo integral, jer nam daje

ocene integrala.

Primer 70 Ocenimo integral //eSi““OSydA, gde je D krug sa centrom u (0,0) polupre¢nika 2
D
Kako je —1 < sinzcosy < 1i P(D) = 4w, imamo da je & < //eSiMCOSydA < dre.
D
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Povoljni oblici oblasti integracije kod dvostrukog integrala

Neka je oblast! D C R? konacne pozitivne povrsine. Ako je funkcija f neprekidna na skupu D,
onda je njeno neprekidno prosirenje nulom, funkcija F', neprekidna u svim tackama pravougaonika
R, osim eventualno rubnih tac¢aka skupa D. Ako je rub oblasti D po delovima glatka kriva, onda

na pravougaonik R i funkciju F' mozemo primeniti Fubinijevu teoremu, pa imamo da je

//f(x,y)dA://F(m,y)dA:/ab/ch(x,y)dydx:/Cd/abF(x,y)d:vdy. (3.5)

Neka prave z = a i = b ujedno ograni¢avaju i oblast D, tj. neka je D = {(z,y)|z €
[a,b], g1(x) <y < ga(x)}, gde su funkcije y = g;(x), i« = 1,2 neprekidne na [a,b] i vazi d >

g2(x) > g1(x) > ¢, © € [a,b], Slika 3.1 levo. Fiksirajmo ¢ € [a, ], tada je

G(y) = F(zo,y) = f(xo,y), v € [91(20), g2(20)]

0, inace

funkcija jedne promenljive y € [c, d], te je njen odredeni integral

d d g2(xo)
/ F(ao, y)dy = / G(y)dy = / i@y
c c gi(xo

Kada to primenimo na (3.5), dobijemo da je

D//f(a:,y)dA:R//F(x,y)dA:/ab/ch(m,y)dydx:/ab/:::)f(x,y)dyda:. (3.6)

Drugi povoljan tip oblasti integracije, Slika 3.1 desno, dobijamo kada zamenimo promenljive,
tj. kada se D moze opisati kao D = {(z,y)|h1(y) < = < ha(y), y € [c,d]}, gde su funkcije

x = h;i(y), i = 1,2, neprekidne na [c,d] i vazi b > g(y) > h(y) > a, y € [¢,d]. Tada na isti nacin

JJr@naa= | ' / h:(j) F(,y)do dy. (3.7)
D o

1,1
Primer 71 Izracunajmo iterirani integral / / eyzdy dx. Kako je funkcija f(z,y) = ey’
0 T

iz (3.5) dobijemo da je

neprekidna na celom R?, mozemo primeniti Fubinijevu teoremu, tj. jednakost (3.7). Dakle,

1,1
/ / eV’ dy dx = [/ey2 dA, gde je D = {(z,9)|0 <z <1, z <y < 1} trougao sa temenima u
0 Jx

D
tackama (0,0), (0,1) i (1,1). Kako se D moze predstaviti i u obliku drugog povoljnog tipa, tj.

INapomenimo da se ¢esto, u mnogim matematickim knjigama na srpskom jeziku, pojam ”oblast” koristi za
otvoren i povezan skup. Mi ga ovde ne¢emo koristiti u tom kontekstu.
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(@]
T~
L_—

a Xo b

Slika 3.1: Povoljni tipovi oblasti integracije

D ={(z,y)|0 <y <1, 0 <z <y}, primenom jednakosti (3.6), dobijamo da je

1 1 2 2 1 2 Y 1 2 1
/ / eY dyda:://ey dA:/ eY / dxdy:/ ye¥ dy = =(e—1),
0 Ja & 0 0 0 2

$to je jednostavno izracunati. Kako realna funkcija jedne promenljive e¥” nema antiizvod (primi-
tivnu funkeiju), izracunavanje iteriranog integrala u prvobitnom obliku priliéno je komplikovano,
te mozemo da zaklju¢imo da Fubinijeva teorema ima poseban znacaj kod izrac¢unavanja integrala

po oblasti koja se moze predstaviti u oba povoljna oblika.

Napomenimo jo$ da koristeéi osobinu (3.4) moZemo racunati dvostruki integral po uniji

kona¢no mnogo oblasti povoljnog tipa.

3.1.4 Smena promenljivih u dvostrukom integralu

Poc¢i ¢emo sada od jednog primera u kome je oblast integracije mnogo jednostavnije opisati

pomo¢u polarnih nego standardnih, pravouglih koordinata (z,y).

Primer 72 Neka je oblast D u ravni ograni¢ena kruznicama sa centrom u (0, 0) poluprecnika 1
i2ipravim y =z i 2 = 0. Pri tome je tacka (3,3) € D.

Ako hotemo da oblast D opisemo preko (z,y)-

koordinata, moramo je podeliti na uniju dva s y=Xx
skupa. Na primer, prava xz = g deli odlast \

D = D; U Dy, pri ¢emu je D1 = {(z,y)|z €
0,%2], y e [WVI—22,VA— a2} i Dy = {(z,y)|z € Z/ 2
[2,V2), y € [o,vVI— 27}
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Primetimo da ¢ak iako je podintegralna funkcija jednostavna, na primer konstanta, izracunavanje

dvostrukog integrala po D7, odnosno Ds, je prilicno komplikovano.

Resenje ovog problema je mnogo jednostavnije ukoliko oblast D opiSemo pomoc¢u polarnih
koordinata, (p, @), pri ¢emu je x = pcosp, y = psiny. Sve tacke koje se nalaze izmedu date dve
kruznice se mogu opisati sa 1 < p < 2, a sve tacke izmedu pravih y =z i x = 0, sa % <p< g
Tako dobijemo da je D = {(p,¢)|p € [1,2], ¢ € [},5]}. Vidimo da je sada skup D mnogo
jednostavnije opisan. Ovakav oblik skupa D se zove polarni pravougaonik, jer polarne koordinate

pripadaju intervalima sa konstantnim rubnim tackama.

Kada smo oblast integracije D opisali pomoc¢u polarnih koordinata, ostaje nam jos i da
izvr§imo takozvanu smenu promenljivih, odnosno da i diferencijal dA izdrazimo pomoéu diferen-

cijala novih promenljivih, dp i dp.

Teorema 73 Neka je funkcija f = f(x,y) neprekidna na skupu D C R?, koji se pomocéu polarnih
koordinata moZze predstaviti u obliku D = {(z,y)|x = psing, y = pcosy; p € [a,b], v € [o, 8]},

odnosno D = R = {(p,¢)|p € [a,b], ¢ € [a, B]} je polarni pravougaonik. Tada je

//fdA/j Abf(p008¢,psin¢)pdpd¢~ (3.8)
R

Dokaz: Podelimo polarni pravougaonik R polupravama oblika ¢ = ¢;, j = 1,..., n — 1, i

lukovima kruznica p = p;, © = 1,...m — 1, na sledeéi nacin,

a=po<pr<..<pm-i<pm=21,

a=py) <1 < .. <Y1 <@y =0,

b—a b —«
Apl: ) A@J: )
m n

i uo¢imo jedan mali polarni pravougaonik podele R;; = {(p,¢)|p € [pi—1,p:i], ¢ € [vj—1,%;]}-

Izratunajmo povrdinu polarnog pravougaonika R;; (kao povrsinu kruznog isecka),

Dp; \ .. Pitpin
S = Apip]s P iE T

P(Ri;) =0Ri; = (pi — p; )7 -
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. . i +Yi-1 . . . .. .
Izaberimo 1 ¢} = % i formirajmo dvostruku Rimanovu sumu za funkciju f i oblast R,
m n m n
SN fag ) AR =Y (f(p; cos g;, pf sing;)p;) Mg Bp;
i=1 j=1 i=1 j=1
—_— // (f(pcosp, psinp)p) dpdp.
m,n— oo
R

Dobili smo dvostruki integral funkcije g(p, ) := f(pcos g, psinp)p koja je neprekidna na po-
larnom pravougaoniku R = {(p,¢)|p € [a,b], ¢ € [a, ]}, pa mozemo primeniti Fubinijevu

teoremu da bismo dobili formulu (3.8). O

Primer 74 Izratunajmo integral funkcije f(z,y) = 1 iz Primera 72. Kako je je D = {(p, V)| pe

[1,2], p € [Z, g} }, imamo da je

T 2 z 2
//dAz/ / pdpd(pz/ d(p-/ pdp=3—7r.
D = 1 z 1 8

Kako je integral jedinice numericki jednak povrsini oblasti integracije, ovaj rezultat mozemo

dobiti i geometrijski racunajuéi povrsinu kruznog isecka, P = $m (2% —12).

Teorema 73 moze se posmatrati kao specijalni slucaj teoreme o regularnoj smeni promenljivih
u dvostrukom integralu, koja je opet specijalni slucaj teoreme o regularnoj smeni promenljivih

u viSestrukom integralu. Naime, smenom promenljivih © = z(p, ¥), ¥y = y(p, ¢), posmatramo

Ty, Ty cosp —psine

Yo Yo sing  pcose

Primetimo da je determinanta ove matrice bas J = p. Podsetimo se da se determinanta (matrice)
izvoda preslikavanja R? — R? zove Jakobijeva determinanta, ili samo Jakobijan, i obelezava se
sa J. Zapazimo jos i da je, u ovom slucaju J > 0, svuda, a da je J = 0 samo u jednoj
tacki, koordinatnom pocetku, stoga mozemo zakljuciti da je Jakobijan za smenu pravougaonih
koordinata polarnim skoro svuda pozitivan.

Sada mozemo formulisati i teoremu o regularnoj smeni u dvostrukom integralu.

Definicija 75 Za smenu promenljivih (u,v) — (x,y) kaZemo da je regularna, ako je preslika-
vanje F : Dy — D, F(u,v) = (z,y), skoro svuda C*-bijekcija.
Primetimo da je uslov iz definicije ekvivalentan uslovu da Jakobijan postoji skoro svuda i da

je skoro svuda J # 0.
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Teorema 76 (Smena promenljivih u dvostrukom integralu) Neka je:
o [€C(D), u,v e C ([a, f] x [7,0]);

e D= {(z,y) eER? : x=u(&n), y=v(&n), £€ o, B, n € [v,6]}
= {(u( ) ER? : £ € o, B, n € [v,0]};
Ug Uy

o J = det (&,m) #0, za skoro sve (§,m) € [a, B] X [7,9].

(%3 ’Un

Tada je s
Jlaa= [ " F(u(E ) o(Em) 1] dediy.
D v

Napomenimo da ¢emo kasnije dokazati ovu teoremu u opstem slucaju, odnosno za n-tostruki

integral.

3.1.5 Dvostruki integral na neograni¢enom skupu

Neke nenegativne funkcije dve promenljive posmatrane ¢ak i na celom R?, imaju grafik ispod

kojih je ”"beskonacno telo” kona¢ne zapremine. Trivijalan primer je funkcija

1, (x,y) €10,1] x [0,1]

F(z,y) =
0, inace

Zapremina ”tela” ispod njenog grafika je 1. Zbog toga je prirodno posmatrati i dvostruki integral
na neograni¢enom skupu u ravni.

Prvi korak bi bio skup D = [0,+00) x [0,1]. Njega na beskona¢no male pravougaonike
mozemo podeliti na sledeéi nac¢in. Realnu polupavu, odnosno pozitivni deo z-ose podelimo

tackama x,, = n, n € Ny a interval [0, 1] standardno tackama y; = l, j=0,...,m. Akom — oo,
m
Jj Jj+1

, } teze ka nuli. Stoga mozemo
m. m

onda i povrsine pravougaonika podele R,; = [n,n+1] x [

definisati dvostruki integral na D = [0, +00) x [0, 1],

fdA= lim ZZ;’( );

[0,+00)x[0,1] j=in=1

Drugi nacin za definisanje ovakvog integrala bi bio slededi,

// fdA = lim // FdA. (3.9)

n—oo
[0,4-00) x[0,1] [0,n]x[0,1]
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Jasno je da u slu¢aju da je funkcija f neprekidna i ograni¢ena na D, ove dve definicije postaju
ekvivalentne. Naravno, ovakav integral ne mora da postoji ¢ak i ako je funkcija f neprekidna i
ogranic¢ena. Trivijalan primer je konstantna funkcija. No ako je f neprekidna i ograni¢ena na D,
u (3.9) mozemo iskoristiti Fubinijevu teoremu i svesti ovakav integral na jedan odredeni i jedan

nesvojstveni integral,

fdAZHILIEOAn -/01 f(z,y)dydx = /000 /01 fz,y)dy dz.

[0,400) % [0,1]

Jasno je da se na isti na¢in moze rac¢unati i integral po D = [0, +00) X [a,b], a,b € R, a < b.
Takode i integral po (—oo, +00) X [a, b] mozemo racunati na ovaj nacin, podelivsi (—oo, +00) x
[a,b] na (—o0,0] x [0,1] U [0, 4+00) X [a, b].

Dalje, uvodenjem jos jednog limesa mozemo umesto intervala [a,b] posmatrati realnu polu-
pravu ili pravu. Tako dolazimo do dvostrukog integrala po celoj ravni neprekidne ogranic¢ene
funkcije. U slu¢aju da nam je oblast integracije ceo R?, preporuéljivo je koristiti polarne ko-
ordnate, jer se tako integral po R? svodi na integral oblika (3.9). Naime, R? pomoéu polarnih
koordinata opisujemo kao R? = {(p, ¢)|p € [0, ), ¢ € [0,27]}.

Sledeéi primer ilustruje primenu Fubinijeve teoreme i teoreme o smeni promenljivih.

“+o0
Primer 77 Pokazimo da je I = / e~ dr = /7,
+o0 ) +00 too  p2m
I? = / e~ dx / enydy = //67E27y2dA = / / peiPngp dp = .
—o00 —o0 0 0

RZ
3.2 Trostruki integral

Trostruki integral dobijamo kao direktno proSirenje dvostrukog na funkcije tri promenljive i na
oblast u R3. Prirodno, i u ovom slu¢aju, najjednostavnija oblast je kvadar B = [a, b] x [¢, d] x [r, s].
Kvadar B podelimo na male kvadre B, tako sto svaki od intervala [a,b], [c,d] 1 [r, s] delimo
standardno kao do sada izborom tacaka z; € [a,b], i =1,...,n,y; € [e,d], j =1,....,miz, € [r 9],
k=1,...,1. Zapreminu malog kvadra B;; oznaci¢emo sa AB; i, =Ax; Ay; Az =Ax Ay Az =AV,
za sve 1,7, k. Pretpostavicemo, dakle da smo intervale [a,b], [¢,d] 1 X[r,s] podelili na male
intervale jednakih duzina, redom Az, Ay, i Az. Tada mozemo definisati trostruki integral na

slededi nacin,
l

//de:: im NN a2 AV,
B

n,m,k—00 4 -
=1 j=1 k=1

gde je tacka (z},y;, z;) proizvoljna tacka kvadra Bjjp.
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Dakle, trostruki integral definiSemo kao i dvostruki, preko limesa sada trostruke Rimanove
sume, stoga vaze iste osobine kao kod dvostrukog integrala samo prilagodene trodimenzionalnim
oblastima i funkcijama tri promenljive. Na primer, ako je f € C'(B) (neprekidna na skupu B),
onda njen trostruki integral postoji, tj. funkcija f je integrabilna na B. I trostruki integral je
najlakse rac¢unati preko iteriranih integrala, tj. primenom Fubinijeve teoreme. Sada imamo Sest
redosleda integracije. Naveséemo dva od Sest. Dakle, ako je funkcija f neprekidna na B, tada

vazi

[/fdv—/ab (/d </rsf(x,y,z)dz) dy> d:r—/ab (/ (/jf(:c,y,z)dy) dz> i

Takode, Fubinijeva teorema vazi i uz oslabljene uslove, ako je f ogranicena i prekidna na najvise

kona¢no mnogo glatkih povrsi i iterirani limesi postoje.

Primer 78 Neka je B = [0,1] x [-1,2] x [0, 3], onda je

é//xyfdvz/olx(/jy(/ogz?dz) dy) dm:%

I na proizvoljnom ograniéenom skupu u R3, trostruki integral definiSemo kao i dvostruki,
pomocu prosirenja na proizvoljni kvadar koji sadrzi taj skup nulom podintegralne funkcije.

Preciznije, ako je E C R3 takav da je 0 < V(E) < +oo, gde je V(E) zapremina skupa

E, tada postoji kvadar B = [a,b] x [e,d] x [r,s] D E. Prosirenje nulom je onda funkcija
f(z,y,2), (v,y,2)€E . _

F(z,y,z) = , pa trostruki integral po E definiSemo kao
0, (,y,2) € B\E

//f(x,y,z)dv = ///F(x,y,z)dv.
E B

3.2.1 Svodjenje trostrukog integrala na dvostruki

Ukoliko oblast integracije ima povoljan oblik, trostruki integral mozemo resavati kao jedan
odredeni i jedan dvostruki integral. To dobijamo opet kao posledicu definicije trostrukog integrala

i Fubinijeve teoreme. ”Povoljni oblici” oblasti integracije su sledeéi:
o By ={(z,y,2)| (x,y) € D CR? u(w,y) < z < v(z,y)}
o By ={(z,y,2)|(y,2) € D CR? w(y,2) <z <w(y,2)}

o B3 ={(x,9,2)| (z,2) € D CR?, u(z,2) <y <wv(z,z)}
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Dakle, ako je funkcija f neprekidna na ograni¢enom skupu oblika F7, tada njen trostruki integral

//f(x,y,z)dV://( L:imj)f(x,y,z)dz )dA.
Eq D i

odredeni intergral po =

racunamo kao

Sliéno racunamo i trostruki integral funkcije f neprekidne na skupu E5, odnosno Ejs.

Jasno je da ée trostruki integral jedinice po ograni¢enom telu T C R? dati zapreminu tog

V(T) = l// LV,

Primer 79 Nadi zapreminu tetraedra E ograni¢enog ravnima z =0,z =2y, 2 =0iz+2y+2z =

tela,

2. Pri resavanju ovakvih zadataka, zgodno je skicirati dve slike, tetraedra E u prostoru i njegove

projekcije na (x,y)-ravan, trougla D. Tada je

vy = flrav= [ ([ ayaa= [ [T e mapar= ]
E D 2

(0,0,2)

Primetimo da smo zapreminu ovog tetraedra mogli izracunati i

pomocu formule za racunanje zapremine piramide.

(1,1/2,0)

Primer 80 Neka je E tetraedar ogranic¢en ravnima x =0,y =0, 2 = 0ixz+y+2z = 1. Projekcija

tetrada E na (z,y)-ravan je trougao D, pa se skup F mozZe zapisati u obliku

E={(z,y,2)|(z,y) € D, 0 <2< 1 -z —y}.

Ako treba da izra¢unamo trostruki integral funkcije f(x,y,z) = z po telu E, mozemo ga svesti
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na jedan odredeni (po z) i jedan dvostruki (na D) integral na sledeéi naéin,

é[/zd‘/:[[/</01_x_yzdz>dA:Z/(l_mz_y)2dA:214.

3.2.2 Cilindriéne koordinate

Cilindri¢ne koordinate koristimo za opisivanje tela koja se nalaze unutar nekog cilindra.
Naime, sve tacke prostora koje se nalaze unutar cilindra projektuju se na bazu cilindra (ili
na neki njen deo). Baza cilindra nalazi se u ravni, najéesée (x,y)-ravni, pa za njen opis mozemo
koristiti neke od 2D-koordinata, kao $to su polarne ili elipticne. Trec¢a promenljiva, na primer,
z, Cijoj je osi paralelna osa cilindra, ostaje nepromenjena.

Najcesce se koriste sledeée koordinate. Neka je data tacka P(x,y,z) i njena projekcija na
(z,y)-ravan P'(x,y,0). Ako promenljive z i y zamenimo polarnim p i ¢, dobijamo slede¢i opis
tacaka P'(pcosp, psinp,0) i P(pcos g, psinp, z). Na taj na¢in smo promenljive (z,y, 2) zamenili

sa (p, @, 2).

Primer 81 Tacka sa koordinatama (z,y,z) = (1,1,3) ima cilindri¢ne koordinate (p,p,z) =
v

2 —
(VBT
dinate tacke su (—1,+/3,1).

2
,3). Ako je tacka data cilindri¢nim koordinatama (p, ¢, z) = (2, —W, 1), Dekartove koor-

3

Kako smo upoznali tehniku svodenja trostrukog integrala na dvostruki, vidimo da su ove

koordinate veoma korisne za rac¢unanje trostrukog integrala. Dakle, ako je

v(,y)
///F(x,y,z)de/// FdzdA,
“ o u(2,y)

i ako D opi§emo polarnim koordinatama, D = {(p,¢)|p € [a,b], ¢ € [a,f]}, dobijemo da je
dA = pdpdy, tj. dV = dzdA = pdzdpdp, odnosno

B8 b v(p cos p,psin )
///F(;v,y,z)dV:/ / / F(pcosp,psing, z)dz | p dp | de.
- « a wu(p cos @,psin @)

Primetimo da je Jakobijan preslikavanja (z,vy, 2)(p, ¢, 2) = (pcos g, psiny, z) isti kao kod po-

larnih koordinata, tj. J = p.

Primer 82 Pokazimo pomoéu trostrukog integrala da je zapremina valjka jednaka r?7H, gde

je r poluprecnik baze valjka, a H njegova visina. Smestimo centar jedne baze u koordinatni
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pocetak, a druge u tacku (0,0, H). Tada je
H 2w pr
VvaljkaZ///dV:/// dsz:H/ / pdpde = r*rH.
0 o Jo
T D

Takode, ako centar lopte poluprecnika r smestimo u koordinatni pocetak, dobijemo da je

1% e d dpdep = 2
Iopte—/o A ‘/_\/Tz_ip'z Z | pap (,0—57" .
3.2.3 Sferne koordinate

Videli smo da se lopta, i delovi lopte, mogu opisati pomocu cilindri¢nih koordinata. Ipak
prirodan naéin za opisivanje delova lopte je pomocu tzv. sfernih koordinata. Sfernim koordi-
natama loptu transformiSemo u tzv. sferni paralelogram (kao $to smo polarnim koordinatama

krug transformisali u polarni pravougaonik).

Neka je data tacka P(z,y,z) u prostoru. Ako je P koordinatni pocetak, opisacemo je jed-
nostavno sa p = 0. Dakle, prva sferna koordinata je p = \/x2 + y2 + 22 i predstavlja rastojanje
(u R3) tacke P od koordinatnog pocetka. Koordinatni pocetak O je, dakle, jedina tacka ¢ija
je prva sferna koordinata p = 0. Dalje, neka je tacka P’(z,y,0) projekcija tacke P na (x,y)-
ravan. Druga sferna koordinata, ¢, je ugao izmedu pozitivnog dela x-ose i vektora 0P’. Pisemo
p = <(x%, OP"). Treca koordinata § = <(OP’, O?) Ovi uglovi su orijentisani, orijentacija se
uzima gledano iz koordinatnog pocetka, dakle, bitno je koji je krak prvi a koji drugi. Vidimo da

je p€[0,400), p€0,2m)if €[5, 5]

Primer 83 Tacka (0,2+/3, —2) se pomocu sfernih koordinata moze predstaviti (p, ¢, 0) = (4,7/2,

—m/3). Ako je tacka data preko sfernih koordinata (p, ¢, 0) = (2, %, g), to je ustvari tacka ¢ije su

V2

2
Dekartove koordinate (7, g, V/3). Ako se tacka nalazi na z osi, na primer, (0, 0, 3), njene sferne
koordinate su (p, ¢,0) = (3,0, %), dok (0,0, —3), ima sferne koordinate (p, ,0) = (3,0, 7).

Izvedimo sada formule za sferne koordinate. Iz pravouglog trougla AOP’'P vidimo da je
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P(x,y,z)

or o . . g_ =
== 1isinf==
OP p

cosf =

gde je p) = /22 +y2. Dalje, iz

pravouglog trougla AOX P’, gde

0(0,0,0) o

je X(z,0,0), imamo da je kP

z . . Y
osp = LS =g X(x,0,0)
P'(x,y,0)

odakle dobijamo da je

x = p cosp = pcosycosb,
y = p’sinp = psinpcosb,

z = psind.

Jakobijan preslikavanja (z,y, 2)(p, ¢,0) = (pcospcosd, psinpcosb, psinf) je J = p?cos¥, i
skoro svuda je razli¢it od nule. Taénije, Jakobijan je jednak nuli samo u tackama z-ose, sto je
samo jedna prava zapremine nula.

Ako hotemo da primenimo smenu promenljivih (x,y,z) — (p,¢,0) na trostruki integral,

koristi¢emo slede¢u formulu,

//f(x,y,z)de//f(pcosgocos@,psingocos@,psin@)pQcos@dpdgod@, (3.10)
T

Thpo

gde je T, telo T opisano preko sfernih koordinata. Formula (3.10) moze se izvesti na slican
nac¢in kao formula za smenu polarnim koordinatama u dvostrukom integralu, samo se umesto
povrsine kruznog isecka rac¢una zapremina loptinog isecka. Ista formula je ustvari specijalan

slucaj teoreme o smeni promenljivih u visestrukom integralu koju ¢emo dati kasnije.

Primer 84 Izracunajmo zapreminu tela iznad konusa z = /22 + y2 i ispod sfere z2+y%+2% = 2.
1
Data sfera ima centar u tacki (0,0,1/2) i sece konus u ravni z = 3 Kada u jedna¢inu konusa

z = v/22 + y? uvrstimo smenu (3.10) dobijemo da su tacke konusa p = 0, odnosno koordinatni

pocetak, i § = . Kada (3.10) uvrstimo u jednacinu sfere, dobijemo da je p = 0 ili p = sin®.
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Dakle, trazeno telo se preko sfernih koordinata moze opisati kao skup

. T w
T = {(p7<p,9)|p € [0,sind], 6 € {Z, 5] , p € [0,27r]}.
z=1/2
Stoga je,
27 5 sin 0 T
V(T):/ / / p2cos9dpd9d<p:§.
o J3 J0 172 T

Zapreminu ovog tela mozemo izracunati i geometrijski kao zbir zapremine kupe i polulopte,
ili pomocu cilindriénih koordinata. Primetimo da je rub ovog tela obrtna povrs koja se dobija

obrtanjem konture na slici oko z-ose.

3.3 VisSestruki integral

Videli smo da odredeni integral u prvom koraku definiSemo na intervalu, dvostruki na pra-
vougaoniku, a trostruki na kvadru. Pravougaonik mozemo zvati dvodimenzionalni interval, ili
skra¢eno 2D-interval, a paralelopiped 3D-interval. Tako dolazimo do uopStenja pojma intervala

na n dimenzija, tzv. n-dimenzionalni interval,
I = {(z1, 22, ..., zp) € R"|z1 € [a1,b1], T2 € [az,b2], ..., Tn € [an,bn]},

gde su a; < b;, 1 = 1,...,n dati realni brojevi. Za n > 3, ovakav interval viSe ne mozemo nacrtati,

no mozemo ga posmatrati kao oblast integracije n-tostrukog integrala.

Vigestruki (n-tostruki) integral na n-dimenzionalnom intervalu I”, definiSe se analogno kao
dvostruki i trostruki, samo pomoc¢u n-tostruke Rimanove sume. n-dimenzionalni interval, I, de-
limo na male n-dimenzionalne intervale tako sto delimo svaki od (jednodimenzionalnih) intervala
[a;,b;]. Umesto duzine malih intervala (kod odredenog), povrsine malih pravougaonika podele
(kod dvostrukog), odnosno zapremine malih kvadara (kod trostrukog integrala), sada uzimamo

tzv. meru malih n-dimenzionalnih intervala. Mera intervala I" je
m(I") = (by — a1) - (by — az) - .. - (b — an) = [ [ (bi — as).

Kao $to smo trostruki integral svodili na dvostruki, istom tehnikom mozemo n-tostruki

racunati kao jedan odredeni i jedan (n — 1)-tostruki integral. Naime, ako je funkcija f =
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f(z1,...,z,) neprekidna na I"™, onda je

/f(xl,...,xn)dln = / (/abn flz1,.yzy) d;z;n> dr—t= ..
T n

=t (3.11)
b1 bn—l bn
:/ / flxy, .y xy) day, | dag—q...dxy
ay QAp—1 QAn
gde je I"t = {(x1,29,...,2n-1) € R" Yz € [a1,b1], 22 € [ag,bs],...;2p_1 € [an_1,bn_1]}

(n — 1)-dimenzionalni interval. U jednakostima iz (3.11) smo koristili Fubinijevu teoremu za
viSestruki integral. Tvrdenje Fubinijeve teoreme dobijamo direktnim uopstenjem sa dvostrukog
i trostrukog na visestruki integral. Ako je funkcija F' = F(x1,...,2,) takva da je 0, F = f na

I™, onda iz (3.11) i Njutn-Lajbnicove formule za odredeni integral imamo da je

/f(acl7 ey Ty) AT = / (F(a:l, oy Zp—1, b)) — F (21, ..., xn_l,an)) drn—1.
In Im=1

Visestruki integral na proizvoljnom ograni¢enom skupu u R™ mozemo definisati analogno kao
dvostruki i trostruki. Skup A je ograni¢en u R™ ako postoji n-dimenzionalni interval I"™ koji ga
sadrzi. Mera skupa A u R™ ¢ée precizno biti definisana na naprednijim kursevima matematicke
analize. Napomenimo ovde da je ona uopStenje duzine, povrSine, odnosno zapremine i da je
svakako m(A) < m(I™), jer je A C I". Dakle, podintegralna funkcija se prosiri nulom na I"™\ 4,
i njen integral na A se definiSe kao integral proSirenja na I"™.

Ako se u skup A moze upisati neki drugi n-dimenzionalni interval J”, onda je m(A) >
m(J™) > 0, pa kazemo da skup A nije mere nula. Skup B C R” je mere nula ako se u njega
ne moze upisati ni jedan n-dimenzionalni interval. Oblast integracije je najceS¢e ogranicen skup
koji nije mere nula, tj. onaj koji se moze upisati i u koji se moze upisati n-dimenzionalni interval.

Tada pisemo 0 < m(A) < +oo.

Primer 85 Izdracunajmo meru n-dimenzionalnog tela
n
T, = {(l’l,...,l’n) ER” :2;>0,i=1,...,n, le < 1} .
i=1

Zan =2, T? je trougao sa temenima u tackama (0,0), (1,0) i (0,1), &ija je povrsina jednaka

o=

U sluc¢ajun = 3, T3 je tetraedar sa temenima u tackama (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), 4 (0,0,1),
¢ija je zapremina jednaka %.

Mozemo posmatrati i jednodimenzionalni sluéaj u kom dobijemo zatvoreni interval [0, 1] duZine
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jednake 1. Na osnovu ova tri dobijena broja moZemo pretpostaviti da je m(T"™) = % Pre

izracunavanja m(T™), radi veZbanja se preporucuje izracunati i gore pomenute povrinu trougla
T? § zapreminu tetraedra T3 pomocu dvostrukog, odnosno trostrukog integrala. Izracunajmo sada

m(T"™) za proizvoljno n € N.

$n:1—2?;11 Ti
m(T™) :/ dx,,..dz; :/T B / . dz,, | dzp_1...dz; =
n—1
= 1-— xZ; dxn_l...dxl =..=
\/Tn—l ( ; )
1 n—2 2
= = 1-— xZ; dl‘n_g...dl'l = ...=
()
n—3 3
11
= — — 17 i d n— d _ .. =
N (S SR

2 n—2
111 1
- 1=z | dea=—.
23 TL—Q/Tz( ;x> 2T

3.3.1 Smena promenljivih u visestrukom integralu

Kao i kod dvostrukog i trostrukog integrala i ovde mozemo koristiti smenu promenljivih. Ako
imamo promenljive (z1,...,2,) = & € R", i hoéemo da uvedemo nove promenljive (uq,...,u,) =

4 € R™, mi ustvari radimo sa vektorskom funkcijom, odnosno, transformacijom
f(ﬁ) = (xl(uh ey U )y ey Ty (g ...,un))7 T:ACR" = BCR",
gde je A data oblast integracije, 0 < m(4) < 400, a B C R" je takav da vazi
T(B) = A, (21,...,2n) € A, (uy,...,u,) € B.
Dakle, B je ista oblast integracije samo opisana preko koordinata (uq, ..., u,). Prema tome,
T:B— A, T(@)=*

Prirodno je da, osim $to koordinate  mozemo izraziti eksplicitno kao funkciju od #, i obrnuto
mozemo izraziti eksplicitno @ kao funkciju od Z. Zbog toga je potrebno da je preslikavanje

T:B— A bijekcija, odnosno postoji njeno inverzno preslikavanje

T-':A-»B, TY@) =i
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Za izracunavanje diferencijala promenljivih nam trebaju i parcijalni izvodi, stoga je potrebno i
da T bude klase C(B), $to znaéi da je T neprekidna, diferencijabilna i parcijalni izvodi su joj
neprekidi na nekom otvorenom skupu u R™ koji sadrzi B. Definisimo sada precizno regularnu

smenu promenljivih.

Definicija 86 Smena (transformacija) promenljivih u visestrukom integralu po oblasti A C R™,
0 <m(A) < 400, je
C' — bijekcija T : B — A,

gde je B=T"Y(A). To znaci da je vektorska funkcija T bijekcija i klase Cl(B).

Kako su T i T~ medusobno inverzna preslikavanja, to znaci da je
*—1(93)) =T(@) =7, f€A, (3.12)

gde je I identitko preslikavanje skupa A (fA(f) =T, zasve ¥ € A), a o je oznaka za kompoziciju
preslikavanja.
Primenimo teoremu o izvodu kompozicije preslikavanja (o izvodu slozene funkcije) na (3.12)

i dobi¢emo da je
Df71 . Df: DfB = In 1 DT . Dfil = DfA = I7L7 (313)

gde je - mnozenje matrica, a I, je jedinitna dijagonalna matrica dimenzija n x n. Iz (3.13)
vidimo da su matrice DT ! i DT medusobno inverzne, Sto znaci da su regularne, odnosno da su
im determinante razli¢ite od nule. Determinanta matrice DT je ustvari Jakobijan preslikavanja

.
T, pa vidimo da za regularnu smenu promenljivih vazi da je

8(‘rla 7xn)

8(U1, ey un)

J = det(DT) = ‘ #0.

Teorema 87 Neka je transformacija T : B — A, Cl-bijekcija, A C R, 0 < m(A) < +oo i

B =T7Y(A) i neka je funkcija f neprekidna na A. Tada je

/f(xl, ) dE = /f( [(@))|det(DT)| d.
A B
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Vidimo da se uslovi Teoreme 87 mogu i oslabiti. Naime, umesto da je T:B— A, C'-bijekcija,
mozemo traziti da je \det(Df)\ > 0, skoro svuda na B, odnosno da je skup tacaka u B u kojima je

Jakobijan jednak nuli, mere nula (u njega se ne moze upisati ni jedan n-dimenzionalni interval).

Primer 88 Izracunajmo f ydA, gde je R oblast u ravni ograni¢ena z-osom i parabolama p; :
R

y>? =4 —4xip;: y? =4+ 4x, pri ¢emu je y > 0, smenom promenljivih x = u? — v? i y = 2uv.
2

Jakobijan preslikavanja (z,y) = (u? —v?, 2uv) p1
je J = 4u? + 4v%. Kako je y > 0, vidimo da

su v i v istog znaka.

-1 1
Kad uvrstimo smenu u jednakost y?> = 4 — 4, dobijemo da je v = +1, a kada uvrstimo u

y? = 4 + 4z, dobijemo da je v = £1. Pretpostavimo da su u,v > 0. Tada se R preko u,v moze

opisati kao u,v € [0,1]. U sluc¢aju da su u,v < 0 onda je R = [—1,0] x [—1,0]. Dakle,

1 1
//ydA:/ / 2uv(4u® 4 40%) du dv = 2.
0o Jo
R
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Glava 4

Krivolinijski integral

4.1 Vektorsko polje

U ovom i narednom poglavlju, osim skalarnih, baviéemo se i vektorskim funkcijama vise

promenljivih,

—

F:R"»R",  F=(F,.,F,), F:R"'>R i=1.m,

koje zovemo i vektorska polja. Skalarne funkcije F; : R® — R, ¢ =1, ..., m, zovemo komponentne
funkcije ili komponente vektorskog polja F'. Da bismo razlikovali vektorske od skalarnih funkcija,

koristimo oznaku F' za vektorsko polje (strelicu ne stavljamo kod skalarnih funkcija).

Primer 89 e Ako F : R? — R2, onda najéesée pisemo F = (P,Q) = Pi+ Qj, odnosno
A
F(z,y) = (P(x,),Qx,y)) = P(z,9)i + Q(x,9)].

Graficki, polje F mozemo prikazati u ravni tako $to

(2,5/2)=(1,2)+(1,1/2)

(1,2)/

vektor F(z,y) crtamo iz tacke (z,y). Na primer,
ako je F(1,2) = (1,1/2), to ¢emo prikazati tako §to

nacrtamo vektor (1,1/2) transliran u tacku (1, 2).

e Ako je F(z,y) = —yi + xj, ovo vektorsko polje mozemo prikazati kao na sledecoj slici:
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Primetimo da ovo polje zadovoljava jednakost (z,y) - F(z,y) = 0, §to znaéi da je vektor
F(z,y) normalan na vektor tacke (z,y). Ta jednakost, naravno, ne vazi za svako vektorsko

polje.

e Znacajan primer vektorskog polja je tzv. polje gradijenta skalarne funkcije f = f(x,y),
F=Vf=(f fy). Bitno je primetiti da je polje gradijenta skalarne funkcije ortogonalno

na linije nivoa iste funkcije.

Primer 90 Jedan vazan primer trodimenzionalnog vektorskog polja je gravitaciono polje. Naime,
posmatrajmo dva tela masa M i m, pri ¢emu je M > m. Gravitaciona sila je usmerena od jednog

ka drugom telu. Posmatrajmo silu G kojom telo vece mase M privlaci telo manje mase m .

Intenzitet gravitacione sile je proporcionalan w

masama M i m, a obrnuto proporcionalan

kvadratu rastojanja izmedu ta dva tela, dakle

= mM
|G| = —5—G, gde je G univerzalna gravitaciona
T
konstanta.

Ako u centar tela mase M stavimo koordinatni pocetak, a centar tela mase m ima koordinate

(z,y, z), onda je G = mMG —(:c,y,z) — —mMG (5573/,2)

2 \/m B |(x,y,z)|3'
Primetimo da za gravitaciono polje G vazi G = Vg, gde je skalarna funkcija g(z,y,2) =
mMG

slede¢om definicijom.

Zbog ove osobine kazemo da je gravitaciono polje konzervativno u skladu sa
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Definicija 91 Za vektorsko polje F kazemo da je konzervativno, ako postoji skalarna funkcija f
takva da je F= V f. Skalarna funkcija f se u tom slu¢aju zove funkcija potencijala, ili potencijal

polja F.

4.2 Krivolinijski integral skalarne funkcije

4.2.1 Parametrizacija krive

Vet smo pricali o parametarskom obliku krive. Rekli smo da krivu u ravni predstavljamo

vektorskom funkcijom jedne promenljive 7 : [a, b] — R?,

gde su jedini¢ni vektori 7 = (1,0) i j= (0,1).

Slicno, kriva u prostoru se moze predstaviti vektorskom 2t b

funkcijom jedne promenljive 7: [a, b] — R3,

pri éemu su jediniéni vektori u R?, i= (1,0,0), f: (0,1,0)

ik = (0,0,1). Vektorsku funkciju 7 zovemo parametrizacija

krive, a promeljivu t parametar.

Definicija 92 e Za parametrizaciju 7(t) = (z(t),y(t), 2(t)) kazemo da je regularna, ako je

preslikavanje 7 : [a,b] — C, C' C R3, C'-bijekcija.
e Ako kriva ima regularnu parametrizaciju, kazemo da je kriva glatka.

e Ako parametar t € [a, b], onda 7(a) daje koordinate pocetne tacke krive, A(x(a),y(a), z(a)).

Analogno, 7(b) daje koordinate krajnje tacke krive, B(x(b), y(b), z(b)).

e Kada odredimo pocetnu, odnosno krajnju tacku krive, odredili smo i njenu orijentaciju.
Kazemo da je kriva C orijentisana od tacke A ka tacki B. Na grafiku krive orijenaciju
prikazujemo strelicom kao na prethodnoj slici. Ako se poc¢etna i krajnja tacka krive pok-
lapaju, tada kazemo da je kriva zatvorena. U tom slu¢aju koristimo pojmove pozitivno

i negativno orijentisana kriva. Kazemo da je zatvorena kriva pozitivno orijentisana, ako
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je orijentisana suprotno od kretanja kazaljke na satu (gledano iz koordinatnog pocetka).

Inace kazemo da je negativno orijentisana.

e Ako se kriva samopreseca u nekoj tacki D(«, 3, ), to znaci da postoje dve razlicite vrednosti
parametra t, a < ¢ < d < b, takve da je #(c) = 7(d) = (o, 8,7). Tacka D se u tom slucaju
zove samopresecna tacka. Ako zatvorena kriva nema samopresecnih tacaka, kazemo da je

ona kontura. Krivu koja nema samopresec¢nih tacaka zovemo prosta kriva.

[T

Prvi crtez sleva predstavlja nezatvorenu krivu sa jednom samoprese¢nom tackom, drugi
zatvorenu krivu koja nije kontura, jer nije prosta, a na trecoj slici je skicirana jedna kontura,

tj. zatvorena prosta kriva.

Primetimo da ako je parametrizacija 7 regularna, tada je i 7/(t) # 0zasvete (a,b). Naime,
ako je preslikavanje 7 € C*([a, b]) to znaéi da ima prvi izvod i da je ¥/ = (2',9/, 2’) neprekidna
vektorska funkcija. Dodatno, uslov 7'(t) # 0,te (a,b), obezbeduje injektivnost preslikavanja 7.

Injektivnost preslikavanja 7 nam garantuje da kriva nema samoprese¢nih tacaka. Medutim,
ako kriva ima, na primer, jednu samopreseénu tacku, po njoj se moze integraliti. Stoga u
definiciji krivolinijskog integrala mozemo oslabiti uslov regularnosti krive. Na primer, ako je za
a<c<d<b, 7(c) =7(d), onda krivu C mozemo podeliti na uniju dve krive C' = Cy U C3, gde
tacke krive C; dobijamo za vrednosti parametra t € [a, d), a tacke krive C3 za vrednosti parametra
t € [d,b]. Ako je to jedina samopresecna tacka krive C, onda Cj i C3 nemaju samopresecnih
tacaka. Ako su Cy i Cq glatke krive, C je po delovima glatka. Analogno problem mozemo resiti i
ako kriva ima konatno mnogo samopresecnih tacaka, Sto znac¢i da je uslov injektivnosti narusen
za konatno mnogo vrednosti parametra t. Tada kazemo da je preslikavanje 7 : [a,b] — C skoro
svuda injektivno.

Dakle, kriva po kojoj integralimo treba da bude: po delovima glatka, u konacno mnogo

tacaka moZe da se narusi uslov ”1-17, i u konacéno mnogo tacaka moZe da vazi 7' (t) = 0.

4.2.2 Integral po glatkoj krivoj

Podelom intervala parametra a =ty < t; < ... < t, = b, kao kod odredenog integrala, glatku
krivu C' sa parametrizacijom 7(t), ¢ € [a,b], delimo na n lukova l;, i = 1,...,n. Tacke i-tog

luka l;, odvovaraju vrednosti parametra ¢t € [t;_1,t;]. Sa Al; obelezi¢emo duzinu luka ;. Ako
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je skalarna funkcija f definisana u tackama krive C, onda je kompozicija f(7(t)) = (f o 7)(t)
skalarna funkcija jedne promenljive definisana na intervalu [a,b]. Krivolinijski integral skalarne

funkcije f duz glatke krive C' definiSemo preko Rimanovih suma na sledeé¢i nacin:

| @di= tm 3 pe) o (41)
i=1

gde su tf proizvoljno birane tacke intervala [t;_1,t;]. Ukoliko je kriva C' po delovima glatka, onda
jeC=CU...UCk, k€N, gdesuC;, i =1,..., k glatke disjunktne krive, pa integral po ovakvoj

krivoj ra¢unamo tako §to saberemo integrale po glatkim krivim C;, ¢ =1, ..., k, odnosno

/Cf@,y)dliL Fo,y)di

Ako je kriva C' ravanska, iz prethodnog kursa analize znamo da se duzina luka krive C' ra¢una

po formuli,

Z:/b\/x’(t)z—ky’(t)?dt :;/ dl,
a C

§to mozemo interpretirati kao krivolinijski integral jedinice (konstantne funkcije f(x,y) = 1) po
krivoj C. Preciznije to bi bila povrsina povrsi dobijene ”prevlacenjem” krive C' u (z, y)-ravni na

visinu 1 paralelno sa z-osom, kao na sledecoj slici:

N

Povrsina ove povrsi je numericki jednaka duzini krive C'.

U skladu sa pomenutom interpretacijom, krivolinijski integral nenegativne skalarne funkcije
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f bi se mogao interpretirati kao povrsina sledece povrsi:

»
y

(X(a).y(a),f(x(a).Y(a).Lk

A -

\0 (x(b),y(b),f(x(b),y(b)))

(x(a),y(a),0)

C 1

(x(b),y(b),0)

Prirodna parametrizacija krive (po duzini luka)

Krivolinijski integral definisan sa (4.1) zovemo jo$ i integral po duzini luka krive. Sama
oznaka dl upuéuje na takav naziv (od engleske re¢i "length”). Definisimo sada funkciju duzine
luka krive. Neka je pocetna tacka krive 7(a) fiksirana. Duzinu luka krive C' od tacke #(a) do

tacke 7(t), t € [a,b] ratunamo kao

1(t) ::/ Va'(s)?2 +y'(s)?ds, t€la,b].

Na taj nac¢in smo dobili funkciju koja zavisi od ¢ € [a,b]. Ako je kriva C' glatka, definisanu

funkciju mozemo diferencirati, pa dobijemo da je

% = l’(t) = %/ x/(5)2 + y/(8)2 ds = :U/(t)Q ¥ y/(t)2,

odnosno da je
dl = /2! (t)% + ¢/ (t)2 dt,
§to zovemo diferencijal luka krive. Kada to povezemo sa Definicijom (4.1) dobijemo da je
b b
| tamdi= [ rat.m) VI @ = [ e

Precizno, ovu formulu izvodimo kao §to smo izveli formulu za duzinu luka na prethodnom kursu

iz analize.
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Primer 93 Izracunajmo integral funkcije f(z,y) = 2 + 2%y duz gornje polukruznice jedini¢ne
kruznice u ravni. Gornja polukruznica jedini¢ne kruznice ima parametrizaciju #(¢) = (cos ¢, sin @),

€ [0, 7], stoga je

T 2
/Cj(2—|—x2y)dl:/0 (2—1—(3082gosingo)y/cos%o—i—sin%odgo:27r—|—§.

Primetimo da, ako imamo krivu C' = Cy UCs, gde su Cy i C5 glatke krive date parametrizaci-
jom 71, odnosno 75, takve da je duzina C7 N Cs nula, onda se integral po C' moze rac¢unati kao

zbir integrala po C; i Cs.

Krivolinijski integral po jednoj promenljivoj

Ponekad je potrebno integraliti samo po jednoj promenljivoj, na primer, z. Takav ”parcijalni”
krivolinijski integral dobijamo tako §to u Definiciji (4.1) Al; zamenimo sa Ax; = x; — x;_1. Pri
tom vodimo racuna da je x = x(t) i dx/dt = 2'(t), pa dobijemo da je krivoliniski integral po x

definisan na sledeéi nacin,

b
/Cf(;v,y) dx := nh_)rr;OZf ) Az = /a f(x(t%y(t))x (t) dt.

Analogno, krivoliniski integral po y je definisan kao

b
[ty = 1 Zf ) o = [ 1) u0)y @) ar

Ova dva integrala Cesto se pojavljuju zajedno i tada formalno pisemo

/Cf(m7y)dx+/cg(x,y)dy=:/Cfdx+gdy.

Krivolinijski integral po krivoj u prostoru

Ako je kriva C prostorna, njena parametrizacija je funkcija 7 : [a,b] — R3, 7(t) = x(t)i +

y(t)7 + z(t)k. Ako je parametrizacija regularna, vazi ista formula kao i za ravansku krivu, tj.

/f:cy, )dl = /fF o

pri éemu je sada |7/ (t)| = /2 ( 2+ 2/(t). Analogno se definisu i (parcijalni) krivolinijski

integrali po z, y, odnosno z.

Primer 94 Izracunajmo integral funkcije f(x,y,2z) = ysin z duz jednog luka heliksa: x = cost,
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y =sint, z =t, t € [0,27]. Imamo da je

27
/ysinzdl:/ sintsint\/sin2t+0082t+1dt:\/§7T.
c 0

Mozemo da zakljuc¢imo sledece:

e Ako je C glatka kriva sa regularnom parametrizacijom 7(t) = x(t)i+y(t)j +z(t)k, t € [a,b]

i f skalarna funkcija tri promenljive neprekidna na C, onda je

b b
/ fi = / £, y(t), 2(0) VIO + 5 (OF + 2/(0) dt = / (f o 7)(8) |7 (1) dt.
C

e Ako je C po delovima glatka kriva, odnosno ako je C' = C; U Cy U ... U Cy, gde su C;,

i=1,..., k, glatke krive takve da je za i # j, C; N C; duzine nula, onda je

[ra=y [sa

i=1 C;

e Ovakav integral ima viSe naziva: krivolinijski integral skalarne funkcije, krivolinijski integral

po duzini luka krive ili krivolinijski integral prve vrste.

4.3 Krivolinijski integral vektorskog polja

Ako zelimo da integralimo vektorsku funkciju ﬁ(:r, y,z) = P(z,y,2) f+Q(x, Y, 2) f+R(x, Y, 2) k
po glatkoj prostornoj krivoj C, pitamo se Sta bi bio integral funkcije F po C. Odgovor trazimo
u fizici.

Znamo da ako konstantna sila F deluje na pravolinijskom putu od tacke P do tacke @), njen

rad ra¢unamo kao skalarni proizvod (vektora) sile i vektora pomeranja, @,

W= F.PQ.

Sada, neka vektor sile neprekidno zavisi od tacke u prostoru na koju sila deluje, tj. neka je
F"(x,y,z) = P(z,y, z)?+ Qx,y, z);+ R(z,y, Z)E neprekidno polje (funkcija) sile, a neka deluje
na ¢esticu koja vrsi krivolinijsko kretanje po glatkoj krivoj C' sa parametrizacijom 7(t), t € [a, b].

Podelimo krivu C na n lukova l;, i = 1, ..., n, tako sto ¢emo podeliti interval [a,d], a = tp < t; <

... <tn =10 (kako je parametrizacija bijekcija, svakoj tacki krive odgovara jedna tacka intervala i
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obratno). Oznacimo sa P; tacke na krivoj C koje odgovaraju vrednosti parametra t;, i = 0, ..., n.

Pn

Dakle, tacke i-tog luka I;, odgovaraju vrednosti parametra t € [t;_1,%;]. Sa Al; obeleziéemo
duzinu luka l;, a P* = 7(tf), t7 € [ti—1,1:], Ce biti proizvoljna tacka luka I;, P € I;. Neka je
T = T(t?) jediniéni vektor tangente u tacki 7(t7), odnosno u tacki P, a F' = F(r(tf)). Rad sile

F' duz putanje [;, u oznaci W;, aproksimira¢emo na slede¢i nacin

—

leﬁTAl“

tj. radom konstantne sile F; = F(r(t})) po pravolinijskoj putanji u smeru tangentnog vektora
T;, duzine Al;. Jasno je da §to je duzina luka [; manja to je ova aproksimacija bolja odnosno
pribliznija. Dakle, umesto luka od tacke P;_; do tacke P; uzeéemo duz iste duzine (I; ~ T Aly),
i pretpostaviéemo da je sila u svakoj tacki luka I; jednaka onoj u tacki Py (E(7(t)) ~ F(7(t})),

t € [ti—1,t;]). Kad saberemo sve W; dobijamo ukupni rad na celoj putanji C, dakle

w=S"w,x Y F(Pr)-Tt) ali =Y ((ﬁo 7) f) () Al
i=1 i=1 i=1
Primetimo da je (ﬁ o 7) - T skalarna funkcija, i da kada n — oo onda i Al; — 0, pa koristeéi

definiciju krivolinijskog integrala skalarne funkcije zaklju¢ujemo da je

n

WZHILII;OZ((ﬁon~T>(t;‘) Al :/

=1 c

—

((ﬁo 7) -T) (t) dl.

Dalje, kako je T'(t) =
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Ovim smo definisali krivolinijski integral vektorske funkcije F po krivoj C' sa regularnom para-
metrizacijom 7(t), t € [a, b].
Ako je F = (P,Q,R), a 7(t) = (z(t),y(t), 2(t)), dobijamo jos jedan zapis krivolinijskog

integrala vektorske funkcije,

b
/ﬁ-d?:/ (Px’—i—Qy’—f—Rz’)dt:/de+Qdy+Rdz.
C a C

Uveséemo oznaku —C' za krivu koju ¢ini isti skup tacaka kao krivu C sa regularnom para-
metrizacijom 7(¢), t € [a,b], samo je kriva —C suprotno orijentisana, tj. parametrizacija krive

—C je 7 (t) = 7(t), t € [b,a]. Primetimo da je

/—cﬁ'dF:/baﬁ(F(t))'F/(t)dt:—/Cﬁ-dﬁ

Primer 95 Izracunajmo krivolinijski integral funkcije F = (zy,y, z) duz krive C koja je deo
grafika funkcije y = 22 u (z, y)-ravni od tacke (0,0) do tacke (1,1).

Kriva C ima parametrizaciju 7(t) = (¢,t2,0), t € [0,1], pa je 7/(t) = (1,2¢t,0), te je

1 1
" 3
/F-dF:/ (t3,t2,0)-(1,2t,0)dt:/ (34262 +0)dt = =.
C 0 0 4

4.4 Osnovna teorema za krivolinijski integral

Podsetimo se Njutn-Lajbnicove formule za odredeni integral. Naime, ako je F € C'([a,b]),
onda je

b
/ F'(2)dz = F(b) — F(a).

Sada, kada VF posmatramo kao izvod skalarne funkcije F' € C1(C), gde je C glatka kriva
data parametrizacijom 7(t), t € [a, b], oéekujemo da sli¢na formula vazi i za krivolinijski integral

vektorske funkcije VF,
/ VF - dif = F(7(b)) — F(7{(a)).
c

Ovakva formula bi nam omogucila da ra¢unamo krivolinijski integral konzervativnog polja samo
poznavajuéi vrednosti funkcije potencijala u krajnjoj i pocetnoj tacki krive C'. Ako je kriva C

zatvorena, integral konzervativnog polja po C' bi bio 0.

Teorema 96 Neka je

o C glatka kriva data parametrizacijom 7(t), t € [a,b],
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o f diferencijabilna skalarna fukcija takva da je i V f neprekidna vektorska funkcija.

Tada vazi,

Dokaz: Iz definicije krivolinijskog integrala vektorske funkcije imamo da je

b
/ Vf-di = / (7)), £, (F(), o (F(1))] - 7' (1) dt =
C a
b
- / [fe (), (), 2(8)' (8) + £ (w(t), (1), () (B) + £ (w(8), y(2), 2(£))2' (1)) dt =
ab ; b I
- [ GUewnawi= [ (fer o

Funkcija (f o F)I je neprekidna, te mozemo primeniti Njutn-Lajbnicovu formulu i zakljuéiti da je

/CVf ~dir = (for)(b) = (fer)(a) = f(F(V) = [(T(a)). DI

7mMG
|7

iz tacke (3,4, 12) u tacku (2,2,0) po po delovima glatkoj krivoj C.

Primer 97 Nadi rad gravitacione sile F(Z) = Z prilikom kretanja Cestice mase m < M

Videli smo da je funkcija potencijala gravitacione sile g(x,y, z) = — MG pa je stoga
) \/mv

1 1
W:/V A7 = g(2,2,0) — g(3,4,12) = mMG [ —= — — | .
Primetimo da putanja po kojoj se Cestica krece nije bitna, odnosno da rad zavisi samo od
pocetne i krajnje tacke kretanja. Ovo je osobina konzervativnog polja koja se zove nezavisnost

krivolinijskog integrala od putanje integracije.

Primer 98 Ovaj primer pokazuje da je dovoljno znati vrednost funkcije u pocetnoj i krajnjoj
tacki krive da bismo izracunali integral gradijenta te funkcije.

U tabeli su date vrednosti funkcije f € C*(R?) u nekim tackama (z,y) € R? :

x\y |0]1]2
0 11614
1 31519
2 81219

Izracunati krivolinijski integral gradijenta funkcije f po krivoj C ¢ija je parametrizacija data sa

(t) = (x(t),y(t) = 2+ 1,13 +¢2), t € [0,1].
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Pocetna tacka krive C' je #(0) = (1,0), a krajnja (1) = (2,2). Iz tabele ¢itamo vrednosti
funkcije u ovim tackama i zaklju¢ujemo da je krivolinijski integral gradijenta funkcije f po krivoj

C jednak 9 — 3 = 6.

4.5 Nezavisnost krivolinijskog integrala od putanje inte-
gracije

Neka su C; i Cs po delovima glatke krive koje spajaju tacku A i tacku B, date parametrizaci-

jom 7 (t), odnosno 7(t), t € [a,b], 71(a) = 72(a) = A 171(b) = 72(b) = B.

Pominjali smo da ako je vektorsko polje konzerva- C1
tivno, onda su njegovi krivolinijski integrali duz ovih B
krivih jednaki. Medutim, za proizvoljno polje to ne

vazi, tj. u opStem slucaju vazi

/ F.di# | F.dr. (4.2) A
Cy Co C2

Ukoliko u (4.2) imamo jednakost za sve po delovima glatke krive koje spajaju tacke A i B,
kazemo da krivolinijski integral funkcije F ne zavisi od putanje integracije od tacke A do tacke
B. Ako ta osobina vazi sa svake dve proizvoljne tacke nekog skupa D, kazemo da krivolinijski

integral funkcije F ne zavisi od putanje integracije u D.

Definicija 99 Krivolinijski integral funkcije F ne zavisi od putanje integracije u skupu D C R3,
ako za svake dve proizvoljne tacke A, B € D, i za svake dve proizvoljne po delovima glatke krive

C1,Cs C D, koje spajaju tacke A i B, vazi

/F«dﬁz/ F - dF. (4.3)
Cl CQ

Pretpostavimo da krivolinijski integral funkcije F ne zavisi od putanje integracije od tacke A
do tacke B. Izaberimo neke dve po delovima glatke krive Cy i Cy, takve da je 7 (a) = 72(a) = A

i 7 (b) = 72(b) = B. 1z (4.2) vidimo da je

Clu(—CQ)

gde smo sa —C5 obelezili krivu Cs sa promenjenom orijentacijom od tacke B do tacke A.
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Kriva C7 U (—C3) je ocigledno zatvorena, po C1
delovima glatka kriva. Ona moze biti kon-
tura (kao na slici desno), ili moze imati samo-

presecne tacke.
-C2 B

Ako se C1 i Co seku, na primer u dve tacke, dobi¢emo krivu koja se sastoji od tri konture (slika

levo).

-C2
-C2
C1
(0F B
A
-Co

No, krive C7 i Co mogu imati i neprebrojivo mnogo zajednickih tac¢aka, na primer ceo jedan
segment (slika desno), ali ni to neée uticati na zaklju¢ak da je integral po C7 U (—C4) jednak

nuli.

Posledica Definicije 99 i Teoreme 96 je sledece tvrdenje.

Posledica 100 Krivolinijski integral funkcije F ne zavisi od putange integracije u skupu D C R3,

/ﬁ-dF:O
C

ako i samo ako je

po svakoj zatvorenoj krivoj C' C D.

Dokaz: Neka je krivolinijski integral funkcije F' nezavisan od putanje integracije i neka je C
zatvorena kriva u D. Izaberimo dve proizvoljne razli¢ite tacke A, B € C. Tako smo krivu C
podelili na dve krive C; i Cy koje spajaju tacke A i B i od kojih je jedna, na primer, C,
orijentisana isto kao i C, a druga suprotno. Imamo da je C = Cy U (—C53), pa je i fc F.dF =
Je, F.dr— Ie, F - dF = 0, jer krivolinijski integral funkcije F' ne zavisi od putanje integracije.

Neka je sada fC F-dF=0 po svakoj zatvorenoj krivoj C' C D i neka su A i B dve proizvoljne
tacke skupa D, spojene po delovima glatkim proizvoljnim krivim C; i C5 koje leze u D. Tada
je Cy1 U (—Cy) zatvorena kriva koja lezi u D, te je integral po C; U (—C52) jednak nuli, odakle je
jasno da je [, F.di = Je, F . dr.
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4.5.1 Krivolinijski integral konzervativnog polja

Videli smo da svako konzervativno vektorsko polje po zatvorenoj krivoj ima integral (rad)

nula. Vazi i obratno.

Posledica 101 Neka je vektorsko polje F neprekidno na otvorenoj, povezanoj oblasti D. Ako
je krivolinigski integral funkcije F nezavisan od putanje integracije u skupu D C R3, tada je F

konzervativno u D.

Pre dokaza pojasnimo pojmove iz Posledice 101.

Da je skup D C R? otvoren znaéi da je okolina svake
svoje tacke, odnosno da za svaku tacku & € D postoji

lopta sa centrom u & koja lezi u D.

Povezan skup znaci da se svake dve tacke tog skupa mogu spojiti (povezati) po delovima
glatkom krivom koja lezi cela u D. Tada kazemo da su svake dve tacke povezane putanjom u
D. U engleskoj literaturi se za otvoren povezan skup koristi pojam ”domain”, a neki nasi autori

koriste pojam ”oblast”.

Dokaz posledice 101: Treba pokazati da je F konzervativno u D, odnosno treba konstruisati
funkciju potencijala vektorskog polja F. Fiksirajmo proizvoljnu tacku A(a,b,c) € D i posmatra-
jmo proizvoljnu tacku P(z,y,z) € D. Kako je skup D povezan, postoji po delovima glatka kriva

AP koja spaja tacke A i P i cela lezi u D. Definisimo sledeé¢u funkciju,

flz,y,2) = /F~dﬁ
AP
Funkcija f je dobro definisana jer integral ne zavisi od putanje. Kako je D otvoren, postoji lopta
L = L(P,§) C D. Izaberimo tacku Q(x1,y,2) € L, takvu da je z; < x. Zatim, izaberimo po
delovima glatku krivu C; = ZE) koja spaja tacke A i @ ilezi u D, te obelezimo sa C = C1UCy =

AQUQP.
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Tada je f(z,y,z2) = fﬁ~df'+ fﬁ -dr, gde prvi integral u sumi ne zavisi od z, a drugi zavisi.
01 CZ
Kako je Cy duz koja spaja tacke P(x,y, z) i Q(z1,y, z), ima parametrizaciju 7(¢t) = (¢,y, z),
t € [x1, 2], dF = (dt,0,0). Ako je F = (Fy, Fy, F3), imamo da je

fl‘('rayvz) = aa:/(FlaFQaF?)) ' (dt,0,0) :aL/ Fl(t7y7z) dt = Fl(x7y7z)'
Cs o

Sli¢no, birajuéi za tacku Q(z,y1, 2) € L, odnosno Q(z,y, z1) € L, dobijamo da je fy(z,y, z) =
Fy(z,y, z), odnosno f,(z,y,z) = F3(z,y, 2). |
I dalje trazimo odgovor na pitanje kada je vektorsko polje konzervativno a kada ne. Videli
smo ako je dvodimenzionalno vektorsko polje F = Pi+ Q; konzervativno, to znac¢i da postoji
skalarna funkcija f takva da je f, = Pi f, = Q. Ako su P,Q € C', mozemo diferencirati ove

jednakosti pa dobijemo, kao posledicu Kleroove teoreme, da je

Dakle, ako je F=rPi+ Qj' konzervativno i P,Q € C', onda je P, = Q,. Obratno tvrdenje vazi

samo na posebnim oblastima.

Definicija 102 Za skup u D kaZemo da je prosto povezan ako je povezan i svaka kontura u D

ograni¢ava skup koji ceo lezi u D.

Na primer, kruzni prsten jeste povezan skup ali nije prosto-povezan. Dva kruga koja nemaju
presek Cine nepovezanu oblast koja se sastoji iz dve prosto-povezane oblasti. Jednostavnim
reC¢ima mozemo re¢i da skup nije prosto povezan ako ima "rupe” ili ako se sastoji od disjunktnih

skupova.
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Teorema 103 Neka je F=ri+ Qj' vektorsko polje definisano na otvorenoj, prosto-povezanoj

oblasti D i neka su P,Q € CY(D). Tada vaZi

P, =Qgu, na D <= je F konzervativno.

Dokaz ove teoreme je posledica Grinove teoreme koja sledi.

4.6 Grinova teorema

C
Grinova teorema je jedna od osnovnih teorema
integralnog racuna i povezuje krivolinijski in-
tegral duz pozitivno orijentisane ravanske kon-
ture C i dvostruki integral po oblasti D C R?
ogranic¢ene konturom C'. Na slici je kriva C koja ograni¢ava skup D

negativno orijentisana.

Primetimo da ako je rub oblasti u ravni kontura, onda je ta oblast ogranicena, D\C' je otvoren,

a D = D UC zatvoren skup u R2.

Teorema 104 Neka je

o C pozitivno orijentisana po delovima glatka kontura u ravni,
e D oblast u ravni ogranicena konturom C, 0D = C,
o F = (P, Q) € C'(na proizvolinoj otvorenoj oblasti koja sadrzi D).

Tada vazi,

/Pdeery://(szPy)dA (4.4)
C D

Dokaz ove teoreme u opStem sluc¢aju je prilicno tezak. Mi ¢emo je pokazati za oblast tipa 1, vidi
Sliku 3.1. Kada pokazemo da Grinova formula vazi na skupovima tipa 1, lako zaklju¢ujemo da
vazi i skupu u R? ograni¢enom konturom koji se moze prikazati kao unija takva dva skupa, kao

na sledecoj slici.
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Cs Cs

C1

C, Cs
Cs

Na slici imamo dve oblasti tipa 1, D1 i Dy. Obelezimo uniju ta dva skupa sa D = Dy U Ds.
Oblast D; ogranicena je po delovima glatkom pozitivno orijentisanom konturom C; UCyUC5UC7,
oblast Dy konturom Cy U C5 U Cg U —C'7, a oblast D konturom C7 U Cy U C3 U Cy U C5 U Cg.
Dvostruki integral po D jednak je zbiru dvostrukih integrala po D; i D2, pa mozemo primeniti

Grinovu teoremu i dobiti

JJ@-raa = [ -ryaa+ [[@.-ryaa

D Dy
= Pdx+Qdy+ / Pdz+ Qdy
CLuUCUC3UC, CyLUCsUCsU—-Cr
= de+Qdy:/de+Qdy.
CLUCUC3UC4LUCsUC C

Naime, postoji tvrdenje koje kaze da se svaka oblast u ravni ogranicena konturom moze prikazati
kao do na granicu disjunktna unija oblasti tipa 1 i tipa 2. Do na granicu disjunktna unija znaci
da u preseku bilo koja dva dela moze da bude najvise rub nekog od tih skupova. Ovo tvrdenje
¢emo samo prihvatiti bez dokaza, jer je intuitivno jasno, a dokaz prevazilazi gradivo naseg kursa.
Zajedno sa dokazom Grinove formule na skupu tipa 1 i 2, ovo tvrdenje nam daje da Grinova

teorema vazi na svakoj oblasti u R? ograni¢enoj po delovima glatkom konturom.

Pre dokaza Grinove formule, pokazacemo da vazi jos jedna formula koja nam je potrebna za
dokaz. Formulisa¢emo je u obliku leme. Pre toga, podsetimo se Osnovne teoreme kalkulusa za
funkcije jedne promenljive. Dakle, ako je funkcija f = f(y) integrabilna na intervalu [a, b], njena

x
primitivna funkcija F'(z) = / fy)dy, x € [a, b], je diferencijabilna na [a, b] 1 vazi

[ wa=s@, el

b(x)
Funkcija G(z) = / f(y) dy je diferencijabilna ukoliko su diferencijabilne funkcije a(x) i b(x),
a(z)
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1 vazi
d rb@

@ Jo fly)dy = f(b(2)) V' (2) = fla(x)) d'(x), = € [a,b].

Slicnu formulu mozemo izvesti za funkciju definisanu pomocu iteriranog integrala funkcije

f = f(z,y) koja je integrabilna po drugoj promenljivoj.

Lema 105 (Izvod funkcije definisane preko integrala) Neka su funkcije f € C1(R?) ia,b €
CY(R). Tada vazi

b(x)

fla,y)dy = / @)y S @)~ 0@ ),

d b(x)
dx a(z)

Dokaz: Kako je f € C*(R?), ona je i neprekidna (pa i integrabilna) po drugoj promenljivoj,
odnosno postoji njena ”primitivna funkcija po y”, tj. postoji F(x,y) takva da je 0,F(x,y) =

82F(.'17,y) = f(xay> Tada je

b(x)
CZ;/( : fz,y)dy % [F(z,b(z)) — F(z,a(z))]
= 61F(1‘, b(x)) + (92F($, b(x))b’(a:) — 81F(a:, a(x)) — 82F(l‘, a(x))a’(x)

= fla,b@)V (@)~ f(z,a@))d (@) + & F(z, b)) — 8 F(z,a(x)).
Dalic iz € C1(R?) imamo da je g(x,y) = 0y (2 F(w,y)) = 0 f(x,y) = fulz,y) € C(R2), pa je

b(x) b(x)
OuF (z,b(x)) — 1 F(z,a(z)) = / o) dy= / By

Dokaz Grinove teoreme za oblast tipa 1: Neka je D = {(z,y) : a < ax <biu(z) <y <
v(z)}, gde su u,v € C([a,b]). Tada je C = D = C; U Cy UC3 U Cy po delovima glatka kriva,

¢iji su delovi dati slede¢im parametrizacijama:

Cs

C1 : x=teab], y=u(t), dv=dt, dy =u'(t)dt, C,
Cy : x=b,y=te[ub),vd)], dc: =0, dy = dt,
Cy : x=tebal, y=0o(t), de =dt, dy='(t)dt, Cus

C1

Cy : z=a,y=tec[v(a),u(a)], dr =0, dy = dt.

Izracunajmo sada integrale iz Grinove formule (4.4).
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e Prvo izra¢unajmo dvostruki integral

_//Py(x,y) dxdy = — /ab (/u::) Py(x,y) dy) dx = /ab [P(z,u(z)) — P(z,v(x))] dz.
D

e Zatim racunamo krivolinijski integral po C = C7 U Cy U C3 U Cy. Kako je dx =0 na Csy i

C4, imamo da je

/P(%y) daczC/P(x,y) dx + /P(x,y) dx = /ab P(t,u(t))dt+/ba P(t,v(t)) dt.

C Cs

Iz prethodne dve jednakosti vidimo da je

—//Py(z,y) dzdy = /P(x,y) dz.
D C

e Drugi krivolinijski integral koji racunamo je

u(a)

b v(b) a
/ Qla,y)dy = / Qt, u(t)) (1) di+ / Qb 1) dt+ / Qo) v'(®)dit [ Qa.t)dr.
P a u(b) b v(a)

e Na kraju racunamo preostali dvostruki integral u kome ¢emo primeniti lemu 105,

b v(x)
/Qx(ay)dmdy:/ ( Qu(,y) dy | d
i a u(x)

bl d v(z)
-/ ld N Qu-,y)dyQ(w(x))v’(x)+Q<x,u<z>>u’<x>] i

v(b) v(a)

b
- / Qe u(@)' () - Q. v@)' ()] de+ [ Quydy— [ Qavy)dy

u(b) u(a)

Iz prethodne dve jednakosti vidimo da je

st sty = [ Q.y)da.
D C
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4.6.1 Vektorski oblik Grinove teoreme

Za vektorski oblik Grinove teoreme potrebna su nam dva poznata diferencijalna operatora,
rotor i divergencija. Rotor je parcijalni diferencijalni operator koji deluje na vektorsku funkciju

F= (P, @, R) na slededi nacin

-

i g
rotF = curlF := 0, O

P Q

<
Qo
I
<
X
M

=y

Ovaj operator slika vektorsku funkciju F = (P, Q, R) u vektorsku funkciju (Ry—Q., P;— Rz, Qz—
P,), dakle funkcija na koju deluje mora imati parcijalne izvode. Ako je Fe C(R3;R3) onda je
rotF* € C(R?;R3), odnosno rot : C1(R3;R3) — C(R3;R3). rotF zovemo rotor vektorskog polja
F=(P,Q,R).
Divergencija je takode parcijalni diferencijalni operator koji deluje na vektorsku funkciju
F=(P,QR),
divﬁ::PE+Qy+Rz =V.F.

Medutim, divergencija slika vektorsku funkciju F= (P, Q, R) u skalarnu funkciju P, + Q, + R..
Ako je F' € CY(R?* R3) onda je divF € C(R?R), odnosno div : C1(R3;R?) — C(R3;R). divF
zovemo divergencija vektorskog polja F = (P,Q,R).

Posmatrajmo vektorske funkcije 7 = (z,y) i F = (P,Q) definisane u formulaciji Grinove
teoreme. Funkcije 7= (z,y) i F = (P, Q) su ravanske, ali ih mozemo dodefinisati nulom kako bi
postale "prostorne”, ¥ = (z,y,0) i F= (P,@,0), odnosno da ravansku krivu C' sa parametrizaci-
jom 7 posmatramo kao prostornu krivu koja lezi u ravni (z,y). Tada tvrdenje Grinove teoreme

mozemo napisati u obliku

/ﬁ-df: /deJery[[/(QmPy)dA.

C C

Kako je curlF = curl(P,Q,0) = (Q, — Py)lzr'7 imamo da je curlF -k = Q. — Py, dobijamo vektorski

/ﬁ-d?z//(curlﬁ-g)dA.
c

D

oblik Grinove teoreme

U fizici, za racunanje fluksa, integrali se skalarni proizvod funkcije F' i normale na krivu C,

naime F -ii. Kako je F'-ii skalarna funkcija, to je [, F.itdl krivolinijski integral prve vrste. Neka
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/

-

/
je 7(t) = (x(t),y(t)), t € [, B], parametrizacija glatke konture C. Tada je T = ﬁ,—/'z + %j
T T

/ !/

- x -

jedini¢ni tangentni vektor, a i = jedini¢ni vektor normale. Stoga je

[

o= a 1 / N o= o o
/F-ndl = /ah?/(t)'(Py—QxHr (t)|dt—/—Qd:c+de—

C C

_ //(pm — (—Q,)) dady = //divﬁdA,

D D

/ /
§to je drugi vektorski oblik Grinove teoreme. Kako je nidl = 3_{—2 — f—j |7 (¢)|dt = dyi —
[
dx f, to se / 7. 7 dl zove jos i krivolinijski integral po normali.
C
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Glava 5

Povrsinski integral

5.1 Parametrizacija i povrsina povrsi

Parametrizovana povrs S data je parametrizacijom
F(ta 5) = x(ta S){+ y(ta S);+ Z(tv 8)];7 te [a, b]a s € [Cv d},

gde je preslikavanje 7 : [a, b] X [c,d] — S bijektivno preslikavanje pravougaonika R = [a, b] X [c, d]
na povrs S. Napomenimo da postoje povrsi koje se ne mogu parametrizovati, ali mi ne¢emo

raditi sa takvim povrsima.

Ako u svakoj tacki povrs ima jedinstvenu tangentnu ravan, kazemo da je povrs glatka. Tan-
gentnu ravan dobijamo na sledeéi naé¢in. Fiksirajmo to € [a,b] i posmatrajmo krivu C; C S

parametrizovanu na sledeéi nacin,
m(s) = 7(to, s), s € [c,d].
Kriva C; u tacki 7(to, so) ima tangentu, ako je tangentni vektor
71’ (s0) = 0s7(to, s0) # 0.
Analogno, za fiksirano sg € [c, d] dobijamo krivu Cy C S parametrizovanu sa,

’Fg(t) = ’F(t, 30)7 te [a, b},
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koja u tacki 7(tg, sg) ima tangentu, ako je tangentni vektor
73 (to) = 947 (to, s0) # 0.

R . . . . . . . . . . .
Ako su vektori 75" (tg) 1 71 (so) linearno nezavisni (tj. nisu paralelni), oni odreduju jedinstvenu
ravan koja se zove tangentna ravan na povrs S u tacki 7(¢o, sg). Dakle, mozemo reéi da je povrs
glatka ako i samo ako su vektori 0;7(t, s) i Os7(t,s) linearno nezavisni, $to mozemo zapisati u

obliku vektorskog proizvoda,

Ay (t, s) x B, (t, s) # 0.

Povrs je po delovima glatka ako je unija nekoliko glatkih povrsi.

2

Primer 106 Neka su z(u,v) = u?, y(u,v) = v?, 2(u,v) = u + 2v komponentna preslikavanja

parametrizacije 7(u,v) povrsi S. Pronadimo tangentnu ravan u tacki P(1,1,3).

Iz sistema jednacina (ug,vo) = (1, 1,3), odnosno iz
o =1 = ug, yozlzvg, 20 = 3 = ug + 2vg

dobijamo vrednosti parametara u i v u tacki P, ug = vy = 1.

Dalje, kako je 7(u,v) = u2i + v2J + (u + 20) k, 9,7 (u,v) = 2ui + k, Oy (u,v) = 20 + k,
vidimo da su vektori 9,7 i 0,7 linearno nezavisni jer je 0,7 paralelan (z,x)-ravni, a 0,7 je

paralelan (y, z)-ravni. Preciznije, kada izracunamo
DuT(u, v) X DyF(u,v) = =207 — 4uj +duvk #0 < u#£0ili v £ 0.

Dakle, u tacki P postoji jedinstvena tangentna ravan, ¢ija je normala u tacki P vektor 77 = (9,,7X
0,7)(1,1) = (=2, —4,4). Stoga je jednacina tangentne ravni —2(x — 1) —4(y — 1) +4(z — 3) =0,

odnosno = + 2y — 2z + 3 = 0.

Povrsina dela povrsi

Znamo da pomocu formule

b b
1= [ VEOP GO FOrd - [ o= [ a



Parametrizacija i povrsina povrsi 121

racunamo duzinu dela glatke krive date parametrizacijom 7/(t) = (z(t),y(t),2'(¥)), t € [a,b)].

Zelimo sliénu formulu za rac¢unanje povrsine dela glatke povrsi datog parametrizacijom
7(t,s) = x(t, )i + y(t, s)] + 2(t, )k, t€la,b], s€led,

gde je preslikavanje 7: [a, b] X [c,d] — S bijektivno preslikavanje pravougaonika R = [a, b] X [c, d]
na povrs S.

Povr§ S podeliéemo na uniju malih povrsi S5, ¢ =1,...,n, j = 1,...,m, tako $to ¢emo interval

[a,b] podeliti na n malih jednakih intervala duzine At = At; = b:—L“, a interval [c,d] na m

intervala duzine As = As; = %. Dakle,

Sij = T(Rij) = 7 ([ti—1, t] X [sj-1,85]) -

U pravougaoniku R;; biramo donji levi ugao, tj. Pi; = 7(tf,s}) = 7(ti—1,5;-1).

Rij

(tix,sj*)

Povrs S;; aproksimiracemo paralelogramom na slici koji lezi u tangentnoj ravni povrsi S;; u tacki
Pij, a odreden je vektorima At - 77 1 As - 77, gde su 7'y = Oyr(t], s7) i 75 = O57(t], s7). Kako je
intenzitet vektorskog proizvoda dva vektora jednak povrsini paralelograma koji ta dva vektora

zaklapaju, povrsina povrsi S;; aproksimirana je sa
~ — % —x| fnd 2k
AS;; = |At- 77 X As - 7| = At As|Ff x 7).

Sada, sumiranjem po ¢ =1,....,m i j = 1,...,m i prelaskom na grani¢nu vrednost kad n,m — oo

dobijamo da je

b d
Pwyiﬁgwijaﬂﬁﬁpx@mﬁﬁpmuA%:/"/\@ﬂu@x@muﬂﬁ@

/L)J
_ / |7 x 7| dA = /m&
] S

la,b] X [c,d

gde je // |72 x 75| dA dvostruki integral skalarne funkcije |7} X 75/, a / 1dS oznaka koju

la,b] x[c,d] S
¢emo koristiti za povrsinski integral po povrsi S konstantne funkcije f(z,y,z) = 1.
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Specijalno, ako je povrs S grafik diferencijabilne funkcije dve promenljive z = f(z,y), = €
[a,b], y € [e,d], za parametre mozemo izabrati promenljive x i y, pa je parametrizacija povrsi
data sa

Fla,y) =xi+yi+ f,)k, To=i+fok, Fy=J]+fFk

Tada je |7, x 7| =/ f2 + fZ + 1, te se povrSina povrsi S ra¢una pomocu formule

P(S) = // I+ 2+ 1daA

[a,b] X [c,d]
5.2 Povrsinski integral skalarne funkcije

U prethodnom odeljku videli smo da je

//1dS = // |7y % 7| dudv,
S

[a,b] X [c,d]

gde je S glatka povrs data parametrizacijom 7(u,v) = zi+yj+ 2k, (u,v) € [a,b] x [c,d].
Napomenimo da, numericki, povrsinski integral jedinice po povrsi S je ustvari zapremina tela

koje se dobija ”podizanjem” povrsi S na visinu jedan, kao na sledecoj slici.

Na slican nacin integralimo po povrsi .S proizvoljnu funkciju f. Naime, glatku povrs S opet delimo
na male delove S;; tako $to, ustvari, pravougaonik parametara delimo na male pravougaonike
P;;, kao u prethodnom odeljku, te povrsine povrsi S;; mnozimo vrednoséu funkcije f u tacki
P,;;, tako da povrsinski integral skalarne funkcije f = f(z,y,z), definisane na glatkoj povrsi S

mozemo definisati na slede¢i nacin,

//f(m, y,2)dS = n}rlzri)looi i [(Pi;)AS;; = // I (7 (u, v))|Fy X 7| dudo,
s ]

i=1j=1 [a,b] % [c,d

Primer 107 Izracunajmo integral po jedini¢noj sferi funkcije f(x,y, 2) = x2. Za parametrizaciju

sfere koristimo sferne koordinate p = 1, ¢ € [0,27], 6 € [-5, 5], = cos¢cosf, y = sin¢pcos b,
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z = sinf. Stoga je parametrizacija jedinicne sfere preslikavanje

7(¢,0) = cos ¢ cos 0 + sindcos 0 ] + sinfk, ¢¢ [0,27], 6 € [—g,g] ,

te je |7y X 7| = cosf >0, za 0 # :I:;—T. Stoga je

2 pm/2 4
//f(ac,y,z) ds :/ / cos? pcos®Odfdp = ... = —.
% 0 J—x/2 3

5.2.1 Orijentacija dvostrane povrsi

Rekli smo da u svakoj tacki glatka povrs ima normalu. Normala je odredena jedini¢nim
vektorom normale, tj. vektorom intenziteta jedan koji je paralelan normali. Takvih vektora
imamo dva, koji su suprotnih smerova. Zbog toga uvodimo pojam strane povrsi, pa svakom
jediniénom vektoru normale dodeljujemo po jednu stranu povrsi. Ako je to moguée u svakoj
tacki povrsi, kazemo da je povrS dvostrana. Da bismo bili sigurni da je povrs dvostrana, tu
osobinu testiramo na sledeéi na¢in. Posmatramo proizvoljnu tacku P povrsi S i zatvorenu krivu
C koja prolazi kroz tacku P i lezi na izabranoj strani povrsi S. Zatim posmatramo normalu
na izabranu stranu povrsi S u tacki P. Krecemo se po krivoj C' i posmatramo normale na istu
stranu u tackama krive C. Kada se vratimo u tacku P ako smo i dalje na istoj strani povrsi .S
mozemo zakljuciti da je povrs S dvostrana (naravno, ova osobina treba da vazi za sve tacke i sve
zatvorene krive).

Postoje povrsi koje nisu dvostrane. Takva je, na primer, Mebijusova traka, data na sledecoj

slici:

Nju mozete napraviti tako Sto napravite traku (pravougaonik male Sirine i velike duzine) od
papira, pa zalepite jednu za drugu krade stranice, ali ne da dobijete prsten, nego im obrnete
uglove.

Za neke dvostrane povrsi uvodimo pojam spoljasnje i unutrasnje strane. Za stranu kazemo da
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je unutrasnja ako je u svakoj tacki povrsi povrs izmedu normale i tangentne ravni, a spoljasnja

ako je tangentna ravan izmedu povrsi i normale. Za neke povrsi te pojmove ne mozemo definisati.

5.3 Povrsinski integral vektorske funkcije

U svakoj tacki dvostrane glatke povrsi S imamo dva jedini¢na vektora normale na povrs,
odnosno na tangentnu ravan u toj tacki. Oznac¢imo ih sa @ = (a,b,c) i —7i = (—a,—b,—c).
One su definisane u svakoj tacki glatke povrsi, pa na S definiSemo funkcije 7 = 7i(x,y,2) i
—ii = —7i(x,y, z). Neka je F neprekidno vektorsko polje definisano na S. Skalarni proizvod F.i
(ili F - (—i1)) je skalarna funkcija koju mozemo da integralimo po S, pa ¢emo povrsinski integral

vektorske funkcije F definisati kao povrsinski integral skalarne funkcije F - ii na sledeéi naéin,

/ﬁ-d§:= !/ﬁ~(iﬁ)ds.

S

U zavisnosti od toga po kojoj strani povrsi S integralimo, uzimamo adekvatnu normalu 7 ili —7.

Povrsinski integral vektorske funkcije zove se jos i povrsinski integral druge vrste.

Motivacija za definisanje povrsinskog integrala vektorskog polja dolazi iz fizike, kao resenje
problema racunanja fluksa vektorskog polja F kroz povrs S. Do date definicije dolazi se na isti

nacin kao kod krivolinijskog integrala druge vrste, dakle podelom povrsi S na male S;;, itd.

Ako je #(u,v), (u,v) € D C R2, parametrizacija povrsi S, i @ vektor normale na Zeljenu

stranu povrsi S, imamo da je

e - -
jer je il = % idS = |, X 7#y|dA. Ako preciznije zapisemo 7(u,v) = x(u,v) i+ y(u,v) j +
Ty X Ty

z(u,v) k, (u,v) € D, i

-

Ty X Ty = (yuzv - Zuyv) ;"_ (Zuxv - l'uzv)] + (wuyv - yumv) E,

mozemo uvesti oznaku

dx A dy = (TuYy — Yuy) dudv,



Pouwrsinski integral vektorske funkcije 125

i pomoc¢u ovih oznaka dobijemo jos jedan oblik (zapis) povrsinskog integrala druge vrste,

//ﬁ-dS*: //ﬁ~(Fuva)dudv: //de/\dz+de/\dm+Rdm/\dy,
S D D

za F = (P,Q,R).

Primer 108 e Nadi fluks vektorskog poljaﬁ = (x,1,yz) kroz povrs S : 7(s,t) = (cost,sint, s),

t €[0,27], s € [0,1].

Povrs S je omotaé valjka visine 1, ¢ija je baza krug sa centrom u koordinatnom pocetku
polupreénika 1 koji lezi u (z,y)-ravni. Normalu dobijamo iz

—

Ts X Iy = —costi— sintj.

Ovaj vektor je duzine 1, pa ako integralimo po spoljnoj strani povrsi .S, za jedini¢nu normalu

¢emo uzeti 7@ = costi + sint j. Dakle,

2 1
o= //(x, 1,yz)-dS = / / (cost,1,ssint) - (cost,sint,0) dsdt = 7.
o Jo

S

e Ako je S deo grafika neke funkcije z = f(z,y), orijentaciju normale je lakse odrediti,
jer joj je treca komponenta uvek konstantna. Na primer, ako je S deo grafika funkcije
2z =1—22 — y? iznad (z,y)-ravni, parametrizacija joj je (kada za parametre uzmemo bas
xiy)

Fay) =wi+yj+ (1 -2 =y’ )k, (v,y) €K,

gde je K C R? krug sa centrom u (0, 0) polupreénika 1. Tada je 7 = +(2z,2y, 1), odnosno
iy = (2, 2y, 1) normala na spoljasnju stranu povrsi S, a iy = (—2x, —2y, —1) normala na

unutrasnju stranu povrsi S. Tada je

JJFas= [[Fmas= [[aayrioat-ytia=7,
S+ S K

Oznaku ST koristimo kada hoéemo da istaknemo da integralimo po spoljasnjoj strani povrsi
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5.3.1 Stoksova teorema

Znamo da je Grinova teorema, u R?, povezivala dvostruki integral po oblasti D i krivolinijski
integral po konturi 0D. Sledeéa teorema ée povezivati krivolinijski integral po konturi 05 u R3,
sa povrsinskim integralom po povrsi S ogranic¢enoj tom konturom. Orijentacija ovakve povrsi i
orijentacija konture koja je ograni¢ava su povezane pravilom desne Sake. Naime, ako prsti desne

Sake pokazuju smer orijentacije konture, tada palac pokazuje smer normale na povrs.
Teorema 109 Neka je:
o (' =085 po delovima glatka kontura;

e S dvostrana po delovima glatka povrs ogranicena konturom C, ¢ija je orijentacija induko-

vana orijentacijom krive C;

o« F= (P,Q, R) vektorska funkcija klase C* na nekom otvorenom skupu koji sadrzi S UC.

]fﬁ.dfz //curlﬁ-dﬁ.
oS S

Dokaz: Dokaz ¢emo izvesti u specijalnom slucaju kada je S deo grafika funkcije z = g(z,y),

Tada je

(v,y) € D, g € C*(D), a D je glatka kontura. Tada je S data parametrizacijom 7(x,y) =

(x,y,g(a:,y)), (iL’,y) €Dy x Fy = (_g:c(l'vy)a —gy(z,y), 1)

Izaberimo pozitivnu orijentaciju konture C; = 9D,

koja indukuje pozitivnu orijentaciju konture C' = 9.5,

sto opet indukuje izbor normale "ka gore”, =

(_gﬂc(xvy)’ —gy(x,y), 1)

Neka je

I = //curlﬁ dS = //( — 9:(Ry — Q) — g,(P. — R,) + (Q, — P,))duady.
S D

Dalje, neka je parametrizacija krive Cy data sa 71 (t) = x(t)i + y(t)j, t € [a,b. Tada je

parametrizacija krive C', posto lezi na povrsi S, data sa 7#(t) = x(t)i + y(t) j + g(z(t),y(t)) k,

t € [a,b], pa je

ar(t) = (2'(2), y/(6), gu(2(6), 5O (1) + 9, (2(2), y()y' (O)) dt, ¢ € [a, 1)
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Sada ra¢unamo,
. b
I = %F~d7": / (P2'+Qy + Rzy2' + Rzyy')dt = /(P—i—RzI)dx—i— (Q + R zy)dy,
¢ “ ol

jer je z = g(z,y). Sada primenimo Grinovu formulu, jer je Cy ravanska kriva, i dobijemo da je
Iy = //(ax(Q+RZy)_ay(P+R Za:))dxdy = //(_g:c(Ry_Qz)_gy(Pz_Rx)+(Qx_Py))dxdy-
D D

|

Kao posledica Stoksove teoreme vidimo da ako je rotor vektorskog polja F jednak nuli, njegov
krivolinijski integral po svakoj konturi je nula, $to znaci da krivolinijski integral vektorskog polja
F ne zavisi od putanje integracije, odnosno da je F konzervativno polje. Vazi i obratno tvrdenje

§to ¢emo formulisati u sledecoj posledici.
Posledica 110 Vektorsko polje Fe CL(R?) je konzervativno ako i samo ako je curlF = 0.

Dokaz: Ostaje da pokazemo da je rotor konzervativnog polja F = (f,, Ty [2) € CH(R?) jednak
nula. Ako je F = (fu, fy, f-) € C1(R?) to znadi da je funkcija potencijala f € C2(R3), te su joj

mesSoviti parcijalni izvodi drugog reda jednaki. Zbog toga je

i j ok
Curlﬁ: az 8y az = (fzy_fyz)f'i' (fxz _fZ(E);—"_(fy;p —fzy)EZG
fo fy 1

|

Primer 111 Krivolinijski integral vektorskog polja F = —y27 + 2 j + 22k po krivoj koja lez
u preseku ravni y + z = 2 i cilindra 2% + y? = 1, lako moZemo izrac¢unati primenom Stoksove

teoreme. Kako je curlF = (1 + 2y) k, to je

I= //(0,0,1—2y)-d§= S//(l—Qy)dx/\dy

S

gde je S deo ravni z = f(x,y) = 2 — y unutar cilindra 22 + 3% = 1, odnosno onaj deo ravni koji

se projektuje na krug K : 22 + 32 <1 u (x,y)-ravni. Dalje je

I IZ/u_zy)dxdy:/0%/01(1+2psin¢)pdpd¢=n.
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5.3.2 Teorema divergencije

Treca teorema koja povezuje dva tipa integrala zove se Teorema divergencije ili Teorema
Gaus-Ostrogradskog. Pre formulacije podsetimo se drugog vektorskog oblika Grinove teoreme,

odnosno integrala po normali vektorskog polja po ravanskoj konturi,
j{ﬁ Sidl = //divﬁ(x, y) dA,
c D

gde je C = 0D C R? ravanska pozitivno orijentisana po delovima glatka kontura koja ogranicava
oblast D, a Fe CY(U), gde je U otvoren skup koji sadrzi D. Progirenje ove formule na R? daje
slede¢a teorema, koju ovde navodimo bez dokaza. Ona povezuje povrsinski integral vektorskog
polja po zatvorenoj povrsi S = 9V, sa trostrukim integtalom po telu V divergencije datog

vektorskog polja.

Teorema 112 Neka je:
o S po delovima glatka, zatvorena povrs, orijentisana ka spolja, koja ogranicava telo V C R3;

o F = PZ+Q§+RI¥, vektorsko polje klase C' na nekom otvorenom skupu koji sadrzi VU S.

Tada je
//ﬁ-d§: ///divﬁdv.
s 1%
Primer 113 e Potrazimo fluks vektorskog polja F=zi+ yf+ z k kroz jedini¢nu sferu

2?2 4+ y? + 22 = 1, primenom teoreme divergencije,

¢ = //ﬁ-d§: ///divﬁdvz ///(0+1+0)dV:§7r.
s s

S2

e Izracunajmo povrsinski integral funkcije Z*:"(z, Y,z) = (a:y, y? +e“2, sin(xy)), po spoljasnjoj

2 ravnima z = 0, y = 0 i

strani tela T ograni¢enog paraboli¢nim cilindrom z = 1 — z
Y+ z=2.

\ Povrs po kojoj integralimo je po delovima

— glatka, tacnije, sastoji se od Ccetiri glatke

povrsi, pa bismo direktnim ra¢unanjem inte-

\ Y gral racunali kao zbir Cetiri povrsinska inte-

N2 i \ grala.
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Medutim povrs je zatvorena, a funkcija glatka, pa mozemo primeniti teoremu divergencije.

//ﬁ-d§= ///(y+2y+0)dvz%.
S

T

Dakle,
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