Vezbe iz Teorije nepokretne tacke

TEOREMA (Banach) Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i neka je f : X — X kontrakcija,
tj.
dq € 0,1)Va,y € X (d(f(x), f(y)) < qd(z,y)).
tada postoji jedinstveno z* € X da je z* = f(x*) i vazi da je 2* = lim,_,o, 2", gde je xo € X proizvoljno,
aZTni1 = f(zn), n €N
1. (1.) Neka F : [a,b] x R — R, i neka F € C'([a,b] x R). Neka postoje m i M takvi da je
0 < m < M sa osobinom:

V) € b xR, m< O (o y) < M.
Y

Na Cla,b] = {f|f : [a,b] — R, f je neprekidno} je data metrika d(f,g) = m[a)i] |f(z) —g(z)]
xre|a,
a) Dokazati da preslikavanje A koje funkciji f iz Cla, b] pridruzuje A(f) dato sa

A)@) = @) - ——

slika C([a,b]) u C(]a,b]) i da je kontrakcija.

b) Dokazati da u C([a, b]) postoji jedinstvena funkcija g da vazi Vx € [a,b] F(z,g(x)) =0.

¢) Za F(z,y) =2y+siny—z, a =01b =1 odrediti prva dva ¢lana niza sukcesivnih aproksimacija
in da vazi d(g,,g) < 1071, ako je go(x) = 0.

F(z, f(z)),  x€la,b]

2. (2.) Neka je C([0,1])0{f|f : [0,1] — R, f je neprekidno}, i d(f,g) = max, |f(z) = g(x)| odgo-
xe|0,
varajuca metrika.

a) Dokazati da preslikavanje A koje funkciji f € C([0,1]) pridruzuje funkciju A(f) datu sa
2
A(f)(x) =2+ L0 2 €[0,1] slika C([0,1]) u C([0,1]) i da je kontrakcija.
b) Polazeéi od fo(zg) =0, =z € [0, 1] nacio nepokretnu tacku preslikavanja A.

3. (3.) Neka je f € C[0,1] i A preslikavanje koje f slika u A(f) dato sa

ane = [, e pa

a) Pokazati da A : C[0,1] — C[0, 1].

b) Pokazati da su ispunjeni uslovi Banahove teoreme o nepokretnoj tacki.

¢) Konstrukcijom niza sukcesivnih aproksimacija fy, f1,. .. polazeéi od funkcije fo(xz) =0, z € [0, 1]
resiti jednacinu A(f) = f.

4. (4.) Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor i neka je f: X — X neprikidno preslikavanje i za
njega vazi

Ve Jz. € X d(ze, f(ze)) < €.
Dokazati da tada postoji nepokretna tacka preslikavanja f.

5. (5.) Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor i neka je f : X — X neprikidno preslikavanje i za
njega vazi

Vo,y € X (z #y = d(f(z), f(y)) <d(z,y)).

Dokazati da tada postoji nepokretna tacka preslikavanja f.

6. (14.) Neka je X Banahov prostor i neka je Y kompaktan podskup skupa X. Neka f:Y — Y tako
da vazi || fx — fy|| < ||z — y|| za svako z,y € Y. Neka postoji g € Y da za svako z € Y i svako ¢ € [0, 1]
vazi tzg 4+ (1 — t)z € Y. Dokazati da tada postoji nepokretna tacka preslikavanja f.

7. (9.) Dati primer metrickog prostora (X, d) i neprekidnog preslikavanja f : X — X za koje vazi

Vo,y € X (z #y = d(f(z), f(y)) < d(z,y)),



a da preslikavanje f nema nepokretnu tacku.

8. Dati primer kompaktnog metrickog prostora (X, d) i neprekidnog preslikavanja f : X — X za koje
vazi
Vr,y € X (z #y = d(f(x), f(y) < d(z,y)),

a da preslikavanje f nema nepokretnu tacku.

9. (8.) Neka je f : [a,b] — R neprikidno preslikavanje na [a, b] i diferencijalno na (a,b) za koje vazi
da je za svako x € (a,b) |f'(x)] < o < 1. Dokazati da iz uslova

‘f<a+b>_a+b‘<(1_a)b;a

2 2 |~

sledi da preslikavanje f ima jedinstvenu nepokretnu tacku.

10. (7.) Posmatramo beskona¢ni sistem linearnih jednaca

anér + apé + ... = b
anér + axé& + ... = b
an&r + apéb + ... = b

i neka je ¢;; = 0;; —a;; zai,j € N (gde je ;5 =1 zai=7516;; =0zai+#j). Ako postoje konstante ¢ i

oo

Bdajezasvei €N |b;| < Bi Z lcij| < ¢ <1 dokazati da sistem ima ta¢no jedno resenje((},&5,...) sa
j=1

osobinom da postoji M > 0 da je za svako i € N [¢f] < M.

11. (16.) Neka je (f; : i € N) niz preslikavanja f; : [°° — R, ¢ € N tako da vaze sledeéi uslovi:

1) Vz,y € I*° Vi € N |fi(z) — fi(y)] < Z;’;laij\xj -y, gde je a;; >0,z = (x; : j € N) i
y={(y;:jEN).

2) (£:({0,0,...)) : i € N) € ['nftw

3) <Z;‘;1 Qij : 1€ N> €[>
Dokazati da iz uslova ||<Z;i1 a;; : © € N)|| < 1 sledi da postoji tacno jedno reSenje sistema

1 = fil{zy,22,...))
To = f2(<1}1,(£2,...>)

12. (10.) Odrediti A tako da integralna jednacina

b
2(s) = /\/ Fls.t 2(B)]dt

ima resenje na skupu C([a,b]), a < b, pri ¢emu f : [a,b] X [a,b] X [-h,h] — R, h > 0 je neprekidna i
zadovoljava Lipsicov uslov po trwéoj komponenti, tj.

|f($,t,u1) - f(sataUQ)‘ < K‘ul *U2|.

13. (11.) Nadi uslove za postojanje resenja pocetnog problema y'(z) = Ay(y(z)), y(0) = yo, gde
x € [—h,h] iy, € (—h.h).

14. (22.) Neka je K : [0,T] x [0,T] x R — R neprekidno preslikavanje i neka zadovoljava uslov da je
|K(t,s,x) — K(t,s,y)| < Llx —y|, zasve (t,s) € [0,T] x [0,T] isve z,y € R.



Tada za svaku funkciju v € C[0,T] jednac¢ina
t
u(t) = v(t) +/ K(t,s,u(s))ds, (0 <t <T)
0

ima jedinstveno resenje u € C[0,T]
Uputstvo: Za ug € C[0,T] definisati niz sukcesivnih aproksimacija

t
1 (1) = (1) +/ K(t, 5, upn(s))ds,n = 0,1, ;0 <t <T
0

i koristi normu

gl = max e™|g(t)].

15. (24.) Neka je Q C R" ogranicena oblast, C(Q x R?) skup funkeija koje slikaju OxRZuRi
C(Q x C(Q)) skup funkcija koje slikaju Q x C(2) u R. Neka f € C(Q2 x R?), a g € C(Q x C()) i neka
su zadovoljeni sledeéi uslovi

Va GQVyagazaz €R|f(ac,y,z) 7f(x7g72)| < L1|y7g| +L2|272|7

Vo € QVu,v € C(Q) |g(x,u) — g(z,v)| < L3||u — Ule@)

Ako je Ly + LoL3 < 1 dokazati da postoji ta¢no jedno resenje jednacine

u(z) = f(z,u(@), g(z,u(x))),
za svako z € Q, gde u € C(9).

16. (6.) Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i neka je f : X — X preslikavanje takvo da postoji
ng € N da je f™ kontrakcija. Dokazati da tada postoji jedinstvena nepokretna tacka preslikavanja f.

Teorema - Neprekidna zavisnost pocetnih uslova od parametara Neka je (X, d) kompletan
metricki prostor i) # M = M C X. Neka je A topologki prostor i neka je za svako {T\ : M — M : X\ € A}
familija preslikavanja sa osobinama

(1)3ge[0,1)Ve,ye MVYAe A d(Thz,Thy) < qd(z,y)
(2) Za svako = € M preslikavanje koje A € A dodeljuje Thx je neprekidno

Tada postoji jedinstveno neprekidno preslikavanje = : A — M sa osobinom da za sve A € A vazi
x(A) = Tha(N).

17. (18.) Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i neka je M zatvoren podskup od X. Neka je
dato preslikavanje T : M — M sa osobinom da

d(T"x, T"y) < and(z,y), =,y € M, n €N,

oo

a red Z an konvergira. Dokazati da postoji jedinstvena nepokretna tacka preslikavanja T

n=1

18. (20.) Neka je (X,d) metricki prostor i neka je M kompletan podskup skupa X. Neka je A
topoloski prostor, (T : A € Lambda) familija neprekidnih preslikavanja iz M u M i vazi
a) (Vo,y € M)(¥n € N)(VA € A) d(T{z, Ty) < and(z,y).
b) Za svako x € M preslikavanje koje tacki A € A dodeljuje Thz je neprekidno.
Pokazati da ako red ) ° | a, konvergira da onda postoji jedinstveno neprekidno preslikavanje f :
A — M sa osobinom f(\) = Th[f(N)].

19. (12.) Neka su S i T neprekidna preslikavanja kompletnog metrickog prostora (X,d), S,T :
X — X. Dokazati da S i T imaju zajednicku nepokretnu tacku ako i samo ako postoji neprekidno
preslikavanje A : X — SX NTX tako da vazi AS = SA, AT =TA id(Ax, Ay) < ad(Sz,Ty), z,y € X,



ae(0,1).
Pokazati da je zajednicka nepokretna tacka za A,S i T jedinstvena.

20. (13.) Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i neka f,g: X — X, tako da
Va,8,7>0, a-+28+2y<1.
Neka vazi

d(fz,gy) < ad(z,y) + B(d(z, fz) +d(y, gy)) +v(d(z, gy) + d(y, fz)), z,y€ X.

Pokazati da postoji jedinstveno z* € X, da je

f@") = g(a”) = a™.

21. (15.) Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i neka je (T; : i € N) familija preslikavanja, gde
T;: X — X, i € N, sa osobinama:

1) TT; = T,T; za svako i,j € N

2) Postoje p1,p2,...,pn € N tako da za svako z,y € X vazi

AT T8> . . TPrx, TPYTE? . TPry) < ad(TPTY? ... TPrx, x) + Bd(TPTE? ... TPy, y),

gdejea,f>0ia+p[<1.
Dokazati da postoji zajednika nepokretna tacka za sva preslikavanja iz familije (T} : i € N).
22. (17.) Neka je (X,d) kompletan metricki prostor. Dat je skup preslikavanja 7; : X — X,
1=1,2,...,n tako da
A Ty... The, Ty,Thoy ... Thy) <ad(hTy... Thx,z) + Bd(ThTh-1 ... Thy,y),

zasvexr,y € X, n>2ia+ 0 <1.
Dokazati da ako za i = 1,2,...,n vazi da je T,,T,,_1 ... ThT; = T;T1T5 ... T, tada postoji £ € X tako
daT;z=2zasvei=1,2,...,n.

23. (21.) Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i neka je T': X — X preslikavanje sa osobinom
Va,y € X (¢ #y = d(Tx,Ty) < ad(z, Tz) + bd(y, Ty)) ,

gdesua,b>0ia+b<1.
Neka je xp € X proizvoljno i neka je x,,+1 =Tz, zan=0,1,2,.... Pokazati

a) d(x1,x2) < %bd(azo,Txo).

1
¢) Niz (z,, : n € N) je Kosijev.

b) d(zp, Tnt1) < <ab) d(xo,Txg), za n=2,3,4,....

1
d) Ako je = lim,, oo @y, tada za svako n € N vazi d(z,Tz) < T3 (d(z,zy) + ad(xn—1, ).
e)Tz=z
f) z je jedinstvena nepokretna tacka preslikavanja 7.

24. (23.) Za metricki prostor (X, d) kazemo da je e-lancast akko za svako x,y € X postoji konacno
tacaka © = xg, z1, ..., T, = y tako da je d(x;, xi41) <e&,i=0,1,...,n— 1.
Neka je (X, d) e-lancast kompletan metricki prostor za ¢ > 0, T : X — X neprekidno preslikavanje,
A € (0,1) i neka vazi
Ve,y € X(d(z,y) <e —d(Tz,Ty) < Ad(z,y).
a) Pokazati da je za svako x € X isvako m € N d(T™z, T™z) <n-e-A", gde je n = n(z) € N.
b) Pokazati da je niz (T"z : n € N) Kosijev.
c¢) Pokazati da je z = lim,,_,, 7™z jedinstvena nepokretna tacka preslikavanja T'.



25. KVAZIKONTRAKVCIJA T ORBITALNA KOMPLETNOST

Definicija. Neka je M # (). Preslikavanje T : M — M je kvazikontrakcija ako i samo ako postoji
q € [0,1) tako da

d(va Ty) < q- maX{d(m, TJZ‘), d(ya Ty>7 d(TJ}, y)7 d(xa Ty)v d(l‘, y)}
Definicija. Neka je M £ 0 ix € M.

O(z,n) = {z, Tz, T?z,..., T "z}, n € N

Definicija. prostor (M,d) je orbitalno kompletan ako i samo ako za svako x € M svaki Kosijev niz
iz. skupa O(x, 00) konvergira u M.
Lema 1. Neka je T kvazikontrakcija na M i n € N proizvoljno. Tada

i, €{1,2,...,n} = d(Tz,T'z) < §[O(x,n)],

gde § oznacava dijametar skupa.
Lema 2. Vx € M Vn e N 3k € {¢,2,...,n} 6[O(z,n)] = d(z, T*x).
Lema 3. Ako je T kvazikontrakcija na M onda je za svako x € M

1
0[O(z, 00)] < ﬂd(a:,Tx).

Teorema. Neka je T kvazikontrakcija na metrickom orbitalno-kompletnom prostoru (M, d). Tada
a) T ima jedinstvenu nepokretnu tacku v € M.
b) Vazi lim,, o, T"x = u, za proizvoljno x € M.
¢) Vazi ocena d(T"z,u) < f’fnqd(x,Tx).
26. RUB U UNUTRASNJOST

Teorema. Neka je (m,d) konveksan i kompletan metricki prostor, 9 # K = K C M i f: K — M
preslikavanje sa osobinama
flOK] C K

g0, )V, y € K d(fz, fy) < qd(z,y).
Tada postoji nepokretna tacka preslikavanja f.

Teorema za viSeznacna preslikavanja. Neka je (m, d) konveksan i kompletan metricki prostor,
0£A£K=KCMif:K— BC(M) (neprazni, zatvoreni i ograni¢eni podskupovi skupa M) preslikavanje
sa osobinama

flOK] € BCO(K)
Jge0,)Va,y € K d(fz, fy) < qd(z,y).
Tada postoji nepokretna tacka preslikavanja f, tj. postoji p* € K da vazi p* € f(p*).

27. TEOREMA CARISTI-KIRK

Teorema. neka je (X, d) kompletan metricki prostor i nekasu f: X — X i G : X — R preslikavanja
sa osobinama
(1) postoji infzex G(z)
(2) Skup {z € X : d(x, z) < G(z) — G(2)} je zatvoren za svako z € X
(3) Vo € X d(z, f(x)) < G(z) — G(f(x)).
Tada postoji nepokretna tacka preslikavanja f.

d(z, f(x))

Posledica. Teorema banacha je specijalni slu¢aj teoreme Caristi-Kirk za G(z) = g
—q



28. MANOV I EKSTRAPOLIRANI ITERATIVNI POSTUPAK

Terema - Manov iterativni postupak. Neka je D = [a,b] C R i neka je g : D — R preslikavanje
za koje vazi
Va,y € D |g(z) — g(y)| < Lz —y|
ig(a),g(b) € D. Neka je zg € {a,b} i Tpy1 = (1 —ap)xn +ang(zy) zan=0,1,.... Akoje 0 < a, <
i) ,7 oy divergentan, tada postoji lim, o, = 2* i 2* = g(z*).

1
1+L

Posledica - ekstrapolirani iterativni postupak. Neka je D = [a,b] C Rinekaje g: D — R
preslikavanje za koje vazi
Yo,y € D |g(x) = g(y)| < Lz —y|

ig(a),g(b) € D. Neka je A = H%L, xo €{a,b} i zpt1 = (1 — Nz, + Ag(zy) zan =0,1,.... Tada postoji
lim, oo T, = ™ 1 2* = g(z*).

29. (25.) Neka je r > 0 i neka su data neprekidna preslikavanja
g; : B(0O,r) = R, B(0,r)CR", i=12,...,n,

tako da je zadovoljen uslov
2= (60,60 &) ERY, lall =1 = 3 gi(@)6 = 0
i=1

Dokazati da tada postoji bar jedno reSenje sistema

gi(x)=0, i=1,2,...,n

30. (26.) Neka je X konacno-dimenzionalan Banahov prostor i neka f : B(0,7) — X neprekidno
preslikavanje koje zadovoljava uslov:

(FAeR)((x € 0B(0,r) A f(z) = az) = (a < V).

Dokazati da tada postoji resenje jednacine f(x) — Az = 0.

31. (27.) Neka su P i Q neprekidne realne funkcijenad R2. Dokazati da, ako su funkcije P i Q
ogranicene, sistem

r=P(z,y) y=Q(,y)

ima bar jedno reSenje.

32. (28.) Neka su P i Q neprekidne i realne funkcije definisane nad R?, tj. P, @ : R?> — R. Dokazati
da sistem
= Pz,y), y=Qy)

ima bar jedno resenje ukoliko je zadovoljen uslov

P(x,y) : Q(z,y)

lim = im =
|zl +ly[—oo |Z| + |y|  lzl+ly[—oo |z| + |y

33. (29.) Neka je X metricki prostor, F Banahov prostor i neka je F' : X — FE neprekidno pres-

likavanje, F[X]| kompaktan skup, {y1,¥s2,-..,yr} konaéna e-mreza skupa F[X] i neka je E,, vektorski
prostor nad {y1,%2,--., Yk}

a) Pokazati da postoji neprekidno kona¢no-dimenziono preslikavanje F. : X — E,, sa osobinom
||F(z) — Fe(z)|| < € zasve z € X.

b) Pokazati da postoji niz neprekidnih kona¢no dimenzionih preslikavanja (F,, : n € N) da F, : X —

Es,,dajeF(z) =30 Fy(z), zasve x € X i ||F,(z)|| < 5, zasve z € X i sven € N.



34. PERON FROBENIUS

Definicija. Reéi¢emo da topoloski prostor X ima osobinu nepokretne tacke ako i samo ako svako
neprekidno preslikavanje f : X — X ima nepokretnu tacku.
Lema. Osobina nepokretne tacke je topoloska osobina.

Teorema Peron Frobenius. Neka je A = [a;;] realna kvadratna matrica reda n sa pozitivnim
elementima. Dokazati da postoji nenegativan karakteristican koren i njemu odgovarajué¢i nenegativan
karakteristican vektor.

35. KKM PRINCIP I UOPSTEN KKM PRINCIP

Definicija. Neka je (X, d) vektorsko-topoloski prostor i K C X. Preslikavanje G : K — P(X) \ {0}
je KKM preslikavanje ako i samo ako

V{z1,22,...,2,} C K conv{zy,z2,...,25} C U G(z;).
i=1

Teorema KKM princip. Neka je (X, d) vektorsko-topologki prostor i )X C X ineka je G : K —
P(X)\ {0} KKM preslikavanje sa osobinom da je za svako z € X G(z) zatvoren skup. Pokazati da

V{x1,x9,...,2,} C K ﬂ G(z;) # 0.

i=1

Definicija. Neka je (X, d) vektorsko-topoloski prostor i DK C X. Preslikavanje G : K — P(X)\ {0}
je uopsteno KKM preslikavanje ako i samo ako

V1,22, ..., xn} C K Hy1,92,...,yn} CKVJ C{1,2,...,n} conv{y; : j € J} C U G(x;).
j=J

Teorema uopsten KKM princip. Neka je (X, d) vektorsko-topoloski prostor i §K C X i neka je
G: K — P(X)\{0} uopsteno KKM preslikavanje sa osobinom da je za svako x € X G(z) zatvoren skup.
Pokazati da

V{z1,x2,..., 2} C K ﬂ G(z;) # 0.

i=1

36. (32.) Neka je X Banachov prostor i T, F' : X — X neprekidna preslikavanja takva da vazi
a) T je linearno preslikavanje,
b) Vn € NVz € X ||T"z|| < an||z||,
c) red Y 7| a, konvergira,
d) F[X] je kompaktan skup.
Dokazati da postoji x € X da je z =Tx + Fx.

37. (33.) Neka je X Banahov prostor i M zatvoren i konveksan podskup skupa X. Neka su
T:M— XiG: M xT[M] — M neprekidna preslikavanja i neka vazi:
1) 3q €[0,1)) (Var, 22 € M) (Vy € T[M]) [|G(21,y) — G(a2,y)l| < qllzy — 22|

2) T[M] je kompaktan.
Pokazati da postoji « € M da je x = G(z, Tx).

38. (34.) Neka je X Banahov prostor i T : X — X neprekidno preslikavanje koje preslikava svaki
ograni¢en podskup od X u relativno kompaktan podskup skupa X. Ako postoji r > 0 tako da vazi
implikacija:

r=1tT(z), 0<t<l=|z|| <r

dokazati da postoji bar jedno reSenje jednacine x = T'x.



39. (85.) Neka su X i Y Banachovi prostori i neka su A, B : X — Y linearna preslikavanja sa
osobinom da je za svako f € Y jednacina Bu = f jednoznaéno resiva.

Neka je za svako t € [0,1] p; : t- Au+ (1 — t)Bu = f i neka vazi slededa implikacija:

Ako je u reSenje jednacine p, za neko t € [0,1] i proizvoljno f € Y, onda je ||u|| < C||f]], gde je
C > 0 i ne zavisi od t.

Pokazati da jednac¢ina Au = f ima jedinstveno reSenje za svako f € F.

Uputstvo: 1. Neka je N = {t € [0,1] : p; je jednoznacno resiva}. Pokazati da ako za to vazi Cto(||A]|+
[|B]|) <1 tada [0,t] C N = [0, + to] C N.

2. 1€ N.

40. (36.) (Uopstenje teoreme Saudera) Neka je (X, || - ||) normiran prostor i § # M C X kompaktan
i konveksan i T : M — M neprekidno preslikavanje. Dokazati da postoji funkcija ¢ : (0,00) — (0, 00) sa
osobinom

Ve > 03z € M ||ze — Tzc|| < ¢(e) i lir%qﬁ(e) =0.
£—

Uputstvo: 1. Konstruisati simplicijalne aproksimacije 7 preslikavanja 7.
2. Dokazati da iz x. = T.x., za £ > 0, sledi ||z — Tz:|| < ¢(e) i lim.0 ¢(e) = 0.



