UNIVERZITET U NOVOM SADU
PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
INSTITUT ZA MATEMATIKU

Igor Dolinka

Slobodni spektri i p,-nizovi polugrupa

— MAGISTARSKI RAD —

Novi Sad, 1999.



Sadrza]

Predgovor

1. Slobodni spektri i p,-nizovi algebri

1.1. Operacije na skupovima i njihova kompozicija . . . . . . . . . ..

1.2. Term operacije algebri. Pregled osnovnih pojmova . . . . . . . ..

1.3. Slobodni spektri i p,-nizovi u univerzalnoj algebri . . . . . . . ..

2. Slobodni spektri polugrupa

2.1. Log-linearni varijeteti polugrupa . . . . . .. .. .. ... .. ...

2.2. Nepostojanje log-maksimalnih polugrupa . . . . . . . .. ... ..

3. Polugrupe i p,-nizovi

3.1. O pp-nizovima idempotentnih polugrupa . . . . .. . .. .. . ..

3.2. Polugrupe za koje je p, = n?

3.3. Polugrupe sa konstantnim p,,-

NiZOM . . . . . ...

3.4. Konacne polugrupe sa p,-nizom koji je ogranicen konstantom

3.5. Konacne polugrupe sa p,-nizom koji je ograni¢en polinomom po n

4. Bermanova hipoteza za konacne polugrupe

4.1. Slucaj sirjektivnih polugrupa

4.2. Slucajevi raznih drugih tipova konacnih polugrupa dobijenih pu-

tem nilpotentnih prosirenja
Pregled otvorenih problema

Literatura

1

iii

14
14
17

20
20
23
26
35
42

49
49

o7
65
66



Predgovor

Tema ovog magistarskog rada pripada oblasti algebre i nalazi se na dodiru uni-
verzalne algebre i teorije polugrupa. Mogli bismo reé¢i da se u izucavanju slo-
bodnih spektara i p,-nizova polugrupa i njihovih varijeteta metode klasicne alge-
barske teorije polugrupa primenjuju na univerzalno-algebarska pitanja. Kljucni
problem u tom smislu je da se dublje objasni fenomen asocijativnosti u alge-
bri (pa i u nekim $irim matematickim kontekstima), za ¢iju ulogu u matema-
tici smatramo da jos uvek nije dovoljno ispitana. S jedne strane, savremene
matematicke discipline koje povezuju algebru sa rac¢unarskim naukama i lingvis-
tikom, kao glavni model asocijativnosti isticu apstraktni koncept reci i jezika kao
proizvoljne kolekcije re¢i, medu kojima su najznacajniji jezici sa izvesnom struk-
turnom pravilnoséu (npr. regularni jezici). S druge strane, poslednjih godina
su intenzivirana istrazivanja u teorijskoj matematici koja povezuju univerzalnu
algebru kao opstu, ujedinjujuc¢u teoriju apstraktnih algebarskih sistema sa teori-
jom polugrupa. Ispitivanje kona¢nih polugrupa, kao i njihovih veza sa kona¢nim
unarnim algebrama (automatima) u tome ima narocit znacaj. Takav trend ¢ini
temu ovog rada (ponovo) aktuelnom u algebri.

Veé¢ nakon prvog susreta sa razmatranom problematikom i osnovnim defini-
cijama, vidi se da jedan od centralnih pojmova jeste pojam term operacija na
polugrupi, odnosno njihova kompozicija. Na taj nacin, predmet ovde izlozenog
rada se grubo moze sazeti kao ispitivanje polugrupnih klonova. Zaista, jake veze
sa teorijom klonova, koja u okvirima algebre snazno izrasta u samostalnu discip-
linu veoma blisku diskretnoj matematici i viSezna¢nim logikama, bice isticana u
vise navrata. S druge strane, ispostavlja se da strukturne osobine polugrupa u
velikoj meri uticu na njihove termovske klonove, odnosno da postoji visok nivo
povezanosti unutrasnje strukture polugrupa i identiteta (zakona) koje one zado-
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voljavaju. Ovo najvise dolazi do izrazaja kada su u pitanju slobodni spektri
kao nizovi kardinalnosti konacno generisanih slobodnih algebri varijeteta, zbog
izuzetne uloge slobodnih algebri (u ovom slu¢aju slobodnih polugrupa) u izgradnji
posmatranih varijeteta. Najzad, samo pojavljivanje pojma identiteta upucuje na
veze sa univerzalnom algebrom i naroc¢ito jednakosnom logikom, kao relevantnim,
srodnim oblastima.

Zbog svega navedenog, spisak literature dat na kraju rada ukljucuje jedinice
koje imaju ekspozitorni karakter, bilo da je re¢ o seminarskim radovima, udzbeni-
cima ili monografijama, a bave se pobrojanim oblastima: teorijom klonova [30, 71,
98], teorijom polugrupa [13, 18, 58, 66, 80|, univerzalnom algebrom [16, 45, 70]
ili nekim njenim posebnim aspektima [40, 57], odnosno jednakosnom logikom
[99]. Napomenimo da su u daljem tekstu na mnogo mesta koriséeni klasi¢ni,
fundamentalni rezultati iz ovih oblasti, bez toga da su oni na bilo koji poseban
nacin referisani, tj. da se za njih upucuje na neku jedinicu u literaturi. Za sve
takve rezultate upuc¢ujemo na ovom mestu na upravo pobrojane jedinice, pa ¢emo
ih nadalje tretirati kao poznate.

Osim toga, posebnu paznju skre¢emo i na dodatak dat na kraju rada, u kome
su rezimirani otvoreni problemi u ovoj oblasti postavljeni u toku izlaganja. Na-
ravno, ovo je samo mali deo (koji izrazava subjektivna interesovanja autora)
lepih i zanimljivih problema koje donosi ispitivanje slobodnih spektara i p,,-nizova
polugrupa. Mozemo zakljuciti da je re¢ o Siroko otvorenom polju rada koje krije
jos mnoge izazove za istrazivace u algebri.

Na kraju, koristim priliku da se ovde zahvalim nekolicini dragih ljudi za nji-
hov znacajan doprinos u realizaciji ovog magistarskog rada. Na prvom mestu,
zahvaljujem se mojim roditeljima, Vojinu i Jeleni, za besprekorne uslove rada i
skolovanja koje mi pruzaju i koje su mi pruzali svih proteklih godina. Zatim,
tu je moj mentor, dr Sinisa Crvenkovi¢, redovni profesor PMF-a u Novom Sadu,
koji je bio uz mene od mojih prvih koraka u matematickoj nauci i sa istrajnoscéu i
strpljenjem me uvodio u istrazivacki rad, izmedu ostalog i u oblasti kojom se ovaj
rad bavi. Takode, moram pomenuti i dr Nikolu Ruskuca, docenta Univerziteta
St Andrews u Skotskoj, sa kojim duzi niz godina ostvarujemo plodnu nauénu
saradnju na temi slobodnih spektara i p,-nizova polugrupa. Najzad, izrazavam
zahvalnost ¢lanovima Komisije za ocenu teme ovog rada, dr Stojanu Bogdanovicu,
redovnom profesoru Ekonomskog fakulteta u Nisu i dr Miroslavu Ciriéu, vanred-
nom profesoru Filozofskog fakulteta u Nisu, na datoj podrsci, kao i pomodci u
nalazenju dela neophodne literature.

Novi SAD, 15. MART 1999.
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1. Slobodni spektri i p,-nizovi algebri

U ovoj glavi uvodimo pojmovni aparat koji ¢e nam biti neophodan u
izlaganju. Najpre pokazujemo kako ova tema vuce korene iz teorije klonova.
Izlozene su neke osnovne osobine komponovanja operacija konacne arnosti
na proizvoljnim skupovima. Zatim, uvodimo definicije slobodnog spektra
i pp-niza algebre i drugih sa njima povezanih pojmova i dajemo nekoliko
tipicnih primera. Najzad, glava se okoncava prikazom najznacajnih rezul-
tata iz literature o slobodnim spektrima. i p,,-nizovima univerzalnih algebri,
kao i nekih problema koji su motivisali rezultate ovog rada.

1.1. Operacije na skupovima i njihova kompozicija

Za proizvoljan skup A i ceo broj n > 0, n-arna operacija skupa A je pres-
likavanje f : A™ — A (pri tome po dogovoru uzimamo da je A° = {(}}, pa stoga
0-arnu operaciju f mozemo identifikovati sa njenom slikom f(0), tj. smatrati da
je re¢ o konstanti iz skupa A). Ako je na skupu A data n-arna operacija f i
m-arne operacije gy, . .., gn, tada mozemo definisati kompoziciju ovih operacija

h:f(gla---agn) sa.
h(ay, ... am) = flgi(ar,...;am), ., gnlas, ..., an))

za Sve ar, ..., a0, € A.

Ambijent u kome se u matematici posmatra kompozicija operacija na datom
skupu jeste teorija klonova. Podsetimo, klon na skupu A je familija operacija
na skupu A koja sadrzi sve n-arne projekcije (za sve n > 1) i koja je zatvorena
na kompoziciju. Klonovi, naravno, imaju i svoju apstraktnu definiciju, u odnosu
na koju se pokazuje da je svaki klon predstavljiv kao klon operacija na nekom
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skupu. Istorijski, koncept klona se prvi put nazire tridesetih i cetrdesetih godina
u radovima W. Sierpiriskog (videti npr. [94]). 1941. Post [89] opisuje sve klonove
na dvoelementnom skupu, a 1970. Rosenberg [91] daje karakterizaciju maksimal-
nih klonova na konac¢nim skupovima. Maksimalni klonovi imaju veliki znacaj u
generalizacijama pojma kompletnosti za viseznacne logike, vidi [92]. Za detaljan
pregled rezultata teorije klonova videti knjigu A. Szendrei [98]; na nasem jeziku,
upucujemo na [30].

Primetimo da operacije mogu biti definisane nad odredenim brojem promen-
ljivih, ali da pri tome neke od njih uopste i ne uticu na vrednost operacije. Zato

za n-arnu operaciju f = f(xy1,...,x,) na skupu A kazemo da ona zavisi od
promenljive x, gde je 1 < k < n, ako postoje ai,...,ar_1,0x11,-..,0p,b,c € A
tako da je

f(ah sy A1, b7 Af41y - - - 7a'n) 7é f(afla sy A1, C Akt 15 - - an)-

Operacije od n argumenata (gde je n > 1) koje zavise od svih svojih promenljivih
zovemo esencijalno n-arnim operacijama na A i skup svih takvih operacija
oznacavamo sa F,(A). Osim toga, definisemo da je Ey(A) = A, u smislu iden-
tifikacije konstanti iz A i konstantnih unarnih operacija na A. Ako je arnost
operacije jasna iz konteksta, govorimo prosto o esencijalnim operacijama.

U nacelu, neke n-arne operacije datog skupa mogu biti invarijantne na odre-
dene permutacije promenljivih. Sasvim precizno, ako je f(x1,...,x,) operacija
na skupu A, a o € S, permutacija skupa {1,...,n}, tada kazemo da operacija f
dopusta permutaciju o (ili da je invarijantna na o), ako je

f(xh cee wxn) = f<x0(1)7 cee 7xa(n)>-

Operaciju koja stoji sa desne strane gornje jednakosti ¢esto oznacavamo sa f7,
pa se tako gornji uslov moze kratko iskazati kao f = f?. Skup svih permutacija
koje dopusta operacija f oznacavamo sa G(f). Sada je veoma lako pokazati da
vazi sledeca

LEMA 1.1.1. Neka je f n-arna operacija na skupu A. Tada je (G(f),o) (ovde
o oznacava kompoziciju permutacija) podgrupa simetricne grupe S,,.

Grupu G(f) zovemo grupa permutacija operacije f. U slucaju da je
G(f) = Sn, kazemo da je operacija f totalno simetri¢na.

U vezi sa grupama permutacija operacija na datom skupu, imamo slede¢a dva
interesantna tvrdenja, koja ¢emo kasnije koristiti.

LEMA 1.1.2. Neka je A konacan skup. Tada postoji nyg € N tako da je za sve
n > ng i za sve n-arne operacije f na A, G(f) # An, gde A, oznacava alternativnu
grupu stepena n.
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Dokaz. Definisimo ng = |A| + 3 i pretpostavimo da je G(f) = A, za neko
n > ng i neku m-arnu operaciju f na skupu A. Posmatrajmo sada n-torku
a=(ar,...,a,) (a1,...,a, € A). Ocito, mora biti a; = a; za neka dva indeksa
i,7 (3<i<j<mn). Tada je

£9) ) = F1209) () = f(a),

gde druga jednakost vazi zbog (12)(ij) € A,. Sledi da je (12) € G(f) = Ay, §to
je kontradikcija. [ ]

LEMA 1.1.3. Ako je f n-arna operacija na skupu A, tada f ili zavisi od svih
promenljivih sa indeksima koji formiraju orbitu grupe permutacija G(f), ili ne
zavisi ni od jedne od njih.

Dokaz. Pretpostavimo da f = f(z1,...,7,) ne zavisi od promenljive z; i da
k,l (k # 1) pripadaju istoj orbiti grupe G(f). Ako je m € G(f) takvo da vazi
(k) =, tada za sve aq,...,a,,b € A imamo sledeéi niz jednakosti:

f(ala"'aa'n) = f(aﬂ(l)a"'aa'w(k))---7a'7r(n)):f(a'w(l)a"')ba"-)aﬂ(n))
= f’rfl(aﬂ(l),...,b,...,aw(n)):f(al,...,al_l,b,alﬂ,...,an).

Tako, f ne zavisi ni od x;. [ ]

1.2. Term operacije algebri. Pregled osnovnih pojmova

Neka je data algebra A = (A, F'). Tada, jasno, svaki term na jeziku ove algebre
interpretacijom indukuje operaciju kona¢ne arnosti na njenom nosa¢u A. Ope-
racije dobijene na taj nac¢in zovemo term operacije te algebre. Nije tesko videti
da term operacije date algebre formiraju klon, sta vise, da je taj klon generisan
skupom F osnovnih operacija. Zbog toga kolekciju svih term operacija algebre A
nazivamo termovski klon i ozna¢avamo sa C'lo A. Specijalno, skup svih n-arnih
term operacija algebre A se oznacava sa Clo,A (pri cemu je ClogA skup svih
konstantnih unarnih term operacija na A). Sada je ocito E,(A) = E,(A)NClo, A
skup svih esencijalno n-arnih term operacija algebre A. Najzad, niz kardinalnih
brojeva

pa(A) = [En(A)],
gde je n > 0, zovemo p,-niz algebre A. U slucaju da su u pitanju konacni bro-
jevi, rec¢ je prosto o broju esencijalno n-arnih term operacija posmatrane algebre.
To je upravo slucaj koji je i najinteresantniji za proucavanje.
Definicija p,-niza se moze prosiriti i na varijetete algebri, na taj nacin sto
definisemo da je (p,(V)) p,-niz algebre F)(w), slobodne algebre varijeteta  nad
prebrojivim skupom generatora.
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Upravo ova prethodna definicija daje motivaciju za uvodenje drugog osnovnog
pojma ovog rada. Naime, ako je dat netrivijalan varijetet V, tada on za svaki
nenula kardinal x sadrzi slobodnu algebru nad skupom od k slobodnih gene-
ratora, Fy(k). Nije tesko pokazati da je za sve k > Ny, |Fy(k)| = k. Stoga je
interesantan samo niz kardinalnosti kona¢no generisanih slobodnih algebri,

fn(V) = [Fy(n)],

n > 1, koji zovemo slobodni spektar varijeteta )V (on se prosiruje za n = 0 tako
sto je fo(V) = 0 ako Fy(0) ne postoji, u suprotnom fy(V) = |Fy,(0)|). Takode,
definisemo i slobodni spektar algebre A kao slobodni spektar za HSP(A), varijetet
generisan algebrom A.

Nije tesko pokazati da je n-generisana slobodna algebra u bilo kom varijetetu
izomorfna algebri svih n-arnih term operacija bilo koje algebre koja generise V.
Tako, u poslednjem slucaju, f,(A) jeste zapravo broj svih n-arnih term operacija
algebre A.

Slobodni spektar i p,-niz algebre A (varijeteta V) su dve njene znacajne in-
varijante, koje sadrze izvesnu koli¢inu informacija o samoj algebri (varijetetu).
Medutim, nalazenje familije numerickih invarijanti koje bi u potpunosti opisale
alegbru, odnosno varijetet, je veoma dalek i gotovo neostvariv cilj. Ipak, veze
izmedu slobodnih spektara i p,-nizova s jedne, i strukturnih osobina algebri i
varijeteta s druge strane su cesto veoma jake i daju lepe i zanimljive rezultate.
Naravno, informacija koju u sebi nose upravo definisani nizovi je zanemarljiva,
ukoliko nije zapravo re¢ o nizovima konacnih kardinala, odnosno prirodnih bro-
jeva. Lako se uocava da je ovaj zahtev ekvivalentan uslovu lokalne konacnosti
varijeteta. Prema tome, mozemo zakljuciti da je izucavanje slobodnih spektara i
pp-nizova u stvari jedan nacin da se ispituju lokalno konacni varijeteti i algebre
(pa samim tim i konacne algebre), odnosno identiteti koji vaze na njima.

Interesantno je da slobodni spektar i p,-niz uopste nisu nezavisni, ve¢ napro-
tiv, oni odreduju jedan drugog. Na taj nacin, kod raznih problema prakti¢no
mozemo da ”biramo” kojim sredstvom ¢emo da pristupimo ispitivanju naseg ob-
jekta (algebre ili varijeteta). Iz prethodnih redova se ve¢ moze naslutiti da je
njihova veza kombinatornog karaktera.

PROPOZICIJA 1.2.1. Neka je A proizvoljna lokalno konacna algebra. Tada
za sve n > 0 vaze sledece veze:

)=S0 (1) )

k=0
Iste formule vaze ako se umesto algebre A posmatra proizvoljan lokalno konacan
varijetet V.
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Dokaz. Trazene formule se dobijaju direktnom primenom principa ukljuc¢enja-
iskljuc¢enja (npr. prva za skup Clo,A, odnosno skupove Fr(A),0 <k <n). =

Sada mozemo pre¢i na primere slobodnih spektara i p,-nizova algebri koji
se najces¢e pojavljuju u literaturi i na odredeni nacin ¢ine ”gradivni element”
teorije.

PRIMER 1.2.2. Neka je S netrivijalna polumreza (komutativna i idempotent-
na polugrupa). Tada se svaka term operacija sa n promenljivih moze zapisati u
obliku x5 . .. x,, 1 nije tesko videti da ona zaista zavisi od svih svojih promenlji-
vih. Dakle, p,(S) = 1zan > 11 pg(S) = 0. Specijalno to znaci da je i p,-niz
varijeteta polumreza SL jednak (0,1,1,1,...). Na osnovu prethodnog tvrdenja
sada lako izracunavamo njegov slobodni spektar:

fu(SL) = zn: (Z) —on 1.

k=1

Polumreze predstavljaju upravo jedan od slucajeva kada p,-niz locira algebru
u do na ekvivalentnost jedinstvenom varijetetu (podsetimo se, dve algebre su
ekvivalentne ako imaju isti nosac i isti termovski klon). Jedan takav slucaj
¢emo razmotriti u slede¢em primeru.

PRIMER 1.2.3. Posmatrajmo niz (0,1,1,1,...) i pretpostavimo da je re¢ o
pp-nizu algebre A. Kako je tada py = 01 p; = 1, zakljucujemo da algebra A
nema konstantnih term operacija, te da je idempotentna, tj. da za svaku njenu
osnovnu operaciju f vazi f(x,...,x) = x za sve x € A. Dalje, kako je po =1, A
ima jedinstvenu esencijalno binarnu term operaciju; oznac¢imo je sa x % y. Ocito,
sada mora biti x xy = y * x.

Posmatrajmo ternarnu operaciju (x * y) * z. Ako zamenimo y = x dobijamo,
zbog idempotentnosti, operaciju x*z. Prema tome, uocena operacija zavisi od z i
od bar jedne od promenljivih x, y. Ali, ona je simetri¢na u odnosu na transpoziciju
te dve promenljive, pa po Lemi 1.1.3 zavisi od obe do njih. Tako dobijamo da
je uocena operacija esencijalno ternarna. Medutim, isto se moze zakljuciti i za
operaciju z * (y * z), pa zbog p3(A) = 1 mora biti (x *y) * z = x * (y * 2).

Dobili smo da je z * y polumrezna operacija. Medutim, svaka netrivijalna
polumreza ima opisani p,-niz, pa sledi da je algebra A ekvivalentna polumrezi.

S druge strane, postoje i suprotni primeri, u smislu da veoma razli¢ite algebre
i varijeteti mogu imati iste p,-nizove.

PRIMER 1.2.4. Booleova grupa je grupa eksponenta 2, tj. grupa koja zado-
voljava identitet 22 = 1. Veoma je lako pokazati da je svaka Booleova grupa
Abelova, odakle sledi da su sve njene term operacije iscrpljene sa 11 xyxy...x,
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za sve n > 1. To znaci da je p,-niz svake netrivijalne Booleove grupe B kon-
stantan, p,(B) = 1 za sve n > 0. Za slobodni spektar se dobija f,(B) = 2".
Medutim, potpuno isti slobodni spektar (a samim tim i p,-niz) se dobija i za
varijetet polumreza sa nulom, kao i za varijetet Booleovih algebri, ali i za vari-
jetet komutativnih polugrupa koje zadovoljavaju identitet 2> = 0. I dok su svi
prethodni varijeteti iz ovog primera konacno generisani, to nije slucaj sa posled-
njim, polugrupnim varijetetom. Prema tome, varijeteti sa istim slobodnim spek-
trom (p,-nizom) mogu da budu veoma razli¢iti u strukturnom pogledu.

U literaturi su od velikog znacaja i slede¢a dva primera.

PRIMER 1.2.5. Neka je B Booleova grupa (koristi¢emo aditivnu notaciju, pos-
to je re¢ o Abelovim grupama). Tada je njena term operacija d(z,y, z) = x+y+2z
idempotentna, tj. vazi d(z,z,x) = z. Algebru (B,d) zovemo idempotentni
redukt grupe B, i oznacavamo je sa Br. Imamo da je por(Br) = 01 popy1(Br) =1
za sve k > 0. Shodno tome, vazi fo(B;) =01 f,(B;) =2""1 zasve n > 1.

PRIMER 1.2.6. Neka je r > 1 prirodan broj i neka je varijetet D, tipa (r)
definisan slede¢im identitetima:

dz,z,...,z) = =z,
d(d(x1),d(x2),...,d(x,) = d(z},23,...,2"),

glejeza 1 <i <r, x;=(z},2?,...,27). Jasno, svaka n-arna term operacija u

D, moze biti prikazana u obliku
d('rimxim s 7'Ti'r>7

gde je iy, ig,...,0, € {1,2,...,n}. Otuda je f,(D,) = n" i p,(D,) = n!S(r,n),
gde je S(r,n) Stirlingov broj druge vrste (broj particija r-elementnog skupa na
tacno n nepraznih podskupova).

Elementi varijeteta D, se zovu dijagonalne algebre. 1966. J. Plonka [82] je
pokazao da je svaka dijagonalna algebra izomorfna algebri oblika

A= (A x...xA,d),
gde su Ay,..., A, neprazni skupovi, dok je operacija d definisana sa

d({aj,...,a}),...,{a}t, ... al)) = (a],...,al).

Svaka od ovih algebri koja zadovoljava |A;| > 1 za sve 1 < i < r generiSe ceo vari-
jetet D, i naziva se r-dimenzionalna dijagonalna algebra. U slucaju r = 2,
re¢ je o pravougaonim trakama (idempotentnim polugrupama koje zadovoljavaju
zakon xyz = xz).
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1.3. Slobodni spektri i p,-nizovi u univerzalnoj algebri

Pojam p,-niza prvi je definisao E. Marczewski (inace, ucenik Sierpiniskog) 1966.
u radu [69]. On je kao osnovni problem teorije p,-nizova formulisao problem
karakterizacije predstavljivih nizova, tj. nizova prirodnih brojeva koji jesu p,-
nizovi nekih (lokalno konac¢nih) algebri. Krajem 60-tih godina, Marczewski je
na Tehnickom Univerzitetu u Wroctawu okupio grupu algebrista koji su se ba-
vili reSavanjem osnovnog problema, kao i drugih povezanih problema (Urbanik,
Dudek, Narkiewicz, Fajtlowicz, kasnije i Kisielewicz). Nesto kasnije, od 1968., na
Univerzitetu Manitoba, Winnipeg, na ovom problemu je pocela da radi jos jedna
grupa, pod rukovodstvom G. Gratzera i J. Plonke. Prikaz njihovih rezultata dat
je u preglednom radu [44]. Kasnije, ova grupa se skoncentrisala na ispitivanje p,,-
nizova idempotentnih algebri (pa tako, specijalno, i idempotentnih polugrupa),
posto se pokazalo da se one u pogledu nacina njihovog tretmana sustinski raz-
likuju od neidempotentnih. Kasnije, ove dve grupe ¢e medusobno saradivati, sto
¢e kulminirati znacajnim rezultatima pocetkom i sredinom 80-tih godina, kada se
u istrazivanja ukljucuju i drugi matematicari, kao npr. R. McKenzie, J. Berman,
S. Seif, S. Crvenkovi¢, N. Ruskuc i drugi. Krajem 80-tih godina, ova problematika
zapada u krizu, i to zbog velike tezine preostalih problema, pri ¢emu pre svega
mislimo na osnovni problem za idempotentne algebre i Bermanovu hipotezu, o
kojoj ¢ée biti reci kasnije. Rad R. Willarda [105] svakako daje novi podstrek za
nastavak istrazivanja u ovoj oblasti.

S druge strane, problematika slobodnih spektara je znatno starija i izvorno
dolazi iz teorije mreza. Jedan od najpoznatijih algebarskih problema, Dedekin-
dov problem [29] (iz 1900. godine) koji trazi da se za dati broj promenljivih
odredi broj izotonih Booleovih funkcija na 2-elementnoj Booleovoj algebri, moze
se u savremenoj terminologiji formulisati naprosto kao problem odredivanja slo-
bodnog spektra varijeteta distributivnih mreza (re¢ je o varijetetu generisanom
2-elementim lancem). Jedno resenje ovog problema je dao Kisielewicz [63], dok je
Dudek [32] pokazao da je varijetet distributivnih mreza jednozna¢no odreden svo-
jim slobodnim spektrom (sli¢no kao §to je to slucaj sa varijetetom polumreza, vidi
Primer 1.2.3). Kasnije, problematika slobodnih spektara se redovno pojavljuje u
kontekstu univerzalne algebre, sve od njenih pocetaka (Birkhoff [12]), a tako i u
novije vreme, unutar njenih najsavremenijih teorija (Hobby, McKenzie [57]).

Verovatno jedan od prvih znacajnijih pomaka po pitanju osnovnog problema
bio je sledeéi rezultat, koji pokazuje da je situacija sasvim jednostavna kada su
u pitanju algebre koje imaju bar jednu konstantnu term operaciju.

TEOREMA 1.3.1. (Grétzer, Plonka, Sekanina [53]) Neka je (p,) proizvoljan
niz nenegativnih celih brojeva za koji je po > 0 i p; > 0. Tada je taj niz pred-
stavljiv.

Dokaz. Uoc¢imo prebrojivo mnogo medusobno disjunktnih prebrojivih skupova
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A;, 1 > 1,1 odaberimo skup C koji sadrzi tacno pg+1 element, a koji je disjunktan
u odnosu na svaki od skupova A;. Neka je ¢y, c; € C. Definisimo algebru A =

(A, F), gde je

A=JAuc,
i>1
dok se F sastoji od konstanti C'\ {co} 1 operacija fii(z), 1 < i < p; — 1,1
fin(1,...,2,), 1 <1 <p,, koje su definisane sa

fi,n(xly...,xn):{ ‘o, al""’aneAi’ |{a’17"'7an}|:na

c1, inace.

Nije tesko videti da je bilo koja netrivijalna kompozicija elemenata iz F' jednaka
konstanti, pa su zato navedene operacije, zajedno sa unarnom projekcijom, jedine
esencijalne term operacije konstruisane algebre A. Otuda sledi da je p,(A) = p,
za sve n > 0, tj. niz (p,) je predstavljiv. [ |

S druge strane, slucaj pg = 0 ispostavlja se kao veoma tezak i slozen. Stoga je
on izucavan posebno za idempotentne i neidempotentne algebre. Kao prvi korak
prema karakterizaciji nizova predstavljivih idempotentnim algebrama, Gratzer i
Plonka su u radu [51] postavili hipotezu da je p,-niz svake idempotentne algebre ili
ogranicen, ili monotono rastuci pocev od nekog clana. U istom radu, oni su uspeli
da potvrde ovu hipotezu za sve idempotentne algebre koje imaju komutativnu
esencijalno binarnu term operaciju. Tri godine kasnije, Gratzer i Plonka [52]
su dokazali svoju hipotezu za idempotentne algebre za koje je pa(A) = 0, ali
p3(A) > 01 py(A) > 0. Naime, tada je p,(A) < ppy1(A) zasve n > 3. U
dobijanju ovih tvrdenja, kljuénu ulogu su odigrali rezultati Urbanika [100, 101].
Tek je Kisielewicz [60, 64] uspeo da resi preostale slucajeve (prvi rad iz 1981.
sadrzavao je gresku — zbog koje je jedna klasa algebri ispustena iz razmatranja
— koju je osam godina kasnije primetio G. Grétzer). Tako je Grétzer-Plonkina
hipoteza bila dokazana c¢itavih dvadeset godina nakon njenog postavljanja, pa
sada imamo sledece tvrdenje.

TEOREMA 1.3.2. (Kisielewicz [60, 64]) Neka je A (lokalno konac¢na) idem-
potentna algebra. Tada je njen p,-niz ili ogranicen (u kom slucaju je A ekviva-
lentna polumrezi, idempotentnom reduktu Booleove grupe ili dijagonalnoj algebri
konac¢ne dimenzije), ili postoji ng € N tako da za sve n > ng vazi nejednakost
pn(A) +1 < puri(A).

Na zalost, u ovom trenutku se ¢ini da je puna karakterizacija nizova pred-
stavljivih idempotentnim algebrama jos uvek dalek cilj.

Medutim, kada su u pitanju neidempotentne algebre, Kisielewicz [62] je uspeo
da dobije jedan potpun opis njihovih p,-nizova, sto se i danas smatra kao jedan
od najznacajnijih rezultata u ovoj oblasti.
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TEOREMA 1.3.3. (Kisielewicz [62]) Niz nenegativnih celih brojeva (p,) je pn-
niz neke neidempotentne algebre ako i samo ako vazi bar jedan od sledecih uslova:

(1) po >0,
(2) p, >0 zasven > 2,
(3) n|p, za sven > 2,

(4) pan—1 > 0 za sve n > 1 i postoje nenegativni celi brojevi ay, ..., a, za koje

Jjé Pan = D p_y Gk (21?1)'

U dobijanju gornjeg rezultata koris¢ene su neke duboke tehnike teorije grupa
permutacija; naime, detaljno su razmatrani indeksi odredenih podgrupa simetric-
nih grupa permutacija na kona¢nom skupu, u ¢emu su kljuénu ulogu odigrale
teoreme Bocherta i Manninga.

Dalja istrazivanja pokazuju da se pitanje karakterizacije predstavljivih nizova
jos vise usloznjava kada naSe razmatranje ograni¢imo samo na konacne algebre
(i to kona¢nog tipa), koje svakako ¢ine najprirodniju klasu za ispitivanje. Kao
prvi korak ka toj karakterizaciji, u ovom domenu je sigurno najpoznatija i "naj-
popularnija” (u smislu da je privukla najvise paznje u literaturi) Bermanova
hipoteza, cija je formulacija inspirisana hipotezom Gratzera i Plonke i njenim
reSenjem koje je dao Kisielewicz. Ona, naime, tvrdi da je p,-niz svake konacne
algebre ili ograni¢en konstantom, ili pak strogo monotono rastuc¢i poc¢ev od nekog
svog clana. Prema izlozenom, znamo da je ona ta¢na za sve idempotentne algebre.
Jedan od najzapazenijih pokusaja da se ona dokaze jeste nesumnjivo rad Berman,
Kisielewicz [9], gde je Bermanova hipoteza potvrdena za jednu klasu algebri, koja
je, kako ¢emo to videti, Siroka sa stanovista klasicne algebre.

Naime, za binarnu operaciju - na skupu A kazemo da je jako sirjektivna ako
vaze slede¢a dva uslova:

(1) za sve a € A postoje by, by € A tako da je a = byby = byby,

(2) za sve a,b € A postoje ¢,dy,dy € A tako da je a = cdy 1 b = edy ako i samo
ako postoje ¢y, co,d € A tako da je a = c1d i b = cod.

Osim toga, za algebru A kazemo da je totalno simetricna ako su sve njene term
operacije totalno simetricne. Glavni rezultat pomenutog rada sada glasi:

TEOREMA 1.3.4. (Berman, Kisielewicz [9]) Ako konacna algebra A ima jako
sirjektivnu binarnu term operaciju, tada ili za sve n > |A| + 2 vazi p,(A) +1 <
pni1(A), ili je A totalno simetricna algebra, u kom slucaju je p,(A) < | A2
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Prema tome, gornja teorema ukljucuje sve konacne algebre sa komutativnom
sirjektivnom binarnom term operacijom, kao i sve algebre sa binarnom term ope-
racijom koja ima neutralni element. Tako, Bermanova hipoteza vazi za konacne
polugrupe sa jedinicom, monoide, grupe, prstene, mreze, itd.

Tokom samog dokaza navedenog tvrdenja, Berman i Kisielewicz pokazuju,
izmedu ostalog, i narednu lemu, koja ¢e biti od koristi u daljim razmatranjima.

LEMA 1.3.5. (Berman, Kisielewicz [9]) Neka je A konacna algebra. Ako su sve
njene esencijano (n — 1)-arne i n-arne term operacije totalno simetricne, tada je
Pa(A) < AP

Odavde direktno dobijamo sledece.

LEMA 1.3.6. (Willard [105]) Neka je A konacna algebra. Tada je njen p,-
niz ogranicen ako i samo ako postoji ng € N tako da je za sve n > ny svaka
esencijalno n-arna term operacija totalno simetricna.

Dokaz. (=) Pretpostavimo najpre da za proizvoljno veliko ng postoji n > ng i
fn € E,(A) tako da operacija f,, nije totalno simetri¢na. To znaci da je G(f,) #
S, a po Lemi 1.1.2 za dovoljno veliko n vazi i G(f,,) # An. Ako je josin # 4,
ovo po poznatom stavu iz teorije grupa povlaci da je [S, : G(f.)] > n, pa otuda
skup {f? : o € S, } sadrzi bar n razli¢itih esencijalno n-arnih operacija, Sto znaci
da je p,(A) > n. Dakle, algebra A nema ogranicen p,,-niz.

(<) Neposredno iz prethodne leme. u

Medutim, deset godina nakon njenog postavljanja, Bermanova hipoteza se
pokazala kao neta¢na. Dokaz te ¢injenice je dao Willard u upravo citiranom radu
[105]. U narednim redovima prikazujemo ovaj rezultat.

LEMA 1.3.7. (Willard [105]) Za svaku kona¢nu algebru konacnog tipa A pos-
toji konacna algebra konacnog tipa B tako da je p,(B) = p,(A) +n (n > 0).

Dokaz. Prosirimo najpre jezik algebre A novim binarnim simbolom m i prosirimo
A do algebre A’ tako ito ¢emo dodefinisati m?' (z,y) = z zasve x,y € A. S druge
strane, neka je S = ({0,1}, A) dvoelementna polumreza, A = mS. Konstruisemo
algebru S’ tako sto za sve operacijske simbole f iz jezika algebre A definisemo
S (x1,...,2,) = 0. Najzad, za B uzimamo A’ x S’. Trazeno tvrdenje sada
sledi iz ¢injenice (koja se lako proverava) da su sa (z;,z1 A ... Ax,) i (g,0) (gde
g prolazi svim esencijalno n-arnim term operacijama algebre A) iscrpljene sve
term operacije algebre B. [ ]

TEOREMA 1.3.8. (Willard [105]) Postoji konac¢na algebra konacnog tipa ¢iji
Pn-niz nije ni ogranic¢en, ni strogo monotono rastuci pocev od nekog svog c¢lana.
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Dokaz. Neka je, najpre, (B, +) netrivijalna Booleova grupa. Definisimo operacije
d(z,y,2) =x+y+ 21 fo(r) = x + a i posmatrajmo algebru A = (B, d, f.)ueB
(tj. idempotentni redukt B; Booleove grupe B prosirujemo desnim translacijama
fa). Nije tesko pokazati da je po,(A) =01 pont1(A) = |B| za sve n > 0.

Prema tome, ako podemo od ove algebre, na osnovu prethodne leme do-
bijamo konacnu algebru sa p,-nizom (0, N + 1,2, N + 3,4, N + 5,...) (gde je
N = |B|), koji nije ni ogranien, a ni monotono rastué¢i ni od jednog svog
¢lana. Primetimo da trazeni primer mozemo konstruisati ve¢ za N = 2 (po-
lazeéi od dvoelementne Booleove grupe, tj. od Z3), pa dobijamo algebru od
cetiri elementa sa jednom ternarnom, jednom binarnom i dve unarne operacije,
koja predstavlja kontraprimer za Bermanovu hipotezu. Ta algebra ima p,-niz
(0,3,2,5,4,7,6,9,8,...). ]

Ono sto se moze primetiti jeste da upravo prikazani kontraprimer ima ”pa-
toloski” karakter, tj. ni izbliza ne pripada ni jednoj prirodnoj klasi algebri.
S druge strane, vec¢ina algebri koje susre¢emo u udzbenicima klasi¢ne algebre
zadovoljavaju Bermanovu hipotezu, odnosno, kako ¢emo od sada govoriti, imaju
Bermanovo svojstvo. Moze se primetiti da sa tog spiska nedostaju polugrupe.
Prema tome, mozemo da formulisemo

PROBLEM 1. Da li sve konacne polugrupe imaju Bermanovo svojstvo?

Kao sto smo ve¢ naglasili, ovaj problem je samo prvi korak u resavanju Sireg
problema predstavljivosti nizova u klasi (kona¢nih) polugrupa.

PROBLEM 2. Opisati nizove nenegativnih celih brojeva koji su predstavljivi
kao p,,-nizovi neke (lokalno) konacne polugrupe.

Kada su u pitanju slobodni spektri, treba joS da pomenemo probleme koji
su vezani za odredivanje (lokalno) konacnih algebri, odnosno varijeteta, ¢iji slo-
bodni spektri imaju zadatu brzinu rasta, tj. dato asimptotsko ponasanje. U tom
pogledu, najmanji slobodni spektri (f,,(V)) su oni koji su ogranic¢eni polinomom
po n. Svetlo na ovu problematiku baca sledece tvrdenje.

TEOREMA 1.3.9. (Berman [2]) Neka je V lokalno konacan varijetet. Sledeci
uslovi su ekvivalentni:

(1) fn.(V) je ogranic¢eno polinomskom funkcijom po n.
(2) Postoji q(x) € Qlx] i ng > 0 tako da je f,(V) = q(n) za sve n > ny.

(3) Postoji ng > 0 tako da je p,(V) = 0 za sve n > ny.
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Urbanik [100] je opisao sve idempotentne algebre koje zadovoljavaju uslove
gornje teoreme. Nije tesko videti da su, kada su polugrupe u pitanju, gornjom
teoremom obuhvadeni tacno svi lokalno konacni varijeteti sadrzani u klasi nilpo-
tentnih prosirenja pravougaonih traka (koja je jednaka Maljcevljevom proizvodu
klase A/ nilpotentnih polugrupa i varijeteta RB pravougaonih traka), sto ¢e se
modi videti i iz nekih rezultata u trecoj glavi (bar kada su u pitanju konacno
generisani varijeteti polugrupa).

Naredna teorema, dobijena u kontekstu teorije pitomih kongruencija, ukazuje
na tip slobodnih spektara koji je "sledeci po veli¢ini” nakon polinomskih.

TEOREMA 1.3.10. (Hobby, McKenzie [57]) Neka je A konac¢na algebra. Tada
je njen slobodni spektar (f,(A)) ili ograni¢en polinomom po n, ili za sve n > 1
vazi f,(A) > 2n~14l,

Drugim rec¢ima, mozemo rec¢i da ako slobodni spektar neke kona¢ne algebre
nije polinomski ogranicen, tada je log f,,(A) ograni¢eno odozdo nekom linearnom
funkcijom po n. Tako, naredna klasa slobodnih spektara je ona kod kojih je f,, ili
polinom po n, ili se log f,, ponasa tac¢no kao neka linearna funkcija po n. Varijetete
sa ovakvim spektrima zovemo log-linearni varijeteti. Sasvim precizno, to su
oni varijeteti V za koje postoji realan broj ¢ > 0 tako da za sve n > 0 vazi

log £ (V) < cn.

Jasno, uslov log-linearnosti varijeteta je ekvivalentan uslovu da je njegov slobodni
spektar sub-eksponencijalan, tj. da za sve n > 0 vazi

(V) < ac"

za neke realne konstante a,c > 0. Opstije, mozemo posmatrati varijetete kod
kojih se log f,,(V) ponasa kao polinom po n stepena r. Motivacija za to dolazi
zapravo iz teorije grupa.

TEOREMA 1.3.11. (Neumann [76], Higman [56]) Neka je V lokalno konacan
varijetet grupa. Tada f,, (V) ~ an” za neko a > 0 ako i samo ako je V nilpotentan
stepena r (specijalno, varijetet grupa je log-linearan ako i samo ako je Abelov).
U suprotnom, f,(V) > 22".

Ovaj ”grupni” rezultat posluzio je kasnije kao inspiracija za mnoga uopstenja
u univerzalnoj algebri. Teorija komutatora Freesea i McKenziea [40] za kongru-
encijski modularne varijetete, omogucéila je generalizaciju pojma nilpotentnosti i
prenos mnogih tehnika teorije grupa na druge klase algebri. Na primer, Berman
i Blok [8] pokazuju da postoji kongruencijski permutabilna nilpotentna konacéna
algebra konacnog tipa koja ne generise log-linearan varijetet. Zaista bogata bibli-
ografija vezana za probleme log-linearnih varijeteta svakako bi sadrzala i reference
Berman [4], Berman, McKenzie [10], Smith [95] i Dudek, Kisielewicz [34].
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U drugoj glavi ovog rada prikaza¢emo potpun opis log-linearnih varijeteta
polugrupa, dat u radu Crvenkovié, Ruskuc [27], ¢ime je bio resen Problem 29 iz
preglednog rada Grétzer, Kisielewicz [47].

Najzad, tu su i konacne algebre sa ”velikim” slobodnim spektrom, u smislu
da je f,(A) blisko |A[l4I" (sto predstavlja gornje ogranicenje za f,(A), koje se
dostize za primalne algebre — algebre za koje je svaka operacija na njihovom
osnovnom skupu term operacija). Problemi ovog tipa izuc¢avani su u radovima
Murskog [73] i Bermana [6] iz kojih izdvajamo dva najznacajnija rezultata.

TEOREMA 1.3.12. (Murskii [73]) Neka je A konacna algebra, takva da vazi

ALY

o Tapar = O

Tada je svaka idempotentna operacija na skupu A term operacija algebre A.

Za algebru A kazemo da je log-maksimalna, ukoliko je

. 10g|A\ fa(A)
hm e —

= 1.

Primetimo da su sve algebre obuhvacene prethodnom teoremom upravo takve.
Ispostavilo se da log-maksimalnost algebre povlaci neke vrlo jake strukturne oso-
bine.

TEOREMA 1.3.13. (Berman [6]) Ako je konacna algebra A log-maksimalna,
tada je ona funkcionalno kompletna i ima samo trivijalni automorfizam.

Koriste¢i prethodnu teoremu, kao i jos jedan rezultat opsteg karaktera, u
narednoj glavi ¢emo pokazati da ne postoje log-maksimalne polugrupe, sto je
glavni rezultat rada Dolinka [31].
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2. Slobodni spektri polugrupa

U drugoj glavi ovog rada pokazujemo dva rezultata vezana za slo-
bodne spektre polugrupa, odnosno varijeteta polugrupa. Re¢ je (u smislu
prethodne glave) o polugrupama i polugrupnim varijetetima koji imaju
”ekstremalne” slobodne spektre. Najpre su potpuno opisani log-linearni
varijeteti polugrupa, dakle, lokalno konacni polugrupni varijeteti sa malim
slobodnim spektrom. Zatim je pokazano da ne postoje konac¢ne polugrupe
¢iji je slobodni spektar asimptotski maksimalan (tj. log-maksimalan). Kao
posledica ovog rezultata, dobija se uopstenje teoreme Maurer-Rhodesa,
odnosno opis svih funkcionalno kompletnih konac¢nih polugrupa. Na kraju
glave, postavljeni su neki problemi u vezi sa postojanjem konacnih polu-
grupa sa raznim tipovima slobodnih spektara, polazeéi od poznatih tvrde-
nja Neumanna i Higmana o slobodnim spektrima varijeteta grupa.

2.1. Log-linearni varijeteti polugrupa

Grétzer 1 Kisielewicz su u [47] kao Problem 29 postavili pitanje karakterizacije
log-linearnih varijeteta polugrupa. Podsetimo, lokalno konacan varijetet grupa
ima log-linearni slobodni spektar ako i samo ako je on Abelov. Prema tome,
prirodno je ocekivati da trazeni varijeteti polugrupa zadovoljavaju neki zakon
(ili zakone) koji u klasi polugrupa predstavlja uopstenje komutativnog zakona za

grupe.

PRIMER 2.1.1. Kao s$to smo ranije videli, varijetet polumreza SL ima slo-
bodni spektar f,(SL£) = 2" — 1 < 27, pa je on log-linearan. Takode, nije tesko
pokazati da za varijetet N'B normalnih traka (idempotentnih polugrupa koje



Slobodni spektri polugrupa 15

zadovoljavaju medijalni identitet zyzt = xzyt) vazi p,(N'B) = n?, pa je otuda

FNB) =Y (Z) BB =3 (Z) B <

k=0 k=0

" /n
< 2 — 22n < 3n2n — 6n
<3 (1) =<
k=0
Dakle, N'B je takode log-linearan varijetet.

Navedeni problem resili su Crvenkovi¢ i Ruskuc u radu [27]. Ovde éemo
prikazati to reSenje.

TEOREMA 2.1.2. (Crvenkovié¢, Ruskuc [27]) Neka je V varijetet polugrupa.
Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) Varijetet V je log-linearan.

(ii) Postoje prirodni brojevi k > 1 > 1, m > 2 i netrivijalna permutacija o € S,
tako da V zadovoljava identitete

karl — SL’l, <1>

1T ... Ty = 1’0(1)1’0(2) .. .J}J(m). (2)

(iii) Postoje prirodni brojevi k > 1 > 1 im > i > 1 tako da V zadovoljava
identitet (1) i

... Lilig1 .- Ty = T1...Ti41L5... Ty (3)

Dokaz. (i)=-(ii) Neka je V log-linearni varijetet polugrupa i F' njegova slo-
bodna polugrupa nad prebrojivim skupom generatora. Tada je niz (f,,(F')) sub-
eksponencijalan, tj. postoje realni brojevi a,c > 0 tako da je f,(F) < ac” za sve
n > 0. Specijalno, fi(F') je konac¢an broj, pa F' (a tako i V) zadovoljava identitet
oblika (1).

Odaberimo sada prirodan broj m > 0, takav da vazi m! > ac™. Po izboru

m, term operacije Ty(1)To(2) - - - To(m) = by, 0 € Sy, ne mogu biti sve razlicite, pa
postoje razlicite permutacije p,7 € S, tako da u S vazi If, = [T , odakle sledi

lm =12 za 0 =por~!. Toznaci da F, odnosno V, zadovoljava identitet tipa (2).
(ii)< (iii) Ovo je pokazano u [79], Leme 19 i 20. Takode, vrlo je lako dokazati
ovu ekvivalenciju uz pomo¢ Teoreme 2 iz rada [90].
(iii)=(i) Neka F' oznacava, kao i u prvom delu dokaza, slobodnu polugrupu
varijeteta V nad prebrojivim skupom generatora. Na osnovu identiteta (3) ocito
sledi da je operacija 212 ...%, polugrupe F' (gde je r > m i z; € {x1,...,2,}
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za sve 1 < j < r) invarijantna na transpoziciju bilo kojeg para promenljivih iz
skupa {z;,..., 2 1i—m+1}. Stoga svaka n-arna term operacija polugrupe F' moze
biti zapisana u obliku

Y- Y127 T g2 - - Y,
gde.je Y15y Yi-1,Yi42, - - Ym € {xlaaxn}loga] S k za sve 1 S] Sna ili
u obliku
Y1y2 - - - Yp,
gdejep<miuw,...,y, € {z1,...,2,}. Sada vazi

faV) = fu(F) <02 (k+1)" +n4n"+ ... +0""" = A,

Medutim, niz (A,),>0 je oito sub-eksponencijalan, posto nastaje sabiranjem i
mnozenjem po komponentama sub-eksponencijalnih nizova ((k+1)"),>0 1 (n9),>0
za q=1,2,...,m — 1. Prema tome, varijetet V je log-linearan. [ ]

Iz prethodne teoreme imamo sledec¢u oc¢itu posledicu. Primetimo da se na
osnovu nje moze konstruisati efektivan algoritam koji za datu konacnu polugrupu
proverava da li ona generiSe log-linearan varijetet.

POSLEDICA 2.1.3. Neka je S konacna polugrupa i ¢ € N tako da je S? =
S+l Tada S generiSe log-linearan varijetet ako i samo ako vazi

abed = acbd

za sve a,d € S1ibceS.

Dokaz. (=) Polugrupa S mora zadovoljavati identitet oblika (3), jer generise
log-linearan varijetet. Kako za sve k € N vazi S¢ C S*, to sledi Im(zy...2; 1) =
S1 D S%7a 1> 2 atakode i Im(ziye...2,) = S"""1 D 8%zai<n-—2 Sada
tvrdenje sledi neposredno, interpretacijom identiteta (3) u polugrupi S.

(«<=) Iz uslova konaé¢nosti polugrupe S sledi da ona mora da zadovoljava iden-
titet oblika (1). Dalje, uslov da je abcd = acbd za sve a,d € S9, b,c € S je
ekvivalentan identitetu

.. . Xglgy1Tg42Tg43 - - X2g4+2 = L1« - - Lqlg42Lg41Lg+3 - - - L2g+2,

Sto je upravo (3) zai = g+ 11n = 2q+ 2. Po prethodnoj teoremi, S generise
log-linearan varijetet. ]

Osim toga, konacne polugrupe koje generisu log-linearne varijetete mozemo
sada, na osnovu prethodne posledice, i strukturno opisati.

POSLEDICA 2.1.4. Konacna polugrupa S generise log-linearan varijetet ako
i samo ako je S nilpotentno prosirenje medijalne polugrupe.
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Dokaz. (=) Kako je polugrupa S konac¢na, to mora biti S = S9! za neko
qg > 1. Po prethodnoj posledici, S? zadovoljava medijalni identitet, tj. rec je
o medijalnoj polugrupi. Kako je S uvek nilpotentno prosirenje svog ideala S
indeksa ¢, to tvrdenje sledi.

(<) Pretpostavimo da je konac¢na polugrupa S nilpotentno prosirenje svog
medijalnog ideala I (indeksa ¢). Tada je S? C I, pa za sve a,b,c,d € S? vazi
abcd = acbd. To u stvari znaci da S zadovoljava identitet

LT1..-Tgl1 ... YgR1 -+ -2qLg41---T2g = T1...Tg21.--2qY1 .. -Yglg+1---T2g,

Sto je za m = 4q ocito identitet oblika (2). Kako je S trivijalno periodi¢na
polugrupa, ona zadovoljava identitet oblika (1). Po Teoremi 2.1.2 (ii), S generise
log-linearan varijetet. [ ]

2.2. Nepostojanje log-maksimalnih polugrupa

Log-maksimalne algebre definisali smo na samom kraju prethodne, prve glave.
Rec¢ je, prosto receno, o konacnim algebrama ¢iji je slobodni spektar (tj. broj n-
arnih term operacija) asimptotski blizak maksimalnom moguéem, a to je |A[4".
Kao sto smo rekli, jednakost za sve n se dostize za primalne algebre. U ovom
odeljku izlazemo glavni rezultat rada [31] koji tvrdi da log-maksimalnih polugrupa

nema.

U dokazu ¢e, izmedu ostalog, od kljuénog znacaja biti slede¢e univerzalno-
algebarsko tvrdenje. Podsetimo, neka algebra je funkcionalno kompletna ako
su sve operacije kona¢ne arnosti na njenom osnovnom skupu algebarske, tj. ako se
mogu predstaviti polinomskim izrazom (termom na jeziku algebre koji je prosiren
njenim elementima kao konstantama) odgovarajuceg tipa.

TEOREMA 2.2.1. (Werner [104]) Neka je A proizvoljna netrivijalna algebra
koja generiSe kongruencijski permutabilan varijetet. Tada je A funkcionalno
kompletna ako i samo ako je mreza kongruencija algebre A x A izomorfna
cetvoroelementnoj mrezi 2 x 2, gde 2 oznacava dvoelementni lanac.

TEOREMA 2.2.2. (Dolinka [31]) Neka je S konacna polugrupa. Tada S nije
log-maksimalna.

Dokaz. Pretpostavimo da je S log-maksimalna kona¢na polugrupa. Tada je S po
Teoremi 1.3.13 funkcionalno kompletna i stoga i prosta (u smislu da nema netrivi-
jalne kongruencije — nezgodno je Sto ovaj termin u teoriji polugrupa oznacava
polugrupe koje nemaju pravih ideala, koje, medutim, mogu imati netrivijalne
kongruencije). Sada razmatramo tri slucaja.
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Ako S nema nulu, a ima bar tri elementa, tada po Teoremi I11.6.2 iz [58]
S mora biti prosta grupa. Kako po Teoremi 1.3.13 S nema netrivijalnih auto-
morfizama, to su svi unutragnji grupni automorfizmi o,(x) = @ 'za identicka
preslikavanja, sto je ekvivalentno tvrdenju da je polugrupa S komutativna. Sledi
da je S ciklicna grupa prostog reda. Jednostavno se pokazuje da Z, x Z, ima
pet kongruencija, tacnije da je mreza kongruencija ove grupe dijamant-mreza.
Kako je S po pretpostavci funkcionalno kompletna, dobijamo kontradikciju sa
Teoremom 2.2.1. Naravno, u prethodnim razmatranjima je potpuno svejedno
da li posmatramo S kao polugrupu ili grupu, buduéi da se, zbog konacnosti S,
jedinica i operacija inverza u grupi mogu izraziti preko binarne operacije u S.

Drugi slucaj je kada S ima nulu 0. Ali, tada S sigurno nije funkcionalno
kompletna, jer za svaku unarnu polinomsku operaciju f na S mora biti f(0) = 0.
Na taj nacin, ni jedna nekonstantna unarna operacija na S koja ne zadovoljava
ovaj uslov ne moze biti predstavljena polugrupnim polinomom:.

Najzad, preostaje da se ispitaju dvoelementne polugrupe. Njih, do na izomor-
fizam ima samo pet: dvoelementna polumreza (f, = 2" — 1), polugrupe levih i
desnih nula (f,, = n), nulta polugrupa (f, = n+1) i ciklicna grupa Z, (f,, = 2").
Time je dokaz kompletiran. ]

Iz gornjeg dokaza se odmah dobija generalizacija poznate teoreme Maurer-
Rhodesa o funkcionalno kompletnim kona¢nim grupama.

POSLEDICA 2.2.3. Jedine konacne funkcionalno kompletne polugrupe su tri-
vijalna polugrupa i nekomutativne proste grupe.

S druge strane, postoje konacne polugrupe sa log-eksponencijalnim slobod-
nim spektrom (re¢ je o slobodnom spektru za koji je log f,, ograni¢eno odozdole
eksponencijalnom funkcijom ¢" za neko ¢ > 1), sto dobijamo upravo iz rezultata
za varijetete grupa iz prethodne glave, naime, iz Teoreme 1.3.11.

PRIMER 2.2.4. Neka je GG proizvoljna kona¢na grupa koja nije nilpotentna
(npr. dijedarska grupa Dj ili bilo koja neresiva grupa, kao npr. A, za n > 5).
Neka je S Reesova matricna polugrupa M[G; I, A; P], gde su I, A proizvoljni
konacni skupovi. Jasno, binarni redukt grupe G se moze potopiti u S, pa zato
svi binarni redukti grupa iz varijeteta YW = HSP(G) pripadaju varijetetu V =
HSP(S). To, naravno, vazi i za W-slobodnu grupu Fy(n). Posto je ova grupa
konac¢na, ona je n-generisana i kao polugrupa, pa je re¢ o homomorfnoj slici
polugrupe Fy(2n). Zbog toga je fn(S) > f.(G). Iz ove nejednakosti i Teoreme
1.3.11 sledi
fa(S) = 27",

Na taj na¢in dobijamo beskonacno mnogo neizomorfnih konac¢nih prostih polu-
grupa (u smislu ideala), koje nisu redukti grupa, sa log-eksponencijalnim slobod-
nim spektrom.
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Prethodni primer daje motivaciju za sledec¢i problem.

PROBLEM 3. Opisati sve konacne polugrupe sa log-eksponencijalnim slobod-
nim spektrom. Da li postoji donja granica oblika ¢" (¢ > 1) za log f,(S) za sve
takve polugrupe?

U prethodnom odeljku smo dali karakterizaciju log-linearnih konac¢nih polu-
grupa. Naredni primer pokazuje da postoje lokalno konacni varijeteti polugrupa
¢ini slobodni spektar nije ni log-linearan, ali ni log-eksponencijalan.

PRIMER 2.2.5. Neka je V varijetet polugrupa definisan identitetom zyz = 22
Lakim kombinatornim argumentom se pokazuje da je f,(V) zapravo broj svih

nizova elemenata skupa {1,2,...,n} sa razli¢itim ¢lanovima, tj.
fn(V) = i (") k! = [en!].
k=0 k

(Ovi brojevi imaju veliki znac¢aj u Ramseyevoj teoriji, posto [en!] + 1 ¢vorova u
kompletnom grafu ¢ije su grane obojene u n boja garantuje postojanje monohro-
matskog trougla, videti npr. [15]). Po Stirlingovoj formuli imamo da je

log f,(V) ~ nlogn.

Tako, log f,(V) se moze ograniciti kvadratnim (ali ne i linearnim) polinomom
po n. Medutim, varijetet V' nije konaéno generisan (generisan kona¢nom alge-
brom), sto se izmedu ostalog vidi i izra¢unavanjem slobodnih spektara kona¢no
generisanih V-slobodnih polugrupa:

By m) = (Z)k'

k=0

Sto je za m > m strogo manje od f,(V).
Na taj nacin, gornji primer otvara slede¢i problem.

PROBLEM 4. Da Ii postoji konacna polugrupa ¢iji slobodni spektar nije ni
log-linearan, ni log-eksponencijalan?

Negativan odgovor na gornje pitanje bi, naravno, trivijalno resio Problem 3.
Medutim, ako je odgovor pozitivan, onda se prethodno pitanje moze i detaljnije
ispitivati.

PROBLEM 5. Ako Problem 4 ima pozitivno resenje, da li postoji konacna
polugrupa sa log-polinomskim slobodnim spektrom koja nije log-linearna? Ako
da, opisati sve takve polugrupe. Da li postoji konacna polugrupa ciji slobodni
spektar nije ni log-polinomski, ni log-eksponencijalan?
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3. Polugrupe i p,-nizovi

Naredna glava se bavi problemima predstavljivosti nizova u klasi (ko-
nacnih) polugrupa. Najpre dajemo prikaz nekih ranijih rezultata u vezi sa
pr-nizovima idempotentnih polugrupa (Gerhardovi rezultati o predstavlji-
vosti nizova u klasi idempotentnih polugrupa [43] i Plonkin opis svih polu-
grupa koje zadovoljavaju nejednakost p,(S) < n [85, 86]). Zatim izlazemo
resenja dva tipi¢na problema predstavljivosti, za konstantne nizove i za niz
potpunih kvadrata. Na kraju, date su dve karakterizacije (u ¢ijem je dobi-
janju ucestvovao i autor ovog rada) polugrupa sa konstantno ogranicenim
i polinomski ogranicenim (dakle, sporo rastu¢im) p,-nizom, pri ¢emu je
razmatranje suzeno samo na konacne polugrupe.

3.1. O p,-nizovima idempotentnih polugrupa

Verovatno prvi rezultat uopste o p,-nizovima (varijeteta) polugrupa sadrzan je
u radu Green, Rees [54]. Naravno, buduéi da je re¢ o radu iz 1952. godine,
originalna formulacija donjeg tvrdenja uopste ne pominje p,-nizove i razlikuje se
od ove koju dajemo. Medutim, uz terminologiju koju sada koristimo, taj rezultat
moze da se preformuliSe na slede¢i nacin.

TEOREMA 3.1.1. (Green, Rees [54]) Neka je B varijetet svih traka (idempo-
tentnih polugrupa). Tada je po(B) = 0, p1(B) = 1 i pa(B) = n?(p,-1(B))? za sve
n > 2.

Kao sto je to vec¢ receno u prvoj glavi, krajem 60-tih i pocetkom 70-tih godina,
jedan od glavnih problema u oblasti p,-nizova bio je ispitivanje p,-nizova idem-
potentnih algebri. U tom kontekstu je nastao i rad Gerharda [43], koji je opisao
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pp-nizove za sve varijetete idempotentnih polugrupa. Taj opis je sustinski zavisio
od njegovog prethodnog rada [42] (re¢ je o rezimeu njegove doktorske teze) u
kojem je u potpunosti opisana mreza svih varijeteta idempotentnih polugrupa.
[zmedu ostalih, ovi varijeteti imaju sledece interesantno svojstvo.

TEOREMA 3.1.2. (Gerhard [42]) Svaki varijetet idempotentnih polugrupa je
definisan, sem idempotentnog zakona, samo jednim identitetom.

Vise o problematici mreze varijeteta idempotentnih polugrupa moze se nadéi
jos i u radovima [11, 38].

Gerhard svoje razmatranje deli u dva slucaja: posebno se posmatraju vari-
jeteti koji sadrze, odnosno ne sadrze varijetet normalnih traka N'B. Svi varijeteti
traka drugog tipa su dobro poznati (varijeteti trivijalnih polugrupa, polugrupa
levih i desnih nula, pravougaonih traka, polumreza, levo i desno normalnih traka
i varijeteti traka definisani identitetima xyx = zy, odnosno xyx = yx), pa tako
odmah imamo sledece tvrdenje.

TEOREMA 3.1.3. (Gerhard [43]) Neka je V varijetet idempotentnih polugrupa
koji ne sadrzi varijetet normalnih traka N'B. Tada vazi jedno od sledeéih Sest
tvrdenja:

(1) p,(V)=0zasven >1,

(2) p(V) = 1ipa(V) =0 zasven#1,

(3) po(V) =0, p1(V) = 1, po(V) = 2 i pp(V) = 0 za sve n > 3,
(4) po(V) =0ipa(V) =1 zasven> 1,

(5) pa(V) =n za sven >0,

(6) pa(V) =0ip,(V) =n! zasven > 1.

Za polugrupu S sa operacijom -, definiSemo dualnu polugrupu S nad istim
osnovnim skupom S, a sa operacijom * koja je data sa z *y = y - z. Za klasu
polugrupa K, neka K oznacava klasu svih polugrupa dualnih polugrupama iz K.
Klasa K je centralna, ukoliko je K = K.

TEOREMA 3.1.4. (Gerhard [43]) Neka je V centralan varijetet idempotentnih
polugrupa koji sadrzi varijetet NB. Tada je niz p,(V) jednak nekom od nizova
an(s), an(5) (s > 3), koji su za sve n > 0 dati sa a,(3) = n?, a,(3) = (n!)? i
slede¢im rekurentnim relacijama (s > 4):
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(1) an(s) =pp(B) zan <si

an(5) = n*(ps_af H kap(s — 1)

k=s—1

za sven > s,

(2) a,(5) =pp(B) zan < s i

an(5) = n*(ps_sf H E*a(s — 1)

k=s—1

za svemn > S.

Neka sada za dati varijetet idempotentnih polugrupa V, V, odnosno ¥V redom
oznacava najmanji centralan varijetet idempotentnih polugrupa koji sadrzi V,
odnosno najveci centralan varijetet idempotentnih polugrupa sadrzan u V. Uz
pomo¢ ovih oznaka, prethodne i naredne teoreme, mozemo opisati p,-nizove svih
varijeteta traka koji sadrze varijetet N'B.

TEOREMA 3.1.5. (Gerhard [43]) Za sve varijetete traka V vazi

pn(V) =\/DPn (V)pn V)

za sve n > 0.

Pazljivom analizom nacina na koji se opisani nizovi dobijaju, Gerhard u [43]
izvodi jedan interesantan zakljucak koji precizira prethodna tvrdenja.

TEOREMA 3.1.6. Svaki niz (p,) predstavljiv u klasi idempotentnih polugrupa
je u potpunosti odreden parom brojeva (a, b), gde je a najmanji indeks n za koji

VaZi Dn # pn(B) i b = Pa+1-

U kontekstu prethodno izlozenog, od interesa je opisati klase polugrupa koje
imaju u izvesnom smislu ”pravilne” p,-nizove. Na primer, kao ilustraciju prob-
lema ovog tipa mozemo traziti sve polugrupe (odnosno varijetete polugrupa) za
koje je p, = n Imajuéi u vidu gornje rezultate, re¢ je o polugrupama sa veoma
”sporo” rastuéim p,-nizom (sve takve kona¢ne polugrupe bic¢e opisane u posled-
njem odeljku ove glave). Kako je tada specijalno py = 0 i p; = 1, re¢ je sigurno
o idempotentnim polugrupama. ReSenje ovog problema dao je 1971. Plonka u
radu [85]. On je, u stvari, opisao sve algebre sa ovim svojstvom, odakle se, kao
specijalni slu¢aj, dobija sledeéi rezultat za polugrupe. (Naravno, njega smo mogli
dobiti i direktno iz prethodnih teorema Gerharda.)
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TEOREMA 3.1.7. (Plonka [85]) Neka je V varijetet polugrupa. Tada vazi
pn(V) = n za sve n > 0 ako i samo ako je V varijetet levih ili desnih normalnih
traka (traka koje zadovoljavaju identitete xyz = yxz, odnosno xyz = xzy).
Prema tome, polugrupa S ima p,-niz (0,1,2,...,n,...) ako i samo ako generise
jedan od ova dva varijeteta.

Primetimo da su varijeteti opisani u prethodnoj teoremi medusobno dualni.

Osim toga, Plonka [86] iste godine daje i karakterizaciju svih algebri za koje
je pp < m. Prenosenjem tog rezultata za polugrupe, ili, alternativno, iz Teorema
3.1.3, 3.1.4 1 3.1.5 (jer je tada po = 01 p; < 1, znaci p; = 1, pa je ponovo rec¢ o
trakama), dobijamo da vazi

TEOREMA 3.1.8. (Plonka [86]) Svi varijeteti polugrupa V koji za sve n > 0
zadovoljavaju nejednakost p, (V) < n su, sem onih opisanih u Teoremi 3.1.7, vari-
jeteti trivijalnih polugrupa, polugrupa levih i desnih nula, polumreza i pravouga-
onih traka.

Prirodno, sledece pitanje koje se postavlja nakon ovih tvrdenja je opis (vari-
jeteta) polugrupa za koje je p, = n%. Taj opis dajemo u narednom odeljku.

3.2. Polugrupe za koje je p, = n’

U ranije ve¢ pominjanom preglednom radu [47], Grétzer i Kisielewicz su postavili
hipotezu da za varijetet polugrupa V vazi p,(V) = n? ako i samo ako je V varijetet
normalnih traka (dakle, varijetet definisan identitetima z? = z, xyzt = xzyt).
Ovo je ekvivalentno tvrdenju da je p,(S) = n? ako i samo ako polugrupa S
generiSe opisani varijetet. Ispostavilo se da je ova hipoteza tac¢na, Sto su pokazali
Crvenkovi¢ i Ruskuc u radu [25]. Njen dokaz se sastoji iz dve leme.

LEMA 3.2.1. Neka polugrupa S generise varijetet normalnih traka. Tada je
Pn(S) =n? za sven > 0.

Dokaz. Po uslovu leme, polugrupa S je idempotentna, pa mora biti py(S) = 0
i p1(S) = 1. Takode, sve binarne term operacije polugrupe S su sadrzane u
skupu {zy, yx, xyx,yry}. Kako S generise varijetet normalnih traka N'B, to S
zadovoljava tacno one identitete koje vaZe na celom varijetetu NB. Zato u S
mora da vazi zy # , xy # y i vy # yx.

Ukoliko bi bilo po(S) # 4, tada bismo imali xyx € {x,y, zy, yx,yry}. Sada
mogu nastupiti sledeéi slucajevi:

TYT =T = TYZ = TYLTYZ = TYTZYZ = TZ,

ryr =y = xy=zyry =y> =y,
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TYT = xY = TYZ = TYIT = TZYT = T2Y,

TYT = Yr = TYZ = 2TYZ = ZYTZ = YTZ,

TYT = YrYy = TYT = TYIT = YrYr = yr = TYZ = YIz.

U svakom od pet slucajeva dobijamo da S zadovoljava neki identitet koji ne
vazi na varijetetu N B, sto je kontradikcija sa pretpostavkom leme. Prema tome,
mora biti pa(S) = 4.

Najzad, neka je n > 3. Oznacimo sa [, term operaciju 15 . . . x, na polugrupi
Sizal <4,7 <n posmatrajmo term operacije x;l,z;. One su sve razlicite, jer

iz pretpostavke i # p i
rilyxy; = xplyz,

sledi (zamenom z; = x i xy = y za k # i) da na S vazi xy = yxy ili xy = yx, §to
je nemoguce. Analogno eliminisemo moguénost da je j # g. Dalje, sve pobrojane
operacije su esencijalno n-arne, jer zamenom x, =z (gde je 1 <r <n)izp =y
za sve k # r, operacija z;l,x; postaje jedna od zy,yz,ryr,yry. Na taj nacin,
posmatrana operacija zavisi od promenljive z,..

Na kraju, vrlo je lako pokazati da je na S svaka esencijalno n-arna term
operacija navedenog oblika. Otuda sledi da je p,(S) = n?. |

LEMA 3.2.2. Neka je S polugrupa sa osobinom da je p,(S) = n? za sve n > 0.
Tada vazi:

(i) Polugrupa S je idempotentna.

(ii) Operacije xy, yx, xyx,yxy su esencijalno binarne i razlicite na S.
(iii) 1y = x1292374 je esencijalno 4-arna operacija na S.

(iv) Ako je o € G(ly), tada jeo(l) =11i0(4) = 4.

(v) S je normalna traka.

(vi) Identiteti x =y, xy =z, vy =y, vy = yx 1 Yz = Tz ne vaze na S.
(vii) Identiteti xyz = xzy i xyz = yrz ne vaze na S.

(viii) S generise varijetet normalnih traka.

Dokaz. (i) Ocevidno.

(ii) Sledi iz p2(S) = 4, kao i ¢injenice da su sve binarne term operacije proiz-
voljne idempotentne polugrupe sadrzane u skupu {z,y, zy, yz, xyx, yry}.
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(iii) Neka je 1 <4 < 4. Zamenom x; = x, x; = y za j # i, operacija [, postaje
jedna od zy,yx,yxry. Po (ii), sve ove operacije su esencijalno binarne, pa
tako I, zavisi od z;.

(iv) Pretpostavimo da je o € G(ly) i o(1) # 1. Tada, uz zamenu z; = =z,
To = x3 = x4 = ¥y, sledi da zy € {yz,yxy}, Sto je kontradikcija sa (ii).
Analogno pokazujemo da je o(4) = 4.

(v) Kako je ps(S) = 161|Ss| = 24, to postoje dve razli¢ite permutacije p, 7 € Sy
tako da je If = [T, odakle je Iy = I za 0 = po 7! (primetimo da tada o
nije identicko preslikavanje). Kako po (iv) mora biti (1) = 11 o(4) = 4,
to je 0(2) = 31i0(3) =2, pana S vazi identitet z122x374 = T123T214.

(vi) Ocevidno.

(vii) Pretpostavimo da S zadovoljava zyz = zzy. Tada je zyxr = zzy = zy,
sto je kontradikcija sa (ii). Analogno isklju¢ujemo moguénost da na S vazi
TYz = Yyrz.

(viii) Sledi iz (v), (vi) i (vii) i poznate ¢injenice (vidi Evans [36]) da je mreza
podvarijeteta varijeteta normalnih traka data slede¢im dijagramom:

xyzt = x2yt
=z

TYz = x2Y TYz = Yxrz
2=z r? =z
Ty =2 Ty =1y

Iz prethodne dve leme se sada direktno dobija

TEOREMA 3.2.3. (Crvenkovié¢, Ruskuc [25]) Neka je V varijetet polugrupa.
Tada je p,(V) = n? ako i samo ako je V varijetet normalnih traka.

Napomenimo na kraju da su radu [26] opisani svi grupoidi koji imaju niz pot-
punih kvadrata kao p,-niz. Pokazalo se da su to, osim ovde opisanih polugrupa,
grupoidi koji generisu varijetete levih, odnosno desnih pravougaonih grupoida

(vidi [24]).
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3.3. Polugrupe sa konstantnim p,-nizom

Nas cilj u ovom odeljku je da damo opis svih polugrupa sa konstantnim p,,-nizom.
Naravno, kada kazemo ”konstantnim”, mislimo ”konstantnim sa izuzetkom pg”,
tako da je problem koji ovde razmatramo u stvari problem predstavljivosti niza
(0,k,k,k,...) za ceo broj k > 1. Naime, ako je py > 0, situacija je u slucaju
polugrupa znatno olaksana, kao Sto to pokazuje sledeca

LEMA 3.3.1. Neka je S polugrupa. Ako je po(S) > 0, tada je po(S) = 1, tj.
polugrupa moze imati najvise jednu konstantnu unarnu term operaciju.

Dokaz. Pretpostavimo, suprotno tvrdenju leme, da S ima dve konstantne unarne
term operacije. Tada postoje a,b € Sim,n > 1 tako dajea™ =aiz" =0bza
sve x € S. Ali, tada za proizvoljno s € S imamo:

kontradikcija. [ ]

PROBLEM 6. Opisati sve polugrupe S za koje je po(S) > 0, tj. po(S) = 1.

Dakle, ako razmatramo doslovno konstantne p,,-nizove polugrupa, prethodna
lema povlaci da je jedini takav niz koji je predstavljiv (u klasi polugrupa) niz
(1,1,1,...). S druge strane, nije tesko videti da su jedine polugrupe koje pred-
stavljaju ovaj niz Booleove grupe, vidi Primer 1.2.4.

U onom §to sledi, pokazacemo da je reSenje postavljenog problema dato
slede¢om teoremom.

TEOREMA 3.3.2. (1) Niz (0,1,1,1,...) je p,-niz polugrupe S ako i samo
ako je S netrivijalna polumreza.

(2) Niz (0,2,2,2,...) je p,-niz polugrupe S ako i samo ako S generise varijetet
definisan identitetima

3= 2%y = yx, 2%y = vy’

(3) Za k > 3 niz (0, k, k,k,...) nije predstavljiv u klasi polugrupa.

Primetimo da je tacka (1) gornje teoreme ve¢ pokazana u Primeru 1.2.3.
Dokaz preostalih tacaka bic¢e izlozen kroz naredni niz lema i propozicija. Najpre
nam je potreban izvestan broj lema opsteg karaktera. Prva od njih se sastoji od
nekoliko ocitih primedbi, pa je dajemo bez dokaza.
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LEMA 3.3.3. Neka je S polugrupa za koju je po(S) =01ipi(S) =k > 0. Tada

vazi:
(1) x, 22, ..., 2% su razlicite esencijalno unarne term operacije na S,
(2) S zadovoljava identitet x**! = 2™ za neko 1 < m < k (tj. polugrupa S je
periodicna),
(3) S zadovoljava identitet xP = x9 ako i samo ako je p,q > m i
p=gq(mod k —m + 1),

(4) ako su term operacije f i g indukovane recima (polugrupnim termima) raz-

licitih duzina koje nisu vece od k, tada je f # g; specijalno, term operacije

2y, zy?, ..., zy*! su sve razlicite.

Podsetimo se, term operaciju x> . ..z, oznacavamo sa l,.

LEMA 3.3.4. Neka polugrupa S ima bar jednu esencijalno n-arnu term ope-
raciju (tj. neka je p,(S) > 0). Tada je operacija l,, esencijalno n-arna.

Dokaz. Pretpostavimo da je operacija f = x;,x;, ... x;, esencijalno n-arna u S,
pri ¢emu je {iy, 49, ..., 0} ={1,2,...,n}, alida zy2s ...z, ne zavisi od z;. Tada
postoji (n — 1)-arni term p, tako da na S vazi identitet

T1To . Ty = P(T1, oo T 1, Tt 1y -+ 5 Ty)-

Jasno, mora biti m > n. Ali, tada S zadovoljava sledeCe identitete:

f = Tiy .- xik71<xik s xim7n+k)ximfn+k+1 s Ly, =
= p(l‘im'"7xik_17xim_n+k+17'"axim)a
sto je kontradikcija sa pretpostavkom da f zavisi od n promenljivih. ]

LEMA 3.3.5. Neka je S polugrupa sa osobinom da je py(S) = 0 i da postoji
term operacija oblika x'y™ koja nije esencijalno binarna. Tada za sve n > 1 vazi:
ako je p,(S) > 0, tada je p,(S) > n.

Dokaz. Ako operacija x'y™ nije esencijalno binarna, tada na S vazi aly™ = 2+™

ili 2'y™ = y*™. Ovde ¢emo posmatrati samo prvi sluéaj, dok je drugi slucaj
slican. Imamo:

xlmylm — (xm)l(xl)m — (:L,m)l-‘,-m — xlm-{—mQ'

Kako je p,(S) > 0, to je operacija [,, esencijalno n-arna na S, po prethodnoj lemi.
Zato su i operacije Ts . ..x,T1, To...TpT1To, ..., T,T1 ... 2, 1 takode esencijalno
n-arne. Ako u ovim operacijama za sve 1 < ¢ < n zamenimo z; redom sa xém,
tada po prethodnim razmatranjima dobijamo unarne operacije z7,. ..z} (gde je
r = Im + m?), koje su zbog po(S) = 0 sve razlicite. Stoga su i uocene n-arne
operacije razlicite, odakle sledi p,(S) > n. u
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Kao direktnu posledicu gornje leme, dobijamo slede¢i zakljucak.

LEMA 3.3.6. Ako polugrupa S ima p,-niz (0, k, k, k, . . .), tada je svaka njegova
term operacija oblika z'y™ esencijalno binarna.

Takode, jednostavan je dokaz naredne leme.

LEMA 3.3.7. Ako polugrupa S zadovoljava identitete

vy = yx, v’y = xy®, " =™

za neke k > m > 1, tada je svaka esencijalno n-arna operacija na S jednaka
T1To ... Tp12, zaneko 1l <r < k.

LEMA 3.3.8. Ako polugrupa S zadovoljava identitete
1 m

iy = xy? =y’ = ya? = ayr = yay, 2" =2

za neke k > m > 1, tada je svaka esencijalno n-arna operacija na S jednaka [
za neko o € S, ili X125 ... 2,12 za neko 2 <r < k.

Dokaz. Neka je f neka esencijalno n-arna term operacija polugrupe S. Tada se

koris¢enjem datih identiteta f moze svesti na oblik f = x?llej . .:L’f:, pri cemu
je i1, 12, ...,1, neka permutacija skupa {1,2,...,n}. Akojeky = ... =k, =1,

re¢ je o operaciji oblika [¢ za neku permutaciju o € S,,.

S druge strane, pretpostavimo da je ks > 1 za neko 1 < s < n. Primetimo da
za proizvoljno [ > 2, a uz koris¢enje datih identiteta, sledi

gy = 21202y = "y = 2322y = 2 2ya? = . = 2lyat 2 =y,

kao i

oy = 217222y = 2 2ay? = a1y,

odakle se dobija da je f oblika

— 1, m2 Mn
f=aitalr o,

gde je ji, ..., jn—1 permutacija skupa {1,2,...,n — 1} i m, > 2. Najzad, ako je
[ > 2, tada na S vazi

a:yzl — xy2zl71 — yl’22l71 — yI‘Zlil,

pa se f moze dovesti u oblik

f=altay. . ar.

Sada identiteti 2%y = xy? i ¥*1 = 2™ daju da je operacija f oblika 2,25 . .. 1, 127,
za neko 1 < r < k, §to je i trebalo dokazati. ]
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Sada mozemo predi na opis polugrupa sa p,-nizom (0,2,2,2,...).

PROPOZICIJA 3.3.9. Polugrupa S ima p,-niz (0,2,2,2,...) ako i samo ako
generise varijetet definisan identitetima

3= 2% ay = yx, 2%y = oy’

Dokaz. (=) Pretpostavimo da S zadovoljava identitet 2® = z. Tada 2%y = zy?
(zamenom y = z?) povlaci 2° = z% tj. = = 2% pa je ili pi(S) = 1, ili su
xy, vy, vy? tri razli¢ite esencijalno binarne term operacije na S, u kom slucaju je
p2(S) > 3. Prema tome, S mora da zadovoljava z3 = z2. Ako je S nekomutativna
polugrupa, tada xy i yx moraju biti jedine njene esencijalno binarne operacije.
Dalje, zyz je esencijalno ternarna term operacija (zbog Leme 3.3.4), pa zbog
p3(S) = 2 mora biti zyz = zxy = yzx, odakle je xy? = yry = y*x. Sledi da
na S vazi x2y? = y22?, sto je nemoguée, jer S nema komutativnu binarnu term
operaciju. Prema tome, S mora biti komutativna polugrupa. Kako je ps(S) = 2,
obe njene esencijalno binarne term operacije moraju biti komutativne. Specijalno,
2%y = y?x = zy?, pa S pripada varijetetu koji je opisan u formulaciji propozicije.

S druge strane, ako je T" proizvoljna polugrupa iz posmatranog varijeteta, tada
Lema 3.3.7 povlaci da su l,, i 125 . .. 2, 122 jedine njene esencijalno n-arne term
operacije, tj. da je p,(T) < 2 za sve n > 1. Kako je po pretpostavci p,(S) = 2
za sve n > 2, to S generiSe uoceni varijetet.

(«<=) Dovoljno je pokazati da je p,-niz slobodne polugrupe F' = F),(w) jed-
nak (0,2,2,2,...), pri ¢emu smo sa V oznacili dati varijetet polugrupa. Jasno,
po(F) =01 p(F) = 2. Ako bi za neko n > 2 bilo p,(F) < 1, sledilo bi da na F’
vazi identitet

1Ty ... Ty 1Ty = T1Ty ... Tp 122,

Sto bi znacilo da se on moze formalno izvesti iz datih identiteta. Medutim, jasno
je da se na l,, = x125...x, moze primeniti samo komutativni zakon, ¢ime se
dobijaju identiteti oblika I, = [¢ za sve permutacije o € S,,. Zato je p,(F) = 2
za sve n > 2. [ ]

U preostalom delu ovog odeljka pokazujemo da ostali konstantni nizovi nisu
predstavljivi u klasi polugrupa. Nase razmatranje ¢emo podeliti na dva odvojena
slucaja: k> 41k = 3. Ove slucajeve, opet, delimo na nekoliko podslucajeva koji
su obradeni u narednim lemama.

LEMA 3.3.10. Neka u polugrupi S vazi periodiéan identitet z*t! = z™, pri
cemu je m < k, kao i uslovi po(S) = 0, p1(S) = k > 4. Tada (0, k,k, k,...) nije
Pp-niz za S.

Dokaz. Pretpostavimo, suprotno tvrdenju leme, da postoji polugrupa S sa tra-
zenim osobinama i p,-nizom (0, k, k, k,...), gde je k > 4. Tada su po Lemama
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3.3.3 (iv) i 3.3.6 sve operacije xy, xy?, ..., ry* ! esencijalno binarne i razlicite, a
isto to vazi i za 2%y, 2%y?,...,2%y* 1. Ako je 1 < m < k — 1, tada je operacija
2?y™~1 razlicita od operacije zy?, ukoliko je m # p (zbog Leme 3.3.3 (iv)).
S druge strane, ako na S vazi zy™ = z?y™ !, tada dobijamo kontradikciju sa
Lemom 3.3.3 (iii), jer zamenom x = y? u ovaj identitet sledi 2™ = z™*2.
Dakle, p2(S) > (k — 1) + (k — 2) = 2k — 3 > k. Kontradikcija. ]

LEMA 3.3.11. Neka polugrupa S zadovoljava identitet x**' = 2™ m < k i
uslove po(S) =0, p1(S) =k > 6. Tada (0, k, k, k,...) nije p,-niz za S.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji polugrupa S sa datim osobinama i opisanim p,,-
nizom. Analogno kao i u prethodnoj lemi, sledi da su operacije xy, zy?, ..., zy*!
esencijalno binarne i razlicite. Dalje, po Lemi 3.3.6, 2%y je esencijalno binarna
operacija, koja je po Lemi 3.3.3 (iv) razlicita od zy, xy®, zy*, ..., oy, Takode,
2%y # zy?, jer u suprotnom (zamenom y = x?) sledi da S zadovoljava identitet
2% =z, §to je u suprotnosti sa Lemom 3.3.3 (iii), jer je k > 6. Analogno, z%y? je
esencijalno binarna operacija na S, koja je razlic¢ita od prethodno navedenih, jer
identitet x%y? = xy?® ima za posledicu 2% = 2°, §to ponovo protivre¢i Lemi 3.3.3
(iii). Ali, sada sledi da je p2(S) > k + 1, kontradikcija. ]

PROPOZICIJA 3.3.12. Komutativna polugrupa sa p,-nizom (0,4,4,4,...) ne
postoji.

Dokaz. Pretpostavimo da je S komutativna polugrupa sa p,-nizom (0,4,4,4, .. .).
Kao i u prethodnim lemama, zy, xy?, zy? su tri razlicite esencijalno binarne term
operacije na S. Osim toga, S zadovoljava 2% = z*, po Lemi 3.3.10. Ako je xy> #
2?y? na S (tj. (zy?)y # (2%y)y), tada je i zy? # 22y, pa su zy, xy?, vy3, 2%y, 2%y?
pet razlicitih esencijalno binarnih operacijana S. Zato na S mora da vazi identitet
xy® = 2%y?. Ali, tada na S vazi

xSy — yx3 — y2:172 — ~T2y2 — xyfﬂ — y3x7

pa su sve term operacije na S indukovane re¢ima duzine 4 jednake. Pokaza¢emo
indukcijom da su sve netrivijalne binarne term operacije na S indukovane re¢ima
duzine n jednake za sve n > 4.

Pretpostavimo da ovo tvrdenje vazi za re¢i duzine n — 1. Neka su p i ¢
dve netrivijalne binarne term operacije na S indukovane re¢ima duzine n. Tada
postoje operacije p; i ¢; indukovane recima duzine n — 1 tako da je p = xp; i
q = xq;. Tvrdenje je jasno ako su obe operacije p; i ¢; netrivijalne (tj. indukovane
re¢ima u kojima se pojavljuju obe promenljive). S druge strane, ako je, na primer,
p1 = y" !, tada imamo

p=xp = xynfl — xyBynfll — x2y2yn74 — x2yn72 —_ .T(l’y
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pa smo ovaj slucaj sveli na prethodni. Sada razmatramo dve moguénosti.

Prva od njih je kada S zadovoljava identitet xy* = zy3. Ali, tada se lako dobija
da je za sve n > 4, zy™ = xy3, pa su po prethodnim razmatranjima sve binarne
term operacije na S duZine ne manje od 4 jednake zy3. Specijalno, to znaci da na
S vaze identiteti zy® = 22y? = 2ty = 2*y*. Zbog toga, ako je f = x]flx];%]g?’xi“x?
esencijalno 5-arna operacija, gde je bar jedan od k; vedi ili jednak 3, ili su bar dva
od njih veéi ili jednaki 2, tada je f = zjzjrixjzs. Tako, sve esencijalno 5-arne
term operacije na S su jednake jednoj od fi = z12ox3T475, fo = X2ToT3T4T5,
I3 = !E1$§!E3$4$5, fa = $1IE2$;2»,!E4$5, fs = !E1IE2$3!E3$5, fe = $1$2$3$4$§, fr =
rixdzizir:. Primetimo da su operacije fa, f3, f1, f5, f6 ili jednake, ili sve razlicite.
Takode, one su ili istovremeno sve esencijalno 5-arne, ili to nije nijedna od njih,
po Lemi 1.1.3. Zato je u ovom slucaju ps(S) < 3 ili p5(S) > 5. U oba slucaja

imamo kontradikciju.

Razmotrimo slucaj kada je zy* # xy® na S. Tada je zy* cetvrta esencijalno
binarna term operacija na S. Kako po Lemi 3.3.3 (iv) operacija 2%y nije nijed-
na od xy,zy?, 2y, to je 2%y = xy%. Sada po Lemi 3.3.7 svaka ternarna term
operacija na S moze biti predstavljena u jednom od oblika zyz, xyz?, vyz3, xyz*.
Ali, na S tada vazi i sledeéi niz identiteta:

vyzt = (zy)'z = a®y’z = ay'z = wy’s” = ay,

pa je p3(S) < 3. Kontradikcija. u

PROPOZICIJA 3.3.13. Ne postoji nekomutativna polugrupa c¢iji je p,-niz
(0,4,4,4,...).

Dokaz. Neka je S nekomutativna polugrupa sa p,-nizom (0,4,4,4,...). Slicno
kao i u prethodnoj propoziciji, dolazimo do zakljucka da S zadovoljava identitet
2’ = 2%, i da su, osim toga, xy,yx, zy?, xy> Cetiri razlicite esencijalno binarne
operacije na S. Po Lemi 3.3.6, operacije z%y,yx?, y*r su esencijalno binarne,
dok su operacije xyx i yry esencijalno binarne zbog toga sto xyxr = 3 povladi
2t = 23, dok zyx = y3 povlaci y° = 93. 1 jedno i drugo je nemoguée zbog Leme
3.3.3 (iii). Kako je ps(S) =4, Lema 3.3.3 (iv) daje da na S vazi

ry? = 2y = ya® = y*r = ryx = yay.

Po Lemi 3.3.8, svaka esencijalno ternarna term operacija na S je neka od
(ry2)? (0 € S3), wyz?, wyz3, ryzt. Medutim, sada imamo slede¢e identitete:

ry2® = (vy)?z = ayryz = vy’yz = vyy’z = vyy2® = vy’ = wyt,

kao i
ry2® = (xy2®)z = vyztz = ay’.
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Tako, medu operacijama (zyz)? mora biti bar tri razlicite, ali i bar dve jednake,
sto znaci da postoji transpozicija o za koju je zyz = (zyz)°.

Na slican nacin se pokazuje da su sve esencijalno n-arne term operacije na S
(n > 3) jednake nekoj od (z1z3...7,)7 (1 € S,), T179. .. 2.

Neka najpre S zadovoljava xyz = xzy (identitet xyz = yzz se analogno disku-
tuje). Tada se lako vidi da ovaj identitet implicira identitete (xjxoxsxsxs)™ =
T1Tow3T4x5 7za sve T € S5 sa osobinom 7(1) = 1. Ali, kako su po Lemi 3.3.4 sve
ove operacije esencijalno 5-arne, S (zbog p5(S) = 4) mora da zadovoljava iden-
titet oblika (zyzow3w47s5)” = T1X27374T5, Pri Cemu je p(1) # 1. Zbog identiteta
xyz = xzy smemo bez ograni¢enja opstosti pretpostaviti da je p(5) # 5, pa je
po Lemi 4.1.5 operacija [, = z1x5...x, totalno simetricna za dovoljno veliko
n. Medutim, za takvo n po prethodnim razmatranjima vazi p,(S) < 2, §to je
kontradikcija.

S druge strane, ako S zadovoljava identitet ryz = zyz, tada prethodni zak-
ljucak sledi odmah, ponovo primenom Leme 4.1.5. ]

PROPOZICIJA 3.3.14. Ne postoji polugrupa ¢iji je p,-niz (0,5,5,5,...).

Dokaz. Neka je S polugrupa sa p,-nizom (0,5,5,5,...). Po Lemi 3.3.10, na S
vazi 2% = 2°, a po Lemama 3.3.3 (iv) i 3.3.6, zy, zy?, xy?, zy* su Cetiri razlicite
esencijalno binarne operacije na S. Osim toga, esencijalno binarna operacija z2y
je po Lemi 3.3.3 (iv) razli¢ita od xy, xy?, zy*, dok je identitet 2%y = xy? nemogué,
jer povlaci 2° = x?, §to protivreci Lemi 3.3.3 (iii). Tako, S mora biti komutativna
polugrupa, jer bi u suprotnom yx bila Sesta esencijalno binarna term operacija
na S.

Komutativnost i Lema 3.3.6 daju da je svaka netrivijalna binarna term ope-
racija na S esencijalno binarna. Dalje, p2(S) = 5 i Lema 3.3.3 (iv) daju da su
sve netrivijalne binarne term operacije indukovane re¢ima duzine 4 jednake xy?,
dok sve re¢i duze od 4 indukuju operaciju koja je jednaka xy*. Sada identiteti

1y = (ay)’z = ayPz = (@Py)z = 7 (y°2) = Py’

2y22? = ays® = 2%y50

analogno kao i u dokazu Propozicije 3.3.12 povlace da su sve esencijalno 6-arne
term operacije na S jednake nekoj od fi = T1Tox3T4T5T¢, fo = TIToT3T4T5T6,
fs = $1$§9€3$4$5!E6, Ja = $1$29€§$4!E5$6, Is = $1$2$3$Z$5$6, fe = $19€29€3$4!E§$6,
fr = mxomamyzsl, f3 = ixSaiaiadal i da su fo, f3, f1, f5, f6, fr sve razlicite ili
jednake, kao i da su one ili istovremeno esencijalno 6-arne, ili istovremeno ne-
esencijalne. U svakom slucaju imamo da je pg(S) < 3 ili pg(S) > 6, tj. dobili

smo kontradikciju. [ ]
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POSLEDICA 3.3.15. Ako je k > 4, tada ne postoji polugrupa ¢iji je p,-niz
0,k Kk, E,...).

Dokaz. Direktna posledica Leme 3.3.11 i Propozicija 3.3.12, 3.3.131 3.3.14. =

Preostaje da pokazemo nepredstavljivost niza (0,3, 3,3, ...). To je u¢injeno u
naredne dve leme.

LEMA 3.3.16. Ako polugrupa S zadovoljava identitet x* = ™ za neko m < 2,
tada (0,3,3,3,...) nije njen p,-niz.

Dokaz. Neka S zadovoljava identitet x* = 2™, m < 2 i pretpostavimo da je
(0,3,3,3,...) njen p,-niz. Tada su po Lemi 3.3.6 operacije zy, vy, vy?, vy> esen-
cijalno binarne. Medutim, po Lemi 3.3.3 (iv), medu ovim operacijama samo x?y
i zy? mogu biti jednake. Ali, identitet 2%y = zy? implicira 2° = 2*, §to je po
Lemi 3.3.3 (iii) nemoguce. Otuda je po(S) > 4, kontradikcija. n

pn‘njz <O, 3,3,3,.. >

Dokaz. Pretpostavimo da postoji polugrupa S sa navedenim osobinama. Raz-
likujemo dva slucaja.

Pretpostavimo najpre da je S komutativna polugrupa. Operacije zy i x%y>
su razlicite, esencijalno binarne i komutativne na S. Kako je pa(S) = 3, to su
sve esencijalno binarne term operacije na S komutativne. Specijalno, %y = xy?.
Dalje, po Lemi 3.3.7, sve esencijalno ternarne term operacije na S su jednake
jednoj od xyz, zyz?, xyz®. Medutim, sada na S vazi

Tyz? = (xy)2z = 22y = :cy4z = gy = a:yz4 = zyz’,

sto implicira da je p3(S) < 2. Kontradikcija.
Posmatrajmo sada slucaj kada je S nekomutativna polugrupa. Tada su po

Lemama 3.3.3 (iv) i 3.3.6 zy, yx, Ty? njene tri esencijalno binarne term operacije.
Po istim lemama, na S mora da vazi

ry? = 2ty = ya? =y w.
Zatim, operacije xyx i yry moraju biti esencijalno ternarne, jer u suprotnom
ryr = 23 daje 23y323 = 23, odakle je

1,3 — l‘3y3l‘3 — 1‘3(y3)2y3($3)2 — y3(x3)2(x3)2y3 — y3x3y3 — y3’

dok u sluéaju zyxr = y> imamo 2%y32® = 43, sto daje

y® = 23yPrd = yPr%yd = 20,
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U oba slucaja, re¢ je o kontradikeiji sa uslovom py(S) = 0. Sada Lema 3.3.3 (iv)
povlaci
ryr = yry = vy’

Iz Leme 3.3.8 dobijamo da su sve esencijalno n-arne term operacije na S
(gde je n > 3) jednake nekoj od (x12s...2,)° (0 € Sy), 1o .. 22, T129 ... 13,
Primetimo da na S vaze identiteti

vy2® = (zy)*y = zyryz = vy’yz = vy’z = xy'y = 2y?® = vyt = vy’

Zamenom z = y operacija ryz® daje operaciju xy* koja je po Lemi 3.3.6 esen-
cijalno binarna, pa zato ona zavisi od promenljive . Gornji identiteti, zajedno
sa vyz® = 22y323 1 23y® = y223 daju da je u stvari re¢ o esencijalno ternarnoj
operaciji. Osim toga, na osnovu istih argumenata se vidi da bi identitet zyz? =
(xyz)? zaneko o € S3 imao za posledicu da operacija xyz bude totalno simetri¢na
(u kom bi slucaju bilo p3(S) < 1). Dakle, medu operacijama oblika (xyz)?
(o € S3), koje su po Lemi 3.3.4 sve esencijalno ternarne, postoje tacno dve
razlicite.

To, medutim, znac¢i da na S mora biti zyz = yzx = zxy. Veé koris¢ena Lema
4.1.5, ili naprosto Lema 3.4.3, obezbeduje postojanje dovoljno velikog n za koje
je operacija [, totalno simetricna. Ali, za takvo n je p,(S) < 2, kontradikcija. =

POSLEDICA 3.3.18. Ne postoji polugrupa ¢iji je p,-niz (0,3,3,3,...).
Dokaz. Direktna posledica Lema 3.3.16 i1 3.3.17. [ ]

Na taj nacin smo kompletirali dokaz Teoreme 3.3.2. Preostaje da uoc¢imo dve
njene interesantne posledice.

POSLEDICA 3.3.19. Konacna polugrupa S ima p,-niz (0,k,k,k,...) ako i
samo ako je k =1, pri cemu je S netrivijalna polumreza.

Dokaz. Impikacija (<) sledi iz tacke (1) Teoreme 3.3.2, pa zato pretpostavimo
da je S konacna polugrupa sa p,-nizom oblika (0, k, k, k, ...). Po Teoremi 3.3.2,
mora biti £ = 1 ili £ = 2. Ako je k = 1, tada je S netrivijalna polumreza
i tvrdenje je dokazano. Zato pretpostavimo da je £ = 2. U tom slucaju, S
zadovoljava identitete 2% = 2%, vy = yr i 2%y = zy*®. Neka je n = |S|. Tada
u proizvoljnom nizu sq,...,S,, Sp,e1 € S postoje dva jednaka elementa, recimo
s; = 8; za 1 < j. Sada imamo:
§182...8;...85...8041 = S152...85;-15i+1---5j-15j41- .- S?Sn—l—l =
= 8182...85-18i4+1-.-85j-1Sj41--- S?Sn+1 =
= 8182...85-18i4+1---S5j-1Sj41--- S?Si+1 =
= 5152...5;-15iSi41-+-5j-15;Sj41 - .- SnSi_H =

2
= S51S9... SnSnJrl.
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Tako, S zadovoljava identitet x1xs ... 2,1 = x129 .. .xiﬂ, zbog Cega je, na os-
novu dokaza Propozicije 3.3.9, p,.1(5) < 2. Kontradikcija. ]

POSLEDICA 3.3.20. Varijetet polugrupa dat identitetima

1? =%, zy =y, 2y = xy’

je lokalno konacan, ali nije konacno generisan.

Dokaz. Ako bi dati varijetet bio generisan kona¢nom polugrupom S, tada bi njen
pp-niz bio (0,2,2,2,...), sto je kontradikcija sa Posledicom 3.3.19. [ |

3.4. Konac¢ne polugrupe sa p,-nizom koji je ogranicen
konstantom

U ovom odeljku dajemo karakterizaciju svih kona¢nih polugrupa S za koje postoji
c € N tako da je p,(S) < ¢ za sve n € N. Ovde izloZene rezultate dobili su
Crvenkovi¢, Dolinka i Ruskuc u radu [21].

PRIMER 3.4.1. Neke polugrupe sa ograni¢enim p,,-nizom se odmah mogu lako
uociti. U daljem ¢emo videti da su polugrupe, opisane u (1)—(4) ovog primera, u
izvesnom smislu ”gradivni materijal” od kojih dobijamo sve konacne polugrupe
sa trazenom osobinom.

(1) Neka je S nilpotentna polugrupa, pri ¢emu je ¢ € N takvo da je S = 0.
Ocito, tada je za sve n > ¢, p,(S) = 0, pa S ima ogranicen p,-niz.

(2) Neka je S netrivijalna polumreza. Po Primeru 1.2.2) p,-niz za S je sledeéi:
0,1,1,1,...).

(3) Neka je S Booleova grupa. U Primeru 1.2.4 smo videli da je tada p,(S) = 1
za sve n > 0.

(4) Neka je S netrivijalna pravougaona traka (polugrupa koja zadovoljava za-
kone x? = x, xyz = xz, tj. 2-dimenzionalna dijagonalna algebra). Tada
pn-niz za S izgleda ovako: (0,1,2,0,0,...) (vidi Teoremu 3.1.3).

Podsetimo se, za n-arnu operaciju f smo rekli da je totalno simetri¢na ako je
G(f) = Sp, tj. ako je invarijantna na sve permutacije promenljivih. U odnosu na
term operacije [, na polugrupama, svojstvo totalne simetricnosti je u izvesnom
smislu "nasledno”, kao sto to pokazuje prva lema ovog odeljka.

LEMA 3.4.2. Neka je operacija l,, totalno simetricna na polugrupi S za neko
n > 2. Tada su sve operacije I, 1 > n takode totalno simetricne na S.
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Dokaz. Po pretpostavci leme, u S vazi [,, = 112, Stoga, S zadovoljava identitete
bt = bntnpr = 12240 =117

Zato je (12) € G(l,41). Takode, xs ... x,2,41 je totalno simetriécna operacija, pa
(23...n+1) € G(l,41). 1z poznate Cinjenice da je

Son = ((12),(23...n + 1)),

zakljucujemo da je G(l,41) = Spy1. Na osnovu gornjih razmatranja je sada lako
sprovesti induktivni dokaz leme. [ ]

LEMA 3.4.3. Sledeca dva uslova su ekvivalentna za svaku polugrupu S':
(i) postoji n > 2 tako da je operacija l,, totalno simetri¢na na S,
(ii) S zadovoljava identitet
T1To .. Ty 1Ty = To ... Ty 1Ty X1

za neko n > 2.

Dokaz. (i)=-(ii) Trivijalno. (ii)=(i) Ukoliko l,, dopusta permutaciju (12...n) u
S, tada se lako pokazuje da za sve m > n, [,, dopusta permutaciju (12...m).
Otuda G(l,41) sadrzi cikluse (12...n) 1 (12...n+ 1). Kako je, medutim,

(nn+1)=12...n)"'12...n+1)

1S =(12...n+1),(n n+1)), to je G(ln+1) = Sn+1- u

Sada mozemo prec¢i na prvi glavni rezultat ovog odeljka. Konaé¢ne polugrupe
sa konstantno ograni¢enim p,-nizom su najpre opisane preko identiteta koje te
polugrupe zadovoljavaju.

TEOREMA 3.4.4. (Crvenkovi¢, Dolinka, Ruskuc [21]) Neka je S konacna polu-
grupa. S ima ogranicen p,-niz ako i samo ako ispunjava bar jedan od sledeca tri
uslova:

(i) S zadovoljava identitete

T1Ty ... Ty = To...TymT1, (4)

2 2
TITAT3 .. Ty = T1T5T3 . . . Ty, (5)

za neke m,n > 2.
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(ii) S zadovoljava identitet (4) za neko m > 2 i
TIToTs . .. Ty = ToT3 ... Ty, (6)
za neko n > 2.

(iii) S zadovoljava identitet

Tl oo TRYThg1 - Ty = L1« oo LTl - - - Ty (7)

za neko n > 11 neko k takvo da je 0 < k < n.

Dokaz. (=) U dokazu ove implikacije, razmatramo ¢etiri slu¢aja u odnosu na
esencijalnost term operacija xy ...z, i :c%xQ e Ty

1. slucaj: za sven € N, x1...2, 1 2229...7, (zan = 1 re¢ je o x3) su
esencijalno n-arne operacije na S.

Po Lemi 1.3.6, nabrojane operacije su totalno simetri¢ne za dovoljno veliko
n. Zato S zadovoljava (4) i (5) za neko n (ovo sledi redom primenom ciklusa
(12...n) i transpozicije (12)), pa vazi (i).

2. slucaj: za svem € N, zy ...z, je esencijalno m-arna operacija, ali postoje
q,k > 2 tako da z3x, ...z, ne zavisi od xy,.

Kao i u prvom slucaju, identitet (4) mora vaziti u S za neko m > 2. Ocito,
tada 2%xy ... 1, ne zavisi od zp za sve r > n. S druge strane, po Lemi 1.3.6,
Iy = 2129 . .. 2, je totalno simetriéna operacija za dovoljno veliko m. To povlaci

da je operacija x2xy ...z, za dovoljno veliko r invarijantna na sve permutacije

indeksa 2,...,7. Po Lemi 1.1.3, za takvo r, 22x5 ..., ne zavisi ni od jedne od
promenljivih zo, ... z,. Tako, za dovoljno veliko k, S zadovoljava sledeéi niz
identiteta:
2 2 2 2
T{To .. . Tp 1T = X{To...Tp_1(ToTk) = T]THT3 ... T =

2 2
= xx53 ... T 1(T12) = T1T3X3 . .. Tp_1 Tk,

tj. S je ponovo tipa (i).
3. slucaj: za sve m € N, x; ... x,, je esencijalno m-arna operacija, ali postoji
q > 1 tako da 22z, . . . x4 ne zavisi od x;.

Kao i u prethodnim slu¢ajevima, dobijamo da S zadovoljava (4) za neko
m > 2. Ako sada odaberemo n > max(q,2) i u :c%a:Q ... Ty izjednac¢imo xy i x,,
dobijamo (6).

4. slucaj: postojen € N ik (1 <k <n) tako da x; ...x, ne zavisi od zy.

Tada na S vazi identitet

Ty T 1 (TRY)Tht1 - - Tp = X1+ T 1 TpThey 1 - - - Ty,

Sto je upravo (7).
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(<) Ovde ¢emo posebno razmatrati slucajeve (i), (ii) i (iii) date u formulaciji
teoreme.

(i) Po Lemama 3.4.2 i 3.4.3, identitet (4) povlaci da je operacija [ totalno
simetri¢na za dovoljno veliko k. Zato se za takvo k svaka esencijalno k-arna term
operacija polugrupe S moze prikazati u obliku

oy o g
A S A
zaneke aq, ..., > 1. Takode, koristeéi (5) i totalnu simetri¢nost za [, za veliko

k (npr. za k > max(m,n)) mozemo izvesti identitete
2 _ 2
l‘l...xi$i+1...$‘k =T1...T;L541 .- Tk

za sve 1 <1 < k — 1, koji, opet, impliciraju sledece:

atwy? Lt = Py,
gdejeay,...,aqp >1if=a1+...+ap—k+1.
Zamenjujuéi r; = 2%, 19 = ... = x, = x u (5), dobijamo da S zadovoljava
identitet

xn+3 — xn—l—Z.

Ako definisemo N = max(ko, (n+1)|S|+1), tada medu elementima sq,...,sy € S
uvek mozemo naci bar n + 2 jednaka: s; = ... = s;, ., = so. Tako dobijamo
sledece jednakosti:

. n+2

8182...8i1...8in+2...81\[ = 5195 82---8i1718i1+1---Sin+2715in+2+1---SN
. n+3

= 8195 52---Si1—15i1+1---Sin+2—13in+2+1 ...SN
2 n+2

= 515 52---Si1—15i1+1---Sin+2—13in+2+1 ...SN
S%SQ ...SN-
Stoga, S zadovoljava
x%l'gxn = X1T2...Tp
za sve n > N, paje p,(S) < 1.
(ii) Polazeéi od pretpostavke da je l,,, totalno simetriéno za dovoljno veliko m,
zakljucujemo da postoji kg € N tako da je za sve k > ko, [ totalno simetriéno i

da

SII%.’EQZ(Ig T = 1’31‘3 Tk

vazi u S. Odavde se lako vidi da u S vazi
SU?.’EQLU]C :.Tll'gl'k: :.Tll'g.’lfz

Kao i u slucaju (i), za k > ko, svaka esencijalno k-arna term operacija na S
moze biti predstavljena u slede¢em obliku:

al .02 (895
LL’l 1’2 l’k y
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gde je ay,...,a; > 1. Ako je pri tome npr. a; paran broj, tada iz
a1 aj ag __ %5 o Qj—1,_ Qj+1 (0]
oyt xy ot =t gy

i (6) sledi da posmatrana operacija ne zavisi od promenljive x;. Zato, ako je
zaista u pitanju esencijalno k-arna operacija polugrupe S, tada su svi brojevi
Qaq, . .., neparni.

Primetimo sada da (6) implicira da na S vazi zakon

:L,2n+1 — xZn—l
(zamenom 1 = z?, 9 = ... =z, = z). Neka je N = max(ko, (2n — 2)|S| + 1).
Naravno, za bilo koji izbor elemenata sq, ..., sy € S nalazimo 2n—1 jednakih, na
primer s;, =...=s;, , = So. Uz sli¢no rezonovanje kao i u tacki (i), dobijamo:
_ 2n—1
§182...SN = 815 52 ...8i1-1S5i141 -+ - Sigp_1—1Si9_1+1 - - - SN
_ 2n+1
= 85195 S2...8i1-15i1+1 -+ - Sigp_1—1Si9_1+1 - - - SN
3.2n—1

= 515 52 ... 8i1-1S5i141 -+ - Sigp_1—1Si9_1+1 - - - SN

S?SQ...SN.

Odavde sledi zakljucak da za sve n > N, S zadovoljava identitet

3 —
1T ... Ty = T1T2...Tny,

tj. za dovoljno veliko n imamo p,(S) < 1.

(iii) Po uslovu (7), I, nije esencijalno ¢g-arna operacija za ¢ > n + 1. Po Lemi
3.3.4, sledi da je p,(S) =0za g >n+ 1. [

Na osnovu gornjeg dokaza je odmah ocito sledece tvrdenje.

POSLEDICA 3.4.5. Neka je S konac¢na polugrupa sa ogranicenim p,-nizom.
Tada je ili p,(S) = 0 za dovoljno veliko n, ili p,(S) = 1 za dovoljno veliko n.

Napomenimo da gornja posledica nije tacna za beskoncéne polugrupe. U radu
[33] je, na primer, opisana beskona¢na polugrupa ¢iji je p,-niz (0,4, 3,3,3,...).

Nas naredni cilj je da damo alternativnu karakterizaciju kona¢nih polugrupa
sa ograni¢enim p,-nizom, i to preko njihovih strukturnih osobina. U tome ¢e nam

kao "prelaz” biti neophodna sledeca

LEMA 3.4.6. Neka je S konac¢na polugrupa i broj ¢ € N takav da vazi S9! =
S9. Tada S ima ogranicen p,-niz ako i samo ako vazi bar jedan od uslova:

(i) sa = as, s*ta = st’a za sve s,t € S, a € 59,
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(ii) sa = as, s*ta = t3a za sve s,t € S, a € S9,

(iii) asb = ab za sve s € S, a,b € S

Dokaz. (=) Kako bismo pokazali ovu implikaciju, dovoljno je primetiti da po
datim uslovima vazi S? C S* za sve k € N, kao i da je Im(x;, ... x;, ) = S* zaraz-
licite i1, . .., 1. Sada se lako vidi da uslovi (i)-(iii) ove leme slede iz odgovarajuce
oznacenih uslova Teoreme 3.4.4.

(<) Uslov da je sa = as za sve s € S, a € S? je ekvivalentan identitetu
1T .. . Xgp1 = T2 ... Tg41T71,

sto je upravo (4) za n = ¢ + 1. Na slican nacin su i druge jednakosti u uslovima
(i) i (ii) povezani redom sa identitetima (5) i (6) za n = ¢ + 2. Najzad, uslov
(iii) je ekvivalentan identitetu (7) za n = 2¢ i k = q. Tako, tvrdenje leme sledi iz
Teoreme 3.4.4. [

Najzad, strukturu posmatranih konacnih polugrupa opisujemo preko nilpo-
tentnih prosirenja polugrupa koje smo razmotrili u Primeru 3.4.1.

TEOREMA 3.4.7. (Crvenkovi¢, Dolinka, Ruskuc [21]) Neka je S konacna polu-
grupa. Njen p,-niz je ogranic¢en ako i samo ako je S prosirenje polugrupe I nilpo-
tentnom polugrupom, pri ¢emu je I polumreza, Booleova grupa ili pravougaona
traka.

Dokaz. (=) Neka je S konacna polugrupa sa ograni¢enim p,-nizom i neka za
q € N vazi S = SS9 (jasno, takvo ¢ mora da postoji, posto je opadajuéi
niz ideala S O S? D ... D S™ D ... konacan zbog konacnosti polugrupe S).
Oznag¢imo takvo S? sa I. Jasno, I je ideal polugrupe S za koji vazi I? = I i
pri tome je faktor S/I nilpotentan. Preostaje nam da pokazemo da I mora biti
polumreza, Booleova grupa ili pravougaona traka.

Po Teoremi 3.4.4, S zadovoljava bar jedan od uslova (i)-(iii), datih u toj
teoremi. Ti uslovi su, respektivno, ekvivalentni uslovima (i)-(iii) Leme 3.4.6.
Sada posebno razmatramo svaki od tih slucajeva.

(i) Po Lemi 3.4.6, vazi sa = as za sve s € S, a € I, odakle je I ocito ko-
mutativna polugrupa. Takode, iz dokaza Teoreme 3.4.4 vidimo da S zadovoljava
identitet oblika

l‘%ZL‘Q...I‘N = Tr1xy... TN

za dovoljno veliko N. Zato je s?a = sa za sve s € S, a € I. Ako se sada
ogranic¢imo na slucaj s € I, dobijamo

(sa)? = s%a* = sa® = a*s = as = sa.
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Stoga, iz I? = I sledi da se I sastoji isklju¢ivo od idempotentnih elemenata, tj.
da je I polumreza.

(ii) U ovom slucaju, na osnovu dokaza Teoreme 3.4.4 imamo da S za dovoljno
veliko N zadovoljava identitet

SL’?.TQ....TNI.Tl.iL’Q....TN.

Tako, vazi s®a = sa za sve s € S, a € I. Kao i u slucaju (i), I je komutativno.

Osim toga, za sve a,b € I je

(ab)® = ab® = ab® = b*a = ba = ab.

Ovo, zajedno sa I? = I daje da vazi a® = a za sve a € I. Po Lemi 3.4.6, slucaj

(ii), zaklju¢ujemo da za sve a,b,c € I vazi
bea® = a’be = a®bc® = b*c® = (be)® = be.

Ovo povlaéi da je za sve a € I, a? jediniéni element u I, pa je zato I Booleova
grupa.
(iii) Direktna primena Leme 3.4.6, slucaj (iii), daje

(ab)* = abab = ab

za sve a,b € I, pa je I idempotentna polugrupa. Takode, imamo abc = ac za sve
a,b,c € I, pa je otuda I pravougaona traka.

(<) Kako je S/I nilpotentna polugrupa i I = I, to sledi I = S9 = St za
neko ¢. Sada posmatramo tri slucaja.
1. slucaj: I je polumreza.

Kako je I komutativno, to za sve s € S, a,b € I sledi
sab = bsa = abs

posto je sa,bs € I. Zajedno sa I? = I, ovo povlaéi da je sa = as za sve s € S,
a € I. Sada imamo

s*ta = s*(ta)? = s°t*a® = t*a’s* = t*(as)® = t*as = st’a

za sve s,t € S, a € I, pa S zadovoljava uslov (i) Leme 3.4.6.
2. slucaj: I je Booleova grupa.

Tada je I komutativno, pa dobijamo da je sa = as za sve s € S, a € I, na isti
nacin kao i u prethodnom slucaju. Posto je s, st € I, sledi 52 = 52972 = ¢, (e
je jedini¢ni element u I), a otuda es* = se? = e. Sada mora biti

s*ta = s’eta = eta = t*eta = t3a,
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za sve s,t € S, a € I, zbog cega S zadovoljava uslov (ii) Leme 3.4.6.
3. slucaj: I je pravougaona traka.
Tada je za sve s € S, a,b € I,

asb = a*sb = a(as)b = ab,

jer je as € I, §to je upravo uslov (iii) Leme 3.4.6. ]

3.5. Konac¢ne polugrupe sa p,-nizom koji je ogranicen
polinomom po n

Za p,-niz polugrupe S kazemo da je polinomski ogranic¢en ako postoji poli-
nomska funkcija f(z) tako da za sve n > 1 vazi nejednakost p,,(S) < f(n). Jasno,
ovaj uslov se moze ekvivalentno iskazati i ovako: postoje ¢ > 0ir € N tako da
je pu(S) < en” za sve n > 1 (n = 0 je ispusteno iz razmatranja, kako ne bismo
eliminisali polugrupe S za koje je po(S) > 0).

Ispitivanje konac¢nih polugrupa sa polinomski ograni¢enim p,-nizom inspiri-
sano je Problemom 10 iz [47] koji trazi da se opisu sve idempotentne algebre ¢iji
je pnp-niz polinomski ogranic¢en. Po rezultatima iz prvog odeljka ove glave, vidimo
da su takve idempotentne polugrupe iscrpljene onima iz tacaka (1)—(5) Teoreme
3.1.3 i normalnim trakama (specijalno, to znaci da za k > 3 ne postoje polugrupe
za koje je p, = n*). Prema tome, kao uopstenje ovog problema, imamo

PROBLEM 7. Opisati sve polugrupe sa polinomski ogranicenim p,,-nizom.

Ovde dajemo resenje za sluc¢aj konacnih polugrupa koje je dobijeno u radu
20].

U prvoj lemi ovog odeljka ispituju se neki identiteti koje konacéne polugrupe
sa polinomski ograni¢enim p,-nizom moraju da zadovolje. U njoj je ve¢ uraden
znacajan deo posla potrebnog za dobijanje glavnih rezultata.

LEMA 3.5.1. Neka je S konacna polugrupa sa polinomski ograni¢enim p,,-
nizom. Tada vazi:

(1) Postoje p,q € N tako da za sve m > 2 i sve permutacije o € S,,, S
zadovoljava identitet

Ty TpY1 - YmZ1 -2 = 1o Tplo(1) - - - Yo(m) 21 - - - Zq- (8)
(2) Postoje k,p,q € N tako da na S vazi ili
Ty YUy ug = 2yt Ly, 9)

ili
.. .xpyzkul C Uy =7 .:L’py?’zkul e Uy (10)
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Dokaz. (1) Koristeé¢i Propoziciju 1.2.1, nije tesko pokazati da polugrupa ima p,,-
niz ogranicen eksponencijalnom funkcijom po n ako i samo ako ima log-linearan
(tj. sub-eksponencijalan) slobodni spektar. Teorema 2.1.2 daje da S zadovoljava
identitet

T1...-TpY1Y221...2¢g = T1 ... TpY2Y121 ... 24

za neko p,q € N. Za iste vrednosti p i ¢, svi identiteti oblika (8) su o¢ite posledice
gornjeg identiteta.

(2) Neka suc > 01ir € N takvi da vazi p,(S) < en” za sve n > 1. Posmatraj-
mo term operacije koje su na S indukovane recima

(e3] 67
Ty TpY1 oY Tpal -+ - Tpigs

pri ¢emu su p i ¢ odabrani kao u tacki (1) i a; € {1,2} za 1 < i < m. Ove
operacije imaju arnost n = p + m + ¢. Razlikujemo dva slucaja.

Pretpostavimo prvo da su za sve m > 1 sve pobrojane operacije esencijalne.
Tada, ukoliko je n dovoljno veliko, bar dve od ovih 2"7P~% operacija moraju biti
jednake, posto je p,(S) < en”. Ali, vrednosti eksponenata «; u dve reci koje
indukuju ove operacije se moraju razlikovati bar za jedno 1 < i < m i tacka
(1) ove leme dopusta da pretpostavimo da je to slucaj za i = 1. Na taj nacin
dobijamo da na S vazi identitet

(o) a _ 2, B2 B
X1 TpY1Ys” o Y Tt e Tpg = T1 - TpYiYn oo Y Tt 1 - - - Tpig,

koji zamenom y; =y, Y2 = ... =y, = 2 daje
a o 2.b
T1 o TPYZ i Tpit o Tppg = X1 ... TpY 2 Tpi1 - . . Tpig,

gdejea =as+...+a, 1b= P+ ...+ B, Najzad, neka S zadovoljava
periodi¢ni identitet #'7* = 2! (takav identitet postoji zbog kona¢nosti polugrupe
S). Odaberimo d € N tako da je sd > . Tada u S vazi % = %% za sve t > d.
Zamenimo z°¢ umesto z u gornjem identitetu. Tada je lema u ovom slucaju
dokazana, posto

zsda — st — stb

vazi u S, pa je dovoljno staviti k& = sd da bismo dobili (9).

Drugi slucaj dobijamo kada postoji m > 11 aq,...,an, € {1,2} tako da op-
eracija Ty ...y .. YS"Xpiq . . . Tpyg Nije esencijalna na S. Po Lemi 4.1.3, S
je tada nilpotentno prosirenje proste polugrupe. Kako je S konacna, ta prosta
polugrupa je u stvari kompletno prosta i stoga izomorfna nekoj matri¢noj polu-
grupi M[G; I, A; P]. Ako je G trivijalna grupa, tada je S nilpotentno prosirenje
pravougaone trake, pa tada po Teoremi 3.4.4 (iii), S zadovoljava i (9) i (10) za
neko p, q i proizvoljno k.

Dakle, stvarno interesantan slucaj je kada je G netrivijalna grupa. Kako
uoCena matricéna polugrupa sadrzi |I x A| izomorfnih kopija grupe G, to mozemo
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posmatrati G kao podgrupu polugrupe S. Sada je jasno da posmatrana operacija
zavisi od svih promenljivih x;, ¢ < ¢ < p + ¢ i od onih promenljivih y; za koje je

a; = 1, posto mozemo svim ostalim promenljivim dodeliti za vrednost jedinicu

grupe G 1 pustiti uocenu promenljivu da uzima (bar dve) razlicite vrednosti iz G.
Prema tome, nasa operacija ne zavisi od neke promenljive y; za koju je a; = 2.
Ponovo postavljajuéi vrednosti svih ostalih promenljivih na jedinicu grupe G,
zakljucujemo da y]2 nije esencijalna operacija na grupi G. To je moguce samo ako
je G Booleova grupa. Ali, u tom slucaju grupa G zadovoljava identitet 2 = x,
pa su zato sve operacije oblika

1 b
Ty XYy o Y Tptd - Tptgs

gde je 9; € {1,3} za sve 1 < i < m, esencijalne na G, a time i na S. Sada samo
preostaje da se ponovi razmatranje iz prvog slucaja primenjeno na ove operacije,

kako bismo dobili (10). u

Prva glavna teorema u vezi sa kona¢nim polugrupama sa polinomski ogranice-
nim p,-nizom je slede¢a. U njoj su posmatrane polugrupe karakterisane preko
identiteta koje zadovoljavaju.

TEOREMA 3.5.2. (Crvenkovi¢, Dolinka [20]) Neka je S konac¢na polugrupa.
Njen p,-niz je polinomski ogranicen ako i samo ako vazi bar jedan od sledec¢a dva
uslova:

(i) Postoje p,q,s € N tako da S zadovoljava identitete:

1o XYyl - Tprg = L1 TpZYTpid - Tpigs (11)

2
1o TpY Tpit - Tppghs = T1---TpYTpi -« Tphgts (12)

(ii) Postoje p,q,s,t € N tako da S zadovoljava identitet (11), kao i sledece
identitete:

3 _
Lo TpY it - Tpigrs = T1.o TpYTpit-- - Tpigrss (13)

Ty p(Yr e Y) Tprt - Tprgrs = T1ee TpTpil - Tprgrs  (14)

Dokaz. (=) Najpre, primetimo da je egzistencija p,q € N takvih da S zadovo-
ljava (11) obezbedena tackom (1) Leme 3.5.1.

Pretpostavimo prvo da S zadovoljava identitet oblika (9). Tada na S vazi i

k 2 _k
Ty - TpYZ Tpy1 - - Tpts- - Tppgts = L1« - TplY 2 Tpy1 .. - Tpys -+ Lpigts

za sve s > 0. Odaberimo s = (k — 1)|S| + 1 i posmatrajmo proizvoljan niz

(ay, ..., ap,b,c1y . CoyQpity . oy Gpig)
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elemenata polugrupe S. Po Dirichletovom pricipu, medu ¢y, ..., cs postoji bar k
jednakih elemenata. Posmatrajmo proizvod

ay . ..apbcy ... Cslpyn ... Qpiq-

Po (11), faktori ¢;, 1 < i < s, se mogu permutovati tako da uocenih k jednakih
(recimo, ¢;;, = ... =¢;,, = ¢) dodu odmah do b, i to sa desne strane. Dobijamo

k
ay . ..apbcicy .. G 1Ciq1 . Apyt - Gptg-
Po (9), gornji proizvod je jednak
2 k
Ay ...apb™cer .. Ci1Ci 41 - Apgl - Gpg.

Najzad, primenimo permutaciju faktora koja je inverzna malopredasnjoj. Rezul-
tat je

aj... apb201 e Cslpi - - (g
Posto smo posli od proizvoljnog niza elemenata iz S (tj. proizvoljne valuacije),
time smo upravo pokazali da na S vazi (12).

U suprotnom, S zadovoljava (10), ali ne i (9). Tada mozemo pokazati da na S
vazi (13) na potpuno isti na¢in kao $to smo to ucinili za (12) malopre, sa jedinom
razlikom §to se b zamenjuje sa b® umesto sa b%. Stavise, videli smo u dokazu tacke
(2) Leme 3.5.1 da S ima neesencijalnu operaciju oblika

e %1 at
T TpYy Yy T e T

gde je aq,...,aq € {1,2} i pri tome neesencijalne promenljive mogu biti samo
one y; za koje je a; = 2. Ali, tada je jasno da operacija

2 2
Ty Tply -+ Y Tpt1 - - - Tpgtsy

koja je jednaka

2
1o Tp(Y1 oY) Tprt - Tptgtss

takode nije esencijalna, pri cemu su sve neesencijalne promenljive medu yq, . . ., ;.
Po Lemi 1.1.3, gornja operacija ne zavisi ni od jedne od njih (posto je invarijantna
na sve permutacije promenljivih w1, ..., y;), pa tako S zadovoljava identitet

Ty (Y1 YD) Tt - Tprgrs = T - .xpxi’fllxpw e Tpigits
Uzimajuéi s = (k—1)|S|+2 i primenjujuéi (13) na desnu stranu gornjeg identiteta,
dobijamo upravo (14), kao sto se i trazilo.

(<) U ovom delu dokaza, nas zadatak se sastoji u tome da nademo polinomno
ogranicenje za p,(S) na osnovu sistema identiteta (11), (12), odnosno (11), (13),
(14), respektivno.
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Podimo najpre od pretpostavke da S zadovoljava identitete (11) i (12) za
neke p,q,s € N. Kao posledicu (11) imamo da je svaka re¢ sa n > p + ¢ slova
ekvivalentna nad S nekoj reci oblika

Tip oo Ty AT T (15)
gde je v; > 0 zasve 1 <i < n (2 oznacava praznu re¢). Jasno, najvise p + ¢
od brojeva 7; moze biti jednako 0, jer u suprotnom posmatrana rec¢ sadrzi manje
od n razlicitih slova. Kombinovani efekat identiteta (11) i (12) je taj da mozemo
smatrati da je 7; < 1, ukoliko je n > p+ ¢ + s. Stoga broj reci neekvivalentnih

nad S koje sadrze promenljive x1, ..., x, nije veéi od
pt+q n
S < )
m
m=0

Sto je polinom po n stepena 2(p+q). Zato, ako je n > p+q+ s, tada imamo poli-
nomsku gornju granicu za p,(.S), pa tako postoji i polinomsko gornje ogranicenje
za p,(S) za sve n > 1.

Razmatrajmo sada slucaj kada S zadovoljava identitete (11), (13) i (14) za
neke p, q,s,t € N. Kao i malopre, svaka n-arna rec¢ je S-ekvivalentna reci oblika
(15). Medutim, za n > p+ q + s identitet (13) implicira slabiju restrikciju 7; < 2
za 1 <i < n. Sdruge strane, identitet (14) povlaci da za n > p+q+s-+t mozemo
smatrati da je strogo manje od ¢ od brojeva ~; jednako 2 i da je, naravno, ne vise
od p + q od njih jednako 0. Tako, za n > p + q¢ + s 4+ t dobijamo

pa(S) < it i Z (Z) (n | m)'

m=0 [=0

Ocito, desna strana gornje nejednakosti je polinomska funkcija po n stepena
20p+q) +t—1. n

Analogno kao i u prethodnom odeljku, polugrupe koje ovde razmatramo se
mogu i strukturno opisati. Njihova struktura ¢e ponovo biti data u terminima
nilpotentnih prosirenja. Prethodno nam je potrebno pomo¢no tvrdenje, ¢ija je
uloga da uc¢ini gornju teoremu operativnijom za dalji rad.

LEMA 3.5.3. Neka je S konacna polugrupa i m € N takvo da je S™ = S™*1.
Tada S ima polinomski ogranicen p,-niz ako i samo ako vazi bar jedan od sledeca
dva uslova:

(i) za sve a,d € S™ ib,c € S vazi abed = acbd i ab*d = abd,

(ii) za sve a,d,e € S™ ib,c € S vazi abcd = acbd, ab*d = abd i ad’e = ae.
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Dokaz. Cinjenica da je bar jedan od data dva uslova potreban sledi iz prethodne

teoreme, S¥ = Im(x;, ...x;,) za razlicite i1, ...,i i inkluzije S¥ D S™ za sve
k € N. Dokaz obratne implikacije se sastoji od ocevidne transkripcije datih
uslova (i) i (ii) u odgovarajuce uslove Teoreme 3.5.2zap=qg=s=t=m. ®

TEOREMA 3.5.4. (Crvenkovié¢, Dolinka [20]) Neka je S konacna polugrupa.
Njen p,-niz je polinomski ogranic¢en ako i samo ako je S nilpotentno prosirenje
medijalne polugrupe M (polugrupe koja zadovoljava identitet xyzt = xzyt) koja
jos zadovoljava ili xy*z = xyz, ili xy*z = x2.

Dokaz. (=) Neka je m € N takvo da vazi S™ = S™!. Tada je polugrupa
S nilpotentno prosirenje (indeksa m) svog ideala S™, pa ova implikacija sledi
neposredno iz Leme 3.5.3.

(<) Najpre pretpostavimo da je .S nilpotentno prosirenje medijalne polugrupe
M koja zadovoljava identitet xy%2 = xyz. Tada je S™ C M i stoga a370 = ay35
i af*y = afy vazi za sve a, 3,7,0 € S™. Pokaza¢emo da ovo povlaci uslov (i)
Leme 3.5.3. Neka je a,c,d € S™ ib € S. Tada postoje ai,as € S™ tako da je
a = ajas, bududi da je S™ = S?™ = (S™)%. Tako, imamo

abed = ajasbed = ajcasbd = ayascbd = achd.

(Naravno, ovde i u narednim redovima koristimo ¢injenicu da ako u € S™iv € S,
tada uv,vu € S™.) Sada uz pretpostavku a,d € S™ i b,c € S, gde je a = ajay i
d = dyd,, dobijamo

abed = a1a2bcd1d2 = alcdladeQ = alCCLlebdQ = a1a20d1bd2 = a1a20bd1d2 = CLde,

sto je tacno prvi deo tacke (i) Leme 3.5.3. Neka je sada a,c € S™, b € Si
a = aiay. Primenom identiteta zy?z = zyz sledi

ab’c = ajas(b’c) = ayaib*c = ai(axb)’c = ajasbe = abe,

Sto se 1 trazilo.

Podimo sada od pretpostavke da je M medijalna polugrupa koja zadovoljava
identitet zy?z = xyz. Identi¢no kao i u prethodnom pasusu pokazujemo da vazi
abed = acbd za sve a,d € S™ i b,c € S. Primetimo da je identitet xy®z = xyz
direktna posledica identiteta xy?z = xz. Zato za a,c € S™, b€ Sia = a,ay vazi

ab’c = ayas(b*c) = ayadb®c = ai(axb)*c = ayasbe = abe

ab’c = ayay(b’c) = a1ajb®c = ajas(agh)’c = ajasc = ac,

tj. dobijamo tacku (ii) Leme 3.5.3. Dokaz je time kompletiran. |
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PRIMER 3.5.5. Polugrupe sa konstantno ogranicenim p,-nizom, opisane u
Teoremama 3.4.4 1 3.4.7 trivijalno imaju polinomski ogranicen p,-niz. I zaista,
lako mozemo videti da one stvarno zadovoljavaju uslove gornje teoreme. Naime,
polumreze i Booleove grupe su komutativne (i stoga medijalne), dok za pravo-
ugaone trake vaze identiteti zyzt = xt = xzyt. Polumreze i pravougaone trake
su idempotentne, pa zadovoljavaju xy%z = xyz, dok je u Booleovim grupama
y? = 1, odakle je xy?z = xz. Takode, ako je S normalna traka, po Teoremi 3.2.3
sledi p,(S) < n?. Ali, sada svako kona¢no nilpotentno progirenje normalne trake
ima polinomski ograni¢en p,-niz, posto normalne trake zadovoljavaju medijalni
identitet i xy%2 = xyz, kao posledicu idempotentnog zakona.

PRIMER 3.5.6. Videli smo u prethodnim dokazima da se slucaj (ii) Teoreme
3.5.2 moze pojaviti samo ako je S nilpotentno prosirenje matricne polugrupe
MIG; I, A; P], gde je G Booleova grupa (mozemo pretpostaviti da je netrivi-
jalna, jer je u suprotnom re¢ o nilpotentnom proSirenju pravougaone trake, sto
je raspravljeno u prethodnom primeru). Postavlja se pitanje koje od ovih polu-
grupa imaju polinomski ogranic¢en p,-niz. Odgovor daje Teorema 3.5.4. Najpre,
MIG; I, A; P] mora biti medijalna polugrupa, Sto znaéi da za sve a,b,c,d € G,
i, 5,k l €11k A\ u,veNvaz

(a,i, k) (b, j, \){(c, k, u){d,l,v) = {(a,i, k) (c, k, u){b, j, \){d,l, V).

Lako se pokazuje da je gornji uslov ekvivalentan sa

apnjbp)\kcp,uld = apnkcpujbp)\ldv

sto se zbog komutativnosti u G svodi na

PrjPAkPul = PrkPXPuj (16)

za sve j, k.l € Iikr A\ p € A Ako je |G| > 1, tada M[G; I, A; P] ne moze da
zadovoljava identitet xy%2 = xyz, pa na njoj mora da vazi zy?z = xz. To je, na
slican nacin kao i malopre, ekvivalentno jednakostima

PAjPuj = PAkPuk (17)

zasve j,k € I'i A\, u € A. Ali, kako elementi sendvi¢ matrice pripadaju Booleovoj
grupi, nije tesko pokazati da je uslov (17) ekvivalentan uslovu (16). Stoga, trazene
matri¢ne polugrupe su tacno one za koje P zadovoljava uslov (17).
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4.

4.1.

Bermanova hipoteza za konac¢ne polugrupe

U poslednjoj glavi ovog rada dajemo parcijalno resenje Problema 1,
koje, medutim, obuhvata neke od najznacajnijih i u literaturi najvise
izucavanih klasa polugrupa (kao npr. regularne, komutativne, desno (levo)
reduktivne, itd.). Podsetimo, re¢ je o Bermanovoj hipotezi za polugrupe,
koja tvrdi da je p,-niz svake konacne polugrupe ili ogranicen, ili strogo
monotono rastuéi pocev od nekog ¢lana. Konacne polugrupe sa ogranice-
nim pp-nizom su u potpunosti opisane u odeljku 3.4 prethodne glave. U
ovoj glavi najpre dokazujemo da sve konacne sirjektivne polugrupe (polu-
grupe S za koje je S? = S, tj. kod kojih se svi njeni elementi po-
javljuju u tablici) imaju Bermanovo svojstvo. Zatim pokazujemo da ovo
svojstvo imaju kako odredeni tipovi kona¢nih nilpotentnih prosirenja sir-
jektivnih polugrupa (npr. retraktivna prosirenja), tako i konac¢na nilpo-
tentna prosirenja nekih specijalnih klasa sirjektivnih polugrupa. Naravno,
nilpotentna idealska prosirenja polugrupa se nalaze u samom sredistu is-
trazivanja u ovoj oblasti zbog proste ¢injenice da je svaka konacna polu-
grupa nilpotentno prosirenje (konacne) sirjektivne polugrupe.

Slucaj sirjektivnih polugrupa

Za polugrupu S kazemo da je sirjektivna ako vazi S? = S (negde se koristi i
termin globalno idempotentna polugrupa). U sluc¢aju da je re¢ o konacnoj
polugrupi, ova osobina se lako moze vizuelizovati: naime, tada se svi elementi iz
S pojavljuju u tablici polugrupe S. Sirjektivne polugrupe, na primer, obuhvataju
sve regularne polugrupe i sve polugrupe sa jedinicom. U ovom odeljku dajemo
glavni rezultat rada [22] u kojem je pokazano da sve konacne sirjektivne polu-
grupe imaju Bermanovo svojstvo. Kako bismo mogli da dokazemo ovo tvrdenje,
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bi¢e nam neophodan naredni niz lema. Prve dve od njih pokazuju da konacne
sirjektivne polugrupe imaju izvesne slicnosti sa regularnim polugrupama.

LEMA 4.1.1. Neka je S konacna sirjektivna polugrupa. Tada su sve njene
maksimalne D-klase regularne.

Dokaz. Neka je D maksimalna D-klasa u S. Posmatrajmo restrikcije parcijalnih
uredenja L- i R-klasa u S redom na skupove takvih klasa koje su sadrzane u D
(re¢ je o skupovima D/L i D/R, respektivno). U tim uredenjima, odaberimo
po jedan maksimalni element: neka su to L, odnosno R (zapravo, poznato je da
je svaka R-klasa iz D/R maksimalna u D/R i analogno za L-klase, vidi [66],
Propozicija 3.7). Najzad, definisimo H = L N R i uo¢imo proizvoljan element
a€ H.

Posto je S? = S, to postoje b,c € S tako da je a = be. Sledi S'bS' O StaSt,
paje Dy, > D, = D. Kako je D maksimalna D-klasa, to je aDb, tj. b € D.
Takode, bS* D aS!, odakle je bS* = aS'. Zakljuéujemo da je b = as za neko
s € S. Na analogan nacin, ¢ = ta za neko t € S. Dakle, imamo da je

a = asta,

pa je element a regularan, a time i cela klasa D. ]

LEMA 4.1.2. Neka je S konacna sirjektivna polugrupa koja nije unija grupa.
Tada postoji a € S i idempotent e € S tako da H, nije grupa i vazi ea = a ili
ae = a.

Dokaz. Kako S nije unija grupa, u S postoje D-klase koje sadrze H-klase koje
nisu grupe. Neka je D maksimalna D-klasa u S sa gornjom osobinom (koja
postoji zbog konacnosti 5).

Ako je D regularna, neka je tada H C D jedna od H-klasa koja nije grupa i
odaberimo a € H na proizvoljan na¢in. O¢ito, element a je regularan, pa postoje
idempotenti e, f € D tako da je ea = af = a.

U suprotnom slucaju, klasa D nije regularna, pa ne sadrzi grupne H-klase.
Na isti na¢in kao i u Lemi 4.1.1, posmatrajmo H-klasu H koja je presek po jedne
maksimalne £- i R-klase sadrzane u D i neka je a € H. Kako je polugrupa S
sirjektivna, to je a = bc za neke b, c € S. Jasno, R, < Ry i L, < L.. Ako bi u oba
slucaja vazile jednakosti, tada bi bilo b = ab', ¢ = ca za neke V/, ¢ € S*, odakle
bismo dobili @ = a? ili @ = axa za neko x € S. U oba slucaja bi element a bio
regularan, sto je u suprotnosti sa pretpostavkom o neregularnosti klase D. Zato
mora biti R, < Ry ili L, < L.. Po konstrukciji, ovo znaci da je D = D, < D, ili
D =D, < D,., paje bar jedna od klasa D,, D, regularna. Ukoliko je D, regularna
klasa, nalazimo idempotent e € D, tako da je eb = b, odnosno ea = a. Sli¢no,
ako je klasa D, regularna, tada je af = a za odgovarajuéi idempotent f € D.. m
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LEMA 4.1.3. Neka je S konac¢na polugrupa, m € N takvo da je S™t = S™ i f
njena n-arna term operacija indukovana termom u kome figurisu sve promenljive
Z1,...,Tn. Ako polugrupa S™ nije prosta, tada je operacija f esencijalno n-arna.

Dokaz. Najpre primetimo da je dovoljno dokazati lemu za slucaj kada je S sir-
jektivna polugrupa, odnosno kada je m = 1, posto se u opstem sluc¢aju umesto S
moze posmatrati ideal S™ (koji je po datom uslovu sirjektivan) i restrikcija f|gm.
Dakle, neka je S% = S.

Po pretpostavci leme, S ima bar dve D-klase. Medu njima postoji bar jedna
maksimalna (jer je polugrupa S konaé¢na), recimo D. Takode, konaénost S povlaci
da je klasa D regularna, po Lemi 4.1.1. D tada mora da sadrzi idempotentan
element, recimo e € D. Dalje, odaberimo proizvoljan element a € S\ D. Tada
vazi

Medutim,
fle,....e a,e,... e) #e,
jer bi u suprotnom bilo e € StaS! i stoga S'eS! C StaS!, sto bi, zbog maksi-
malnosti D, impliciralo a € D. To je nemoguce, pa zato f zavisi od svih svojih
promenljivih. ]

Sledece tvrdenje je ocito, ali ga ipak izdvajamo kao posebnu lemu.

LEMA 4.1.4. Ako je S nekomutativna sirjektivna polugrupa, tada operacija l,,
nije totalno simetri¢na ni za jedno n > 2. |

Takode, bi¢e nam potreban jedan od rezultata rada [90].

LEMA 4.1.5. (Putcha, Yaqub [90]) Neka za k > 2 postoji o € G(li,) tako da je
(1) # 1io(k) # k. Tada je operacija l,, totalno simetri¢na za dovoljno veliko n.

Primetimo da je Lema 3.4.3 zapravo specijalni sluc¢aj gornjeg tvrdenja za
ciklus o = (12... k).

Najzad, poslednja lema u ovom nizu je tehnickog karaktera i opisuje izvesne
formalne odnose medu polugrupnim identitetima. Medutim, ona ¢e biti od
kljuénog znacaja kasnije, kada budemo ustanovljavali strogu monotonost pos-
matranih p,-nizova.

LEMA 4.1.6. Neka je S polugrupa koja zadovoljava identitet oblika

pri ¢emu prvo slovo reci W = W (z1, ..., xy) nije x1 i postoji slovo koje se bar dva
puta pojavljuje u W. Tada za dovoljno veliko n postoji rec Wy = Wy(z1, ..., z,)
tako da na S vazi identitet

T1...Tp = :c%WO.
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Dokaz. Ako operacija x5 ...z ne zavisi od x1, tada za sve n > k vazi
_ 2
1T ... Ty = T1T2...Tp.

Zbog toga u daljem pretpostavljamo da xjxs ...z, zavisi od promenljive ;. U
tom slucaju, W mora da sadrzi bar jedno pojavljivanje z;. Dokaz leme sada tece
preko tri pomoc¢na tvrdenja.

Tvrdenje 1. Za sve L € N postoji ng € N tako da za sve n > ngy postoje reci Wy
i W5 za koje S zadovoljava identitet

T1T9 ... Ty = Wl.TlWQ

i |Whl,|Ws| > L.

Dokaz Tvrdenja 1. Neka je n > ng = k+2L—11neka je x; (i # 1) prvo slovo reci
W. Neka su yy, ...,y reci za koje je 129 ...y = Y1Yo .- - Yg, Y1 = T1T2 ... Ty 1
ly;| > L. Tvrdenje sada sledi iz identiteta (18) primenjenog na y1ys . . . Y, imajudi
u vidu da re¢ W sadrzi x;.

Tvrdenje 2. Za sve L € N postoji ny € N tako da za sve n > ng postoje reci Wi,
Wy i W5 za koje S zadovoljava identitet

T1X2 ... Tp = W31’1W4.§U1W5

i [Ws|, [Wal, [Ws| > L.

Dokaz Tvrdenja 2. Neka je x; proizvoljno slovo koje se pojavljuje bar dvaput u
W i neka je ng takvo da na S za sve n > ng vazi

T1T9 ... Ty = Wl.TlWQ

za neke reci Wy i Wy za koje je |[Wy|, [Wa| > max(L+j—1, L+k—j) (takvo ng pos-
toji po Tvrdenju 1). Pisimo WiziWs = 4195 ... yk, gde su yi, ...,y proizvoljne
neprazne reci sa jedinim ogranicenjem da je y; = yx1y; 1|y, [yj| > L. Tvrdenje
sada sledi primenom identiteta (18) na 19 . . . Yx-

Tvrdenje 3. Neka je z; prvo slovo rec¢i W. Akosu U iV reci za koje vazi |[U| > i—1
i|V| >k —1i, tada postoji re¢ Z takva da identitet

UV =212

vazi na S.

Dokaz Tvrdenja 3. Napisimo Ux1V = y1ys ... Yk, gde je y; = x1, 1 primenimo
identitet (18).
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Sada smo u mogucénosti da dokazemo tvrdenje leme. Kao i ranije, neka je x;
prvo slovo re¢i W. Po Tvrdenju 2, postoji nyg € N tako da za sve n > ng, S
zadovoljava

1% ... Xy = Wax1Wax1 Wi

za neke reci Wy, Wy i W5 za koje je |Ws|, [Wyl|, [Ws| > 2max(i—1, k—i). Napisimo
Wy = WW/, egde je |Wj|,|W/| > max(i — 1,k —i). Po Tvrdenju 3, postoje reci
Z1 1 Wy tako da na S vazi

Wi W, = 212y, ZyW] o1 W5 = 2, W.
Sada imamo niz identiteta
1Ty . .. 1y = Wan W W2\ Ws = 2, Z\W] 2, W5 = 27W,
koji okoncavaju dokaz leme. [ ]

Dokaz najavljenog glavnog rezultata ovog odeljka se sada deli na dva sustinski
razlicita slucaja, i to prema tome da li je S unija grupa ili ne. Upravo zato ¢emo
ih izdvojiti u dve posebne teoreme, koje zajedno daju trazeni rezultat. Prvo
razmatramo drugi od navedena dva slucaja.

TEOREMA 4.1.7. (Crvenkovi¢, Dolinka, Ruskuc [22]) Neka je S konacna sir-
jektivna polugrupa koja nije unija grupa. Tada je p,-niz polugrupe S strogo
monotono rastuci pocev od nekog c¢lana.

Dokaz. Ako je polugrupa S komutativna, tada je njena operacija mnozenja strogo
sirjektivna u smislu Bermana i Kisielewicza [9] (vidi odeljak 1.3), pa po Teoremi
1.3.4 sledi da je p,-niz polugrupe S ili strogo monotono rastué¢i od nekog svog
¢lana, ili ogranicen konstantom. Po Teoremi 3.4.7, drugi slucaj se javlja ako i
samo ako je S ili polumreza, ili Booleova grupa ili pravougaona traka, tj. samo
ako je S unija grupa. Zato u preostalom delu dokaza ove teoreme mozemo pret-
postaviti da polugrupa S nije komutativna.

Primenjujuéi Lemu 4.1.2, mozemo (bez umanjenja opstosti) pretpostaviti da
postoji a € S i idempotent e € S tako da H, nije grupa i da je ae = a.

Definisimo preslikavanje ¢ : E,(S) — E,4+1(5) (podsetimo se, E,,(S) oznacava
skup svih esencijalno n-arnih term operacija polugrupe S) tako da je:

(pr)(xla cee ,xn,$n+1) = f(xlv s ,l‘n_l,l‘nl’n+1)-

Po Lemi 4.1.3, gornja definicija je logicki korektna. Rec je o injektivhom pres-
likavanju, jer ako je f #giay,...,a, € S takvi da je

flay,...,a,) #glar,...,a,),
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tada je a, = bc za neke b, c € S, pa je zato
(@f)(alu s '7an717b7 C) # (Spg)<a17 s '7an717b7 C)7

tj. of # vg.
Preostaje da se pokaze da za dovoljno veliko n postoji g € F,1(S) tako da je
of # g zasve f € E,(S). Naime, dokaza¢emo da ovo vazi za ¢ = T, 121 . . . Tp.

Zaista, pretpostavimo da za neko f € FE,(5) vazi

Tpy1X1...Tp = f(xla <o 7xn—17xnxn+1)-

Primetimo da prvo slovo reci koja indukuje operaciju f(z1,..., 2Ty 1, TpZni1) N
moze biti x,,1, kao Sto ni njeno poslednje slovo ne moze biti x,,. Po Lemama
4.1.414.1.5, f #17 za sve 0 € S,,. Zato re¢ koja indukuje operaciju f sadrzi bar
dva pojavljivanja neke promenljive, pa Lema 4.1.6 povlac¢i da za dovoljno veliko
m, S zadovoljava identitet oblika

2
Tt 1 %1 - Ty = Ty WH(Z1, -, Ty Ting1)

zaneku (m+1)-arnu re¢ W. Ako je w njoj odgovarajuca term operacija, zamenom
X1 =...= Ty =€, Ty, = a dobijamo

a=dw(e,...,ea)=a,
za neko r > 2, §to povlaéi da je L, = L2 i R, = R,2. Sledi da a® € H,, §to je
kontradikcija sa Greenovom teoremom, posto H, nije grupa. [ ]

Sada nam jos preostaje da ispitamo ponasanje p,-nizova kona¢nih unija grupa
(one su sve regularne i stoga sirjektivne), ¢ime ¢e nase razmatranje biti kompleti-
rano. Primetimo da je u narednoj teoremi pretpostavka o konacnosti polugrupe
S irelevantna.

TEOREMA 4.1.8. (Crvenkovi¢, Dolinka, Ruskuc [22]) Neka je polugrupa S
unija grupa. Ukoliko S nije ni polumreza, ni Booleova grupa, ni pravougaona
traka, tada postoji nenegativan ceo broj ngy takav da za sve n > ng vazi p,+1(S) >
pn(S) + 1.

Dokaz. Neka je S unija grupa. Po Cliffordovoj teoremi imamo da je S polumreza
kompletno prostih polugrupa. Tacnije, Greenova ekvivalencija J je kongruencija
na S i njene klase su kompletno proste potpolugrupe od S. Oznacimo ih sa S,,
a €Y, gde je Y polumreza.

Po Teoremi Suskevica i Reesa, svaka od ovih polugrupa je izomorfna nekoj
matricnoj polugrupi, tj. za sve a € Y imamo

Sa = M[Go; 1, Ao P
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Sada razlikujemo tri slucaja.
1. slucaj: postoje o, B € ¥ (ne obavezno razliciti) tako da S, nije grupa i Sg
nije pravougaona traka.

Sledi da mora biti |1,| > 2ili |A,| > 2 (razmatrajmo, bez umanjenja opstosti,
samo drugi slucaj), kao i |G| > 2. Najpre, primetimo da ako je |A| > 21 ako na
matriénoj polugrupi M[G; I, A; P] vazi identitet

Ly oo - Ly = Xjy oo Tygy,y

n

tada je i, = jr (u suprotnom, identitet ne vazi ako stavimo x; = (g,i, A1),
xj, = (9,1, A2) za proizvoljno g € G, i € I 1 A, A2 € A, Ay # A2). Isto se moze
reci i za S, posto svaki identitet koji vazi na S mora vaziti na svim polugrupama
Se, €Y.

Tako, za sve f € E,(S) mozemo logicki ispravno definisati I(f) kao indeks
poslednje promenljive bilo koje reci koja indukuje operaciju f. Za datu operaciju
f € E,(9), definisimo operaciju ¢ f na slede¢i nacin:

() (@1, @y Tngr) = (21,0 T0) T Ty

Ako je of = pg za neke f,g € E,(95), tada na S vazi

fxg, ... ,$n)$n+1$l(f) =g(x1,... ,fEn)an!El(g)-

Kao sto smo videli, ovo povlaci I(f) = I(g) = .

Neka su sada ai,...,a, € S proizvoljni elementi. Jasno, svaka kompletno
prosta polugrupa je regularna, pa to vazi i za S. Neka je a, 1 bilo koji inverzni
element za q;. Sledi:

flay,...;an) = flar,...,an)an1a; = glay, ..., ap)an10; = g(ay, ..., a,),

tj. f = g. Stoga je preslikavanje ¢ injektivno.
Kako je [A,| > 2, to lako sledi da ¢ f zavisi od x;(s). Takode, ako je 1 <k < n,
k#1(f)iakosuay,...,ax_1,a,b,...,a, € S takvi da vazi

flag, ... ap_1,a,a541,...,a,) # fla1, ..., a1, g1, ..., a,),

tada zamenjujuci x,, bilo kojim inverznim elementom za a(y, a ostale promen-
ljive kao u gornjoj relaciji, zaklju¢ujemo da ¢ f zavisi od z;. Najzad, stavimo

T1=...= T, = <p;i1,i, A), Tpi1 = (9,1, \)

za proizvoljno odabrane g € Gg, @ € Iz, A € Ag. Za ove argumente, ¢f ima
vrednost

(Dxi > 5 AN g, AV pait i, A) = (9,1, A).
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Na taj nacin, ¢f zavisi i od ,41, jer je |Gg| > 2. Da bismo dobili nejednakost
Pnr1(S) > pu(S)+1, dovoljno je uociti da je o f # xy ... 2,241 zasve f € E,(S5),
jer je

J(@1, o T) T Ty () 7 01 - - T g

2. slucaj: S je polumreza pravougaonih traka.

Tada je polugrupa S idempotentna, pa je S ili polumreza, ili pravougaona
traka, ili njen p,-niz strogo monotono raste pocev od nekog clana, na osnovu
rezultata Kisielewicza [60, 64].

3. slucaj: S je polumreza grupa.
U ovom slucaju sve J-klase od S su grupe i S je Cliffordova polugrupa, sto

znaci da su svi njeni idempotenti centralni (tj. komutiraju sa svim elementima
polugrupe S). Neka e, oznacava jediniéni element J-klase J,.

Za f € E,(5), definisimo

<wf)<x17 s 7xn7xn+1) = f(«rl, Ce 7xn>xn+1.

Ako je f = g za neke f,g € E,(S)1ay,...,a, € S, tada zbog centralnosti
svih idempotenata u S lako sledi da je

flay,...;an)eq, = flay, ... a,).

Tako, stavljajuéi bilo koje vrednosti za z1,...,z, i e, umesto =,y (gde je a;
vrednost promenljive z;), dobijamo f = g, pa zakljucujemo da je preslikavanje v
injektivno.

Sada posmatrajmo aq,...,a,_1,a,b, ags1,...,a, € S tako da je

flay,...,ap_1,a,a541,...,a,) # fla1, ..., ak_1,b,a11,-..,an).

Ako je n > 2, tada mozemo odabrati 1 < m < n tako da je m # k. Ako za-
menimo Z, 1 = €,,, (a ostalim promenljivama dodelimo vrednosti kao i malopre),
dobijamo da v f zavisi od zy za sve 1 < k < n. Bez umanjenja opstosti, mozemo
pretpostaviti da je |J,| > 2 za neko a € S, jer je u suprotnom S idempotentna
polugrupa, pa tada postupamo kao i u drugom slucaju. Dakle, ako je a’ € J,,
a' # a, tada je

flea . eq)a=ca=a#a =eya =ea = f(eg,..., e.)d,

pa ¢ f zavisi od z,41. Tako, f € F,(5) za n > 2 povlaci da je ¢ f € E,11(S5).
Na kraju, ostaje nam da pokazemo da, sem u slucajevima koje mozemo lako
razresiti, vazi ¥ f # x1...x,27%,, za sve f € E,(S). Zaista, ako bi bilo ¢ f =
zy...x,x5,, za neku esencijalno n-arnu term operaciju f na S, tada je za sve
a €S,
a= f(eq,...,eq)a=era*=a*,
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tj. S je ponovo idempotentna polugrupa.

Preostaje da se pokaze da je xy...x,z2,, zaista esencijalno (n + 1)-arna
operacija na S. O¢ito, ona zavisi od z1, . .., x, na svakoj netrivijalnoj J-klasi J,.
Dakle, treba jos ispitati da li zavisi i od x,;.

Mozemo pretpostaviti da .S ima bar dve [J-klase, jer je u suprotnom .S grupa
koja nije Booleova, pa stoga oCito ima strogo monotono rastuci p,-niz. Neka je,
dakle, J, # J,. Tada je e, # €. Posto je S Cliffordova polugrupa, imamo

€q€p = €p€qy.

Medutim, gornji proizvod se razlikuje od bar jednog od elemenata e,,e,. Na
primer, neka je eq,e, # e, (drugi slucaj je analogan). Tada stavimo x; = ... =
Tp = €q 1, redom, z,11 = e, 1 T,11 = €, pa otuda odmah uocavamo da je
T1...cax € E,(S), ¢ime je dokaz zavrden. u

4.2. Slucajevi raznih drugih tipova konac¢nih polugrupa
dobijenih putem nilpotentnih prosirenja

Kao sto smo to veé¢ vise puta naglasili, pretpostavka o konacnosti polugrupe S
ima za posledicu da je niz njenih ideala S O S? D ... D S™ D ... konacan,
tj. on se stabilizuje za neko m € N. Drugim re¢ima, imamo S™ = S™*! pa
je ideal S™ sirjektivan. Tako je svaka kona¢na polugrupa nilpotentno prosirenje
neke sirjektivne polugrupe, pa je prirodno da se resenje Bermanove hipoteze za
polugrupe trazi kroz razmatranje strukture raznih nilpotentnih prosirenja.

U tom smislu, resavanju Bermanove hipoteze za nesirjektivne polugrupe se
moze pristupiti na dva nacina. Jedan je da se posmatraju odreden: tipovi konacnih
nilpotentnih prosirenja proizvoljnih sirjektivnih polugrupa, dok je drugi da se
analiziraju proizvoljna konacna nilpotentna prosirenja nekih klasa sirjektivnih
polugrupa. U oba ova pravca su u radovima [22, 23] dobijeni izvesni parcijalni
rezultati, koje ovde prikazujemo.

Najpre, na pocetku ovog odeljka dajemo osvrt na neke rezultate prvog tipa.
Za ideal I polugrupe S kazemo da je retraktivan ako postoji S-endomorfizam
n tako da je n(S) = I i n* = n (tj. n(a) = a za sve a € I). U tom slucaju,
za S kazemo da je retraktivno (idealsko) prosirenje polugrupe /I (odnosno
proizvoljne polugrupe izomorfne sa I'). Nilpotentno retraktivno prosirenje .S polu-
grupe T, pri ¢emu je nilpotentna polugrupa S/T indeksa m, zovemo (usvajajuci
terminologiju iz [14]) m-inflacija polugrupe T. Primetimo da se za m = 2 ova
definicija poklapa sa dobro poznatim pojmom inflacije polugrupa. U vezi sa
retraktivnim prosirenjima imamo sledec¢e znacajno tvrdenje. Podsetimo, poddi-
rektan proizvod polugrupa 57 i S; je potpolugrupa direktnog proizvoda S7 X S,
¢ije su projekcije redom celo Sp, odnosno S5.
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TEOREMA 4.2.1. (Petrich [80, Posledica I11.6.7]) Neka je polugrupa S retrak-
tivno prosirenje od T polugrupom @) = S/T. Tada je S poddirektan proizvod
polugrupa T' i Q).

Gornja teorema upucuje na ispitivanje poddirektnih proizvoda polugrupa, pri
¢emu neki od faktora imaju Bermanovo svojstvo.

TEOREMA 4.2.2. (Crvenkovi¢, Dolinka, Ruskuc [22]) Neka je T konacna po-
lugrupa, a () polugrupa sa osobinom da postoji m € N tako da za sve n > m, Q)
zadovoljava sve identitete sa n promenljivih koji vaze naT'. Ako je S poddirektan
proizvod T' i Q, tada za sve n > m vazi p,(S) = p,(T). Prema tome, ako T' ima
Bermanovo svojstvo, onda to svojstvo ima i S.

Dokaz. Neka je operacija f € E,(T) indukovana termom (polugrupnom reéi) W.
Tada W indukuje esencijalno n-arnu operaciju na S, jer ako su aq,...,a;_1,a,b,
Qit1,---,0, €T takvi da je

f(al, ey Ai—1,0A,Q441, - . .,an) 7& f(al, P ,ai_l,b, Ait1y - - .,an),

tada postoje q1,...,¢-1,¢,7,Gi+1,---,qn € Q tako da je

<a17 q1>7 B <a'i—17 Qi—1>> <a'7 q>7 <b7 T>7 <a'i+17 qi+1>7 CIR <an7 Qn> € S)

pa je stoga dovoljno za sve j # ¢ promenljivama x; dodeliti redom vrednosti
(aj,q;) 1 za z; uzeti redom (a,q) i (b, r).

S druge strane, pretpostavimo da f ne zavisi od x;. Tada postoji re¢ W' koja
ne sadrzi x; tako da na T vazi identitet W = W’. Ali, ako je pri tome n > m, tada
po uslovima teoreme () takode zadovoljava ovaj identitet, pa zato ni operacija
koju W indukuje na @) ne zavisi od x;. Tako, W ne indukuje esencijalno n-arnu
operaciju ni na S.

Najzad, posmatrajmo reci Wy i Wy koje sadrze promenljive x4,...,x,, pri
¢emu smo pretpostavili da je n > m. Ako one indukuju istu operaciju na S,
tada one jasno indukuju istu operaciju i na 7', jer je prva projekcija poddirektnog
proizvoda celo T'. Obratno, ako ove re¢i indukuju istu operaciju na 7', tada T
zadovoljava identitet W, = Wy, Ali, tada i @) zadovoljava taj identitet, odakle
sledi da on vazi u S, tj. da Wy i W5 indukuju istu operaciju na S.

Sada su gornja razmatranja dovoljna kako bismo zakljucili da za sve n > m
vazi pp(S) = pn(T). m

POSLEDICA 4.2.3. Sve konac¢ne m-inflacije sirjektivnih polugrupa imaju Ber-
manovo svojstvo za sve m € N.
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Dokaz. Najpre, svaka nilpotentna polugrupa indeksa m trivijalno zadovoljava
sve regularne identitete (identitete u kojima se sve promenljive pojavljuju sa obe
strane) sa bar m promenljivih. Dakle, ako posmatrana sirjektivna polugrupa
zadovoljava samo regularne identitete, onda tvrdenje sledi direktno iz Teoreme
4.2.2. U suprotnom, sirjektivna polugrupa koju razmatramo mora biti prosta, po
Lemi 4.1.3. Posto je ona konacna, re¢ je o kompletno prostoj polugrupi i stoga,
o uniji grupa. U tom slucaju, tvrdenje je posledica Teoreme 4.2.5 date nize. ®

POSLEDICA 4.2.4. Neka je polugrupa S poddirektan proizvod konacne sir-
jektivne polugrupe T i polumreze Y. Tada S ima Bermanovo svojstvo.

Dokaz. Slicno kao i u prethodnoj posledici, Lema 4.1.3 povlac¢i da ako T nije
prosta polugrupa, tada T' zadovoljava samo regularne identitete. Medutim, svaka
polumreza zadovoljava sve regularne identitete, pa u ovom slucaju tvrdenje sledi
neposredno iz Teoreme 4.2.2.

U suprotnom, S je poddirektan proizvod konacne (i stoga periodi¢ne) komp-
letno proste polugrupe i polumreze, odakle po Zadatku IV.5.7.1 iz [80] sledi da
je S regularna (pa time i sirjektivna) polugrupa. Tvrdenje sada sledi iz Teorema
4.1.714.1.8. ]

Primetimo da je u Teoremi 4.2.2, kao i u prethodnoj posledici, konacnost
polugrupe ), odnosno polumreze Y nebitna.

Kasnije ¢emo videti da smo gornju Posledicu 4.2.3 mogli dobiti i na drugi
nacin, u kontekstu strogih nilpotentnih prosirenja (vidi Posledicu 4.2.10).

Sada prelazimo na rezultate drugog tipa, opisane u uvodu ovog odeljka, kada
se restrikcije namecu na sirjektivne polugrupe, pa se onda razmatraju njihova
proizvoljna konacna nilpotentna prosirenja. Jedan u klasi tih rezultata je i sledeci;
na njega smo se ve¢ pozvali u Posledici 4.2.3, pa je pogodno da ga sto pre i
dokazemo.

TEOREMA 4.2.5. (Crvenkovié¢, Dolinka, Ruskuc [23]) Neka je konacna polu-
grupa S nilpotentno prosirenje unije grupa T. Ako T nije ni polumreza, ni
Booleova grupa, ni pravougaona traka, tada postoji nenegativan ceo broj ng tako
da za sve n > ng vazi pp+1(S) > pn(S) + 1.

Dokaz. Neka je S konac¢no nilpotentno prosirenje unije grupa 7' indeksa m, §to
znaci da zasve ai,...,am € Svaziay...a, €T, tj. S™ =8 iT =85m,

Zbog konacnosti S, mozemo pretpostaviti da postoji r € N tako da vazi
2" =z za sve x € T (na primer, r se moze odrediti kao n.z.s. redova maksi-
malnih podgrupa od T'). Ako je f = f(x1,...,x,) esencijalno n-arna operacija
na S, definisimo operaciju ¢ f na slede¢i nacin:

(QOf)(SL’l, <oy T, anrl) = franrlf.
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Ocito je da je (of)(x1,...,xn, f7) = [.

Primetimo da za sve n > m, f(ai,...,a,) € T za sve ay,...,a, € S. Zbog
toga, odaberimo ny = m. Sada dokazujemo da za n > ng, ¢f zavisi od svih
svojih promenljivih.

Ako ¢f ne zavisi od x,1, tada je T' po Lemi 4.1.3 prosta polugrupa. Takode,
polugrupa 1" tada mora biti idempotentna, jer bismo u suprotnom mogli da kao
vrednost promenljivama xy, ..., x, dodelimo jedinicu neke od netrivijalnih pod-
grupa od T i da pustimo x,,; da uzima vrednosti u toj istoj podgrupi. Zak-
lju¢ujemo da je T pravougaona traka, Sto je nemogucée po uslovima teoreme.
Zato ¢ f zavisi od x,11.

Sada pokazujemo da ¢ f zavisi i od promenljivih z4, ..., z,. Po pretpostavci,
f zavisi od svih svojih promenljivih, pa za sve 1 < k < n postoje a,...,ar_1,a,b,
api1,---,a, € 5 tako da je
f(ah sy Q1,05 Qg 15 - - - an) # f(ah sy A1, b7 Af415 - - - 7a'n)-

Oznacimo levu i desnu stranu gornje nejednakosti sa f, i f, respektivno. Pret-
postavimo da za sve x € S vazi

Jarfa= fyxfo.

Tada za x = f, imamo

fa = f{f;fba
pa sledi Ly, < Ly, i Ry, < Ry,. Zamenjujuéi x = f; dobijamo obratne nejed-
nakosti, pa f, i f, pripadaju istoj grupnoj H-klasi od S, koja je sadrzana u T zbog
n > ng. Najzad, zamenimo x = ey, gde je ey jedinicni element u Hy, = Hy, = H.
Sledi f, = fs, Sto je kontradikcija. Zato mora biti flxf, # f,xf, za neko x € S,
a time 1

(pf)ar, ..., ap_1,a, a1, an,x) # (@f)(a1, ..., ak_1,b, ags1, ..., Gpn, T).

Okrenimo se sada ispitivanju injektivnosti preslikavanja ¢. U tome ¢e nam
od pomoc¢i biti u sustini iste ideje kao i malopre. Zaista, pretpostavimo da je
of = ¢g, gde su f i g esencijalno n-arne term operacije na S i n > ng. Neka
su ap,...,a, € S proizvoljni elementi. Pisimo kraée u = f(ai,...,a,) i v =
glay, ..., a,). Sledi

u=v"u"v,
pa imamo L, < L, i R, < R,. Slitno se iz v = u"v"u izvode suprotne ne-
jednakosti, pa je H, = H, = H. Kako je u"*' = w, to mora biti u*Hu, pa
je H grupa; neka je njena jedinica e. Sada zamenimo x,,; = e. Dobijamo
u=u"eu = v"ev = v, odakle je f = g, tj. ¢ je injektivno preslikavanje.

Kako bismo kompletirali dokaz, sada je dovoljno dokazati da za sve n > ng
postoji (n 4+ 1)-arna term operacija na S koja nije oblika ¢ f ni za jednu n-arnu
term operaciju f na S.
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Po Cliffordovoj teoremi, T" je polumreza Y kompletno prostih polugrupa, reci-
mo 7, @ € Y. Ako neka od njih nije grupa (pa ima, na primer, bar dve £-klase),
tada na njoj ocito ne vazi

(f(z1, . x0) T f(T1, -, Tp) = X1+ TpTp

za proizvoljno f, paje of # x1...2,%041.

Drugi sluc¢aj nastupa kada je T' polumreza grupa. Tada imamo u potpunosti
istu situaciju kao u tre¢em slucaju dokaza Teoreme 4.1.8: klase Greenove ekviva-
lencije J su grupe, pri ¢emu mozemo pretpostaviti da je za neko a € T', |J,| > 2
(jer je u suprotnom 7" polumreza, $to je nemoguée). U ovom slu¢aju pokazujemo
daje pf # x1...z,22%, . Ako ovo ne bi bilo ta¢no za neku n-arnu term operaciju
f, stavimo x1 = ... =z, = €, 1 T,41 = a, gde je e, jedinicni element grupe J,.
Imali bismo a = a?, §to povlaci |J,| = 1. Kontradikcija.

Preostaje samo da se vidi da li je 2y ...2,22,, esencijalno (n + 1)-arna ope-
racija na S. Ali, moze se pokazati da je ona esencijalno (n + 1)-arna ve¢ na T,
i to na potpuno isti nac¢in kako je to ucinjeno na kraju dokaza Teoreme 4.1.8.
Time je dokaz zavrsen. ]

Polugrupa S je desno (levo) reduktivna ako za sve a,b € S iz pretpostavke
da je ar = bz (ra = zb) za sve x € S sledi da je a = b. Ako govorimo o konaénim
polugrupama, ovo je ekvivalentno tvrdenju da se u tablici polugrupe S ne po-
javljuju dve iste vrste (kolone). Sada pokazujemo da sva kona¢na nilpotentna
prosirenja desno (levo) reduktivnih polugrupa imaju Bermanovo svojstvo. Zap-
ravo, tvrdenje koje ¢emo dokazati je ¢ak nesto opstije.

TEOREMA 4.2.6. (Crvenkovi¢, Dolinka, Ruskuc [23]) Neka je S konacna polu-
grupa. Ako postojim € N tako da je njen ideal S™ desno (levo) reduktivan, tada
S ima Bermanovo svojstvo.

Dokaz. Neka je S™ desno reduktivni ideal polugrupe S (slu¢aj sa levom reduk-
tivnoséu se razmatra analogno). Ako jen >mi f = f(z1,...,2,) je esencijalno
n-arna operacija na S, definisimo (n + 1)-arnu operaciju ¢ f sa

(D) (@1, s Ty Tpa1) = f(T1, 00, Tp) Tt

Ako ¢ f ne zavisi od neke od svojih promenljivih, tada je S nilpotentno prosirenje
proste polugrupe (po Lemi 4.1.3) i stoga (zbog konaé¢nosti S) nilpotentno prosi-
renje unije grupa, pa rezultat sledi iz Teoreme 4.2.5. U suprotnom, operacija ¢ f
je esencijalno (n+1)-arna. Osim toga, ako je ¢f = ¢g, tada za sve ay,...,a, € S
imamo

flay,...;an)x = g(ay,. .., a,)x,

zasve x € S. Kako f(ay,...,a,),9(a1,...,a,) € S™, tomorabiti f(a,...,a,) =
glay,...,ay,), pasledi f = g. Zato je ¢ injektivno preslikavanje.
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Preostaje da se nade esencijalno m-arna operacija na S koja nije oblika ¢f.
Posmatrajmo, najpre, operaciju x, 112 ...z, i pretpostavimo da na S vazi

Tpi1T1 - Ty = f(T1,. ., Tp)Tpa

za neku esencijalno m-arnu operaciju f. Ako re¢ koja indukuje f sadrzi bar
dva pojavljivanja neke promenljive, tada po Teoremi 1 rada Ciri¢, Bogdanovi¢
[28] sledi da je S nil-prosirenje unije grupa. U stvari, re¢ je o nilpotentnom
prosirenju unije grupa, posto je dobro poznato da je svaka konac¢na nil-polugrupa
nilpotentna, pa tvrdenje ponovo sledi iz Teoreme 4.2.5.

Preostali slucaj je kada je f oblika x4y ... T, za neku permutaciju o € S,,.
To znaci da S zadovoljava permutacijski identitet u kome se ni prve, ni poslednje
promenljive njegove leve i desne strane, respektivno, ne poklapaju. Po Lemi 4.1.5,
S tada zadovoljava sve permutacijske identitete nad k£ promenljivih za dovoljno
veliko k, tj. S je nilpotentno prosirenje komutativne (sirjektivne) polugrupe 7.
U tom slucaju, posmatrajmo operaciju xy . . .:Unxflﬂ. Po Lemi 4.1.2 (polazeéi od
pretpostavke da T' nije unija grupa), postoji a € T' i idempotent e € E(T) tako
da vazi bar jedan od uslova ae = a i ea = a, pri cemu H, (H-klasa elementa
a) nije grupa. Ali, ova dva uslova su ekvivalentna zbog komutativnosti 7', pa
pretpostavka da na S za neku esencijalno n-arnu operaciju f vazi

.. .:cn:ciJrl = f(x1,. .., Tp)Tns1
povla¢i (nakon zamene x; = ... =z, =€, Tp11 = a)
a’> = e"a’ = fle,...,e)a = ea = a,

Sto protivreci uslovu da H, nije grupa. Tako, operacija x;...1,r2 41 U ovom
slucaju nije oblika ¢ f, pa je teorema dokazana. ]

Na primer, desno (levo) inverzne polugrupe (vidi [1]) su desno (levo) reduk-
tivne, $to je pokazao Venkatesan [102] (stoga su sve inverzne polugrupe istovre-
meno i levo i desno reduktivne). Takode, na osnovu Zadatka II1.1.14.2 iz [80]
vidimo da je komutativna polugrupa sirjektivna ako i samo ako su sve njene ho-
momorfne slike slabo reduktivne, sto znaci da za sve a,b € S pretpostavka
da je ar = bxr i xa = xb za sve x € S povladi a = b. Jasno, za komutativnu
polugrupu su pojmovi slabe, desne i leve reduktivnosti ekvivalentni, pa su sve
konaé¢ne sirjektivne komutativne polugrupe desno (levo) reduktivne. Primedbe
iznesene u ovom pasusu pokazuju da prethodna teorema ima, izmedu ostalog,
sledec¢e dve posledice.

POSLEDICA 4.2.7. Sva konacna nilpotentna prosirenja desno (levo) inverznih
polugrupa imaju Bermanovo svojstvo.
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POSLEDICA 4.2.8. Sva konacna nilpotentna prosirenja komutativnih polu-
grupa (specijalno, sve konacne komutativne polugrupe) imaju Bermanovo svoj-
stvo.

Naravno, sada bi bilo moguce izvesti dokaze analogne dokazu Teoreme 4.2.6,
i to za sve polugrupe S koje imaju esencijalno binarnu term operaciju g(x,y)
koja je desno reduktivna, tj. osobinu da za sve a,b € S iz g(a,z) = g(b,x) za
sve © € S sledi a = b. Bermanovo svojstvo se, dakle, moze pokazati za sva
konac¢na nilpotentna prosirenja takvih polugrupa, posmatraju¢i preslikavanje v
koje esencijalno n-arnoj operaciji f dodeljuje operaciju ¥ f = g(f,x,41). Nije
tesko videti da sve polugrupe sa opisanom binarnom operacijom g(z,y) moraju
biti slabo reduktivne. Postavlja se pitanje kada je tacan obrat, tj. kada slabo
reduktivna polugrupa ima desno reduktivnu esencijalno binarnu term operaciju.
Ukoliko bi to uvek bilo ta¢no, tada bi Bermanovo svojstvo bilo pokazano za sva
konaé¢na nilpotentna prosirenja slabo reduktivnih polugrupa.

Najzad, poslednja teorema ovog rada jeste ponovo rezultat prvog tipa: dakle,
rec je opet o specijalnom tipu nilpotentnih prosirenja. Za prosirenje S polugrupe
T kazemo da je strogo ako za sve s € S postoji t € T tako da za sve x € T
vazi As(x) = M(x) 1 ps(x) = pi(x), gde su A\, 1 p, redom leva, odnosno desna
translacija koja odgovara elementu a € S (A (z) = ax i po(z) = za). Drugim
rec¢ima, imamo da svaki element iz S indukuje na 7" neku njegovu levu, odnosno
desnu translaciju. Sada imamo sledece tvrdenje.

TEOREMA 4.2.9. (Crvenkovi¢, Dolinka, Ruskuc [23]) Neka je S konacno stro-
go nilpotentno prosirenje polugrupe T takvo da je T C S?. Tada S ima Berma-
Nnovo Svojstvo.

Dokaz. Pretpostavimo da je S/T nilpotentna polugrupa indeksa m. Lako sledi
da je u tom slucaju S™ C T. Za proizvoljnu esencijalno n-arnu operaciju
f(z1,...,2,) na S, posmatra¢emo (n + 1)-arnu operaciju £ f definisanu sa

(ff)(xlu s 7xn7xn+1> = f(xla s 7xn~rn+1)-
Jasno je da se svaka re¢ koja na S indukuje operaciju f moze zapisati u obliku
WoTlpWq ... W_1Tp Wi,

gde re¢i wg, wy, . . ., wWi_1, Wy ne sadrze pojavljivanja promenljive x,, i wy, w; mogu
biti prazne reci (u daljem ¢emo pretpostaviti da to nije slucaj, dok u suprotnom
dokaz koji sledi podleze neznatnim i isklju¢ivo tehnickim modifikacijama). Zap-
ravo, U gornjem zapisu su naprosto istaknuta sva pojavljivanja promenljive x,,
u posmatranoj reci. Dalje, ako je n > 2m + 1, tada mora biti ili |we| > m, ili
|wy ... wi_1z,wE| > m. Stoga, bar jedna od ove dve reci indukuje na S operaciju
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¢ije vrednosti leze u S™ za sve moguce vrednosti promenljivih zq, ..., z,. Ako za
1 <i < n, x; ima vrednost a; € S i ako je wf(al,...,an_l) =b;za 0 <7<k,

tada sledi da je
flai, ... a,) = boanby ... bp_1a,by =

= bO)\an <b1 e bk,lanbk) = Pan, (bo)bl e bk,lanbk.

Po datim uslovima, postoji element ¢ € T tako da je A, (x) = M\(z) 1 pa,(z) =
pi(x) za sve x € T. Zakljuéujemo da je

boanbl Ce bk,lanbk = botbl Ce bk,lanbk.
Ocito, gornji proizvod se moze napisati i kao

Pan, (pan<. -« Pay, (botbl) .. )bkfl)bk

Kako je bytb, € T, induktivnim putem se lako pokazuje da je
pt(pt(- .. pt<b0tb1) c. )bkfl)bk = botbl e bkfltbk = f(CLl, e, Qp1, t)

Buduéi da je T' C S?, postoje s1,50 € S za koje je t = s155. Time smo
pokazali da za sve aq,...,a, € S postoje s1, s, € S tako da vazi

f(al, e ,CLnfl,CLn) = f(CLl, e, Qp1, 8182).

Stoga na S vazi {f = £g za neke term operacije f i g ako i samo ako je f = g,
tj. & je injektivno preslikavanje. Zbog Leme 4.1.3 i Teoreme 4.2.5, mozemo
pretpostaviti da £ f zavisi od svih svojih promenljivih. Najzad, ako je operacija
Tpi1Z1 ... T, jednaka nekoj operaciji oblika &f za neku n-arnu term operaciju
f na S, tada se lako zakljucuje da S ili zadovoljava permutacijski identitet i
da je stoga re¢ o nilpotentnom prosirenju komutativne polugrupe (to je reseno
Posledicom 4.2.8), ili re¢ koja na S indukuje operaciju f ima bar dva pojavljivanja
neke promenljive. U poslednjem slucaju, dokaz se zavrSava na potpuno identi¢an
nacin kao i dokaz Teoreme 4.1.7, na osnovu Lema 4.1.2 1 4.1.6. ]

POSLEDICA 4.2.10. Sva konacna stroga nilpotentna prosirenja sirjektivnih
polugrupa imaju Bermanovo svojstvo.

Kako je u Propoziciji 111.4.4 [80] dokazano da je svako retraktivno prosirenje
strogo, to Posledica 4.2.3 o m-inflacijama sirjektivnih polugrupa, kao sto smo to
i ranije najavili, sledi neposredno iz gornjeg tvrdenja.
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Pregled otvorenih problema

Radi preglednosti, jos jednom dajemo spisak otvorenih problema u vezi
sa slobodnim spektrima i p,-nizovima polugrupa koji su postavljeni u radu.

PROBLEM 1. Da li sve konacne polugrupe imaju Bermanovo svojstvo?

PROBLEM 2. Opisati nizove nenegativnih celih brojeva koji su predstavljivi
kao p,-nizovi neke (lokalno) konacne polugrupe.

PROBLEM 3. Opisati sve konacne polugrupe sa log-eksponencijalnim slobod-
nim spektrom. Da li postoji donja granica oblika ¢" (¢ > 1) za log f,(S) za sve
takve polugrupe?

PROBLEM 4. Da li postoji konacna polugrupa c¢iji slobodni spektar nije ni
log-linearan, ni log-eksponencijalan?

PROBLEM 5. Ako Problem 4 ima pozitivno resenje, da li postoji konacna
polugrupa sa log-polinomskim slobodnim spektrom koja nije log-linearna? Ako
da, opisati sve takve polugrupe. Da li postoji konacna polugrupa ciji slobodni
spektar nije ni log-polinomski, ni log-eksponencijalan?

PROBLEM 6. Opisati sve polugrupe S za koje je po(S) > 0, tj. po(S) = 1.

PROBLEM 7. Opisati sve polugrupe sa polinomski ogranic¢enim p,,-nizom.
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