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You see things and ask yourself “Why?”, but
dream of things that never existed and ask

myself “Why not?”

(George Bernard Shaw)



Predgovor

Teorija uopstenih stohastickih procesa je nastala sredinom 50-ih godina u
zelji da se stvori pogodan matematicki alat u okviru kojeg se mogu posmat-
rati i klasi¢ni sluc¢ajni procesi, kao i procesi koje nije moguce definisati u
klasiécnom smislu — na primer proces koji opisuje brzinu polenske cCestice koja
vrsi Brownovo kretanje. Uopsteni stohasticki procesi se javljaju i kao reSenja
siroke klase stohastickih diferencijalnih jednacina (u daljem tekstu SDJ) koje
nemaju resenje u klasicnom smislu.

Fundamentalni koncept u ovoj tezi je pojam belog Suma kao uopstenog
stohastickog procesa nad beskona¢nodimenzionalnim prostorom 8'(R¢). Pocev
od 80-ih godina teorija belog sSuma je dozivela brz razvoj upravo zbog Sirokih
mogucénosti primene ove teorije u modeliranju stohastickih dinamickih feno-
mena koji se pojavljuju u fizici, matematici finansija i dr. pri ¢emu proces
belog Suma modelira brze i nagle, ekstremno velike fluktuacije.

Uopsteni stohasticki procesi se mogu posmatrati kao uopstene slucajne
promenljive sa vremenskim, prostornim, vremensko-prostornim; eventualno
sa visedimenzionalnim parametarskim sistemom. Prostori uopstenih slu¢ajnih
promenljivih (S)* su beskonaénodimenzionalni analogoni prostora Schwart-
zovih temperiranih distribucija 8'(R¢). Procesi koji su na taj nacin dobi-
jeni kao uopstene stohasticke funkcije tackasto definisane u vremenu ili d-
dimenzionalnom parametru ¢ € R? su procesi tipa (O). U ovoj koncepciji za
fiksirano ¢ uopstena slucajna promenljiva nema tackastu vrednost za svako
w, ve¢ samo srednju vrednost u odnosu na glatku slucajnu promenljivu iz
test-prostora stohastickih funkcija. Drugim re¢ima, kod ovih procesa nije
poznat ishod neke konkretne realizacije w, ve¢ samo srednja vrednost nad
jednim skupom realizacija. Ovo je dovoljno §to se tice primena na SDJ, jer
singltoni {w} imaju verovatno¢u (meru) nula.

Drugi pristup jeste da se uopsteni stohasticki procesi posmatraju kao line-
arna neprekidna preslikavanja iz nekog test-prostora A u prostor uopstenih
slucajnih promenljivih. Uopstene procese definisane na ovaj nacin, analogno
nacinu na koji su definisane deterministicke uopstene funkcije, nazivamo pro-
cesima tipa (I). Prema ovoj koncepciji se i vremenski (ili visedimenzionalni)
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parametar racuna kao srednja vrednost u odnosu na neku funkciju ¢ iz test-
prostora A. U praksi ova funkcija ¢ predstavlja gresku ili impuls odgovora
mernog instrumenta kojim se registruje vrednost procesa u datom trenutku.
Klasa procesa tipa (O) se na prirodan naé¢in potapa u klasu procesa tipa (I).

Magistarska teza je posvecena ekspanziji (razlaganju u redove) uopstenih
stohastickih procesa tipa (O) i tipa (I) po ortogonalnoj bazi prostora kvadratno
integrabilnih slu¢ajnih promenljivih L?(€2) i karakterizaciji raznovrsnih pros-
tora uopstenih stohastickih funkcija. Moc¢an matematicki aparat Wickovog
racuna koji je 90-ih razvijen za procese tipa (O) prenosi se i na procese tipa
(I) sto je posebno zna¢ajno sa stanovista primena u SDJ.

Prva glava Uvod posveéena je osnovama matematickih oblasti na kojima
se bazira teorija belog suma. U ovoj glavi su izlozeni poznati rezultati iz
oblasti funkcionalne analize i teorije verovatnoce vezani za nuklearne pros-
tore, teoriju operatora, Schwartzovih i Zemanianovih distribucija, klasi¢ne
sluc¢ajne procese, Itov racun itd.

Druga glava sa naslovom Uopsteni stohasticki procesi pocinje konstruk-
cijom osnovnog prostora belog suma (8'(R?),B, ) i prostorom kvadratno
integrabilnih funkcija (L)? nad njime. Na samom pocetku data je teorema o
direktnom razlaganju Hilbertovog prostora (L)% u prostore homogenog haosa
koji su razapeti Fourier-Hermiteovim polinomima. Zatim su date konstruk-
cije prostora razlicitih test funkcija () i uopstenih stohastickih funkcija (5)*
nad prostorom belog suma tj. Gel’fandovih trojki tipa (S) C (L)? C (9)*.
Opisane su izvorne konstrukcije Hide i Kondratieva za ove prostore, a uve-
deni su i novi prostori exp(S)_;. Centralni deo ¢ine teoreme o reprezentaciji
klasa procesa tipa (O) i procesa tipa (I) preko njihove haos ekspanzije.

Trec¢a glava Wickov proizvod posvecena je operaciji mnozenja na pros-
torima uopstenih stohastickih funkcija. Poznato je da u opstem slucaju nije
moguce definisati mnozenje uopstenih funkcija koje predstavlja prosSirenje
klasi¢cnog mnozenja realnih brojeva, a to je nepovoljno za reSavanje neline-
arnih diferencijalnih jednacina. Ovaj nedostatak se prevazilazi snabdevanjem
prostora uopstenih stohastickih funkcija (S)* tzv. Wickovim proizvodom
koji je kompatibilan sa Skorohodovim integralom. Zapravo pravila klasicnog
diferencijalnog rac¢una sa proizvodom interpretiranim kao Wickov proizvod,
zamenjuju Itov racun za klasicne slucajne procese. Originalan deo teze u
ovoj glavi ¢ini prosirenje Wickovog proizvoda i na procese tipa (I) datih
ekspanzijom preko redova.

Magistarska teza sadrzi i primere stohastickih diferencijalnih jednacina
koje opisuju zakone odrzanja sa belim Sumom i evolucionih jednacina c¢ija
su resenja uopsteni stohasticki procesi tipa (I) dati u obliku redova. To su
primeri fenomena koji se javljaju u prirodi, opisani diferencijalnim jednacinama
u kojima se faktor slucajnosti modelira belim Sumom, ili nekim drugim
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uopstenim stohastickim procesom.

¢ 0 0
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Glava 1

Uvod

U ovoj glavi su date osnovne definicije i teoreme iz oblasti funkcionalne
analize 1 klasi¢ne teorije verovatnoce koje ¢e biti koriS¢ene u nastavku, a
neophodne su za razumevanje teze kao celine. Vecina izloZzenog materjala
sadrzi dobro poznata tvrdenja, stoga ¢e biti navedena bez dokaza, uz poje-
dine komentare i upué¢ivanja na detaljniju literaturu.

1.1 Osnovi funkcionalne analize

Nuklearni Hilbertovi prostori i Gel’fandove trojke su jedan od osnovnih poj-
mova koji se koriste u beskona¢nodimenzionalnoj analizi i teoriji belog Suma.
U prvom odeljku ovog poglavlja su opisane struktura i osobine ovih prostora.
Detaljni dokazi ovde izlozenih tvrdenja mogu se naéi npr. u knjizi [9].

Poglavlje dalje upoznaje c¢itaoca sa konstrukcijom Fockovih prostora i
operatora druge kvantizacije, koji ¢ine vazan matematicki aparat ove teorije.
U narednom odeljku se mogu naci definicija i poznata svojstva Hermiteovih
polinoma i funkcija koje su usko, i na vrlo prirodan na¢in povezane sa
Gaussovom raspodelom u teoriji verovatnoce, pa i sa teorijom belog Suma.

Na kraju, opisane su dve klase prostora koji ¢e se u velikoj meri koristiti
u daljem radu. Prvu ¢ine dobro poznat Schwartzov prostor temperiranih
distribucija 8'(R?) i test-prostor brzoopadaju¢ih funkcija §(R?), ¢iju bazu
¢ine upravo ermitske funkcije. Drugu klasu ¢ine prostori Zemaniana A i
A’ kao i njemu srodni prostori exp A i expA’. Za detaljne dokaze teorema
vezanih za prostore Zemaniana, zainteresovanog ¢itaoca upuc¢ujemo na knjigu
[52], rad [45] ili monografiju [30].
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1.1.1 Nuklearni Hilbertovi prostori

Definicija 1.1.1 Neka je E vektorski prostor, { E4}aea familija lokalno kon-
veksnih prostora i {hy}taen familija linearnih preslikavanja takvih da hg :
E — Eq i (\aep ha'(0) = 0. Najgrublja topologija na prostoru E u odnosu
na koju su sva preslikavanja h,, neprekidna, naziva se projektivna topologija.

Prostor E sa projektivnom topologijom je lokalno konveksan prostor.
Uslov (e 72! (0) = 0 znaci da je prostor E Hausdorffov.

Definicija 1.1.2 Neka je E vektorski prostor, { E4}aca familija lokalno kon-
veksnih prostora i {ga}aca familija linearnih preslikavanja takvih da g :
Ey — E i Uyenr 9o(Eo) = E. Najfinija lokalno konveksna topologija na
prostoru E u odnosu na koju su sva preslikavanja g, neprekidna, naziva se
induktivna topologija.

U daljem radu ¢emo se ograniciti na razmatranje lokalno konveksnih pros-
tora koji se mogu konstruisati kao presek odgovarajuce familije Hilbertovih
prostora.

Definicija 1.1.3 Neka je V' realan vektorsk:i prostor sa datim nizom skalarnih
proizvoda (+]-)n, n € N koji indukuju norme | - |,, redom. KaZemo da je ova
familija skalarnih proizvoda kompatibilna ako za svako n,m € N, za svaki
niz {xx} w'V koji po ||, tezi nuli i Cauchyjev je po |- |m, tezi nuli i po |- |nm.

Definicija 1.1.4 Neka su V' i W separabilni Hilbertovi prostori. Operator
AV — W je operator Hilbert-Schmidt tipa (ili skradeno HS-tipa), ako
postoje ortonormirane baze {e,} u prostoru V i {f,} u prostoru W, i ako
postoji niz brojeva A, > 0 sa osobinom Y A\ < oo tako da je

A(z) =) Malenlr) fu- (1.1)

neN

Teorema 1.1.1 Operator A je HS-tipa ako i samo ako za svaku ortonormi-
ranu bazu {e,} u prostoru V vazi

> JA(en) | < 0. (1.2)

neN

Korenom leve strane prethodnog izraza definisana je Hilbert-Schmidtova norma
operatora A, u oznaci ||Al| gs.
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Definicija 1.1.5 Operator A : V — W je nuklearan, ako postoje ortonormi-
rane baze {e,} u prostoru V i {f,} w prostoru W, i ako postoji niz brojeva

A, > 0 sa osobinom ZneN Ap < 00 tako da je

A(z) = Aalenl) fo- (1.3)

neN

Poznato je da je svako HS-preslikavanje grani¢na vrednost (po HS-normi)
nekih preslikavanja sa kona¢nodimenzionalnim kodomenom. Svako nuklearno
preslikavanje je kompaktno (preslikava ograni¢en skup u relativno kompak-
tan skup) i svaki nuklearan operator je HS-tipa. Proizvod dva preslikavanja
HS-tipa je nuklearno, a svako nuklearno preslikavanje se moze predstaviti kao
proizvod dva HS-preslikavanja.

Definicija 1.1.6 Neka je Ey separabilan Hilbertov prostor sa skalarnim proiz-
vodom (-|-)o @ neka je (+|), prebrojiva familija skalarnih proizvoda. KaZemo
da je prostor Ey sa datom familijom skalarnih proizvoda prebrojiv Hilbertov
prostor ako je kompletan u odnosu na metriku

[e.o]

7]
z| = 27P P
| | Z 1+|x|p

p=0

Teorema 1.1.2 Prostor Ey iz prethodne definicije je kompletan (prebrojivo
Hilbertov) ako i samo ako su skalarni proizvodi kompatibilni.

Bez ogranic¢enja opstosti mozemo pretpostaviti da su skalarni proizvodi u
rastu¢em poretku tj. niz odgovarajuc¢ih normi je rastudi:

| |p < |pt1 za sve p € No.

Oznacimo sa £, kompletiranje prostora Ey u odnosu na skalarni proizvod
| - |,- Jasno, E, je separabilan Hilbertov prostor, i pri tome vazi

...E,.CE,... CE

Specijalno,
E = projlimy_.E, = ﬂ E,.
pENp
Kompatibilnost niza skalarnih proizvoda ekvivalentna je sa kompletnoséu

prostora F u projektivnoj topologiji. Kompletan i metrizabilan prostor (kao
sto je E) nazivamo Frechétov.
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Definicija 1.1.7 Dualni prostor vektorsko topoloskog prostora V', u oznaci
V' je prostor svih linearnih neprekidnih funkcioneli nad prostorom V.
Dualno sparivanje elementa iz V' i elementa iz V' oznacavamo sa (-, ).

Definicija 1.1.8 Najgrublja topologija na V' u odnosu na koju je, za fik-
sirano x € V', svako preslikavanje V' — C dato sa L — (L,z), L € V'
neprekidno naziva se slaba topologija.

Ekvivalentno, slaba topologija ima bazu okolina nule datu familijom skupova
oblika

B(xy,...,xie)={LeV': (Liz;)| <e, j=1,...,k}

gdesuzy,...,xp, €V, >0, keN.

U lokalno konveksnom prostoru E, kazemo da je skup A ogranicen, ako
za svaku okolinu nule N postoji ¢ > 0 tako da je A C ¢N. Specijalno, ako je
prostor E prebrojiv Hilbertov, skup A je ogranicen akko je sup,cp|z|, < oo
za sve n € N.

Definicija 1.1.9 Na dualnom prostoru prebrojivo Hilbertovog prostora, E’
je jaka topologija definisana bazom okolina nule koju ¢ini familija skupova

B(Aje) ={L € E": supseal(L,7)| < e}
gde skup A prolazi familijom ogranicenih skupova i € > 0.

Jasno, jaka topologija na E’ je finija od slabe topologije. Inkluzije E!, C
E’ su neprekidne i E! je gust po jakoj topologiji u E’.
Specijalno, u normiranom prostoru V', jaka topologija na V"’ je indukovana
normom
1L = sup [(L,2)] (1.4)

=<1

Teorema 1.1.3 Dual prebrojivog Hilbertovog prostora je kompletan w jakoj
topologiji.

Teorema 1.1.4 Prebrojiv Hilbertov prostor je refleksivan.

Sa E_, oznacavamo dualni prostor od E,. Time dobijamo rastu¢i lanac
Hilbertovih prostora

EyCELC...E,CE (-,

pri cemu za svako p € Ny imamo neprekidne inkluzije oblika £, C Ey C E_,,.
Oznacimo sa B’ njihovu uniju £ = (J ey, £-p snabdevenu induktivnom
topologijom. Kako je E gust u svakom £, dual od E je u algebarskom
smislu jednak sa E’ i pri tome vazi:
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Teorema 1.1.5 Induktivna topologija na E' je ekvivalentna jakoj topologiji
!/
na (mpGNo Ep> )

Teorema 1.1.6 Preslikavanje f : X — E’ je linearno i neprekidno ako i
samo ako je za neko p € Ny preslikavanje f : X — E_,, linearno i neprekidno.

Definicija 1.1.10 Prebrojiv Hilbertov prostor E je nuklearan, ako vazi da
za svako p € N postoji prirodan broj q > p takav da je operator inkluzije
E, — E, nuklearan.

U prethodnoj definiciji se moze zahtevati i slabiji uslov da je operator inklu-
zije Hilbert-Schmidt tipa (pa ¢e kompozicija dve takve inkluzije biti nuk-
learnog tipa). Ekvivalentno, inkluzija £, — E, je nuklearna ako postoji
baza {e;} u prostoru E, tako da je

> lexls < oo

keN

Schwartzovi prostori 8§ i D su primeri nuklearnih prostora. Takode i
prostori klase A koji ¢e kasnije biti uvedeni su nuklearni uz odgovarajuce
pretpostavke.

Naredna teorema iskazuje da su nuklearni prostori i njihovi duali Mon-
telovi prostori.

Teorema 1.1.7 U nuklearnom prebrojivom Hilbertovom prostoru E vaZi:

1. Skup je kompaktan u E ako 1 samo ako je zatvoren i ogranicen.

2. Skup je kompaktan u E' sa jakom topologijom ako i samo ako je zatvoren
1 ogranicen.

3. U prostoru F i u dualu E' su ekvivalentne slaba i jaka konvergencija
nizova.

Na primer, beskonac¢nodimenzionalni Banachov prostor nije nuklearan, jer su
zatvorene lopte u njemu ogranicene ali nisu kompaktne. Konac¢nodimenzionalni
prostori su nuklearni.

Dual nuklearnog prebrojivo Hilbertovog prostora je nuklearan vektorsko
topoloski prostor (familija normi koja definise topologiju je neprebrojiva).

Definicija 1.1.11 Neka je V' nuklearan prostor i V' njegov dual. Ako postoji
Hilbertov prostor H takav da je V' gust w H (u odnosu na mormu prostora
H), tada se trojka

VCHCV

naziva Gel’fandova trojka.
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Ovde smo u stvari po Rieszovoj teoremi identifikovali dual H’ sa samim
prostorom H. Primetimo da je H gust u V’ u odnosu na slabu topologiju
prostora V.

U sluc¢aju nuklearnih prostora imamo Gel’fandovu trojku oblika

ECE,CFE.

1.1.2 Proizvod i direktna suma prostora

Definicija 1.1.12 Neka je {(X;,7;)}, 7 € J familija lokalno konveksnih
prostora. Kartezijski proizvod ovih prostora, u oznaci X =[] et X; je skup
preslikavanja

X={z:J—|JXlz(j) € X;, j € J}. (1.5)

jeJ

Koristimo konvenciju x; = z(j). Vektorska struktura na X je definisana
po komponentama: (Az); = Az;, (v +y); = x; + y;. Preslikavanje 7; : X —
X, dato sa mj(x) = x; nazivamo j-ta projekcija.

Definicija 1.1.13 Topologija na kartezijskom proizvodu X je proizvod topologija
7j; baza ove topologije data je familijom skupova

{() 7 1(0:)|0; € 71, K € J,|K| < R} (1.6)

€K

Proizvod topologija na X = Hjej X je u stvari projektivna topologija tj.
najgrublja topologija za koju su sve projekcije 7; : X — X, neprekidne.

Niz u X konvergira (respektivno Cauchyjev je) ako konvergira (respek-
tivno Cauchyjev je) po komponentama. Specijalno, X je kompletan ako su
sve komponente X; kompletni prostori.

Definicija 1.1.14 Neka je {(X;,7;)}, 7 € J familija lokalno konveksnih
prostora. Algebarska direktna suma ovih prostora, u oznaci jeg Xj je skup

{re|JXjlz =) zj,2;€X;,j € KCJ|K| <N} (1.7)
jeJ jEK

Na algebarskoj direktnoj sumi prostora je data induktivna topologija tj. naj-
finija lokalno konveksna topologija u odnosu na koju su sva prirodna potapanja
Xj — > jes Xj neprekidna.
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Familiju seminormi u ). _; X; ¢ine p(x) = > . pj(x;), za © = 3 75
(suma je konac¢na), a p; prolazi familijom seminormi koje definisu topologiju
prostora X;.

Posmatrajmo podprostor kartezijskog proizvoda E(VJ ={z € X|ap =
oxjxj, k € J} gde je d;; Kroneckerov simbol. Jasno, X i 3(7 su izomorfni,
pa je algebarska direktna suma ) jes X; ustvari podprostor od kartezijskog
proizvoda Hje ;Xj. Ovi prostori su jednaki ako i samo ako je J konacan
skup indeksa; tada su i njihove topologije ekvivalentne.

(X =>_(x;) (1.8)

jeJ JjeJ

Teorema 1.1.8 Vaz:

gde je veza data sa
((Ly), (2))) = > (L, ;) (1.9)
jeJ
za (Ly) € 32,0 ,(X5),  (x5) € [0, X5
Teorema 1.1.9 Prebrojiva direktna suma nuklearnih prostora je nuklearan

prostor.

U specijalnom slucaju kada su prostori {X;} medusobno ortogonalni
Hilbertovi prostori, direktnu sumu oznac¢avamo sa €., X; i nazivamo or-

jeJ <
togonalna suma prostora. Skalarni proizvod elemenata z,y € s Xjje dat

sa (z|y) = >_e;(wilyi)i, gde je (+]-); skalarni proizvod u prostoru X;.

1.1.3 Fockovi prostori

Neka su H,, Hy Hilbertovi prostori sa skalarnim proizvodima (-|-); i (+]-)s,
respektivno. Dualne prostore ozna¢avamo sa H!,i = 1,2 a dualno sparivanje
sa (-, ),1=1,2.

Definicija 1.1.15 Neka su ¢ € Hy,Y0 € Hy fiksirani elementi. Tenzorski
proizvod ¢ ® 1 je bilinearna forma nad H| x H) data sa

za (f,qg) € Hy x H).

Prostor H,®Hs, lineal tenzorskih proizvoda elemenata ¢ € H; i ¢ € Hy je
podprostor prostora bilinearnih formi nad H{ x H)}. On je pre-Hilbertov sa
skalarnim proizvodom definisanim kao

(P @YIE@n)e = (#§)1(¥IN)2 (1.11)
za o @Y, @n € HQH,.
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Definicija 1.1.16 Tenzorski proizvod Hilbertovih prostora, u oznact Hy® Hy
je kompletiranje prostora HiQH, u odnosu na normu || - || .

Indukcijom se lako moze definisati tenzorski proizvod kona¢no mnogo Hilber-
tovih prostora.

Definicija 1.1.17 Za proizvoljno n € N definisemo n-ti tenzorski stepen
kompleksnog Hilbertovog prostora kao

FVHY=H®---© H=H®" (1.12)
—_—
pri cemu usvajamo da je FO(H) = C. Odgovarajucu tenzorsku normu
oznacavamo sa || - ||gw -

Specijalno, ako je H separabilan, F™ (H) se moze definisati kao prostor n-
multilinearnih formi F' nad H sa konac¢nom Hilbert-Schmidtovom normom.
Hilbert-Schmidtova norma elementa F € 3™ (H) je data sa

IFlGs = D 1F(ers- - ew,),
keNn

gde je {ex} potpun ortonormirani sistem prostora H. Vazi da je

1FNZrs = I1F |0 o) - (1.13)

Definicija 1.1.18 Neka su @1, ...,p, € H. Simetrizacija tenzorskog proizvoda
je data sa

" w€Perm(n)
gde je Perm(n) grupa permutacija prvih n prirodnih brojeva.

Definicija 1.1.19 Za proizvoljno n € N definisemo n-ti simetri¢ni tenzorski
stepen kompleksnog Hilbertovog prostora H

r'™(H)=H®---QH = H®" (1.15)

kao kompletirange lineala simetricnih tenzorskih proizvoda elemenata 1z H u
normi || - |lpe gy indukovanoj skalarnim proizvodom

(@1 @i ¥ireny = D (@1le) -+ (Pnltmm)- (1.16)

w€Perm(n)
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Prostor I'™(H) se nekad naziva i n-ti homogeni haos Hilbertovog prostora

H.

Teorema 1.1.10 Prostor '™ (H) je podprostor od F™ (H) i vazi veza izmedu
ngihovih normi

H ’ HF(”)(H) = m” ) H'f<n)(H)- (1-17)
Definicija 1.1.20 1. Fockov prostor nad Hilbertovim prostorom H je defi-
nisan sa -
F(H) =P F"(H). (1.18)
n=0

2. Simetri¢ni Fockov prostor nad Hilbertovim prostorom H je definisan sa

o0

I'(H)=@r"(H). (1.19)

n=0

Teorema 1.1.11 Dual Fockovog prostora nad H je jednak Fockovom pros-
toru nad dualom od H tj.

(F(H))" = T(H") (1.20)

Ortonormirana baza Fockovog prostora

Pretpostavimo da je H separabilan i da je familija vektora {ey : k € N}
potpun ortonormiran sistem ovog prostora. Tada je familija n-torki {ey :
k € N"} oblika e = ®F ek, k = (ki,...,k,) potpun ortonormiran sistem
prostora F™ (H).

Potpun ortonormiran sistem Fockovog prostora F(H) ¢ini familija nizova
oblika (0,0,...,ex,...), k € N*,n € Nukojima se vektor ey nalazi na (n+1)-
om mestu u nizu.

Oznacimo sa I,, C N” rastuci ureden skup n-torki, a za proizvoljno a € I,,
neka n;(«) oznacava broj komponenti jednakih sa ”i” u n-torci . Definisimo
n(a)! = [132, ni(a)! (proizvod je uvek konacan) i neka je e, = ®;_,e,,. Tada
familija n-torki {e,, a € I,,} ¢ini potpun ortogonalan sistem prostora '™ (H).

Potpun ortonormiran sistem simetricnog Fockovog prostora I'(H) ¢ini
familija nizova oblika ———(0,0,...,¢€4,...), @ € I,,n € N u kojima se

v/ n(e)!

vektor e, nalazi na (n + 1)-om mestu u nizu.

Definicija 1.1.21 Sa I'(H) oznacavamo podprostor simetricénog Fockovog
prostora T'(H) koji ¢ine nizovi sa konacno mnogo elemenata razlic¢itih od nule.
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Skup I'™™(H) je gust u Fockovom prostoru I'(H). Prmzvohan element F e
I"™(H) moze se prikazati u obliku F = Y7  F™ gde su F™ € T (H)
elementi n-tog homogenog haosa, pa se i oni mogu predstaviti kao F) =
e, FVeq, F € C. Dakle,

F= Zm: > Fe,.

n=0 aEIn

Deﬁnicija 1.1. 22 Neka sudati F =3 1 F{Ve, € DW(H) i
= 2 e, G ﬂ 65 € '™ (H), za F, G(ﬁm € C. Njihov tenzorski
pr’ozzvod je elemenat Fockovog prostora F(”+m)(H) definisan sa

=Y Y FMGYe.Bes. (1.21)

a€l, el

Teorema 1.1.12 Vazi

~ Im)!
FOGFm — Z T Z FMGe,. (1.22)

'YEITH—m CH‘/B Y

Sada mozemo prosiriti pojam tenzorskog proizvoda i na elemente Fockovog
prostora I"(H):

Definicija 1.1.23 Neka su dati F,G € T'*(H). Njihov tenzorski proizvod je
elemenat prostora T'*(H) dat preko (konacénog) niza

FRG = {(FR®G)™;n € Ny} (1.23)

cija je n-ta komponenta data sa

(FRG)™ = Fr=mact. (1.24)

m=0

Vazi da je F&G = G®F, odnosno (I"(H), ®) je komutativna algebra.

Operatori anihilacije i kreacije

Definicija 1.1.24 Neka je F™ e T™W(H) oblika F™ = &, f;, gde su
fi,-.., fn € H. Operator anihilacije datog vektora f € H, je operator O(f) :
I™(H) — T"=Y(H) definisan sa

n

ANF™ =3 (fIf)®= f; (1.25)

j=1
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Teorema 1.1.13 Norma operatora anihilacije je data sa ||0(f)| = v/l fllu-

Definiciju operatora anihilacije lako mozemo prosiriti i na Fockov prostor
konaénih nizova I'(H). Kako je I'*(H) gust podprostor od I'(H), sledi
egzistencija adjungovanog operatora sa domenom I'(H ).

Definicija 1.1.25 Adjungovani operator operatora anihilacije oznacavamo
sa O*(f) 1 nazivamo operator kreacije.

Teorema 1.1.14 Za proizvoljan element F™ € T'™(H) operator kreacije
ima osobinu

O (f)F™ = foF™ (1.26)
i pri tome O*(f)F™ € TCHO(H).

Za proizvoljna dva operatora A, B sa [A, B] oznacavamo tzv. komutator
definisan kao [A, B] = AB — BA.

Teorema 1.1.15 Za operatore anihilacije © kreacije vaZe osobine kanonicke
komutacije:

1.[07(f),0"(9)] = [0(f), d(g)] = 0.
2. 10(f),9*(9)] = (f1g)-

Teorema 1.1.16 Operator anihilacije O(f) je derivacija na algebri (T (H), ®)
7. vazi pravilo

If)(FRG) = d(f)FRG + FRI(f)G. (1.27)

Operator druge kvantizacije

U ovom delu opisujemo kako se od operatora A sa Hilbertovog prostora
H moze konstruisati tzv. operator druge kvantizacije I'(A) nad Fockovim
prostorom I'(H).

Neka je D gust skup u separabilnom Hilbertovom prostoru H. Ozna¢imo
sa D®" skup kona¢nih linearnih kombinacija elemenata oblika hy ® - -+ ® h,,,
gde su hy,...,h, € H. Tada je za svako n € N skup D®" gust u prostoru
H®" = F"(H). Oznatimo sa F¥(D) skup nizova koji na (n+1)-o0j koordinati
imaju element iz D®" i najvise konacno mnogo elemenata razlicitih od nule.
Tada je skup F¥(D) gust u Fockovom prostoru F(H).

Analognom konstrukcijom za simetri¢ni tenzorski proizvod, dobijamo sku-

pove D®" (skup konacnih linearnih kombinacija elemenata oblika h & - - - ®h, )
i skup I'"™(D) koji je gust u simetricnom Fockovom prostoru I'(H).
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Neka su Hy, Hy Hilbertovi prostori, Ay, As gusto definisani zatvoreni ope-
ratori na Hy, Hy respektivno sa domenima Dom(A;), Dom(Asz). Njihove kon-
jugovane operatore oznacavamo sa A}, A}, pri cemu Dom(A;) C H],i=1,2
i vazi da je Dom(A})@Dom(A,) gust u H} @ Hy = (H, ® Hs)'.

Definicija 1.1.26 Tenzorski proizvod konjugovanih operatora je definisan
sa

(A1®AYhy ® hy = Alhy ®@ Aoy (1.28)

za proizvoljne elemente h; € Dom(A}),1 = 1,2 i on se moZe po linearnosti
prosiriti na Dom(A})®Dom(AL).

Definicija 1.1.27 Operator A|®@A} je gusto definisan nad (H, @ Hs)' i ima
jedinstveni zatvoreni konjugovani operator, koji oznacavamo sa A1 ® As 1
nazivamo tenzorski proizvod operatora.

Vazi da je Dom(A;)@Dom(As) C Dom(A; ® Ay), pa je A; ® A, takode gusto
definisan.

Indukcijom se lako prosiruje definicija tenzorskog proizvoda kona¢no mnogo
operatora i njima konjugovanih operatora.

Definicija 1.1.28 Za proizvoljan zatvoren operator A Hilbertovog prostora
H definisemo n-ti tenzorski stepen operatora kao

A" —A®. - @A (1.29)

n

na prostoru H®".

Svaki Hilbertov prostor H po Rieszovoj teoremi mozemo identifikovati sa
njegovim dualom H’, pa u tom smislu se mogu identifikovati i konjugovani
i adjungovani operator. Tacnije, ako su H;,7 = 1,2 Hilbertovi prostori, J;
izomorfizmi izmedu H; i H, operator A : Hy — H,, njemu adjungovani
operator A* : Hy — H; i konjugovani operator A’ : H), — H/, tada vazi veza
A* = J7'A'Jy. U tom smislu éemo konjugovani operator nekada i nazivati
adjungovanim operatorom.

Teorema 1.1.17 Ako je operator A samoadjungovan, onda je 1 A®™ samoad-
jungovan.

Sada konstruisemo operator na Fockovom prostoru, polazeéi od operatora A
na H.
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Definicija 1.1.29 Operator T'¥(A’) je definisan nad skupom I'¥(Dom(A"))
kogi je gust u prostoru I'(H') kao linearna ekstenzija operatora cija je restrik-
cija data sa

F%(A/) rDom(A/)‘g’n: \Al@ c ®A/,' (130)

n

Definicija 1.1.30 Operator druge kvantizacije na Fockovom prostoruT'(H),
u oznaci T'(A), je konjugovani operator od I'"¥(A’).

Teorema 1.1.18 Operator I'(A) se na odgovarajuéem podskupu od HEn pok-

lapa sa A®™, odnosno

['(A) [Dom(A)én: AP, (1.31)
Teorema 1.1.19 Ako je A samoadjungovan operator, onda je i I'(A) samoad-
Jungovan.

1.1.4 Pettisov integral

U ovom delu dajemo kratak opis Pettisovog integrala: neka su (M, B,m)
o-konacan merljiv prostor i (V, ||-||) Banachov prostor. Neka je preslikavanje
f + M — V slabo merljivo, odnosno za svako F' € V' funkcija (F, f(-))
je merljiva. Pretpostavimo da je pri tome i (F, f(-)) € L'(M). Operator
T : V' — LY(M) definisan sa T(F) = (F, f(-)) je zatvoren. Po teoremi o
zatvorenom grafiku T' je ogranicen operator. Tada je za proizvoljno A € B
linearna funkcionela F' +— [, (F, f(u))dm(u) neprekidna na V', pa postoji
jedinstven element J4 € V" takav da je Ja(F) = [,(F, f(u))dm(u). Ovaj
element J4 oznacavamo sa [, f(u)dm(u).

Definicija 1.1.31 Slabo merljivo preslikavanje f : M — V je Pettis-integrabilno,
ako vaze uslovi:

1. Za svako F € V' je (F, f(-)) € L*(M).

2. Za svako A € B postoji jedinstven element J4 € V takav da je
(F,Ja) = /(F,f(u))dm(u), za sve F € V',
A

Element J4 oznacavamo sa (P) [, f(u)dm(u) i nazivamo Pettisov in-
tegral funkcije f.

Ako je prostor V refleksivan tj. V" =V, tada je drugi uslov iz prethodne
definicije uvek zadovoljen.
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1.1.5 Hermiteovi polinomi i funkcije

Definicija 1.1.32 Hermiteov polinom (ermitski polinom) n-tog reda, n €
Ny je definisan sa

ha() = (—1)"e T (7). (1.32)

Prvih nekoliko ermitskih polinoma su: ho(z) =1, hy(z) = =,
ho(z) = 22 — 1, hs(x) = 2% — 32, hy(z) = 2* — 622 + 3 ... itd.

Teorema 1.1.20 Hermiteovi polionomi zadovoljavaju rekurentne veze:
1. hpi1(x) — zhy(z) + nhy,—1(z) =0,
2. bl (x) = nh, 1(x),
3. hl'(z) — zhl (z) + nh,(z) = 0.

Teorema 1.1.21 Familija {ﬁhn(:v) : n € No} éini ortonormiranu bazu

12
prostora L*(R, du), gde je dp = \/%6’7 Gaussova mera.

Teorema 1.1.22 Generativna funkcija Hermiteovih polinoma je

00

1,42
em_it :E :
n=0

Teorema 1.1.23 Svaki polinom nad poljem realnih brojeva se moze prikazati
preko ermatskih polinoma 1 obratno, preko identiteta:

| ~+
3

o). (1.33)

S

[n/2]

=Y (27;) (2k — 1)1y (), (1.34)

k=0

[n/2]
n
ho(z) =) (=1)F 2k — D)llz™ 2%, 1.
@)= 31 (5, )2 e (1.35)
k=0
Teorema 1.1.24 Hermiteovi polinomi zadovoljavaju identitete:

L ha(z+y) = X5y (o) ok (2)y",

2. hp(az) = S0 (=1)%(2) (2k — )lla™ 25 (1 — a2)*hy, o (),

o 2 .
3. \/%f_oohn(a:jty)e > dr =y,
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2

4o o= o i+ y)"e~ T dr = h,(x),

5. (@) () = SR R () hn-an ()

Definicija 1.1.33 Hermiteova funkcija (ermitska funkcija) n 4+ 1-tog reda,
n € Ny je definisana sa

1

Prvih nekoliko ermitskih funkcija su & (x) = %ﬁ6_§> E(z) = %e‘é,
2” 3y a2 )
Golw) = Zpke™ Gula) = 2o L itd.

Teorema 1.1.25 Hermiteove funkcije zadovoljavaju identitete:

1 (=L 42?2 + 1)E, = (2n)E,,
2. f;(l‘) = \/ggnfl(x) - nTJrlfnJrl(x);

3. l’fn(l') = \/gfnfl(lv + nTﬂgn+l<x)7

1
4. Sup,eg |&n(2)] = O(n~12).
Teorema 1.1.26 Hermiteove funkcije ¢ine ortonormiranu bazu prostora L*(R).

Definicija 1.1.34 Neka je a = (ay,a,...,a4) € N proizvoljna d-torka.
Definisimo
fo = a1 ®ay ® - ® oy (1.37)

Multiindekse o mozemo leksikografski poredati u rastuéi niz. Oznac¢imo
sa ) j-ti po redu multiindeks. To znaci da za i < j vazi agi) 4+ 4 ozg) <
agj Vbt afij ). Na taj nac¢in mozemo i familiju vektora &, prenumerisati u
prebrojivu familiju. Stavimo:

=&, JEN (1.38)

Teorema 1.1.27 Familija funkcija {n; : j € N} ¢ini ortonormiranu bazu
prostora L*(RY).

Ermitske funkcije {&; : j € N} resp. familija funkcija {n; : j € N},
pripadaju tzv. Schwartzovom prostoru brzoopadajuéih funkcija S(R) resp.
8(R?). Schwartzovi prostori su opisani u narednom poglavlju.
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1.1.6 Schwartzov prostor $(RY)

Koristimo oznake: « = («ay,...,aq) € NI za multiindekse, D* = 97" - - - 97
za izvod i x® = x§' -+ - 2* za stepenovanje elementa z = (z1,...,x4) € R%
Duzina multiindeksa « se definiSe kao |a| = a1 + g + - -+ + .

Definicija 1.1.35 Schwartzov prostor brzo opadaju¢ih funkcija je prostor

S(RY) = {f € E*(R?) : Vo, B € NG, [| flap < 00}

gde je seminorma || - ||a5 definisana sa
£loss = sup [a"D7f(@)], . € NG (1.39)
zeR
Topologija na $(RY) je data familijom seminormi || - | a.s-

Teorema 1.1.28 Prostor 8(R?) je nuklearan prebrojiv Hilbertov.

Definicija 1.1.36 Schwartzov prostor sporo rastuéih (temperiranih) distribu-
cija je dualni prostor 8'(R%).

Ekvivalentna konstrukcija topologije prostora 8(R?) se moze dobiti pomoéu
samoadjungovanog operatora

A=-A+]z+1

gde je A laplasijan. Posmatrajmo Hilbertov prostora L?(R?) sa standardnom
L*(R%)-normom koju ¢emo iz tehnickih razloga oznaéiti sa | - |o. Operator A
je gusto definisan u L?(R%), ta¢nije njegov domen sadrzi §(R?).

Teorema 1.1.29 Operator A je samoadjungovan. Hermiteove funkcije {n,}
koje ¢ine ortonormiranu bazu prostora L*(R?) su karakteristiéni vektori ope-
ratora A, odnosno

Ann = )\nnn
gde je {\, =2(n1 + -+ +mng) —d+1: (ny,...,nq) € N¢} spektar operatora
A.

Kako nula ne pripada spektru operatora A, sledi da postoji inverzni
operator A~! koji je ogranicen, i njegova norma je data sa [|[A7!|| = /\%
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Definicija 1.1.37 Za proizvoljno p € N definisimo normu |- |, na L*(R?) sa

|flp = 14" flo (1.40)
Neka je S,(R?) zatvaranje skupa {f € C®(R?) : |f], < oo} u L*(R?).
Prostor S,(R?) je Hilbertov sa skalarnim proizvodom (f|g), = (AP f|APg)o.

Pri tome je za svako p € N, §(R?) gust u S,(R?) i inkluzija S,11(R?) C S,(R?)
je Hilbert-Schmidt tipa.

Teorema 1.1.30 Familija seminormi {| - |op: o, 3 € N&} i familija normi
{l-1,: p € N} su ekvivalentne na S(R?).

Teorema 1.1.31 Projektivni limit prostora S,(RY) je izomorfan sa S(RY),
odnosno

S(RY) = [ Sp(R?) = {f € C*(R?) : ¥p € N, |f], < o0} (1.41)

Definicija 1.1.38 Za proizvoljno p € N definisimo normu | - |, na S§(R?)
sa

[fl-p = [A7" o (1.42)
Neka je S_,(RY) kompletiranje prostora 8(RY) sa normom | -|_,.
Teorema 1.1.32 Norma |-|_, je ekvivalentna jakoj normi na dualnom pros-
toru Sp(R?) definisanoj sa | - |- = supyesay g, <1 (- ¥)]. Prostor S_,(RY)
je izomorfan sa dualnim prostorom S, (R?).

Zapravo, ovaj izomorfizam izmedu prostora S_,(R?) i S!(R?) je uspostav-
ljen preko operatora AP.

Teorema 1.1.33 U skupovnom smislu imamo 8'(R?) = Upen S_,(RY), i pri
tome je lokalno konveksni induktivni limit prostora S_,(R?) izomorfan pros-
toru 8'(RY) sa jakom topologijom.

Dakle, prostori $(R%) C L*(R%) C 8'(R%) ¢ine Gel'fandovu trojku. Stavise
imamo neprekidne inkluzije

S(RY) C S,(RY) C L*(R?) C S (R?) C 8'(RY).

Teorema 1.1.34 Za svako p € N operator A™P je Hilbert-Schmidt tipa na
L*(RY), pri éemu je

1A IFs = DA (1.43)
n=1
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Teorema 1.1.35 Vektori {\,?n,} ¢ine ortonormiranu bazu prostora S,(R?).
Norma | f|, = |AP f|o se ekvivalentno moze zapisati kao

1o = (AP1AP)g = Y NP (flna)s (1.44)
n=1

gde je (:|)o skalarni proizvod u L*(RY).

Poznata je karakterizacija Schwartzovih prostora preko ermitskih funkcija
(slucaj d = 1):

Teorema 1.1.36 Funkcija f pripada prostoru 8(R) ako i samo ako je oblika
=" ren @n, gde > oy kP|ag)® < 0o za svako p € N i koeficijenti su dati
sa ax = (f,&) € C.

Teorema 1.1.37 Funkcija f pripada prostoru 8'(R) ako i samo ako je oblika
[ = pen aibs (red konvergira u 8') , gde Y,y k™Plag|* < 0o za nekop € N
i koeficijenti su dati sa a, = (f,&) € C.

Primer 1.1.1 Diracova delta distribucija ima razvoj

@) =S 6060 —a)+ Y S [Frse .
neN neN, -

n=2k-+1

1.1.7 Prostori Zemaniana

Neka je I otvoren interval u R i L*(I) skup kvadratno integrabilnih funkcija
nad [ sa Lebesgueovom merom. Prostor L?(I) je Hilbertov sa skalarnim

proizvodom (flg) = [, f(x)g(z)dz.

Neka je R samoadjungovan linearan diferencijalni operator oblika
fR == 60Dn191 c D"”Hl, - G_V(—D)"” e (_D)n26_1(_D>n1§0 (145)

gde je D = d/dz, 0}, su glatke kompleksne funkcije bez nula u intervalu 7, a
ny su prirodni brojevi k = 1,2,...,v. Pretpostavimo da postoje niz realnih
brojeva {\, : n € N} i niz glatkih funkcija {1, : n € N} u L?(I) koji su
karakteristi¢ni koreni resp. karakteristicni vektori operatora R

Riby = Ay, 1 € N. (1.46)

Bez ogranicenja opstosti mozemo pretpostaviti da je niz apsolutnih vrednosti
karakteristi¢nih korena u rastu¢em poretku. Dakle,

A1l < Ao < A3 <-- 0 — 0.
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Pretpostavimo da funkcije {1, : n € N} ¢ne potpun ortonormiran sistem u
L*(I) tj. da se svaka funkcija f € L*(I) moze razviti u red

f =00 (f|¥n)n koji konvergira u L*(I).
Induktivno definiSemo

R = RRE), keN
R° = 7 (identicni operator).

Vazi:
(REfln) = [, REf ()b () da = fl 2)REP (2)de = (FIR¥n) = N5 (f[eon),
za proizvoljne k € No, fe GOO( )N LA(I).
Prostori A, A’

Nadalje cemo pretposatviti da se nula ne nalazi medu karakteristi¢nim
korenima operatora R (ako je neko A, = 0, njega zamenimo sa \, = 1).

Definicija 1.1.39 Zemanianov prostor test funkcija je definisan sa

1/2
A={fee>): p(f) = ( / |9%’“f<:r)|2dx> <o) (147)

Topologija na A je definisana nizom seminormi{py : k € No}. Dualni prostor
A’ je Zemanianov prostor uopStenih funkcija.

Stavimo
={fel’D): f=) anbn, Y _las|*\," < oo}, (1.48)
n=1 n=1
Za proizvoljno k € Ny prostor Ay, je Hilbertov snabdeven skalarnim proizvodom
S
n=1

gde su f = > aph, 1 g = Y o0 bytp, elementi prostora Aj. Normu
indukovanu ovim skalarnim proizvodom oznacavamo sa || - ||x.

Dualni prostor A} je izometrican sa A_;. Dakle, imamo niz linearnih
neprekidnih inkluzija

CA1 CAC - Ag=L*(I) CA 1 CALC -

Lako se pokazuje da je skup S C A definisan sa

S={feL*I Zan¢n, an € C,m € Ny} (1.50)

n=1
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gust u svakom Ay, k € Ny, kao i u Zemanianovom prostoru A. Vazi
(u skupovnom smislu):

—~2k
A = M = {F €L =0 anthn, b 20, fanl"Ae < 00}
—~ 2k
A= UkeN‘A—k’ = {f € Lz([): f= Zzozl bnVn,s 3k72f=1|bn|2/\n < OO}
(1.51)

(red konvergira u slaboj topologiji A’). Vise od toga: projektivna topologija
na A se poklapa sa topologijom datoj u definiciji 1.1.39, i induktivna topologija
u A’ ekvivalentna je jakoj topologiji.

Dakle prostor Zemaniana A je prebrojiv Hilbertov. Ortonormiranu bazu
prostora Ay, ¢ini familija funkcija {\,*, : n € N}. Prostor A je nuklearan
ako za neko ¢ € Ny vazi

S <o

neN

U ovakvom formalnom zapisu sa redovima, dejstvo elementa f = >~ | a,1, €
A’ na test funkciju ¢ =37 b1, je dato sa

(fro) = Z b,
n=1

Neka je S snabdeven normom || - ||x. Preslikavanje R™ : S — Ay_,, je
linearno i neprekidno za m < k, pa se moze prosiriti na linearno neprekidno
preslikavanje sa domenom Ay, (ovo prosirenje takode oznacavamo sa R™).
Pri tome vazi

R0 =" an )y (1.52)
n=1

za proizvoljno ¢ = > 7 a,, € Ag. Dalje, mozemo definisati R™ : A_j, —
A_p_m sa
za proizvoljno f = > by, € A_g, m < k. Formalno zapisujemo R™f =

D et bu A Y.

Teorema 1.1.38 Funkcija f =37, bytb, pripada prostoru A’ ako i samo
ako postoje k € Ny, F € L*(I) in € A takvi da je

f=REF+Y bty (1.54)

neA

gde je A ={n € Ny : \, =0}.
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Primer 1.1.2 Specijalno za izbor R = —% + 2% + 1 prostor Zemaniana A’
se svodi na prostor Schwartzovih temperiranih distribucija 8'(R).

Poznato je da se prostor Schwartzovih distribucija D’(I) i njegov test-
prostor D(I) odnose prema Zemanianovim prostorima na sledeéi nacin:

D(I) CACL*(I)CA CD(I).

Dakle, restrikcija proizvoljnog elementa f € A’ na D(I) je element prostora
D'(I). Jasno je i da za svako f € L*(I) postoji jedinstven element f € A’
tako da vazi

()= [ fa@pa)is = (M. ved

Prostori ExpA, ExpA’

Stavimo oznaku
exp, © = exp(exp(--- (expx)) -+ -)

~~

p

Definicija 1.1.40 Prostor exp, A je dat sa

exp, A = {¢ = Z apy - Vk € Ny, Z ]anlz(expp 5\;)% < oo} (1.55)
n=1 n=1

(red konvergira u L*(I)), a njegov dualni prostor je
exp, A ={f = an@bn : 3k € Ny, Z |b,|* (exp, :\;)_% <oo}  (1.56)
nl n=1

(red konvergira u slabom smislu).

Prostori exp, A i exp, A’ se mogu konstruisati i kao projektivni resp.
induktivni limit prostora

exp, A ={p = Z apy : Z |an|2(expp X;)Qk < o0} (1.57)
n=1 n=1

snabdevenih normom |||, = > ooy |an|*(exp, An)*, k € Z. Neka su:

exp, A = m exp, A, exp, A’ = Uexpn_k A. (1.58)
k k
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Jasno, S je gust u svakom prostoru exp, , A. Inkluzivna preslikavanja
exp, py1 A — exp, A su kompaktna. Prostor exp, A je nuklearan ako za

neko ¢ € Ng vazi )~ (exp, 3\\;)*20 < 00.
Operator
ko_ k
E; = (expexp:--expR)
P

definisan sa

0 k‘ml (o) mm2 o] mmfl
Efp = LI — P R 1.59
p¢ 21:0 m1! =0 mg! ZO mp! ¢ ( )
mi1= mo= mp=

slika exp,, A neprekidno u samog sebe. Sistem normi ||@||,, ekvivalentan je

P
sa sistemom normi Z:;l:o ’fnlll, anFO ":E: e Z;’jpzo ";’;;!1 |R™ || 2.

Definicija 1.1.41
ExpA = projlimy,_.. exp, A, ExpA’ = indlim,exp, ., A’ (1.60)

Inkluzije exp,,; A — exp, A su neprekidna i kompaktna preslikavanja.
Skup S je gust u exp, A za svako p € N, te je prostor FzpA gust u svakom
exp, A iuA.

Teorema 1.1.39 Funkcija f pripada prostoru exp, A" ako i samo ako pos-
toje niz L*(I) funkcija { fim,,..m,) @ (m1,...,my) € NG} 4 prirodan broj k
takvi da je

[e%S) L [%S) me 9 Tnm_p1
f = 1 ... L:Rmpf(m mp) (161)
H;O my! T;O ms! 77;0 m,! Loy Mp
l
sup || fony,my) lze < 00 (1.62)
(m1,...,mp)ENE

1.2 Osnovi stohasticke analize

Pitanja vezana za igre sa kockama koje je lord de Méré postavio Pascalu

i Fermatu 1653 godine, stvorila su jednu novu oblast matematike - teoriju
verovatnoce. Aksiomatsko zasnivanje ove teorije potic¢e od ruskog matematicara
Kolmogorova sa pocetka XX veka.
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Modeliranje raznovrsnih prirodnih fenomena u fizici, biologiji, trzisnih
kretanja u ekonomiji ili ¢ak i najjednostavnijih igara, neophodno sadrzi fak-
tor sluc¢ajnosti. Nazovimo to ”sluc¢ajnost”, ”srec¢a”, "sum” ili jednostavno
"nepoznati faktor”. Shvatimo verovatnoc¢u kao meru slucajnosti, kao meru
ljudskog neznanja ili kao meru realizacije odredene vrste buduénosti; matema-
ticki pristup je potpuno isti.

Danas je stohasticka analiza jedna od najmodernijih oblasti matematike.
Poseduje razvijen matematicki aparat u radu sa stohastickim diferencijal-
nim jednac¢inama koje modeliraju fenomene sa nepoznatim faktorima, a koje
shvatamo kao da su se slucajno desili.

Ovo poglavlje predstavlja pregled osnovnih pojmova teorije verovatnoce
kao sto su slucajne promenljive, sluc¢ajni procesi, uslovno matematicko oceki-
vanje, martingali itd. Poseban znacaj imaju Gaussova raspodela, Brownovo
kretanje i Itov integral koji ¢ine osnovu teorije belog Suma.

1.2.1 Aksiomatsko zasnivanje teorije verovatnoce

U aksiomatskom zasnivanju teorije verovatnoce se polazi od osnovnog pojma
elementarnog dogadaja w koji se ne definise eksplicitno, slicno kao ni pojmovi
tacke, prave i ravni u geometriji. Nadalje ¢e skup €2 uvek oznacavati skup
elementarnih dogadaja.

Definicija 1.2.1 Familija F podskupova od §2 je o-algebra, ako Q2 € F, A €
F implicira Q\ A€ F, i ako su A; € F, i €N, tada i | A; € F.

=1

Definicija 1.2.2 Neka je (Q, F) merljiv prostor dogadaja. Skupovna funkcija
P :F — R naziva se verovatnosna mera ili krace samo verovatnoca, ako
ima sledeée osobine: P(A) > 0 za svaki dogadaj A € F, P(Q) =1, i ako su
Ay, Ay, Az .. disjunktni dogadagi iz F, tada vazi P(J,—, An) = > oo P(A,).

Definicija 1.2.3 Uredena trojka (2, F, P) gde je 2 prostor elementarnih do-
gadaja, F data o-algebra dogadaja na ) @ P verovatnosna mera na o-algebri
F, naziva se prostor verovatnoce.

Definicija 1.2.4 Mera @) je apsolutno neprekidna u odnosu na meru P u
prostoru (0, F), u oznaci Q <K P ako za svako A € F vazi da iz P(A) =0
sledi Q(A) = 0. Mere P i () su ekvivalentne ako je Q < P i P < Q.

Teorema 1.2.1 (Radon - Nikodym) Neka su P i Q) dve mere na prostoru
(Q,F) takve da je Q apsolutno neprekidna w odnosu na meru P. Tada postoji
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nenegativna merljiva funkcija f : Q — R, takva da vazi relacija

Q) = [ sap (1.63)

za svako E € F. Pri tome je funkcija f jedinstvena do na skup P-mere nula.

Funkcija f iz prethodne teoreme se naziva Radon-Nikodymov izvod mere
. . . _dQ i -
() po meri P ioznacava se sa f = 2% ili dQ = fdP.
Definicija 1.2.5 Posmatrajmo skup R™ sa uobicajenom topologijom. Na-
Jmanja o-algebra koja sadrzi sve otvorene skupove se naziva Borelova o-
algebra i oznacava se sa B(R™). Elementi Borelove o-algebre se nazivaju
Borelovi skupovi.

Sa R” oznacavamo familiju svih preslikavanja T — R gde je T' podskup
skupa realnih brojeva proizvoljne kardinalnosti.

Definicija 1.2.6 Cilindriéni skup u R” je skup oblika

eiltl,tz,...,tn (Bn) =
={r eR": (2(t1),2(t2),...,2(t,)) € B" za neko B™ € B(R")}, (1.64)

za fiksirane ti,tg, ..., t, € T. Skup B™ nazivamo osnova cilindra. Oznacimo
sa B(RT) najmangju o-algebru koju generise familija svih cilindara.

Familija cilindara ¢ini algebru, pa se verovatnosna mera definisana na
cilindrima prosiruje na meru nad ¢itavom o-algebrom. Ta konstrukcija ¢e
biti takva da ¢e se verovatnosna mera na beskona¢nodimenzionalnim pros-
torima dobiti produzenjem mera sa kona¢nodimenzionalnih prostora koje
zadovoljavaju tzv. uslov saglasnosti.

Posmatrajmo neuredenu n-torku indeksa 7 = [t1,t2,...,t,] gdesu t; € T
i neka je P. mera na (R™,B(R7)) gde je R™ = Ry, xRy, x -+ X Ry .

Definicija 1.2.7 KaZemo da je familija mera {P,} saglasna (7 pro-
lazi kroz skup svih konacnih izbora neuredenih n-torki iz T') ako vazi: za
proizvoljnu funkciju x : T — R, za svaka dva izbora T = [t1,ta, ... t,] 1
o =[s1,82,...,85 takva da je o C T i za proizvoljno B € B(R?) vazi

P {(x(s1),x(s2),...,x(sk)) : (x(s1),x(s2),...,2(s)) € B} =
= P {(z(t1),x(ta), ..., x(tn)) : (x(s1),2(s2),...,2(sx)) € B}. (1.65)
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Teorema 1.2.2 (Kolmogorov) Neka je {P,} familija saglasnih verovat-
nosnih mera na (R™, B(R7)). Tada postoji jedinstvena mera P na (RT, B(RT)
takva da je

P{z e R" : (z(t1),2(ts),...,2(t,)) € B} = Piyty...1,)(B) (1.66)

za sve izbore T = [t1,ta,...,t,] CT i B € B(R7).

1.2.2 Slucajne promenljive i njihove karakteristike

Definicija 1.2.8 Preslikavanje X : Q@ — R™ iz prostora verovatnoée (Q, F, P)
u merljiv prostor (R™, B(R™)) naziva se n-dimenzionalna slu¢ajna promenljiva
ako inverzna slika svakog Borelovog skupa pripada o-algebri . Na merljivom
prostoru (R™, B(R™)) uvodimo verovatnosnu meru Px definisanu relacijom

Px(B) = P(X"!(B)). (1.67)

Za meru Px postoji jedinstvena funkcija raspodele Fx : R — R za koju vazi

Fx(z) = Px((—o0,z1] X -+ X (=00, 2,]) = P{w € Q: X(w) <z}. (1.68)
Funkciju Fx nazivamo funkcija raspodele slucajne promenljive X.

Dakle slucajna promenljiva X prenosi strukturu verovatnosnog prostora
(Q,F, P) na prostor (R™, B(R"), Px) u kojem postoji razvijen aparat matematicke
analize. Najcesc¢e ¢emo i identifikovati ova dva prostora.

1, weA

0, we¢ A “a

Definicija 1.2.9 Sluc¢ajna promenljiva 14 data sa I4(w) = {

dogadaj A € F naziva se indikator dogadaja A.
Ako postoje disjunktno razbijanje sigurnog dogadaja 2 = Ay UAs U ... 10
najvise prebrojiv skup {x1,xs,...} C R, tada slu¢ajnu promenljivu oblika

X(w) = Z 214, () (1.69)

naziwvamo diskretna slucajna promenljiva.

Definicija 1.2.10 Slucajna promenljiva je apsolutno neprekidnog tipa, ako
je wverovatnosna mera Px apsolutno neprekidna uw odnosu na Lebesqueovu
meru na R™. Radon-Nikodymov izvod mere Px po meri Lebesquea oznacavamo
sa @(x) 1 nazivamo funkcija gustine slucajne promenljive X.
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Definicija 1.2.11 Komponente slucajanog vektora X = (X1, Xa, ..., X,)
su nezavisne, ako za svako k < n, za svaki izbor indeksa (iy,...,i) i za
proizvoljne Borelove skupove By, ..., By € B(R) vazi
k k
P((\{X;, € B;}) = [[ P{x;, € B;}. (1.70)
Jj=1 Jj=1
Definicija 1.2.12 Slucajna promenljiva X je merljiva funkcija na prostoru
verovatnoce (2, F, P), pa moZemo posmatrati i njen integral po meri P. Ovaj
integral éemo oznacavati sa E(X) i nazivacemo ga matematicko oc¢ekivanje
slucagne promenljive X . Dakle,

E(X) = /XdP = /XdFX. (1.71)

Definicija 1.2.13 Neka je X = (X1, Xy, ..., X,,) n-dimenzionalna slucajna
promenljiva. Kovarijaciona matrica wvektora X je matrica data sa B =
[cov(Xi, X;)|nxn, gde je

cov(X,Y;) = E(X.Y;) — E(X)E(Y)).
Teorema 1.2.3 Matrica B je kovarijaciona matrica nekog slucajnog vektora

akko je simetricna i pozitivno semidefinitna.

Definicija 1.2.14 Karakteristicna funkcija n-dimenzionalne slucajne promen-
ljive X je funkcija f : R™ — C definisana relacijom

fx(tl, tg, e ,tn) = E(ez(tlx)) = E(Gizzzl thk), (172)
gde jet = (ty,ta,...,tn), a (-] ) je oznaka za standardni skalarni proizvod
u R™.

Karakteristicna funkcija postoji za svaku slucajnu promenljivu i ona je
jednoznacno odreduje. Karakteristicna funkcija slucajne promenljive apso-
lutno neprekidnog tipa je zapravo Fourierova transformacija funkcije gustine.

Definicija 1.2.15 Oznacimo sa L*(Q, F, P) ili krace samo sa L*(Q) prostor
slucajnih promenljivih za koje je E(X?) < oo. U prostoru L?(Q) wvodimo
skalarni proizvod kao
(X |Y) = B(XY) (1.73)
za proizvoljne X, Y € L*(Q).
Norma indukovana ovim skalarnim proizvodom je oblika || X || = \/E(X?)
i vazi da je prostor L?(Q2) kompletan u odnosu na ovu normu. Konvergencija
sluc¢ajnih promenljivih u prostoru L?(€) je srednjekvadratna konvergencija
definisana sa: X, 2> X, ako E X, — X|” = 0, kad n — oo. Prostor L*(Q)
je Hilbertov prostor.
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Normalna raspodela

Definicija 1.2.16 Slucajan vektor X = (X1, Xs, ..., X,) #ma n-dimenzionalnu
normalnu (Gaussovu) raspodelu sa parametrima m i B, Sto oznacavamo
sa X : N(m,B), gde je m = (my,maq,...,m,) € R" i B je reqularna,
simetricna, pozitivno semidefinitna matrica, ako je njena funkcija gustine

data sa
Vdet A
P(T1, T3, ., 0) = o 3@ A=) (1.74)
o)
za v = (T1,%e,...,2,) € R", i A je inverzna matrica za B.

Teorema 1.2.4 Neka je X = (X1, Xs,...,X,,) slucajan vektor sa normal-
nom X : N(m, B) raspodelom. Tada vaZi:

1. Parametar m je vektor matematickih ocekivanja komponenti slucajnog
vektora X 1.
E(Xk):mk, ]{7:1,2,...,71,

gde je m = (my,ma,...,my,).
2. Matrica B je kovarijaciona matrica slucajnog vektora X.
Teorema 1.2.5 Neka je X slucajna promenljiva sa n-dimenzionalnom nor-

malnom raspodelom X : N(m, B). Tada je karakteristicna funkcija slucajnog
vektora X data sa

Flti ta, ... ty) = etm—at" Bt (1.75)
gde jet = (ty,ta,. .., tn).

Teorema 1.2.6 Neka je X = (X1, Xo, ..., X,,) proizvoljan slucajan vektor.

1. Ako X ima n-dimenzionalnu normalnu raspodelu X : N(m, B), tada za
proizvoljne X1, Aa, ..., A, € R takve da postoji bar jedno \; # 0, vazi da

sluc¢ajna promenljiva > A\, Xy tma normalnu raspodelu

k=1
> Xt NO T Aemy; ATBA). (1.76)
k=1 k=1

n

2. Ako za sve A1, Mg, ..., A, € R vazi da linearna kombinacija > M\ Xk
k=1

ima normalnu raspodelu, tada slucajan vektor X ima n-dimenzionalnu

normalnu raspodelu.
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Posmatrajmo L*(2) prostor slu¢ajnih promenljivih sa konaénim drugim
momentom. Slucajne promenljive sa normalnom raspodelom pripadaju pros-
toru L*(Q) jer imaju kona¢nu disperziju. Na osnovu prethodne teoreme se
svaki konacan podprostor L{ X7, X5, ..., X,,} generisan slu¢ajnim promenlji-
vama sa normalnom raspodelom sastoji iskljucivo od slucajnih promenljivih
sa normalnom raspodelom. Naredna teorema prosiruje ovaj rezultat i na
zatvorene beskonacnodimenzionalne podprostore L{X1, X5,...} generisane
slucajnim promenljivama sa normalnom raspodelom.

Teorema 1.2.7 Neka je X1, Xo,... niz slucajnih promenljivih sa normal-
nom raspodelom koji konvergira u srednjekvadratnom ka slucajnoj promenljivos
X. Tada @ slucajna promenljiva X ima normalnu raspodelu.

Uslovno matematicko ocekivanje

Definicija 1.2.17 Neka je (2, F, P) verovatnosni prostor, B C F proizvoljna
o-podalgebra 1 X : 0 — R integrabilna slucajna promenljiva. Esencijalno
jedinstvenu B-merljivu funkciju E(X | B) : Q@ — R koja zadovoljava jed-
nakost
/E(X | B)dPp = /XdP (1.77)
B B

za svako B € B, nazivamo uslovno matematicko ocekivanje slucajne promenljive
X u odnosu na o-algebru B.
Neka je za A€ F
P(A|B)=E(Is|B). (1.78)

Tada se P(- | B) naziva uslovna verovatnoca na o-algebri ¥ u odnosu na
o-algebru B.

U slucaju kada je o-algebra B generisana nekom sluc¢ajnom promenljivom
Y, uslovno matematicko ocekivanje oznacavamo sa E(X|Y).

Teorema 1.2.8 Uslovno matematicko ocekivanje ima sledece osobine:
1. E(E(X | B)) = E(X).

Ako je X merljiva u odnosu na B, tada E(X | B) = X.

Ako je X >0, tada je i E(X | B) >0 s.s..

Ako je X = ¢ gde je c proizvolina konstanta, tada je E(X | B) = c.

Ako je B = {0,Q} trivijalna o-algebra, tada E(X | B) = E(X).
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Teorema 1.2.9 Ako su Xy ¢ Xs integrabilne slucajne promenljive i aq,as
proizvoljne konstante, tada vazi

E(a1 X, + axXo | B) 2 a, E(X, | B) + ax E(X, | B). (1.79)

tj. operator E(- | B) : LY(Q) — LY(Q) je linearan operator nad prostorom
integrabilnih slucajnih promenljivih.

Teorema 1.2.10 (o dominantnoj konvergenciji) Neka je dat niz slucajnih
promenljivih {X,,} koji konvergira X,, =3 X. Neka postoji Y € L'(Q) tako da
je za svakon € N |X,| <Y s.s. Tada vazi

BE(X, - X||B) 0. (1.80)

Teorema 1.2.11 Neka su X,, nenegativne slucajne promenljive za sve n €
N. Tada

EQ) Xi|B)=> E(X:|B) s.s. (1.81)

Teorema 1.2.12 Neka su X, Y slucajne promenljive na (0, F, P) takve da
su X 1 XY integrabilne. Ako je Y merljiva u odnosu na o-algebru B, tada
je

EXY |B)=YE(X |B) s.s. (1.82)

1.2.3 Slucajni procesi

Definicija 1.2.18 Neka je T neprazan indeksni skup u R. Familija R9-
vrednosnih slucajnih promenljivih {w — X;(w) : t € T} definisanih nad istim
prostorom verovatnoée (2, F, P) je slu¢ajan proces sa indeksnim skupom T
i prostorom stanja RY.

Iz prethodne definicije direktno sledi da je proces { X;(w) : t € T'} za svako
fiksirano ¢ty € T sluc¢ajna promenljiva (merljivo prelikavanje nad prostorom
verovatnoce).

Definicija 1.2.19 Neka je {X;(w) : t € T} slucajan proces. Tada za svako
fiksirano wy € Q imamo preslikavanje X;(wy) : T — R? koje nazivamo tra-
jektorija slucajnog procesa.

U daljem ¢emo slicno kao i kod sluc¢ajnih promenljivih, izostaviti oznaku
w (koja se podrazumeva) i pisati samo X;.
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Definicija 1.2.20 Konac¢nodimenzionalne raspodele sluc¢ajnog procesa
{Xi:t €T} su date sa

Fo (1, xn) = P{(X4,...,X},) € (—o0, 29| X - x(—00,2,]}, meN
gdesut, €T, x; eR? i =1,2,...

Teorema 1.2.13 Familija konacénodimenzionalnih raspodela na (RY)™, B((R)"))
zadovoljava sledeca dva uslova:

1. uslov saglasnosti

El,...,tm,tm+1,...,tn (:Ela vy Ty 007 st OO) = Ftl,...,tm(xb e 7xm) (183)
za svakom <n ity,...,t, €T.

2. uslov simetrije

F;fl,...,tn (x17 ... 71;71) - Eﬂ<1),...,tﬂ<n) (l‘ﬂ'(l)7 ... 7'I7T(n)) (184)

za svako n € N i svako m iz grupe permutacija brojeva {1,2,...,n}.

Teorema 1.2.14 (Kolmogorov) Za svaku familiju funkcija raspodele koja
zadovoljava uslov saglasnosti i simetrije postoji prostor verovatnoée (Q, F, P)

i slucajan proces { X, : t € T} definisan na njemu, ¢ije su konacnodimenzionalne
raspodele upravo one date.

Prostor (Q,F, P) iz prethodne teoreme je prostor((R4)?, B(RY)T, Px) u ko-
jem je mera Py dobijena produzenjem odgovaraju¢ih konacnodimenzionalnih
verovatnosnih mera. Mera Px se naziva raspodela verovatnoca procesa X;.

Dakle, svaki (klasi¢an) slu¢ajan proces mozemo posmatrati iz tri ekviva-
lentne perspektive: kao merljivo preslikavanje Q — (R%)T, kao preslikavanje
T — L°(Q) ili kao zajednicko-merljivo preslikavanje T x Q@ — R?  Kod
uopstenih slucajnih procesa imac¢emo analogne koncepte koji nisu ekviva-
lentni, ve¢ definisu uopstene procese razlic¢itog tipa.

Definicija 1.2.21 Slucajan proces X, je stacionaran ako za svako h > 0
1 svako t;,t; + h €T, 1€ N vazi

Ft1+h,...,tn+h(l.17 s 7xn) = Ftl,...,tn (3:17 s 7xn)' (185)

Proces je stacionaran u Sirem smislu ako je E(X;) = const i Cov(X, Xs) =
C(t —s), gde je C funkcija jedne promenljive.
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Definicija 1.2.22 Slucajan proces X; je gausovski proces ako su sve njegove
konacnodimenzionalne raspodele normalne.

Gausovski proces je potpuno okarakterisan svojim matematickim ocekivanjem
m(t) = F(X;) i kovarijansnom funkcijom E(X;X;) — m(t)m(s).

Definicija 1.2.23 Neka je (2, F, P) prostor verovatnoée. Familija pod-o-
algebri {F,} se naziva filter ako za svako s < t vazi Fg C F;.

Definicija 1.2.24 Slucajan proces {X; : t € T} je adaptiran filteru {F;}
ako je za svako t € T' sluéajna promenljiva X;(w) Fi-merljiva.

Definicija 1.2.25 Slucajan proces {M;} je martingal u odnosu na filter
{F:}, ako ima osobine:

1. za svakot € T je E(|My]) < oo

2. za svako s <t je E(M|Fs) = M

Ako se filter ne navodi eksplicitno, podrazumevamo da je F; o-algebra
generisana familijom slucajnih promenljivih {X; : s < ¢}.

Definicija 1.2.26 Slucajan proces {X;} je markovski proces ako za svako
t > s i svaki Borelov skup B iz R? vazi

P{X, € B|F,} = P{X, € B|X,} (1.86)

skoro sigurno.

Brownovo kretanje

Definicija 1.2.27 Sucajan proces {B; : t € [0,00)} se naziva Brownovo
kretanje (Wienerov proces) ako vazi:

1. By = 0 skoro sigurno.
2. Prirastaji su nekorelirani.

3. Za svako 0 < s < t prirastaj By — By ima normalnu N(O, (t — s)I)
raspodelu, gde je I jedinicna d X d matrica.
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Najcescée slucajan proces X;(w) shvatamo kao poziciju (rezultat) u trenutku
t ishoda nekog eksperimenta w. Shodno tome i koncept Brownovog kretanja
Bi(w) interpretiramo kao polozaj u prostoru R? polenske (Brownove) cestice
w u trenutku ¢.

Primetimo jos da je gore definisano d-dimenzionalno Brownovo kretanje
mozemo posmatrati kao B, = (Bt(l), . 7Blfd)), gde su Bt(i)7 i =1,....d
jednodimenzionalna nezavisna Brownova kretanja.

Teorema 1.2.15 Brownovo kretanje je gausovski proces sa ocekivanjem
E(By) = 0 i kovarijansnom matricom E(B;BT) = min{t,s}I.

Prirasataji Brownovog kretanja su nezavisni i stacionarni. Brownovo kre-
tanje je markovski proces.

Teorema 1.2.16 Za skoro svako w je trajektorija By(w) neprekidna po t.
Tacnije postoji verzija Brownovog kretanja X,

Plw: X(w) = Bi(w)} =1, za svet >0 (1.87)
koja 1ma skoro sve meprekidne trajktorije.

Nadalje ¢emo uvek pretpostaviti da je B; upravo ova neprekidna verzija.
Dakle, verovatnosna mera Pp iz teoreme Kolmogorova se moze uvesti na
prostoru neprekidnih funkcija C'((R%)%>)) sa odgovarajuéom Borelovom o-
algebrom. Verovatnosnu meru Pp nazivamo Wienerova mera.

Teorema 1.2.17 Skoro sve trajektorije Brownovog kretanja su skoro svuda
nediferencijabilne funkcije.

Dakle, ne postoji klasican slu¢ajan proces koji je izvod Brownovog kre-
tanja, odnosno ne postoji proces koji bi opisivao brzinu polenske cestice. In-
tuitivno, to bi bio gausovski proces ¢ija je kovarijansa Diracova delta funkcija.
Nazalost, tako nesto ne postoji u klasicnom smislu.

Ipak, u nastavku ¢emo definisati uopstene slucajne procese, specijalno
proces belog Suma koji ¢e biti uopsteni izvod Brownovog kretanja. Naziv
beli sum je inspirisan ¢injenicom da bi takav proces - ako bi neformalno
bio definisan u klasi¢nom smislu - imao konstantnu spektralnu gustinu sli¢no
kao sto bela svetlost uniformno sadrzi boje svih talasnih duzina spektra. Re¢
Sum sugeriSe da ovaj proces u SDJ-ima modelira neke nepoznate faktore koji
se tretiraju kao neke smetnje. Uglavnom to nisu bas zvucne smetnje, ali
primera radi mozemo beli sum shvatiti kao zvuk koji uniformno sadrzi sve
glasove zvuénog spektra (brujanje avionskog motora, buka na trzistu akcija
ili Sustanje televizora kad nema programa).

Sama Cinjenica da je proces uopsten znaci da ¢e biti konstruisan uvodenjem
verovatnosne mere na prostoru Schwartzovih temperiranih distribucija 8'(R%),
a ne mere na mnogo manjem prostoru (R%)[0:%).
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Itov integral

Kako su trajektorije Brownovog kretanja funkcije neogranicene varijacije,
nemoguce je definisati integral u Lebesgue-Stiltjesovom smislu. Ovde dajemo
kratak opis konstrukcije tzv. Itdvog integrala (jednostavnosti radi u jednoj
dimenziji). Prostor (£2,J, P) je prostor verovatnoce, B; oznac¢ava Brownovo
kretanje, a B je Borelova o-algebra na R.

Neka je preslikavanje f : RT x @ — R merljivo u odnosu na B x F i
adaptirano standardnom Brownovom filteru, takvo da je

B / F(t,w)dt) < oo. (1.88)

1. Ako je f stepenasta funkcija oblika f(t,w) = . e;(w)x(t;.1;,.1(t), tada
se Itov integral definise kao

/ F(t)B) = 3 e3() By, = By). (1.89)

2. Ako je f proizvoljna funkcija, ona se moZe u L? smislu aproksimirati
nizom stepenastih funkcija f,, tako da E ( [(f(t,w) — fu(t,w))?dt) — 0,
n — oo. Tada se Itov integral definise kao

/f(t,w)dBt(w) :limn_,oo/fn(t,w)dBt(w) (1.90)

gde je limit u L2-smislu.

Vazi da je Itov integral martingal tj. F fo T,w)dB,( fo T,w)dB.(
za proizvoljno s < t.

Sa L?(R™) oznacavamo simetri¢ne funkcije po n-promenljivih prostora
L*(R™).

Definicija 1.2.28 Neka je ¢ € ﬁ(R”) Definisimo n-tostruki Itov integral
kao

Li(y)= | ¢dB*" =

—n'/ / / W(t1 ta, ... t)dB(t)dB(t) - dB(t,) (1.91)

gde su na desnoj strani n iteriranih jednostrukih Itovih integrala.

(w),
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Primetimo da zbog granica integrala u svakom koraku imamo adaptiranu
podintegralnu funkciju, kao i da je zbog simetri¢nosti funkcije ¢ integral in-
varijantan u odnosu na redosled iteriranih integrala (vazi Fubinijevo pravilo).

Teorema 1.2.18 (Itéva izometrija)

2
E ( de‘@") =n! [ (t,... t,)%dt;---dt,. (1.92)
R™ R™

Itov integral se tesko izracunava direktno po definiciji; u konkretnim prob-
lemima se za izracunavanje integrala koriste [tove formule. Ovde, jednos-
tavnosti radi, navodimo Itévu formulu za jednodimenzionalni slucaj.

Definicija 1.2.29 Slucajan proces X; je standardan proces ako je oblika
dX; = a(w,t)dt + b(w, t)dB;
gde je P (fOTa(w,t)dt < oo) =14P (fOT b (w, t)dt < oo) =1.

Teorema 1.2.19 (Itéva formula) Neka je X,, t € [0,T] standardan proces
i f(t,r) : RT x R — R funkcija klase CY2. Tada vazi

f(t,Xt)—f(O,O):/O fgc(s,XS)dXs—l—/o ft(s,Xs)ds+%/0 foz(5, X )0 (w, 5)ds.

Prvi integral u formuli je Itov integral, drugi i tre¢i su Riemannovi. Vidimo
da se za razliku od klasicne Newton-Leibnizove formule javljaju dodatni
¢lanovi koji su posledica ¢injenice da su trajektorije Brownovog kretanja
neogranicene varijacije.

Ako sa Y} oznacimo proces Y; = f(t, X;) tada prethodnu jednac¢inu mozemo
formalno pisati u obliku stohasticke diferencijalne jednacine:

1
dY; = f.(t, Xp)d X, + fi(t, Xy)dt + §fm(t, Xp)dXy - dXy

gde - oznacava mnozenje u tzv. box-algebri datoj pravilom: dt-dt = dt-dB; =
dB; - dt = 0, dB; - dB; = dt. Posto diferencijal nismo definisali (u klasi¢noj
teoriji), vodimo racuna o tome da iza ovakvog zapisa u stvari stoji integralna
jednacina. U teoriji uopstenih stohastickih procesa ¢e upravo ovaj formalan
zapis dB; biti zamenjen korektno definisanim konceptom belog suma W(t).
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Uopsteni stohasticki procesi

Siroku klasu sluc¢ajnih procesa koji se na prirodan nacin javljaju u prime-
nama, nemoguce je definisati na klasican nacin. Izvod Brownovog kretanja
odnosno proces belog Suma je mozda najpozantiji od njih. Koncept belog
Suma se pokazao kao odlican model naglih i velikih fluktuacija u dinamickim
sistemima, ali ga je matematicki korektno moguce definisati jedino u okviru
teorije uopstenih funkcija (distribucija). Uopsteni stohasticki procesi su prvi
put uvedeni 1955 u radovima I.M. Gel'fanda, N. Vilenkina i K. Urbanika a
zatim je 80-ih ova teorija dozivela snazan razvoj u K. Itovim i T. Hidinim
radovima. Tokom poslednjih decenija za razvoj ove teorije prvenstveno su
zasluzni T. Hida, Y. Kondratiev, H. Kuo i B. OQksendal.

Ova glava posvecena je raznovrsnim prostorima stohastickih test i uopstenih
funkcija - to su pre svega dobro poznati Hidini, Kondratievi, a kao novitet
uveden je i novi prostor exp(S),. Tekst vodi ¢itaoca od konstrukcije os-
novnog prostora verovatnoce belog suma, preko Wiener-Itove haos ekspan-
zije do same konstrukcije gore navedenih prostora koji sadrze uopstene sto-
hasticke funkcije.

Generalno, postoje dva pristupa ka proucavanju uopstenih stohastickih
procesa i prostora koji ih sadrze: pomocu Itovih integrala i operatora, ili
pomocu Fourier-Hermiteovih polinoma. Vecéina autora se opredeljuje za jedan
od ova dva pristupa; na primer u radovima T. Hide i H.H. Kua u velikoj meri
se koriste integrali i operatori, dok npr. kod @Oksendala pretezno preovladava
ovaj drugi pristup. Jedan od (manjih) ciljeva u ovoj tezi jeste da se ove dve
notacije objedine.

Definisani su uopsteni stohasticki procesi razli¢itog tipa: to su procesi tipa
(I) i tipa (U) kao sto su ih definisali Inaba i Ullrich (videti npr. [23]), kao i
procesi tipa (O) kao sto su ih definse Qksendal (videti npr. [17]). Esencijalni
deo ove glave - kao i ¢itave teze - ¢ine teoreme o ekspanziji procesa tipa (I)
sa vrednos¢u u prostoru () ili exp(S)_1.
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2.1 Prostor verovatnocée belog Suma

Definicija 2.1.1 Neka je E nuklearan prebrojiv Hilbertov prostor topologizo-
van nizom seminormi |-|,. Borelova o-algebra B(E') je o-algebra generisana
slabom topologijom prostora E'.

Iz osobina nuklearnosti prostora sledi da se ista Borelova g-algebra moze
generisati i jakom topologijom, induktivnom topologijom, ili cilindri¢nim
skupovima oblika

Cily,..6n(B) ={w e E": ((w,¢1),...,{w, o)) € B} (2.1)

gde je B € B(R") baza cilindra, a ¢1,...,¢, € E su fiksirani.

Kako je osnovni nuklearan prostor F i separabilan, mozemo birati za pros-
tor H da je neki od prostora FE,, koji definisu prebrojivu strukturu prostora
E i time dobijamo Gel’fandovu trojku oblika

ECHCE. (2.2)

Definicija 2.1.2 Funkcija C' : E — C se naziva karakteristicna funkcija
ako ima osobine:

1. C je neprekidna na F,

2. C(0) =1,
3. C je pozitivno definitna tj. za proizvolne zy...,z, € Ci¢r,..., ¢, € B
je
> 27 C(d; — ) > 0. (2.3)
jk=1

Teorema 2.1.1 (Bochner-Minlos) Neka je E nuklearan prostor i C' karak-
teristicna funkcija na njemu. Tada postoji jedinstvena mera pc na prostoru
(E',B(E'")) takva da je za svako ¢ € E

/ D () = C(6). (2.4)

Ako je C neprekidno i u odnosu na neku seminormu |- |, i ako je m > p takvo
da je inkluzivno preslikavanje E,, — E, HS-tipa, onda je pc(E_,,) = 1.

Uslov nuklearnosti iz Bochner-Minlosove teoreme je potreban i dovoljan
da bi se aditivna mera dobijena na algebri cilindara (po kona¢nodimenzionalnoj
Bochnerovoj teoremi) mogla progiriti na o-aditivonu meru na beskonaéno-
dimenzionalnom prostoru E’. OpSiran dokaz ove teoreme kao i sama kons-
trukcija mere pe moze se nadi u [9].
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Definicija 2.1.3 Prostor (E', B(E'), uc) nazivamo prostor Suma pridruzen
osnovnom prostoru (E, |- |).

Definicija 2.1.4 Matematicko ocekivanje merljive funkcije f definisane nad
E'" u odnosu na meru uc je dato sa

Eu(f) = . fw)dpe(w), (2.5)

pod uslovom da je E,,(f) = [4 |f(w)|dpc(w) < oo.

Direktno iz (2.4) sledi da je karakteristicna funkcija slu¢ajne promenljive
(-, ¢) data sa

E, (') = / el dpe(w). (2.6)
E/
Sa stanovista primena prirodno je posmatrati tzv. prostor belog suma.

Definicija 2.1.5 Neka je E = §(R?), F' = §'(R%), H = L*(RY), C(¢) =
exp{—%|¢|i2(Rd)} i b odgovarajuca mera iz teoreme Bochner-Minlosa. Pros-
tor

(8'(RY), B, ) (2.7)

nazivamo prostor verovatnoce belog suma. Mera p je mera belog Suma /i
Gaussova mera na 8'(R?).

U daljem radu pretpostavljamo da je osnovni prostor verovatnoce (2, F, P)
prostor (8'(R%), B, u1).

Sa (L)? ¢emo oznacavati kvadratno integrabilne funkcije na 8'(R?) u
odnosu na meru belog Suma ili opstije

(Ly = (S ®Y.p), 1<p<oo (2.8)

Prostor (L)? je Hilbertov, a skalarni proizvod u njemu je dat sa

(FIG) 1y = B.(FG). 29)
Teorema 2.1.2 Neka su &, ..., &, funkcije iz S(RY) koje su ortonormirane
u LA(R%). Neka je dh,(z) = (2r)~2e 21"’ dz, - - - dx,, Gaussova mera na R,
x = (1,...,2,) € R". Tada n-dimenzionalna slucajna promenljiva
w (W, &), (W, &) (2.10)
ima raspodelu N,,, odnosno
EL(f(¢ &), (L&) = : f(x)dAn () (2.11)

za svako [ € LY(R™, d)\,).
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Dokaz: Dokazatemo da je karakteristicna funkcija slucajne promenljive
((w,&1), ..., (w,&,)) jednaka karakteristicnoj funkciji normalne n-dimenzionalne
raspodele datoj relacijom (1.75). Na osnovu relacije (2.6) i ortogonalnosti
elemenata & imamo da je

E, <ei22:1('7§k>> =E, (ei(wzz:1 §k>> - efélzz;l 5’“|2L2<va) - 67%22;1 ‘£k|2L?(Rd)

Sto zaista jeste karakteristi¢na funkcija normalne n-dimenzionalne raspodele. U
Mera p u stvari zamenjuje Lebesgueovu meru (koja ne postoji na beskonaéno-

dimenzionalnim prostorima), a ima npr. osobinu da je rotaciono invari-

jantna. To mozemo intuitivno shvatiti na sledeéi nac¢in: neka je {n;} potpun

ortonormiran sistem od §(IR%). Napravimo niz koordinata (w,n;) = X, k €

Ny. Tada je niz Xj niz slucajnih promenljivih sa standardnom Gaussovom

raspodelom, pa je prema jakom zakonu velikih brojeva

|
. 2
l@mNHOO—N E X, =1

n=1

za s.s. w (po meri ). Tj. za w € supp(p) je .0, X2 ~ N. Ova jednacina
opisuje sferu u prostoru RY. Uzimajuéi graniéni proces N — 0o mozemo
re¢i da nosa¢ mere p "izgleda kao” beskonacnodimenzionalna sfera, pa je
invarijantna pod beskonacnodimenzionalnim rotacijama. Precizna prica o
grupama rotacija i detaljni rezultati vezani za njih mogu se naéi u [12].

Teorema 2.1.3 Neka je ¢ € L*(R?) i niz ¢, € §(RY) takav da ¢,, konvergira
ka ¢ u prostoru L*(R?). Tada je niz funkcija w — {(w, $,) konvergentan u
prostoru (L)

Dokaz: Bez ogranicenja opstosti pretpostavimo da su funkcije ¢, ortogo-
nalne. Primenjujuéi relaciju (2.11) za f((-, ¢m) — (-, @) = | (-, —2m=Cn )2

E |¢m_¢n‘L2(Rd)
dobijamo da je

/S’(Rd) ’<W,¢m> - (w, ¢n>|2d'u(w) = Eu(|<’ ¢m _ ¢n>|2)

¢m B ¢n |2
|¢m - ¢n’L2(Rd)

= ¢ — GnlF2e) (2m) 72 / e 2 dx

R

= |¢m - ¢n|%2(Rd)Eu(|<'a

= |fm — anl%?(Rd)

Sto pokazuje da je niz Cauchyjev, a kako je (L)? kompletan, on je i konver-
gentan. [J
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Prema prethodnoj teoremi mozemo prosiriti dejstvo elemenata iz w €
§'(RY) i na funkcije ¢ € L%*(R?), sto éemo oznacavati sa (w,¢) ali pod-
razumevamo da je to u stvari

(w, @) = (L) — limy, 00w, bp). (2.12)

Teorema 2.1.4 Neka je t = (t1,...,tq5) € R¢ 4 X[0,] = X[0,t1]x-x[0,ta] €
L*(RY) karakteristicna funkcija pravougaonika [0,t]. Tada je sa

B(t,w) = (w, X(0.) (2.13)

definisano d-parametarsko Brownovo kretanje na prostoru verovatnoce

(8'(R), B, ).

Dokaz Ocigledno je B(0,) = 0 s.s. u odnosu na meru p. Koristeéi
relaciju (2.4) lako se pokazuje da za proizvoljno n € N, sluc¢ajna promenljiva
(B(tW w),..., (B(t™,w))ima n-dimenzionalnu normalnu raspodelu sa nula-
ocekivanjem i kovarijansnom matricom n x n koja na (4, j)-tom polju ima el-
ement [, min{t\",t7}, gde su t®, ... t™ € R? Nekasu k € {1,...,n}
i s ¢ R? proizvoljni. Posmatrajuéi k-tu komponentu B(t*) w) pomocu
relacije (2.11) dobijamo da je prirastaj B(t*), w) — B(s*),w) normalno ras-

poreden sa nula oc¢ekivanjem i disperzijom jednako] Hle |tl(k) — sl(k)\. O

Definicija 2.1.6 Uglacani beli sum je preslikavanje w : $(R?) x §'(RY) — R
dato sa

w(p,w) = (w,9). (2.14)

Teorema 2.1.5 Za proizvolino ¢ € L*(R?) je Itév integral dat sa
S(AB(tw) = (w.¢),  we S'(RY. (2.15)
R4

Dokaz: Kako je ¢ € L?(R%) deterministicka funkcija, uslov (1.88) je zado-
voljen. Neka je w € 8'(R%) proizvoljno, fiksirano. Funkciju ¢ mozemo
aproksimirati nizom stepenastih funkcija f,,(t) = >, €jnXp;1;,,1(t), n € N
koji u L?(R?) konvergira ka ¢. Tada je

(W, fa) = (w, Zej,nX[tj,th]) = Z%‘,n(w, X[0t541] — X[o,tj]>
J J
=D ¢in (Bltj1.w) = B(t;,w))
J
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sto jeste (1.89). Prelaskom na grani¢ni proces n — oo i po teoremi 2.1.3 sledi
tvrdenje. O

Koristedi parcijalnu integraciju moze se pokazati da je u distribucionom
(slabom) smislu, za skoro svako w € 8'(R?)

0B
_ 95 2.1
Y oty (2.16)

odnosno, uglacani beli Sum predstavlja uopsteni izvod Brownovog kretanja.

Definicija 2.1.7 Koordinatni proces uglacanog belog suma je preslikavange
W, : R x §'(RY) — R dato sa

Wy(t, w) = w(dr, w) (2.17)
gde je ¢y(s) = ¢(s —t), s,t € RL
Dakle, za fiksirano ¢ € L?(RY), proces uglacanog belog suma dat sa
Wy(t,w) = (w(s), (s — 1)

je klasican slucajan proces. U narednom poglavlju bi¢e definisani singularni
beli Sum.

Teorema 2.1.6 Koordinatni proces uglacanog belog suma ima sledece
osobine:

1. Ako je supp ¢ N supp s = &, tada su slucajne promenljive Wy(t,-) i
W(s,-) nezavisne.

2. Stacionaran je.

3. Za svako fiksirano t € R? slu¢ajna promenljiva Wy(t,-) ima normalnu
raspodelu sa nula ocekivanjem i disperzijom |¢|%2(Rd).

Definicija 2.1.8 Neka je P(z) = <y Cat® polinom stepena N, gde je
a = (ay,...,q,) multiindeks i x* = x{* - - - 2%, Preslikavanje P : §'(R?) —
R dato sa

P(w) = P({w, ¢1), .-, (w, Pn)) (2.18)

gde su ¢1,...¢, € 8(RY) nazivamo stohasticki polinom.
Preslikavange € : §'(R?) — R dato sa

&(w) = e (2.19)

za ¢ € $(RY) nazivamo stohasticki eksponencijal.
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Teorema 2.1.7 Familija stohastickih polinoma (za N =1,2,...) i linearna
obvojnica familije stohastickih eksponencijala su gusti skupovi u (L)P, p > 1.

U visedimenzionalnom slucaju, za dato m € N definisemo

m m

S=1[8®R%, s =][s®Y,

i=1 i=1

prostor S’ snabdevamo Borelovom c-algebrom proizvoda i odgovarajuéim
proizvodom mera fi,,, = p X -+ X p. Dejstvo elementa w = (w1, ..., wy,) € S
—_—

na element ¢ = (¢1,...,¢n) € S je dato sa

<w7¢> = <w17¢1> +- <wm7¢m>'

Uredenu trojku
(S/v B? Mm)

nazivamo m-dimenzionalni d-parametarski prostor verovatnoce belog suma.
Sli¢no kao i u jednodimenzionalnom slu¢aju mogu se definisati m-dimenzionalno
Brownovo kretanje i koordinatni proces uglacanog belog Suma kao (klasi¢ni)
m-~dimenzionalni stohasticki procesi (m-torka jednodimenzionalnih nezavis-
nih procesa).

Sa (L)>™ éemo oznacavati kvadratno integrabilne funkcije na S’ u odnosu
na meru m-dimenzionalnog belog Suma, odnosno

(L)*>™ = L*(S', ). (2.20)
Neka je
K =@ L’ R
k=1

ortogonalna suma m identi¢nih kopija prostora L?(R?). Prostor K je Hilber-

-

tov, a norma na njemu je data sa [¢|x = (O -, |ox]?)?2.
Neka su d parametar belog Suma i m dimenzija belog Suma fiksirani. Neka
je N dimenzija prostora stanja belog Suma. Stavimo da je

N

(LY = DL

k=1

direktna suma N identi¢nih kopija prostora m-dimenzionalnog belog Suma,
1

snabdevena normom |f|y = <Z]k;v:1 |fn|%<> .
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2.2 Wiener-Itova haos ekspanzija

Neka su h,, Hermiteovi polinomi, &, Hermiteove funkcije i ; definisano kao u
(1.38). Podsetimo se da familija funkcija 7; ¢ini ortonormiranu bazu prostora
L*(RY) koja pripada $(R?). Oznac¢imo sa J = (NJ). skup nizova prirodnih
brojeva koji imaju samo kona¢no mnogo elemenata razlicitih od nule.

Definicija 2.2.1 Za proizvoljno o = (o, e,...) € I definisimo Fourier-
Hermiteov polinom sa

w) = Hhai(@,m)), w € §'(RY). (2.21)

Primetimo da je Fourier-Hermiteov polinom u stvari konacan proizvod
stohastickih polinoma.

U visedimenzionalnom slucaju (m > 1) ortonormiranu bazu prostora K
¢ine vektori duzine m oblika e® = (0,...,7;,0,...) gde se n; nalazi na i-tom
mestu u nizu, a brojevi ¢, j su takvidajek =i+ (j—1)m, i € {1,2,...,m},
7 € N. U tom slucaju definisemo

Tl e®),  wes. (2.22)

Teorema 2.2.1 Fourier-Hermiteovi polinoms H&m)

prostora (L)*™. Pri tome je

VS | yom = /arlagl - (2.23)

¢ine ortogonalnu bazu

za o = (a1, 9,...) €.

Dokaz: Jednostavnosti radi dajemo dokaz u slucaju m = 1. Neka su a =
(o, 09, .. 00) 1 B = (B1, P2, ..., 0,) proizvoljni multiindeksi iz J. Tada je
prema (2.11) i teoremi Fubinija

E,(H,Hg) = (Hh w, 0;))hs, ({w, m)))
= /n H h’Oéz‘ (xZ)hﬁz (xz)d)\n(l'l, e ,xn)
- H/ ha, (i) hg, (:)dA ()

0, G
_H(Salglozz { gfﬁ
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gde smo u poslednjem koraku koristili ortogonalnosti Hermiteovih polinoma.
Kako je familija stohastickih polinoma gusta u (L)?, proizvoljan element f €
(L)? se moze aproksimirati po || - ||(z)2 normi stohastickim polinomom oblika
Pr(w) = fullw,m), ..., {(w,n,)). Polinom f,(z1,...,x,) se moze napisati kao
linearna kombinacija proizvoda ermitskih polinoma,

folz1, .. x,) = an Hha(%)

Tada je P, (w) = >, ca llie hos((w,mi)) =, caHa(w). O

Teorema 2.2.2 (Haos ekspanzija I) Proizvoljan element F € (L)
ima jedinstvenu reprezentaciju oblika

2,m,N

Fw) =) (W), cocRY (2.24)
acd
tako da vazi
IF 2y =Y alcl (2.25)
a€cd

gde je 2 = (calca) standardni skalarni proizvod u RY .

Dokaz Sledi iz prethodne teoreme, primenjujuéi je po komponentama (L)*™
prostora (L)>™Y . O

Relaciju (2.24) shvatamo u smislu da red konvergira u (L)*>™". Iz ortog-
onalnosti familije H™ sledi da su koeficijenti ekspanzije ¢, dati na sledeci

nacin: i-ta komponenta koeficijenta ¢, u razvoju elementa F' = (Fy,..., Fy)
je
; 1 m .
¢ = QEMm(FiHé ), i=1,2,...N.

Koeficijent ¢ koji stoji uz multiindeks ae = (0, 0, . . .) jeste upravo matematicko
ocekivanje elementa F(w).

Wiener-Itova haos ekspanzija se moze dati i preko Itovih integrala. Pret-
postavimo jednostavnostiradidasu N =1, m = 1,d = 1, a u viSedimenzional-
nom slucaju se lako prelazi na odgovarajuéi tenzorski proizvod.

Teorema 2.2.3 (1t6,1951) Neka je o = (ay,...,ax) multiindeks duZine
la] =n. Tada je

R

¢ B = H ha,; ((w, &5)) = Ha(w) (2.26)

gde smo koristili notaciju da je §®°‘ = ?“1@) e ®£,§’°"“.
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Na primer za n = 1, prema (2.15) imamo [, &;(t)dB(t,w) = (w,&;) =
a((w,6,)), jer je hn(x) = .

Teorema 2.2.4 (Haos ekspanzija II) Proizvoljan element F € (L)* ima
jedinstvenu reprezentaciju oblika

F)=>"[ fudB*, f,eL*R") (2.27)
n=0“R"
tako da vazi
HFH%L)Q = Zn!|fn|%2(ﬂgn)- (2.28)
n=0

Dokaz Koristeéi haos ekspanziju I, grupiSemo multiindekse @ po njihovoj
duzini:

Fw) = anﬂa(w) = Z Z coHo(w) = Z Z Ca /n g2 qBen

o n=0 ‘oé|:n n=0 ‘a|:n
— / > caPdBen,
n=0 7 R" |a|=n
Za ) -
fo= cat® € LA(R") (2.29)
|a|=n

sledi tvrdenje. [

Neka H, oznacanva podprostor od (L)? razapet Fourier-Hermiteovim
polinomima reda n. U skladu sa relacijom (2.26) ovaj prostor se naziva
n-tostruki Itov integral ili n-ti homogeni haos. Haos ekspanzija I se moze
reformulisati i kao izomorfizam sa odgovaraju¢im Fockovim prostorom

(L) = H..

Na primer Brownovo kretanje ”zivi” u prostoru H;. Prostor L?(R") se u tom
smislu moze shvatiti kao realizacija prostora JH,. Haos ekspanzija Il zapravo
je izomorfizam sa Fockovim prostorom

(L)? = é Vil L2(R).
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Ovaj izomorfizam se uspostavlja tzv. S8-transformacijom, koja je detaljno
opisana npr. u knjigama [12] i [16]. Ako je F,, € 3, C (L)?, tada njoj odgo-
varajuéu simetri¢nu funkciju f,, € i\?(R”) sa osobinom || F},||(1y2 = \/H|fn|32(Rn)
nazivamo integralno jezgro. Integracija u odnosu na dB; definise operator koji
prenosi integrabilne elemente iz H,, u prostor J,1; dakle u tom kontekstu
[tov integral odgovara operatoru kreacije na Fockovom prostoru.

Primer 2.2.1 Neka je ¢; = (0,0,...,1,0,...) niz sa jedinicom na j-tom
mestu.
1. Jednodimenionalni (m = 1) uglacani beli Sum ima ekspanziju

o0

w(g,w) = 3 (Bl He, (w). (2:30)
Naime vazi:

o0

w(¢,w) = (W, ¢) = (w, Z(@m)m) =D (Sln:){w,m) =D (@lm) He,(w).

i=1 =1

2. Jednodimenzionalno d-parametarsko Brownovo kretanje ima ekspanziju
oo t

B(t,w) = Z (/ 77j<u)du) H, (w). (2.31)
j=1 0

Ovo sledi 1z ¢injenice da je

o0

X0,(x) = Z(X[o,t]lnj)m(x) = Z/o ni(s)ds ().

=1
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2.3 Prostori stohastickih test funkcija i
uopstenih funkcija

U prethodnom odeljku je bio definisan uglacani beli Sum, ali jos uvek nemamo
pogodan objekat (model) koji bi predstavljao izvod Brownovog kretanja. U
ovom delu teze bi¢e definisan tzv. singularni beli Sum, i ujedno razliciti
prostori u kojima ”zivi” singularni beli Sum zajedno sa ostalim ”loS$im” pro-
cesima.

Posmatrajmo jednostavnosti radi, jednodimenzionalan slu¢aj (d = 1). U
analogiji sa pretpostavkama mogli bismo formalno pisati:

d , B(t+h)— B(t , 1
DBty = tim o P =B i),

Ali ovaj limes ne postoji u prostoru (L)?, slitno kao §to ni x[:,¢44 ne konver-
girau L?(R). Ipak, % X(t,t+h) konvergira ka Diracovoj d; dlStI“lbU.ClJl u prostoru
temperiranih distribucija 8'(R). Sli¢na je ideja i u ovom slu¢aju: potrebno je
konstruisati neki novi prostor - sa topologijom slabijom od topologije || - [| ()2
norme - koji ¢e imati slican odnos sa (L)? kao $to 8'(R) ima sa L*(R).
Takvi prostori ¢e biti prostori Kondratieva, Hide ...itd. Formalno, zelimo
dati smisla izrazu oblika (-, d;), odnosno koristeci razvoj 6y = Y~ &, ()&, u
8'(R), zelimo dati smisao formalnom razvoju

_B t w Zgn w §n>

2.3.1 Hidini prostori

Neka je A = —d?/dx® + 2® + 1 samoadjungovani diferencijalni operator sa
karakteristicnim korenima A, = 2n. Prema haos ekspanziji 11, svaku funkciju
F € (L)? mozemo prikazati u obliku

F= Zln(fn)

gde je I, oznaka za n-tostruki Itov integral, a f, su iz ZE(R”) Norma na
(L)? je data sa (2.28). Oznacimo je, preglednosti radi, sa || - ||o. Dakle,

1Fo = (Z n!\fnlg)
n=0
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Kako je (L)? izomorfan sa Fockovim prostorom, mozemo posmatrati ope-
rator druge kvantizacije I'(A), koji je gusto definisan na (L)? sa

r@gp::fiL4A®u;y (2.32)

Poznato je da je I'(A) takode samoadjungovan sa karakteristicnim vek-
torima

1 b 1
= ﬁlﬂ(ﬁ ) = ﬁHa(u})? ’Oé| =n.

Familija F,,, a € J ¢ini ortonormiranu bazu (L)? i pri tome je

Fo

D(A)Fy = AN -+ Fo = [ [(24)™ Fa,

Jj=1

gde je a = (@, g, .. .). Sli¢no, za proizvoljno p > 0 je

DAPF = L((A")™" f,) (2.33)

n=0
samoadjungovan i pri tome vazi

MW&=ﬁWW%V (2.34)

j=1

Takode je poznato da je I'(A)~! operator Hilbert-Schmidt tipa sa normom

- -1
IT(A) s = (H(l - A}2)> : (2.35)
j=1
Definisimo, za proizvoljno p > 0

1
2

£, = [[T(A)"Fllo = (Z n!I(Ap)®”fn|2> (2.36)

1 stavimo

(8)p = {F € (L)* : |F[l < oo} (2.37)
Neka je (S) = [1,(S), snabdeven projektivnom topologijom i (S)* njegov
dual. Tada imamo Gel'fandovu trojku (S) C (L)? C (S)* sa neprekidnim
inkluzijama HS-tipa

(S) € (8)y € (L)* S (9), (5

Moze se pokazati da je norma na (S); data sa ||[F'||_, = [[T'(A)7F|lo tj, (5);
je kompletiranje (L)% sa normom || - ||_,.
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Definicija 2.3.1 Prostor (S) je prostor Hidinih test funkcija. Prostor (S)*
je prostor Hidinih distribucija.

2.3.2 Kondratievi prostori
Neka je p € [0, 1] fiksiran broj. Stavimo

1112, = () P |(AP)" ful 2y (2.38)
n=0
i neka je
(Sp)p ={F¢e (L)2 : HFHp,p < oo}, p = 0. (2.39)

Inkluzije (Sp41), € (S,), su HS-tipa. Stavimo da je

(), = )(Sp),» projektivni limit

p

i (9); njegov dual. Tada je (S), nuklearan i imamo Gel’fandovu trojku
(S), € (L)* € (S);. Moze se proveriti da je norma na (S,)% ekvivalenta
normi

1EIZ - = > () (A" fal o eny- (2.40)
n=0

Prema tome, prostor (S,); ¢emo oznacavati i sa (S_,)_,, a prostor (5); sa
(S)—,. Jasno, (S)_, predstavlja induktivni limit prostora (S_,)_,.

Definicija 2.3.2 Prostor (S), je prostor Kondratievih test funkcija. Pros-
tor (S); je prostor Kondratievih distribucija.

Specijalno, za p = 0 Kondratievi prostori se svode na Hidine prostore. Ako
e p1 < pa, tada je (S)p, 2 (S),,. Primetimo da je (So), = (S_o), = (L)?
ako i samo ako je p = 0.

2.3.3 Kondratievi prostori u viSedimenzionalnom slucaju

Prethodne konstrukcije koriste haos ekspanziju II (preko integrala), a sli¢no
se mogu konstruisati i odgovarajuci prostori preko Fourier-Hermiteovih poli-
noma (haos ekspanzija I). Ilustracije radi, uradimo konstrukciju Kondratievih
prostoraza d > 1,m > 1, N > 1.
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Uvedimo konvenciju za multiindekse o, 3 € J da je of = aﬁl 62 e i

specijalnu oznaku koju je uveo Oksendal u [17]:

[e. 9]

(2N)” = [ (2.41)

J=1

gde je v = (71,72, - . .) konacan niz realnih brojeva.

Teorema 2.3.1 (Zhang, 1992) > _,(2N)™7* < oo ako i samo ako
jep > 1.

Neka je p € [0, 1] fiksiran broj.
Definicija 2.3.3 Prostor Kondratievih test funkcija, u oznaci (S)7",
sastoji od elemenata f =) coHE™ € (L)2™N | ¢, € RN, takvih da je

se

1712, = Zci(a!)lﬂ’(ZN)po‘ < oo, zasvepéeN. (2.42)

N

Prostor Kondratievih distribucija, u oznaci (S)"5", se sastoji od formalnih

p

razvoja oblika F'="" bo H, by € RY takvih da je

||F||_p . sz(a!)l_p@N)_m < o0, zanekop e N. (2.43)

Dejstvo elementa F' na test funkciju f je dato sa

(F. f) = (balca)o! (2.44)

gde je (-|-) skalarni proizvod u RY .

U jednodimenzionalnom slucaju su norme date relacijama (2.42) i (2.38)
ekvivalentne. Ako u (2.38) zamenimo iz (2.29) da je f, = >, ca&®?, sledi

da je
(A" fu= ) ca H AR,

laj=n
te je i

|(AP)®" fulfa@n) = pra] >

|lal=n



50 Uopsteni stohasticki procesi

gde su A\; = 2j karakteristicni koreni operatora A. Odavde sledi da se
!(Ap)(@“fn\p ) ponasa kao (2N)2P S~ 2.

Za proizvoljno p € [0, 1] je prostor (5), nuklearan. Jasno, po definiciji

norme (2.42) lako se vidi da je (5), projektivni limit prostora ( b =1{f =
YoaCaHa || fllpp < 00}. Prostor (S,), je Hilbertov sa skalarnim proizvodom

(f19)pp = Zaab ol (2N)Pe,

gdesu f =3 anHa, g=>,baHs € (Sp),. Familija funkcija
Ko, =al"2"(2N)"% H,,

a € J ¢ini ortonormiranu bazu prostora (S,),. Za proizvoljno p > g+ 1 je
tada po teoremi Zhanga

DKoyl =Y (2N)" 9% < oo,

Sto znadci da je inkluzija (S,), C (S,), Hilbert-Schmidt tipa.
Slobodan ¢lan ¢ u ekspanziji, odnosno koeficijent koji stoji uz multiindeks
= (0,0,...) nazivamo uopstenim matematickim ocekivanjem elementa F' €

(S)_..

Definicija 2.3.4 1. Jednodimenzionalni d-parametarski singularni beli Sum
je definisan formalnim razvojem

w) =Y m(t) Hey (@) (2.45)

gde jet € R g, = (0,...,1,0...).
2. m-dimenzionalni d-parametarski singularni beli sum je definisan sa
W(t,w) = Wi(t,w),..., Wn(t,w))

gde je i-ta komponenta data razvojem

Z 77] z+(] )m (w) (2.46)
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Specijalno, za d = 1 singularni beli Sum je dat haos ekspanzijom preko
[tovih integrala kao

w) =D &) ((w, &) Zﬁk (W, &)
= (W, _&(t)&) = 11(2 Ee(1)&k) = 11 ()

Teorema 2.3.2 Singularni beli sum pripada Hidinom prostoru distribucija.

Dokaz (za m = 1): Potrebno je dokazati da je za svako fiksirano t € R,
W(t,w) € (S)§, tj. da je za neko p € N,

> )2k

Poznato je da ermitske funkcije imaju osobinu sup,cp [£,(2)| = (‘)(n_l_lz), pa
prelaskom na tenzorski proizvod sledi da je i |n2(t)] < C za neku konstantu
C' uniformno pot € R*i k = 1,2,.... Prema teoremi Zhanga, sledi da red
konvergira za svako p > 1. [

Primer 2.3.1 Neka je p € (0,1) dato. Posmatrajmo uopstenu stohasticku
funkciju

oo

X =Y"(n)7 He, (2.47)
n=1
Tada je
X112, -, Z (1)~ (n1) = (2N) P = (1) 75 (2n)
n=1 n=1

Ovaj red konvergira po D’Alambertovom kriterijumu za svako p > 0. Dakle
X € (5)_,. S druge strane je

IXIE_, = D () ()= (@N) 7= =3 (n)5 (2n) "

Ovaj red je divergentan za svako p > 0, $to znaci da X ¢ (S)*. Owvajg primer
pokazuje da je prostor Kondratieva $iri od prostora Hidinih distribucija.
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2.3.4 Prostori exp(5), i exp(S5)_,

Posmarajmo umesto operatora I'?(A) iz konstrukcije Hidinih i Kondratievih
prostora, operator e’' ) definisan na sledeé naéin:

et =y %. (2.48)

Lako se moze proveriti da je za proizvoljan multiindeks o € J

epF(A)g@oa — ep(?N)"‘g@a.
Neka je F' € (L)? sa ekspanzijom F = Y > I,(f,), gde su f, iz E\?(R”),

n € N. Tada je
TV =5"1, 2 (AF)En g, 2.49
n=0 k=0 k f ( )

2

[ee] oo k.
i zato je HepF(A)FH?L)z = Zn' 7 (Ak)®”fn
n=0 L2(R™)
Neka je p € [0, 1] proizvoljno, ﬁksnrano. Definisimo normu || - || p.cap 52
S Pk
— + n
HFHP:p,eﬂﬁP - Zn' P ‘ A fn’L2(Rn) (250)

U viSedimenzionalnom sluc¢aju d > 1,m > 1, N > 1, ako je F' € (L)>™" dat

ekspanzijom F =3 co HY™, ¢, € RY, tada je (2.50) ekvivalentno sa

aeﬂ
||F||ppm—2a'l+ﬂ k,i AN = Sl (251)

Definicija 2 3 5 Prostor test funkcija exp(S)mN, se sastoji od elemenata
f—zaca o € (L)2™N ¢, € RN, takvih da je

[Fa p—— Z NIHPer@N® < o0, za sve p € N. (2.52)

Prostor stohastickih distribucija exp(S)T’N se sastoji od formalnih razvoja

p 7

oblika F =3, bo HE™, bo € RY takvih da je

|F||% = Z bi(a!)l’pe’p(zN)a < oo, zanekopeN. (2.53)

pP,—DP,exp
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Teorema 2.3.3 > e PN < 50 ako i samo ako je p > 0.

Za proizvoljno p € [0,1] je prostor exp(S), nuklearan. Iz definicije lako se
vidi da je exp(S), projektivni limit prostora exp(Sy), = {f = >, caHa :
| fll ppeap < 00}. Prostor exp(S,), je Hilbertov sa skalarnim proizvodom

= Ay byt TP erN)
g p,p,exp avYo )

gdesu f =3 anHa, 9=, baHs € exp(S,), Familija funkcija

_1ltp p a
Kyp=al" 2N H

a € J ¢ini ortonormiranu bazu prostora exp(S,),. Za proizvoljno p > ¢ je
tada po prethodnoj teoremi

2 _ —(1+p) ,—p(2N)* 2 _ —(14p) ,—P(2CN)* _11+p q(2N)*
Z HK%p p,q,exp ZO&' ( )6 () HHOéHp,p,exp - ZO&' ( )6 (2) Oé! € (2)
@ «

(67

— Z ef(pfq)(2N)& < OO,
(2.54)
Sto znaci da je inkluzija exp(S,), C exp(S,), Hilbert-Schmidt tipa.

Jasno, najsiri od prostora distribucija exp(S)_, je exp(S)_1.

Za proizvoljno p € [0,1], p > 01 F € (L)? je ||F |l ppexp > || F|lp, odakle
sledi odnos sa Kondratievim prostorima:

exp(S), € (9), C (L)* < (S)-, € cap(S)-,

Primer 2.3.2 Posmatrajmo uopstenu stohasticku funkciju

X=) eH.,. (2.55)
n=1
Tada je
- n — En - n _—2pn - 1 "
sy = S lrperar = S neom =5 (LY
n=1 n=1 n=1

Ovaj red konvergira za svako p > 1. Dakle X € exp(S)_;1. S druge strane je
X020, =Y e (2n) 7.
n=1

Ovaj red je divergentan za svako p > 0, §to znaci da X ¢ (S)_1. Ovaj primer
pokazuje da je prostor exp(S)_1 Siri od prostora Kondratievih distribucija.
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Primer 2.3.3

Neka je u definiciji 2.1.1 prostor E jednak prostoru realnih brojeva R, i
neka su sve seminorme | - |, jednake funkciji apsolutne vrednosti. Tada je
R osnovni nuklearan prostor sa uobicajenom topologijom, on je Hilbertov -
skalarni proizvod je dat obicénim mnoZenjem realnih brojeva, i R’ mozZemo
wdentifikovati sa R.

Posmatrajmo dobro poznatu karakteristicnu funkciju normalne raspodele
C(t) = e~2". Po teoremi Bochner-Minlosa postoji jedinstvena mera p takva
da je fR etdu(x) = ezt , to jest mera p je upravo klasiéna gausovska mera
data sa dyp = \/%6_5” dx. Prostor belog suma u ovom (trivijalnom) primeru
jeste prostor realnih brojeva, snabdeven Borelovom o-algebrom i gausovskom
merom: (R, B, ).

Prostor (L)? se u ovom primeru svodi na prostor L*(R, du). Potpun orto-
gonalan sistem u njemu ¢ini familija hy,,n € N, odnosno Fourier-Hermiteovi
polinomi su v ovom slucaju upravo klasicni Hermiteovi polinomi. Haos ekspan-
zija utvrduge izomorfizam prostora (L)? sa prostorom kvadratno sumabilnih
nizova 1% sa teZinom n!, koji u ovom sluc¢aju ima ulogu Fockovog prostora.
Konkretno, svako f E L2(R dp) je dato ekspanzijom f(z) = 0" anhy(z),

= (flhn) = Jg f( z)dp(z), i vazi Yy oo o |an*n! < co. Mozemo pos-
matratt 1 potpun ortonormzmn sistem ?L\,: = ﬁhn

Za konstrukciju prostora Hide posmatrajmo samoadjungovani operator A
(jedini koji postoji na R): mnoZenje sa nekom datom konstantom ¢ > 0.
Dakle A : R — R, A(z) = c¢- x. Karekteristicni koren ovog operatora je c,
a karakteristicni vektor je e = 1. Inverzni operator je A~'(z) = Z, on je
ogranicen i ima HS-normu ||A7Y|| = % Operator druge kvantizacije je dat
saT'(A)f = Z € anhn, gde su koriscene oznake iz haos ekspanzije. Speci-

jalno, F(A)hm = cmhm, pa je i IT'(A) samoadjungovan sa karakteristicnim

korenima {c™, m € N}. Hidine norme su date sa ||f||3 = [[T(A)P |t =
S a2, Sada je jasno da se prostor Hidinih distribucija u ovom sluc¢aju

svodi na prostor exp8'(R), odnosno Gel’fandova trojka (S) C (L)* C (9)*
jeste exp S(R) C LA(R,du) C exp8'(R).

2.4 Tipovi uopstenih stohastickih procesa

Uopsteni stohasticki procesi se mogu definisati na vise nacina u zavisnosti od
potreba u primeni. Navodimo razlicite vrste definicije uopstenih stohastickih
procesa, koje ¢emo, da bi se ipak razlikovali, nazvati procesima odredenog
tipa.

Definicija 2.4.1 (Qksendal) Uopsten stohasticki (S)_1-proces je merljivo
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preslikavanje
U : Rd — (S)—l-

Na primer singularni beli sum definisan sa t — W (¢) je proces u smislu
ove definicije. UopsSteni procesi su na ovaj nacin "tackasto 7 definisani po
vrememskom parametru ¢, a re¢ wopsten znaci da preslikavanje U prima
vrednosti u nekom prostoru uopstenih stohastickih funkcija; na primer u
Kondratievom prostoru (S)_;. Dakle, za fiksirano ¢t € R? imamo uopstenu
slucajnu promenljivu U(w) € (S)-; koja nema tackastu vrednost za svako
w, ve¢ samo srednju vrednost (U(w), f(w)) u odnosu na ”glatku” slucajnu
promenljivu f(w) € (S5);.

Naravno, na isti nac¢in mogu se posmatrati i prostori Hidinih distribu-
cija, prostori exp(S)_; i dr. Uopstene slucajne procese u smislu merljivog
preslikavanja iz R? u neki prostor uopstenih stohastickih funkcija naziva¢emo
procesima tipa (O).

Definicija 2.4.2 (@ksendal) LP-funkcionalni proces je preslikavanje
X : §(RY) x RY — (L)P.

Na primer uglacani beli sum definisan sa (¢, t) — W (t) je primer funkcionalnog
procesa.

Definicija 2.4.3 (Walsh) Uopsten stohasticki proces je merljivo preslika-
vanje
X :Q— §(RY).

Za svako ¢ € §(R?) preslikavanje Q — R? dato sa w — (X (w), ¢) je slucajna
promenljiva. Motivacija za ovakvu definiciju uopstenih procesa se nalazi u
tome da su trajektorije Brownovog kretanja nediferencijabilne funkcije, te se
ti izvodi nalaze u prostoru uopstenih funkcija 8'(R?). Dakle za svako fik-
sirano w imamo jednu uopstenu (deterministicku) funkciju kao trajektoriju,
zato proces nije indeksiran vremenskim parametrom ¢t € R? veé glatkim
funkcijama ¢ € §(IRY).

Procesima ovog tipa se dalje ne¢emo baviti; umesto toga uzeli smo za
osnovni prostor verovatnoce da je Q = §'(R%).

Definicija 2.4.4 (Inaba) Uopsten stohasticki proces je linearno, neprekidno
preslikavange
X : §(RY) — L*(Q).
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Dakle, slicno kao i u prethodnoj definiciji svakom ¢ € §(R?) se dodeljuje
jedna slucajna promenljiva.

Motivisani ovom definicijom, elemente prostora £(D, L*(2)) odnosno line-
arna neprekidna preslikavanja iz nekog test-prostora D u prostor slucajnih
promenljivih L?(Q), naziva¢emo procesima tipa (I).

Ovu definiciju prosirujemo i na elemente prostora uopstenih sluc¢ajnih
promenljivih, te npr. i elemente prostora L(8(R?),(S)_1) nazivamo proces-
ima tipa (I).

Definicija 2.4.5 (Ullrich) Neka je V' vektorsko topoloski prostor i V'
njegov dual. Uopsten slucajan proces nad V je preslikavanje

X:OxV =C
tako da vazi:

1. za svako fiksirano w € Q je X (w,-) € V',

2. za svako fiksirano ¢ € V je X(-,¢) kompleksnovrednosna sluéajna
promenljiva.

Specijalno, za V = §(R%) to su procesi Gel'fand-Vilenkin tipa. Procese iz
ove definicije nazivac¢emo procesima tipa (U).

Primetimo, da ako je X proces tipa (I) tj. X € L(V,L?*(Q)), tada ne-
mamo neprekidnost za fiksirano w € €2. Ako je proces X tipa (I) i ako za
svako fiksirano w € Q vazi X (w,-) € V', tada je proces X ujedno i tipa (U).
Primeri procesa tipa (I) koji nisu tipa (U) i primeri procesa tipa (U) koji
nisu tipa (I), mogu se naci u [23].

Klasa procesa tipa (O) se na prirodan na¢in moze potopiti u klasu procesa
tipa (I). Neka je sa t — U(t,-) € (S)_1 dat proces tipa (O) koji je lokalno
integrabilan u Pettisovom smislu tj. U € L} _(R? (S)_;). Tada njemu
odgovara uopstena funkcija U odnosno linearno neprekidno preslikavanje

U € L(8(RY), (S)_) dato sa
T, 6l(w) = /R Ultw)pltdr, € SR, (2.56)

gde je [+, -] oznaka za dualno sparivanje u L(8(R%), (S)_,); dakle [U, ¢](w) €
(S)-1.

U narednom delu teze ¢emo se ograni¢iti na proucavanje procesa tipa (O)
i tipa (I). Poznate rezultate vezane za procese tipa (O) - njihovu ekspanziju,
Wickov proizvod, itd. preneéemo po (2.56) i na procese tipa (I). Teoreme
o ekspanziji procesa tipa (I) ¢ine esencijalni deo ove teze i dobijene su u
saradnji sa dr Stevanom Pilipovi¢em.
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2.4.1 Ekspanzija procesa tipa (O)

Kako su procesi tipa (O) definisani tako da svakom fiksiranom ¢ € R? do-
deljuju element prostora uopstenih stohastickih funkcija, teorema o njihovoj
ekspanziji sledi direktno iz Wiener-Itove haos ekspanzije i definicije odgo-
varajuéeg prostora uopstenih stohastickih funkcija (primera radi navodimo
teoremu za prostore Kondratieva).

Teorema 2.4.1 Necka je X : R — (S)TF’,N proces tipa (O). Tada je on dat
formalnim razvojem
X(t)=> ca(t)HI™ (2.57)
a€cld
gde su co : RT — RN merljive funkcije, ako i samo ako postoji p € Ny tako
da je za svako fiksirano t € RY

IX(E)—pp = > _ ' Pea(t)*(2N) ™ < 0. (2.58)

U jednodimenzionalnom slucaju N = m = d = 1 mozemo dati i karakteri-
zaciju preko Itovih integrala: tada je proces dat razvojem

X(t) =Y L(fa), (2.59)

gde su f,, merljive funkcije n+1 promenljivih, simetri¢ne po prvih n promenljivih
tj. -

fu(-it) € L2(R™)
i pri tome vazi da je za neko p > 0 i svako ¢ € R? zadovoljeno || X (¢)||_,—, <
00.

U slucaju kada je u definiciji 1.1.31 M prostor realnih brojeva snabde-
ven Lebesgueovom merom, a V' prostor Hidinih distribucija (S)* , Pettisov
integral nazivamo (S)* integralom. Iako Hidin prostor (S)* nije Banachov,
njegova prebrojiva struktura dopusta konstrukciju integrala Pettisovog tipa.

Definicija 2.4.6 Preslikavanje Z : RT — (S)* je (S)*-integrabilno, ako je
(Z(t),¢) € L'(RY,dt) za svako ¢ € (S). Tada je (S)*-integral preslikavanja
Z(t), u oznaci

(S)* /R 2yt

jedinstveni element prostora (S)* za koji vazi:

(s [ 2o = [ zo.a e, 260
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Pettisov integral u prostoru Kondratieva (S); i u prostoru exp(S); ¢emo
takode oznacavati sa (S9)* fR, a njegova definicija je analogna sa definicijom
Pettisovog integrala u prostoru Hidinih distribucija.

Teorema 2.4.2 Neka je 7 : R — (S)T’;,N proces tipa (O) dat formalnim
razvojem

= ca(t)H™ (2.61)

acl
gde su c, : RY — RY merljive funkcije iz LY(R?) i neka postoji p € Ny tako
da je
[ 2Ot = 3D a8 e (2™ <o (262
Tada je Z € L'(RY, (S)mN), odnosno Z je Pettis-integrabilan proces, i pri
tome vazi
()" / Z(t)dt =Y ( / ca(t)dt) HO. (2.63)
Rd — \Jre
Dokaz: Neka je ¢ = anH™ € (S)7-N proizvoljno. Tada je
/d (Z(1), &) |dt = / |Za'aaca Yt < Za'|aa||ca|L1 -
R
\/Z all*rq? (2N)p \/Z all- P]ca|L1 (RY) (2N)—Po < 00

odakle sledi da je Z(t) zaista (S)*-integrabilan. Takode vazi
(S)” /R A1) ¢) = /R (Z(t)dr, ) = /R PICEACL
= Za'aa/ co(t)dt
= t)ydt ) H™
X ([ cott) .0,

«

odakle sledi tvrdenje. 0

Teoreme o ekspanziji procesa tipa (I) predstavljac¢e uopstenje ekspanzije
Pettis-integrabilnih procesa tipa (O) u smislu da ¢e koeficijenti razvoja c,(t)
u (2.61) biti uopstene funkcije prostora A’.
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2.4.2 Ekspanzija procesa tipa (I)

U ovom delu radimo sa jednodimenzionalnim sluc¢ajem d = 1. Pretpostavimo
jednostavnosti radi da je skup indeksa J leksikografski ureden u rastuéem
poretku. To se moze uraditi npr. na slede¢i nacin: neka je za proizvoljan
multiindeks « = (aq,an,...) njegova duzina |o| = a3 + as + -+, indeks
Index(a) = max{k € N : o # 0} i n(«) broj nenula elemenata u multi-
indeksu tj. n(a) = Card{k € N : a4 # 0}. Tada uvodimo poredak da je
a < f ako i samo ako je |a| < |B] i Index(a) < Index(B) i n(a) < n(fB).

Oznacimo sa J skup J sa tim uredenjem, a sa o’ ozna¢imo j-ti po redu multi-
indeks iz skupa J, 7 € Niuvedimo konvenciju da umesto ) _ _; ¢3 bisemo Yoy

Posmatrajmo uopstene stohasticke procese tipa (I) kao elemente prostora
A" =L(A, (S)-1) (2.64)

gde je A test-prostor Zemanianovih funkcija. Elemente prostora
C = LA (S) ) (2.65)

nazivamo procesima tipa (I) R-reda k. Vazi da L € A; = L(Ay, (S)-1) akko
postoji ko € N tako da L € L(Ay, (S_k,)-1) koji je Banachov sa dualnom
normom

LN = sup {NIL(g)l| -1k : g € A, llglli <1}
Tada je A, C AL 11 fIIM, = || fll=x ako je f € A_g, i imamo lanac neprekid-
nih inkluzija
(LX(1)" =A; CA;C--- CA CA" = ] A
keNy

Podsetimo se da funkcije v, koje su karakteristicni vektori operatora R
. . .. ka -
¢ine ortonormiranu bazu prostora L?(I), a funkcije (2N)2 H, ¢ine potpun

ortonormiran sistem u Hilbertovom prostoru (S_j)_;.
Definicija 2.4.7 Neka je Y*° skup procesa tipa (1) koji su oblika
O(w,t) =Y awW(t), weQ, tel, ay€ (S, j<m. (266)
j=1
Dakle, svako a,; ima svoje razlaganje a,i(w) = Y po ¢ipHaor(w), ¢jx € R.

Jasno, za skup

S={Fer’): F=S buyt), beR) (2.6)



60 Uopsteni stohasticki procesi

vazi S C Y*°. Takode vazi da je Y*° podprostor od A;j.

Ozna¢imo sa Y% kompletiranje skupa Y> u A; u odnosu na normu
| - 11" & € N. Tada se slicno kao u [23] moze pokazati da je A_j pravi
podprostor od Y 7%, kao i da je Y =% pravi podprostor od Aj.

Oznac¢imo u narednom delu sa [-, -] dejstvo elementa iz L(A, (S)_1) na
element iz A, a sa (-, -) klasi¢no dualno sparivanje elemenata iz A’ i A.

Definicija 2.4.8 Neka je {f,}nen niz u A’ i neka je {8, }jen niz u (S)_1.

Tada je
D f @ b
j=1

proces tipa (I) uw A* definisan sa

m

[Z fj ®9aj(w)7gp] = %LH;O Z<fjv<p>9aj(w)v 2 cA (268)

j=1
pod uslovom da limes na desnoj strani postoji u (S)_1 za svako ¢ € A.

Primetimo da desna strana od (2.68) konvergira u (S)_; ako i samo ako kon-
vergira po || - ||-1,—x, za neko kg € Np.

Naredne teoreme predstavljaju ekspanziju procesa tipa (I).

Teorema 2.4.3 Neka je ® € A*. Tada ® € A}, k € Ny ako 1 samo ako se
moze predstaviti u obliku

CI’Zij@Haj, fi €Ay zasvejeN (2.69)
j=1

1 ako postoji ko € Ny tako da je za sve ¢ € Ay,

o0

D)l (M) < oo, (2.70)

Dokaz:  Fiksirajmo k € Ny. Neka je & € A; = L(Ay, (S)-1). To znaci
da postoji kg € Ny tako da & € L(Ag, (S_k,)-1). Preslikavanje f; : Ay — R
dato sa ¢ — ([®,¢]|[Has)_, 4, je linearno i neprekidno za svako fiksirano
H,.;, to jest, f; € Aj = A_j za sve j € N. Dakle,

<fj7 90> = ([(I)u SOHHON')—L—};O y NS Ak? j e N.
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Element [®, ] € (S_j,)—1 ima razlaganje

o

[@,0] =) ([, @l Has) 4 g, Has- (2.71)

1

J
Red na desnoj strani relacije (2.71) konvergira ako i samo ako je

Z] Al ) 17_,60] ~kod _ Z| Fr PN <00 (2.72)

sto pokazuje (2.70). Dalje, (2.71) je po definiciji 2.4.8 jednako sa

o0

{(I) ] Z<f]7 = [ng@HahSD]

7=1

odakle sledi trazeno razlaganje (2.69).

Obratno, nekaje ® = > 7% | f;®H,s, gdesu f; € Ay ineka je uslov (2.70)
zadovoljen za svako ¢ € Aj. Kako je & € A*, sledi da je ® € L(Ayg, (S—k,)-1)
za neko kg € Ny. Bez ogranic¢enja opstosti mozemo pretpostaviti da je ovo
ky isto kao ono iz uslova (2.70). Sledi da [®, ¢] € (S_j,)—1 ima svoj razvoj

[CD> 90] = Z([QD, (pHHaj)fl,*koHaj = Z([Z Jr @ Hyr, @”Hoﬂ')*lﬁkoHaj
=1 =1 k=1
Z Z fk7 ak|Haj)—1,—koHaj = Z<fj790>(2N)7koajHocj7 pe A
j=1 k=1 j=1

(2.73)

gde smo u poslednjem koraku koristili ortogonalnost baze H,;. Niz parcijal-

nih suma .
(I)m - Z fj & Haj
j=1

je Cauchyjev u L(Ay, (S_k,)_1) jer je za proizvoljne m > n

2,61~ B A1y = 3 1A (2N) 5 <

j=n+1

ako biramo n, m dovoljno veliko. Odavde sledi da je niz ®,, Cauchyjev i u
Aj. Njegova grani¢na vrednost @, je takode u Aj, pa ima svoj razvoj

0o =) f;® Hy.
j=1
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Ostaje jedino da se dokaze da je & = ®. Kako je

(Fir0) = (f1r0) = ([P0, @) Hai) 1, -ko — (@, @] Has)1,-ko
= ([AI—I»noo P, SOHHaj)*L*kO - ([Q)’ @”Haj)*lﬁko = w%l_rgo([q)m -, QDHHM')*L*’CO

= 1im ([ > f; @ Hos, @) Has) 1,4y = Jim Y Wl @N) e =0

m—00

(2.74)
za svako ¢ € Ay, sledi da je f] = fjzasve € N. [

Lema 2.4.1 Neka je ® € Aj proces tipa (1) dat ekspanzijom ® = > 7 fi ®
H.,, fi € A_x, 1 € N. Tada je uslov da postoji p > 0 za koje je

> i P oo (2.75)
=1
za sve @ € Ay ekvivalentan uslovu da postoji neko ¢ > 0 tako da je
> Al (2N) 7" < oo, (2.76)
i=1

Dokaz: Na osnovu Cauchy-Schwartzove nejednakosti, jasno je da iz uslova
(2.76) sledi uslov (2.75). Obratno, neka vazi (2.75), i posmatrajmo funkciju
p : Ar — R definisanu sa

= > o) PEN) ™, (2.77)
i=1

Prema uslovu (2.75) je preslikavanje p dobro definisano. Takode vazi da je p
konveksna, poluneprekidna s donje strane, pa sledi da je i ograni¢ena u nekoj
okolini nule u prostoru Ay. Dakle, postoji M > 0 tako da je

p(p) < Mlloll7, (2.78)

odnosno za svako j € N vazi
(i, @) P(2N) 7 < Mllg|}. (2.79)
Odavde sledi da je za svako j € N,

1512 (2N) " < M. (2.80)
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Sada je za g = p + 2,

DA N < M Y (2N) 7 < o, (2:81)
j=1 j=1
sto pokazuje trazeno tvrdenje. U

Teorema 2.4.4 Neka je ® € A*. Tada ® € Y%, k € Ny ako i samo ako se
moZe predstaviti u obliku

o = ij ® Hy;, fi € Ay za sve j € N, (2.82)

Jj=1

ako postoji kg € Ny tako da je za sve p € Ay

> [fie) )~Roe! < o0 (2.83)
J=1
i ako je miz
O =Y fi®Hy, meN (2.84)

Cauchyjev v Y ~F.

Dokaz: Neka je k € Ny fiksirano i neka ® € Y%, Kako je Y% C A;,
po prethodnoj teoremi sledi da je oblika & = Z;; f; ® H,j, gde su f; €
A_k, j € Nipostoji ko € N tako da je > 72 [(f5, 0)]7 (2N) %07 < o0 7a sve
¢ € Ay. Ostaje da se pokaze da je niz @, definisan sa (2.84) Cauchyjev.
Pokazimo prvo da je ®,, € Y%, za sve m € N. Kako je skup S definisan u
(2.67) gust u prostoru A_y, sledi da za svako f; € A_j postoji niz {f7 }nen
u S tako da [|[f}' — fjl| - — 0, kad n — co. Kako su f' € S, oni su oblika
I =>"51 bixthr(t), j € No. Definisimo

m
®p =3 [iHw, nmeN
j=1

(Z bj,kHaj> Ui(t).

Jasno, @}, € Y za sve n,m € N jer su koeficijenti Y 7", bjxHai € (5)-1
Takode je ®,, € Aj, odakle sledi da postoji kg € N tako da je ®,, €

n

k=1



64 Uopsteni stohasticki procesi

L(Ag, (S—g,)-1)- Bez ogranic¢enja opstosti mozemo pretpostaviti da je ovo
ko isto ono kao iz uslova (2.83) — inace biramo manji od njih. Sada je

1@ — @775 = 1D f; @ Hos — Y f7 Has "%
j=1 j=1

[Z fi ® Hoy = > f1' Hes, 90]
- f

0 € A, ol <1

= sup ‘

= sup{
= sup{

m

<> @EN)TRf = 1 =0, n— oo,

J=1

_17_k0

[(Fiv o) = (7 NHas |20 iy 0 € A, ||90Hk<1}

M= I[]: ¢

[ =170 @) p e Ay, lelkél}

Dakle, ®,, € Y% za sve m € N.

Sada ¢emo pokazati da je niz {®,,},, Cauchyjev u Y. Za ® € Y% postoji
niz {7;}jen u Y tako da je ||® — Tj||*, — 0, kad j — oo. U stvari stavili
smo da je Tj = > 7 [T Han, 1 f7 = (Tj|Han)-1,-k,- Tada je

/I 152 ot = 3 N2y (2N) 00" (2.85)
n=1

Sada je

- n 2 koo
|75 — @l k<8up{2}<fj — [ 0)|” (2N)TRea™ SOEAImHSO”k§1}+
n=1
- n 2 koo
+sup{ S e Ny e soeﬂk,ugoukg}
n=m-+1

SS“p{Z\ — f)F e weAk,r|son§1}+
n=1

£ sw{lun Al e e lpl<1)

n=m-+1

=|IT; — 2% + Z L7172y (2N) 70 (2.86)

n=m-+1
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Dakle,

1® = @75 < (1@ = TlI% + 175 — @3

No—T 2+ 1T =02+ 3 I, 2N e (287)
n=m-+1
Prvi i drugi ¢lan u (2.87) teze nuli kad j — oo, jer niz {7} konvergira ka &
u Y ~*. Treéi ¢lan tezi nuli kao ostatak konvergentnog reda iz (2.85). Dakle,
|®—®,,]|*% — 0, m — oo, odnosno niz {®,, },nen konvergira ka ® u prostoru
Y~*. Dakle, niz je i Cauchyjev.

Obratno, neka su @ i ®,, definisani kao u (2.82) i (2.84), respektivno.
Pokazad¢emo da je ® € Y%, Kako je {®,,}men Cauchyjev niz u komplet-
nom prostoru Y 7%, on je i konvergentan, te oznacimo sa ®, € Y% njegovu
grani¢nu vrednost. Tada ®(, prema prethodno dokazanom pravcu teoreme,
mora biti oblika ¢, = Z]oil f] ® H,;. Dalja ideja je jednostavna i dobro
poznata: potrebno je pokazati da je &g = P, to jest da je f] = f; za sve
7 € N. Ovaj deo dokaza je potpuno isti kao i u teoremi 2.4.4. [J

Saglasnost ekspanzije procesa tipa (O) i tipa (I)
Neka je U slucajan proces tipa (O) dat ekspanzijom

w) = Zai(t)H

takav da su a,(t) € Ly, (I), i € N. Tada prema (2.56) njemu odgovara proces
tipa (I), u oznaci U tako da je

o0

:/Riai(tmai(w)go(t)dtzz (/Ram ()dt) Hei(w)

=1

Z a;, ) H

gde je a; € 8'(R) uopstena funkcija koja odgovara funkciji a(t) € Lj,.(I).
Dakle, proces U ima razvoj
U — Z CNLZ ® Hai
i=1
sto znaci da su ekspanzije procesa tipa (I) konzistente sa ekspanzijom procesa
tipa (O).
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Primer 2.4.1 Neka je R = —%%—:ﬁ—l—l ineka je I =R. Tada je A = 8(R),
A= 8 (R) i Yy (t) = & (t) gde su &, ermitske funkcije.

1. Poznato je da jednoparametarski singularni beli Sum kao proces tipa

(O) ima razlaganje
= &(HH
k=1

Funkciji &.(t) € 8( ) C LQ(R) dgovam uopstena funkcija &, € 8'(R)
definisana sa (&, @ = [p&(t)p(t)dt. Ako je ¢ € 8(R) data razvojem
o(t) = Do a&(t ), tada je <§k, ©) = ap. Tada je beli sum W kao
proces tipa (1) dat ekspanzijom

V=S &eH, €LBS®),(S) )
k=1
i pri tome vazi da je

Z‘ gk, ‘ 2N —Pek — Z|ak| 2]{7)
k=1 k=1

za p=0.

2. Fiksiraymo k > 5 itl,tg,tg, ... € R takve da je t; <ty < t3 < 0.
Poznato je da za k > 5 Dzmcova delta distribucija 0y; pripada prostoru

> 6, ® Ho
j=1

je dat slu¢ajan proces tipa (1) koji nije tipa (O). Proverimo jos uslov
(2.70); neka je ¢ € 8(R) proizvoljno dato razvojem ¢ = > 2 a;&;.

Tada je
316, A OR) = Slgte ) N -
pm
:i iazéz 2(2N) R < Z (2) koo | Z“z (i"12) 2
Jj=1 = =
= Ci@N)"“"” 3 laich < Ci(zN)—koaj i ja;]” < oo
7=t i=1 j=1 i=1

za neku konstantu C' > 0, 1 ako biramo kg > 1.
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Primer 2.4.2 Neka je R = —jx—zz +22+1 ineka je I =R. Tada je A =
S(R), A" = 8'(R) i p(t) = &(t) gde su & ermitske funkcije i N\, = 2k
karakteristicni koreni operatora R.

1. Neka su b, : Q@ — R merljive funkcije iz (S)_; takve da postoji ko € Ny,
i da za svako w € Q) postoji k = k(w) tako da je

[e%S)
D lba(@)lI2, g A0 < oo
n=1

Tada je sa
(wa 90) = Zanbn(w)7 Y = Z aifi € S(R)
n=1 i=1

definisan proces tipa (I) i (U) na S(R). Naime vazi da je
15202 1 anba(@)I21 iy < ooy lan A2 3000 (1B ()12 g A < o0

2. Neka su u okviru prethodnog primera

by (w) = ZHaj(W), n € Ny.
=1

I, 7<n

Tada je Y,y anbn(w) = 32021 22771 ancnjHos, gde je e j = { 0, J
1

Jasno, 3707, anbn(w) € (5)71 jer je 3521 1D ey (nCn;|” (2N) oo <
S0 anl? > (2N)~R” < o0, ako biramo ko > 1.

Ekspanzija procesa tipa (I) sa vrednoséu u exp(S)_;

Analogno prethodnim teoremama koje su se odnosile na razlaganje procesa
tipa (I) sa vrednos¢u u Kondratievom prostoru (S)_;, mogu se posmatrati i
procesi tipa (I) koji primaju vrednosti u nekom drugom prostoru uopstenih
stohastickih funkcija. Posmatrajmo na primer prostor exp(S)_; koji je 8iri
od Kondratievog prostora, dakle i klasa procesa tipa (I) sa skupom vrednosti
exp(S)_1 je mnogo Sira.

Neka su (uz malu zloupotrebu oznaka) u ovom delu
A" = L(A, exp(5)-1), Ay = L(Ay, exp(S)_1)

procesi tipa (I) i procesi reda k, respektivno. Dalje, neka su i svi ostali
pojmovi definisani analogno kao kod procesa tipa (I) sa vrednostima u Kond-
ratievom prostoru - prakti¢no, svuda gde pise (S)_1, zamenimo sa exp(S)_;.
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Tada vaze teoreme o ekspanziji, sa istim dokazima kao teoreme 2.4.3 i
2.4.4, jedina razlika je u tome §to bazu prostora exp(S_x,)-1 ¢ine funkcije

BN ie .
Teorema 2.4.5 Neka je ® € A*. Tada:

1. ® € A}, k € Ny ako i samo ako je oblika
©=) fj®Hy, fi€AL (2.88)

1 ako postoji ky € Ny tako da je za svako ¢ € Ay,

> @) PR < oo, (2.89)
7j=1

2. dc Y keNgy ako i samo ako se moze predstaviti u obliku

O=> f®Hey, fj € Ay za sve j € Ny, (2.90)

=1

ako postoji ko € Nqy tako da je za sve ¢ € Ay

ST )P e < oo (2.91)
j=1
1 ako je miz
Op=> fi®Hy, meN (2.92)

Cauchyjev u Y F.

Slicno kao i u lemi 2.4.1, moze se pokazati da je uslov (2.89) ekvivalentan
uslovu da postoji neko k; > 0 tako da je

S e MY < oo, (2.93)
j=1
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2.4.3 Primene na stohasticke diferencijalne jednacine

Neka je R samoadjungovani diferencijalni operator koji definiSe prostor Ze-
maniana. Neka je P(t) = ppt® + pp_1t*~1 + -+ + pit + po polinom sa realnim
koeficijentima. Dajemo dva primera stohastickih diferencijalnih jednacina
sa procesima tipa (I), u kojima figurise diferencijalni operator P(R) koji je
definisan kao P(R) = ppR*¥ + pp 1 RF1 4+ -+ -+ py R+ pol. Za njega vazi da je

P(R); = (0uR* + pea1 R+ -+ piR + pol )0
= pr(N) s + Pt ()P + - P A+ Ptk = P(A) Y.
Primer 2.4.3 Posmatrajmo SDJ oblika
PRyu=yg (2.94)

gde su u,g € A* procesi tipa (I). Neka su w i g dati ekspanzijom u(t,w) =
Yo wi()@Has (W), g(t,w) = 3272, g;(t) @ Hes(w) redom, gde suuy, g; € A,
JEN.

Neka su uj, g; dati razvojem w; = Y 2, a; j0i, g5 = 2 ooq bijti, J € N
Tada je

P(R)u = i P(R)u; @ H,;

j=1

M

(P(IR) i (Im"(ﬂi) ® Haj (295)

J=1 i=1
- Z Z aijP(Ni)i @ Hys .
j=1 i=1

Kako je svaki proces tipa (1) jedinstveno odreden svojim koeficijentima u
ekspanzigi, za resavanje jednacine moZemo primeniti metod izjednacavanja

koeficijenata. Iz (2.94) i (2.95) sledi da je
Zai,jp(/\i)wi =g, 2asvejcN. (2.96)
i=1

Ako sada ponovo izjednacimo koeficijente razvoja u A’, dobijamo sistem
aijP(\) =bi;, zasvei,jeN. (2.97)

Prui slucag: ako je P(\;) # 0 za sve i € N, tada imamo

za sve i,j € N
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pa je resenje jednacine dato sa

_ I, | @ H,;. (2.98)
Zl (i:l P(Xi) )

U ovom sluéaju resenje postoji i jedinstveno je. Naime, ako je P()\;) # 0,
za svako © € N, tada postoji konstanta C > 0 takva da je P(\;) > C, za sve
1 € N. Tada je

2 2
> (X ) @0 < B3 (Shn) o <o
i i=1 ¢ i

za neko p > 0 jer g € A*.

Drugi slucaj: ako je P(\;) =0 za neke i € N, recimo za X\, ... \;,,. Tada
resenje postoji ako 1 samo ako su b;, ; = --- = b; ; = 0. ReSenje u ovom
slucaju nije jedinstveno, a koeficijenti resenja u dati su formulom

uj = 2—1: P()\i)% + Z ki (2.99)
P(X)#0 b=

gde sucp, k=1,2,...m pmz’zvoljm realni brojeuvi.

Primer 2.4.4 Neka je R = —%; + 22 + 1 i neka su b, merljive funkcije
iz (S)_1 kao u primeru 2.4.2. Oznaczmo sa F: Q x 8(R) — (S)_1 proces
definisan sa

(@, ) = Y aba(w), =) g €8(R)
n=1 i=1

kao sto je opisan u primeru 2.4.2.
Tada Cauchyjev problem

%u(t,x,w) = PR)u(t,z,w)

uw(0,z,w) = F(zr,w) (2.100)

gde suz,t € R, w € Q) ima slabo resenje dato izrazom

ult, z,w) Ze @)t (w)En (). (2.101)

Dokaz: Kako je

u(t, z,w) ZP (2n)eP P, (W)€, (),
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i s druge strane
PR)u(t, z,w) Ze @tp, (w Ze @ty (W) P(2n)E, ()

sledi da funkcija data sa (2.101) zaista zadovoljava jednacinu. Takode je
u(0, z,w) Z bi ( = F(z,w),

dakle zadovoljen je i pocetni uslov. Za proizvolino ¢ = >~ a;& € 8(R) je
<F($’w>’ 90> = Zzozl anbn(w) = F<w7 90) U <u(t7 x’w>a 90> = u(ta @vw)'

Primedba: funkcija u predstavija kombinaciju procesa tipa (O) i tipa (I) -
ona je tackasto definisana po promenljivoj t, odnosno svakomt € R dodeljuje
proces tipa (1).

Za svako fiksirano wy € Q je u(t,r,wy) € CHR,8(R)). Za fiksirano
to € R je u(to, p,w) uopsten slucajan proces tipa (U) i (I). Za fiksirane
to € R, p € 8(R) je u(to, po,w) uopstena sluc¢ajna promenljiva iz (S)_.
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Glava 3

Wickov proizvod

Poznato je da u opstem slucaju nije mogucée definisati mnozenje uopstenih
funkcija koje predstavlja prosirenje klasicnog mnozenja realnih brojeva. Prob-
lem mnozenja uopstenih stohastickih funkcija se u ovoj tezi prevazilazi uvodenjem
Wickovog proizvoda, i u ovoj glavi su prezentovana osnovna pravila Wick-
ovog racuna; zapravo pravila klasi¢cnog diferencijalnog rac¢una sa proizvodom
interpretiranim kao Wickov proizvod, zamenjuju Itovu formulu i Itov dife-
rencijalni racun za klasi¢ne stohasticke procese.

U prvom delu ove glave je predstavljen Wickov proizvod procesa tipa (O)
kao $to je to uradeno u [17] i u ostalim radovima. Drugi deo glave sadrzi
originalne rezultate u kojima je definisan Wickov proizvod i za procese tipa
(I) koji na prirodan nacin predstavlja uopstenje Wickovog proizvoda procesa
tipa (O).

3.1 Wickov proizvod u prostoru Kondratieva
iuerp(S)_

U prethodnom delu definisali smo singularni beli sum kao W(t) = I;(d;).
Sada se postavlja pitanje $ta je kvadrat takvog procesa W (t)? ili npr. " (®)?
Poznato je da u opstem slucaju nije moguce definisati ”"tackasto ” mnozenje
uopstenih funkcija, niti nelinearne funkcije po njima. Formalno bi bilo

) 1
W(t)z = lim (,, ﬁX[Qt,t—f—h]>'

h—o0
. 9 1 . L .
Ali, E,((., ﬁX[t,Hh]» = 7 — 00, Pa ne mozemo ocekivati konvergenciju ¢ak

ni u (oslabljenoj) topologiji prostora Kondratieva. Jedan od nac¢ina da se
ovaj problem prevazide jeste uvodenje tzv. Wickovog proizvoda i Wickove
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verzije analitickih funkcija. Wickov proizvod je na prirodan nacin povezan
sa Itovim integralom, kao i sa pojmom renormalizacije u kvantnoj fizici.
Posmatrajmo izraz

1 1 1 1 1 1
() ﬁX[Qt,HhD T () EX[t,t+h]><'» EX[t,t+h]> - (EX[t,HhHEX[t,Hh])
1 A1
= IQ(EX[t,t—&-h]@EX[t,t—&-h})'

Veliéina 3 X(t,14r) 3 X[t,1-+1) e konvergira u L?(R?), ali konvergira ka §,&d; u
prostoru 8'(R)®8'(R). Dakle formalno mozemo ocekivati da ¢emo imati

W (t)? = L(5,&6,).

Formalno ¢emo izraz (4 B(t)) g - zvati renormalizacijom vrednosti (4 B(t)) g

Renormalizacija na neki nacin predstavlja izdvajanje glavne vrednosti besko-
nacnosti.

Definicija 3.1.1 Wickov proizvod ¢ elemenata F =" aaH(g[m) 7
G=>4 b/gHém) iz Kondratievog prostora (S)™" je definisan sa

FOG = (aalbs)H}) (3.1)
a,p

gde su koeficijenti a, bg iz RY | a (an|bs) je njihov standardni skalarni proizvod
u RV,

U [17] je pokazano da Wickov proizvod ne zavisi od izbora bazi¢nih elemenata
prostora (L)*>™". Kondratievi prostori su zatvoreni u odnosu na Wickov
proizvod, odnosno vazi:

Teorema 3.1.1 1. Ako F,G € (S)7"", onda FOG € (S)]"".
2. Ako F,G € (S)™", onda FOG € ()™

3. Ako F,G € (S)V, onda FOG € (9).

4. Ako F,G € (S)*Y, onda FOG € (S)*1.

Primetimo da dimenzija N nakon primene Wickovog proizvoda prelazi u di-
menziju jednaku jedinici, $to je posledica definicije (3.1) u kojoj se koeficijenti
mnoze skalarnim proizvodom.
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Definicija 3.1.2 Wickov proizvod elemenata F' =) aqH. ) iG = > gbsHy (m)
iz prostora exp(S)™" je definisan sa

FOG = (aqlbs) HYY) (3.2)
a,

gde su koeficijenti an, bs izRY, a (a.|bg) je njihov standardni skalarni proizvod
u RN,
Teorema 3.1.2 1. Ako F,G € exp(S)["", onda FOG € exp(S)!

2. Ako F,G € exp(S)™", onda FOG € exp(S)™;

3. Ako F,G € exp(S)N, onda FOG € exp(9).

4. Ako F,G € exp(S)*Y, onda FOG € exp(S)*™!

Dokaz: Pretpostavimo da je N = 1, i dokazimo npr. osobmu 2, a ostale
se analogno pokazuju. Neka su F' =) aaH(m 1G = Zﬁ bﬁH )iz prostora
exp(S)™. To znaci da postoje brojevi q; i ¢z takvi da je

Zaie‘ql(m)a <oo i Z bfge_‘n(m)a < 00.

«

Wickov proizvod mozemo zapisati i kao

FOG = chHém), gde je ¢y = Z aubp.
v

a+p=y

Za q = q1 + g2 + k imamo da je

Ze a(2N)7 2 — Zefk (2N)” o —(a1+42)(2N)” < aabg
< Zefk(2N)“’ef(q1+Q2)(2N)w < a2>
a+f=y

v

_Zefkm\l (Zaeq12N)< bQ q22N)>
atp=y atpB=y
<Ze (2N) (Zae @ (2N)* )(Zb —a2(2N) ><oo,
B

ako biramo da je k£ > 0. U
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Teorema 3.1.3 Za Wickov proizvod vazi komutativnost, asocijativnost i dis-
tributivnost u odnosu na sabiranje.

Definicija 3.1.3 Wickov stepen elementa F' € (S)_; je definisan induktiono

sa
FOU = 1
FOk = POFOR-D =12 ...

Neka je pn(z) = > ,_,arz® polinom. Wickova verzija polinoma p,(z) je
preslikavanje p° : (S)_, — (S)_1 dato sa

= a,Fo (3.4)
k=0

Teorema 3.1.4 Neka je d = m = N = 1. Pretpostavimo da su elementi
f,g9 € (L)? dati ekspanzijom preko Itévih integrala

[ = Zli(fi)a g = Z]j(gj)

takvi da fOg € (L)% Tada je

(3.3)

FOg="Y" L(fi®g;). (3.5)
Dokaz: Neka je f(w) = ZOO L(fi) = ;-)ZO fRi f:dB®" = >0 oo (w), i

g(w) =320 Lilgy) = 22 OfRJ g;dB® = > 3bsHp(w). Po definiciji Wick-
ovog proizvoda je (fOg)(w) = >_, 5 aabsHais(w), a po relaciji (2.26) je

Horp(w) = / - oges dp®lothl, (3.6)
R «

Kombinujuéi ovo sa (2.29) dobijamo

(fOg)(w Z Z asbg (/ §®a®€®3dB®n)

n=0 |a+8|=n
SO B Do SURCED S PR
i+j=n |o|=i 181=3
L ()
i+j=n

= Z L(fi®g;)

n=0,i+j=n
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Sto je i trebalo da se dokaze. O

Posledica 3.1.1 Iz prethodne teoreme sledi osobina slicna Fubinijevom
pravilu

L) = T(f*"). (3.7)
Primer 3.1.1 Za singularni beli sum je
W ()" = I,(62™). (3.8)

Primer 3.1.2 Neka jed = m = N = 1. Ako su F,G € (L)?, tada ima
smisla posmatrati i njithov "tackasti” proizvod definisan kao

(F-G)(w) =F(w)Gw).

Ako je barem jedna od funkcija F,G deterministicka, npr. F' = ag € R, tada
se Wickov proizvod 1 tackasti proizvod poklapaju tj.

FOG =F - Q.
Lema 3.1.1 Neka su
F(w)=ag+1i(f), gdeje f(t) =) a&(t) € L*(R), i
k=1

G(w) =bo+ Ii(g), gdejeg(t Zbké’k c L*(R).
Tada je
L(f)0N(9) = L(f) - 1i(9) — (flg)- (3.9)

Dokaz: Vazi F(w) = ag+ Y oy apHe, (w), G(w) = by + Y po; biH., (w).
Po definiciji Wickovog proizvoda je (FOG)(w) = apbo + Z?}:l agbiH.\ e, (W).
Koristec¢i poznatu osobinu Fourier-Hermiteovih polinoma da je

H. H.,, k+#1
H€k+5l:{ | #

Hi—1 k=1
dobijamo
(FOG)(w) = F(w) - G(w) = Y axby. (3.10)

Odavde sledi I1(f)01(9) = (F(w) — ag)0(G(w) — by) = F(w)0G(w) —
aoG(w) —bo F(w)+agby = F(w) -G(w)—> oo 1 akbk aoG( ) bOF( )+ aoby =
(F(w) —ag) - (G(w) —bo) = > oy arbr = Li(f — Jo f(t)g(t)dt, gde smo
u poslednjem koraku koristili ortonormiranost ermltsklh funkcua 0
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Primer 3.1.3 1. Za f = g € L*(R) imamo
L(f)? = L(H)% + (F1f) = L) + | [} (3.11)

2. Specijalno za f = g = X[y imamo
B(t)%* = B(t)* - t. (3.12)
Primetimo da B(t)®? nije pozitivno.

3. Za uglacani beli sum, sa |¢p| =1 je
w(@)?" = hn(w(9)). (3.13)

Naime, posto je Wickov proizvod nezavisan od izbora baze prostora L?(R?),
moZemo pretposatviti da je ¢ = n;. Tada je w(¢)®" = hy({w,n))’" =
HEMNw) = Hue, (w) = ha({w,m)) = ha(w(0)).

Primer 3.1.4 (Gjessing, 1993) Neka je ¢ € S(R?) takav da je |P|r2may =
1 i stavimo O(w) = (w, ¢). Neka je

1, fw)>0
F("")—{o, 0(w) < 0

Tada je F € (L)?, ali F* ¢ (L)% Owaj primer pokazuje da prostori (L)P
nisu zatvoreni u odnosu na Wickov proizvod.
Neka je
G=0"=6" -1

Tada su F i G nezavisne slucajne promenljive, ali FOG # F - G. Quvaj
primer pokazuje da u opstem slucaju Wickov proizvod i tackasti proizvod se
ne poklapaju.

Teorema 3.1.5 Neka jed = m = N =110 <ty < t; < o0, 1 neka je
h(w) € (L)? funkcija koja je Fy,-merljiva. Tada je

hO(B(t) — B(to)) = h - (B(t1) — B(to))- (3.14)

Dokaz: Neka je funkcija h(w) data svojom haos ekspanzijom

hw) =Y L(h), hi€L*R), ieN.
=0
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Zbog uslova merljivosti, svaka funkcija h; mora da zadovoljavati da je
hi(z) = 0 za skoro svako = van skupa {z : z; <to,j =1,2,...,i}. (3.15)

Kako je B(t1) — B(to) = I1(Xt,t1)), prema teoremi 3.1.4 dobijamo da je

hQ(B(tl) - B(to)) = Z In(hi®X[to,t1]) = Z [n+1(hn®X[t0,t1])'

n=0 n=0
itl=n

Dalje, imamo da je

. 1 n+1
(hn®X[to,t1])(xla e ,517n+1) = ntl ; hn($17 vy Th—1, Tht 1y - - - >$n+1)X[to,t1}($k)-
(3.16)
Ali zbog (3.15) imamo da je hy,(z1, ..., Tx_1, Tgi1,- -, Tne1) = 0, ¢im je bar

jedan od argumenata veéi od to. S druge strane, Xp,)(zx) = 0, ako je
zy < ty. Dakle, (3.16) postaje

A 1 -
(hn®X[to,t1]>(x17 T2, ... al'n+1) = n—th(yh e 7yn)X[t0,t1](y)7 (3‘17)
gde je gy = max{wy,x2, ..., Tni1}, & (Y1, Y2, .- -, Yn) je proizvoljna permutacija
elemenata skupa {z1,x9,..., 201} \ {7}. Za skoro svako (x1,29,...,%n11)

je y jedinstveno. Dakle,

hO(B(t) — B(to)) =

> oo Yn Y2 1 5 B
= (n+1)!/ / / 1hn(y1,..-,yn)xuo,n](y)dB(yl)---dB(yn)dB(y)
o o Jo 0

n -+

St ([ [ e BB - 50 ) a5 ()

n

-3 ([ [ B ase)--asm) ( / i5() )

— Z[n(hn) - (B(t1) — B(to)) = h - (B(t1) — B(to))

81

Sto je i trebalo da se dokaze. O

Wickov proizvod procesa X (¢) i Y () koji su tipa (O) je tackasto definisan
za svako fiksirano t € R% preko Wickovog proizvoda u odgovarajuéem pros-
toru uopstenih stohastickih funkcija: (S)_; ili exp(S)_1. Dakle to je proces
tipa (O) koji svakom elementu ¢ € R? dodeljuje element X (£)QY (¢).
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3.2 Skorohodov integral i Wickov racun

U ovom delu pretpostaviéemo, jednostavnosti radi da jed = m = N = 1.
Stohasticki proces shvatamo u smislu tipa (O) kao preslikavanje ]R — (9)*.

Glavni rezultat je dat izrazom [, X (¢)0B(t Sy o X t)dt, gde
je integral na levoj starni Skorohodov mtegral slucajnog procesa X (t w), a
integral na desnoj strani se interpretira kao Pettisov integral. Ova relacija u
stvari znaci da je Itov racun (dat Itovom formulom) sa klasiénim proizvodom
ekvivalentan klasicnom diferencijalnom racunu sa Wickovim proizvodom.

Skorohodov integral predstavlja prosirenje Itovog integrala na ne-adaptirane
procese. Sledeca lema daje karakterizaciju adaptiranih slucajnih procesa u
zavisnosti od koeficijenata njihove haos ekspanzije.

Lema 3.2.1 Neka je X(t) slu¢ajan proces sa osobinom da je E,(X?(t)) < oo
za svako t fiksirano.

1. Neka je X (t) dat haos ekspanzijom 11

X(t)=>" 5 Fu(z,)dB®"(z),  fa(-t) € LAR"), n € N.

Tada je X (t) adaptiran ako i samo ako za sve n € N vazi

suppfn(,t) C{r e R": x; <t, za svei=1,2,...,n}. (3.18)
2. Neka je X (t) dat haos ekspanzijom I

= an(t)H w

Tada je X (t) adaptiran ako i samo ako za sve n € N vazi

supp Z )€ () y C{z R : 2; < t, zasvei=1,2,... n}.
|a|=n

(3.19)

Definicija 3.2.1 Neka je X (t) sluc¢ajan proces sa osobinom da je
E,(X2(t)) < 0o za svako t, dat ekspanzijom

Z oy )BT (), Fa(-,t) € L2(R™), n € N.
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Neka je R
o1, o Tpy Tpgr)
simetrizacija funkcije fo(z1,...,xn,t) u donosu na n+1 promenljivih (stavili
smot = x,11). Ako je
>+ DU ful2onir) < o0, (3.20)
n=0

tada definisemo Skorohodov integral procesa X (t), u oznaci [p X (t)0B(t), s

/ X(t)0B(t Z L ([, (3.21)

Iz definicije direktno sledi da Skorohodov integral pripada prostoru (L)?
ida je

|| X©BOIa: = 300+ Dlhfbopeny 622

n=0

Teorema 3 2.1 Ako je X(t) adaptiran proces sa osobinom
fR ))dt < oo, tada se Skorohodov i Itov integral poklapaju tj.

/ X(t)0B(t / X(t)dB(t (3.23)

Dokaz ove teoreme je vrlo slican dokazu teoreme 3.1.5, te se stoga izostavlja.

Lema 3.2.2 Neka je Z(t) € (S)* dat ekspanzijom Z(t) = Y co(t)Ha, i
neka postoji p € N takav da je

sup{a!\caﬁl(R)(QN)_po‘} < 00. (3.24)

Neka je ¢ € S(R) proizvoljno. Tada su Z(t)OW (t) i Z(t)OWy(t)

(S)*-integrabilni i vazi:

()" /R 20w (t)dt = 3 ( /R ca(t)gk(t)dt) Hoieok  (3.25)

a,k

s [ 200wt = X ( [ co@tient) Hue. 620

o,k
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Dokaz: Sledi iz teoreme 2.4.2, jer je

=3 cal®)u(t) Hore, = Z Z ca(t)(t) H,
a,k

a+sk B

a moze se pokazati (videti npr. [17]) i da je

Zﬂ' Y aw®é)] 2N <o

a,k
e L1(R)

za neko p € N. 0

Slican rezultat vazi i za (S)*-integrabilnost nad odredenim intervalom
la,b]. Uslov (3.24) je tada zadovoljen ako je proces Z(t) takav da je

/b E(Z*(t))dt < 0. (3.27)

Teorema 3.2.2 Neka je X(t) = ) co(t)H, Skorohod-integrabilan proces.
Neka su a,b € R, a < b proizvoljni. Tada za X (t)OW (t) vaZi da je (S)*-
integrabilan nad [a b i pri tome je

/X )6 B(t /X BOW (¢) (3.28)

Dokaz: Prema prethodnoj lemi, dovoljno je dokazati da je
[ X380 = Y (calée) e,
R ok

i po potrebi, zameniti c,(t) sa cq(t)X[ap (t). Ekspanzija procesa X (t) preko
Itovih integrala je data sa X(t) = > 07 L,(fy), gde je folui,... ,up,t) =
D lafen Ca(H)§5 (ui, .. uy). Razvoj funkeije cq(t) u L*(R) je dat sa c,(t) =
> it (al€r)€i(t). Dakle,

Z/ Z Z Cal€)ER(DEZ (ur, . .., un)dBE™ (uy, . . ., uy).

|a]=n k=1

Kako je simetrizacija funkcije &, (£)€%(uy, . . ., u,) data sa §®(a+5’“)(u1, ey Upyy Ups1)

(stavili smo t = 1), sledi

/X t)0B(t Z/ Z Z Calr) B eter) g BO+D
Rn+L

n k=1

- Z Z Z<CO‘|§’€)HC¥+% - Z(Ca|fk) ater:

n=0 |a|=n k=1 a,k

(3.29)
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Time je dokaz zavrsen. U

Primer 3.2.1 1. U (S)* smislu imamo W (t) = £ B(t). Naime vaZi:

B(t):/otléB(s) (S)* /0 LOW (s /W

2. Ako je (1) E L2(]R) determz’m’stz’éka funkcija (dakle i adaptirana), tada
je [x (t)dB( Sy [av( t)dt.

3. Specijalno, za ¢ € §(R) imamo da je
/(bs—tdB /gzﬁs—tOW()

4. Po Itévoj formuli je poznato da je fo (s)dB(s) = $B*(t)—5t. S druge
strane, formalno racunajuéi u (S)* dobijamo

(S)* /tB(s)OW(t)dt = (9)* /tB(t)OB’(t)dt = %B(t)” = %BQ(t)—%t.
5. Neka je h(w) € (L)? nezavisno od t. Tada je
/ h(w)dB(t,w) = h(w)O(B(b) — B(a)).

Definicija 3.2.2 Neka je Y (t,w) proces sa osobinom da je [, E,(Y?(t))dt <
oo, i neka je ¢ € S(R). Konvolucija elementa ¢ i Y (-,w) je definisana za
skoro svako w € §'(R) sa

(o Y)(t,w) /(bt—s (s,w)ds (3.30)

Teorema 3.2.3 Neka je Y (t,w) proces sa osobinom da je [, E,(Y?(t))dt <
oo, i neka je ¢ € S(R). Ako je (¢ x Y)(t) Skorohod- mtegmbzlno tada je
Y (t)OW,(t) takode (S)*-integrabilno i vazi

/R(gb*y)(t)dB(t) = (S)*AY(t)QVI@,(t)dt. (3.31)
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Dokaz: Neka je Y(s) dat razvojem Y(s) = > ca(s)H,. Tada je po
uslovu [, E(Y?(t))dt < oo ilemi 3.2.2 proces Y (t)0Wy(t) (S)*-integrabilan.
Primenom teoreme 3.2.2 na proces (¢ * Y')(t) dobijamo:

/R (oY) (t)dB(t) = (5)" / (¢ % Y)(t)OW (t)dt =

R

_(s) /R ((S)* /R ng(t—s)Y(s)ds) O (1)t —

()" /R ¥ ()0 ((S)* /]R gb(t—s)W(t)dt) ds = (S)" /R Y ()0, (s)ds.
(3.32)

|

3.3 Wickov proizvod procesa tipa (I)

Pretpostavimo nadalje da je Zemanianov prostor nuklearan, odnosno da pos-
toji neko p > 0 za koje je

o0

7 <o
>

n=1

Na primer u Schwartzovim prostorima 8'(R) je ovaj uslov zadovoljen za p = 1.
Tada mozemo definisati u A’ mnozenje Wickovog tipa:

Definicija 3.3.1 Neka su f,g € A’ uopstene funkcije date razvojem

=ik, g = > ooy biti. Tada je f o g uopstena funkcija iz A’
definisana sa

o0

fog= Z Z a;bj | Yn. (3.33)

n=1 i,j=1
itj=n+1

Prethodna definicija je dobra, mozemo dati ¢ak i precizniji rezultat:
Lema 3.3.1 Ako su f = > 2 axthy € Ay i g => oo bihy € Ay, tada

je fog € A_(uqiyp)- Pri tome, za proizvoljnu test-funkciju ¢ € A vazi
nejednakost

[e'S) 9
[(fog,0)1> < IFIZkllglZ Nl llhi4p (Z An ) : (3.34)
n=1
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Dokaz: Kako je niz {\,} rastudi, sledi da je

2

—2(k+1 —~-2 —~ 2k —~ 21
)\n (—l—-&-]’)S )\n P Z ‘Cli|2)\n Z |bj|2)\n

8

S| Y an

i+j=n+1 n=1 i+j=n+1 i+j=n+1
2p 9% —2k 9 —21
<ZA PORCIPYRD DI PY
i+j=n+1 i+j=n+1
2 % 2
—~ 2 - -
< Z)\n Z|6L2|2>\Z Z|bj|2/\j < 00
n=1 i=1 j=1
po uslovu nuklearnosti. Dokazimo sada ocenu (3.34). Neka je ¢ € A
~—2
proizvoljno, dato razvojem ¢ = > 7, cxthy. Oznacimo sa M = > 07 A, g
Tada je

> ~k+l+p —~
|<f<>g SO ch Z ch n Z >\ az n b])\n
n=1 i+j=n-+1 i+j=n+1
2
—~2(k+1 —~—1
ST ¥ [ D e
=1 [i+j=n+1
2k H+p) — —~ ok —_2
<Ykl 2 SO PN DN
n=1 n=1 i+j=n-+1 i+j=n+1
—~2(k+l+p) ~ 21
<Z’Cn| An MZ|(12| )‘ Z|bj|2)‘j
j=1
= ||90Hk+l+pMHfH2—k||g||2—l
Sto je i trebalo da se dokaze. U

Slicno se moze definisati i mnozenje test-funkcija, pod dodatnom pret-
postavkom:

Lema 3.3.2 Neka postoji konstanta C' > 0 tako da je za sve indekse i,7 € N
zadovoljena relacija

Airj < O

Ako su f =377 japthy € Ap it g=> 0, by, € Ay, tada je fo g€ App).
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Dokaz:
—~2k—2p —~—2p —~k
S| Y | WS R Y i,
n=1 |i+j=n+1 n=1 i+j=n+1
> 2 k~k ?
——2p ko~
S CQkZ)\n Z al-)\i )\j bj
n=1 i+j=n+1
> 2 — 2 2%k
2k NP 27 2y
n=1 i=1 j=1
Lema dokazana. O

Primer 3.3.1 Za proizvoljne i,j € N vazi
Vi 0Pj = Piyja. (3.35)

Primetimo da je definicija Wickovog mnozenja u prostoru A’ prirodno
povezana sa Wickovim mnozenjem stohastickih procesa u Hidinom prostoru.
Na osnovu primera 2.3.3 videli smo da se svaka uopstena funkcija moze trivi-
jalno smatrati stohastickim procesom, kao i da se u tom slucaju prostor
Hidinih distribucija svodi na prostor exp8’(R).

Naredna definicija predstavlja prosirenje Wickovog proizvoda i na procese
tipa (I).

Definicija 3.3.2 Neka su ® € Af, U € A} procesi tipa (1) dati ekspanzijom
=" fi®Hy, fi €Ay zasvei €NiW=3" g;®H,,g; €A 2a
sve 7 € N takvi da postoje r1 > 0 i1y > 0 za koje vazi:

Z I£il12(2N) ™" < oo, (3.36)
=1
D llgj 17 (2N) 7= < oo, (3.37)
=1

Wickov proizvod elemenata ® i+ U je definisan sa

0T =) "| > fiog | ®Han (3.38)
n=1 ai+a;ian+1
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Teorema 3.3.1 Wickov proizvod 4V iz prethodne definicije je proces tipa
(1), tacnije POV € Ap,,, .

Dokaz: Prema lemi 3.3.1 sledi da je za sve ¢, j € N proizvod f;og; € A_x_1—p,
pa su svi koeficijenti ekspanzije ) i, i_oni1 fi © 95 € A_pp. Kako je
[DOV, 0] =371 > i aianti (fi © g5, 0) Han, ostaje da se dokaze da je

2

Sl DD (fiegne)| @N)T < oo (3.39)
n=1 |ai+ai=ant1

za sve p € A ineko rg > 0. Neka je rs =r; +7ry+1r3+¢q, gde je ¢ > 1. Tada
je prema (3.34)

2

DI DD (fiegine)| (N
n=1 |ai+ai=an+1

2

<2N)fr3a"

> Mill-llgil-dlelnrisp VM

afitai=qn+l!
o0

=M (2N)"
n=1

Zm qa”anZuz (2N) ”QZH%H:’ (2N) 7 lllfrsp < 00

Yo il @N) T gll(2N)

ai+aj an+1

gde smo koristili osobinu (2N)*' T’ = (2N)*' (2N)* . [

Primer 3.3.2 Ako su f,g € A, moZemo ih trivijalno smatrati stohastickim
procesima datim razvojem f = fQHy, g = g@Hy, gde je o' = (0,0,0,...).
To znaci da tmaju samo prvi clan u haos ekspanziji, odnosno konstantne su
po promenljivoj w. Tada je

feg=(fog)®Hyia = (fog)@®Hun = fog.

Owaj primer pokazuje da se Wickov proizvod ¢ u prostoru A" moZe na prirodan
nacin potopiti u Wickov proizvod 4 u prostoru A*.

Primer 3.3.3 Neka su f, g € (S)_1 uopstene stohasticke funkcije date ekspan-
zijom f=>._ fiHai, 9= ,_1 giHai, gde su f;,g; € R, i € N. Tada je

f<>g = Z Z fzg] Hen.

n=1
7'+a] an+1
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S druge strane, svaku konstantu f; moZemo posmatrati kao uopstenu funkciju.
Tacnije, svakom f;, i € N odgovara element prostora A’ koji éemo oznacavati
sa fi, i on je dat razvojem

_ fzi (/_: 1/;k(t)dt) .

Sliéno tmamo elemente

Neka su dalje,

Tada je

f‘gzz Z flog] ® Hyn.

’L+aj a”+1

Kako je

]?z‘<>9~j = (fi /_OO i (t)dt - g; /OO ¢1(t)dt) P+

+Z( T fz/ bult)d - gj/ bt dt>¢k,

k=2 \s+z=k+1 -
. : _ Py . - _ .
sledi da je za p = 5 zadovoljeno (f; o g, ) = fig;. Dakle vazi
(ffooo Py (t)dt

da je

f’gv Z Z <fi<>g~j790>Ha”

a1+a] an+1

= Z Z fzg] an

’L
altal=an+tl

= fOg.

Ovaj primer pokazuje da Wickov proizvod 4 na prostoru A* predstavlja prirodno
uopstenje Wickovog proizvoda & na prostoru stohastickih uopstenih funkcija.



3.3 Wickov proizvod procesa tipa (I) 89

Primer 3.3.4 Na kraju, dajemo primer nelinearne SDJ sa Wickovim proizvodom.
Generalno, jednacine ovog tipa se resavaju pomocu S-transformacije. Oude se
medutim prikazuje metoda resavanja bez ove transformacije, odnosno metoda
traZenja resenja u obliku redova izjednacavanjem koeficijenata.

Neka je R samoadjungovani diferencijalni operator koji definise prostor
Zemaniana. Neka je P(t) polinom sa realnim koeficijentima i P(R) operator

definisan kao u primeru 2.4.3 sa osobinom da je P(A\;) — 1 # 0 za svako
k € N. Posmatrajmo nelinearnu stohasticku diferencijalnu jednacinu oblika

P(R)X(t) = X (t) W (t) + g(t,w) (3.40)

gde je W (t) singularni sum u A* = L(A, (S)_,) dat ekspanzijom

= u(t)® He,,
n=1
i g(t,w) € A* oblika

Zgn €n7

gde su g,(t) € A_., za neko fiksirano r > 0, n € N. Dakle,

t) = Z gn,“/’k@)v Ink € R
k=1

1 pri tome vazi da je
> ~ —2r
> lgnil’Ae T < o0, (3.41)

kao i da postoji ¢ > 0 za koje je
Z 1gal|Z, (2N) =7 = Z gallZ, (20) 77 < o0. (3.42)

Resenje X (t) jednacine éemo traziti u obliku

= f: a,(t) ® H.

n=1

gde su a,(t) € A', n € N koeficijenti koje treba odrediti. Neka je an(t) dat
razvojem

o0
= anuti(t) ank € R.

k=1
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Tada je, slicno kao i u primeru 2.4.3

PR)X(t) = i (i an,kp<j\;c>¢k(t)> ® H.,, (3.43)

n=1 k=1

a po definiciji Wickovog proizvoda je

X(t)¢W Z ( D ait) oyt )+gn(t)> ®H. . (3.44)

n=1 i+j=n+1

Kako je a;(t)o;(t) = > po, aixi(t)ov;(t) = D e aigtr+j—1(t), relacija
(3.44) postaje

()’W() Z( Z Zazkl/)kﬂ 1(t) + gnlt )) ® H.,. (3.45)

n=1 \i+j=n+1 k=1

Iz (8.43) i (3.45) sledi da je

Z Zai,kwk—&—j 1(t) + Zgn k(1) ZamP()Tk)zpk(t), n € N.

i+j=n+1 k=1 k=1
(3.46)

Iz sistema jednacina (3.46) se rekurzivno mogu odrediti koeficijenti
an i, N,k €N
Zan=1 (546) daje

Zauﬂﬁk +Zglk¢k ZalkP )\k YUk (t)

k=1 k=1

odakle sledi da je

al,k—iglk k=12,
P(X\) —1

Zan =2 relacija (3.46) postage

Z ay 1 (t) + Z as k Yi(t) + Z Gk r(t) Z as i, P( /\k Yk (1)
k=1 k=1 =1

odakle nakon pomeranja indeksa u prvoj sumi, sledi da je

. 92,1
21 = —=_ >

P(\) —
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gy = PET b 93
POy — 1

Slicno, za n = 3 imamo

o0

> a1 ptipa(t +Za2 Kk (t +Za3k¢k )+ gsathilt) =Y askP(A)x(t),
s

k=1 k=1

odakle se dobijaju:

g31

a371 =,

P(\) —1

g32 + as1

azo = —=_—

P(x) —1
+ —2+ _

s = 93,k Cll,f 2 T A2k 1’ k=34, ..

P(A) —1
Indukcijom se lako moZe proveriti da je u opstem slucaju
G,k + 2?1_11 Q4 ke—n+i

Upp = = =L , neN; k=nn+1,... (3.47)
P(\g) —1

Kako je P~()Tk) —1#0 za sve k € N, sledi da postoji konstanta K > 0 takva
da je |P(A\x) — 1| > K za sve k € N.
Iz (3.41) sledi da postoji C(n) > 0 tako da je za svako k € N zadovoljeno

9] < C(R)N,

Slicno, na osnovu (3.42) imamo da postoji D > 0 tako da je za svako n € N
zadovoljeno

g%, Z gnsl2Xe < D(2n)".

Dakle, za svako n € N je C'(n) < D(2n)".
Sada imamo da je

|91k| ( ))\~k D ~r
K K - K

|a1,k| <
Dalje je

1
lagi| < E<|g2k| + a1 g-1]) <
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Kako je N, > }v\};_l, i (2n)? > (2(n — 1)), sledi da je

~r 1 1
Slicno se dobija i
lasi| < DX, (2 3)(1+21+1) k=34
ag k| > k K K2 K3 — 9y Ey .y

o 1 1 1 1
agr] < DAy (2 4)‘1(? +375 +35+ ﬁ)’

U opstem slucaju, vazi da je

k=45, ..,

~r . —1\ 1
lansl < DX (20)7 S (7;”_ 1)ﬁ, k> (3.48)
=1

odnosno

~7 1
|n | < DA (2n)7K (1 + ?)"‘1, n,k € N. (3.49)

Neka je p dato kao u (3.3). Tada je na osnovu (3.49)

Z|ank|2 —2r— 2p<D2(2n)2qK2 1_|_ (n—1) Z k*2p < o0,

k=1

odnosno
lanll? sy < 00, neN (3.50)

§to pokazuje da su svi koeficijenti a,(t) € A_(r4p).
Takode vazi da je

[oe) oo

— En —
D laall e 0T = " lanll? oy ="
n=1 n=1

. 1
< D2M2K? Z(zn)Zq(K + ?)Q(n—l)e—%n’

n=1

(3.51)

gde smo sa M oznacili M ="/, )T;;Qp. Red sa desne strane relacije (3.51)
konvergira po D’Alambertovom kriterijumu, ako biramo da je s > In(1 + %)
Dakle, resenje X (t) pripada prostoru L(A, 4y, exp(S)_1).
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