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2. Ðàêåòà

Jàâíà jå òàjíà äà óêîëèêî æåëèòå äà èäåòå íà Ìàðñ ìîðàòå èìàòè ðàêåòó. Ìå¢óòèì, ñàìî ðåòêè çíàjó

äà óêîëèêî æåëèòå è äà ñòèãíåòå äî Ìàðñà, ìîòîðè íà âàøîj ðàêåòè ìîðàjó áèòè øòî èçáàëàíñèðàíèjè.

Ïîøòî jå Ìàðñ ÷åòâðòà ïëàíåòà Ñóí÷åâîã ñèñòåìà, ðàêåòà êîjîì æåëèòå äà èäåòå íà »åãà ìîðà

èìàòè ÷åòèðè ìîòîðà, è îíè ìîðàjó áèòè ðàñïîðå¢åíè ó ôîðìàöèjó 2×2. Ïðèëèêîì ëàíñèðà»à, ñâàêè

îä ìîòîðà jå ïîäåøåí íà íåêó ñâîjó ïî÷åòíó ñíàãó. Êàïåòàí ðàêåòå, Ìàðñêî, ïîìî£ó ñèñòåìà ïîëóãà

ìîæå äà ïîjà÷àâà ñíàãó ìîòîðà, è òî òàêî äà ïðèëèêîì ñâàêå îïåðàöèjå çà 1 ïîjà÷à ñíàãó òà÷íî äâà

ìîòîðà êîjà ñó èëè ó èñòîj âðñòè èëè ó èñòîj êîëîíè. Ó íàóöè î ðàêåòàìà, êëàöêàâîñò ðàêåòå ñå

äåôèíèøå êàî ðàçëèêà íàjâå£å è íàjìà»å ñíàãå îä ñíàãà »åíà ÷åòèðè ìîòîðà. Ïîìîçèòå êàïåòàíó äà

øòî áî§å èçáàëàíñèðà ðàêåòó òàêî øòî £å ïðèìåíîì ðàñïîëîæèâèõ îïåðàöèjà äîâåñòè êëàöêàâîñò íà

íàjìà»ó ìîãó£ó âðåäíîñò.

Îïèñ óëàçà

Ñà ñòàíäàðäíîã óëàçà ñå ó÷èòàâàjó ÷åòèðè íåíåãàòèâíà öåëà áðîjà êîjè ïðåäñòàâ§àjó ïî÷åòíå ñíàãå

÷åòèðè ìîòîðà. Ó ïðâîì ðåäó óëàçà çàïèñàíå ñó ïî÷åòíå ñíàãå ëåâîã è äåñíîã ìîòîðà èç ãîð»åã ðåäà,

à ó äðóãîì ðåäó óëàçà çàïèñàíå ñó ïî÷åòíå ñíàãå ëåâîã è äåñíîã ìîòîðà èç äî»åã ðåäà.

Îïèñ èçëàçà

Ó ïðâè è jåäèíè ðåä ñòàíäàðäíîã èçëàçà çàïèñàòè jåäàí áðîj êîjè ïðåäñòàâ§à íàjìà»ó ìîãó£ó êëàö-

êàâîñò ðàêåòå êîjà ñå ìîæå ïîñòè£è.

Ïðèìåð 1

Óëàç Èçëàç

1 1

0 3

2

Ïðèìåð 2

Óëàç Èçëàç

9 8

7 0

3

Îájàø»å»å ïðèìåðà

Ó ïðâîì ïðèìåðó, àêî îïåðàöèjó ïîjà÷àâà»à ñíàãå ïðèìåíèìî jåäíîì íà ãîð»ó âðñòó è äâà ïóòà íà

ëåâó êîëîíó, äîáè£åìî ñëåäå£ó êîíôèãóðàöèjó ñíàãà:
4 2

2 3
Êàêî íèjå ìîãó£å ïîñòè£è ìà»ó êëàöêàâîñò, îïòèìàëíà êëàöêàâîñò jå 4− 2 = 2.

Îãðàíè÷å»à

• Ñâå ïî÷åòíå ñíàãå ìîòîðà ñó íåíåãàòèâíè öåëè áðîjåâè.

Òåñò ïðèìåðè ñó ïîäå§åíè ó ïåò äèñjóíêòíèõ ãðóïà:

• Ó òåñò ïðèìåðèìà êîjè âðåäå 32 ïîåíà ïî÷åòíà ñíàãà ñâàêîã ìîòîðà íèjå âå£à îä 44.
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• Ó òåñò ïðèìåðèìà êîjè âðåäå 12 ïîåíà ïî÷åòíà ñíàãà ñâàêîã ìîòîðà íèjå âå£à îä 110.

• Ó òåñò ïðèìåðèìà êîjè âðåäå 12 ïîåíà ïî÷åòíà ñíàãà ñâàêîã ìîòîðà íèjå âå£à îä 1300.

• Ó òåñò ïðèìåðèìà êîjè âðåäå 12 ïîåíà ïî÷åòíà ñíàãà ñâàêîã ìîòîðà íèjå âå£à îä 107.

• Ó òåñò ïðèìåðèìà êîjè âðåäå 32 ïîåíà ïî÷åòíà ñíàãà ñâàêîã ìîòîðà íèjå âå£à îä 5 · 108.
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Àóòîð çàäàòêà Çàäàòàê ïðèïðåìèî Òåñòåð Òåêñòóàëíî ðåøå»å

Ìàðêî Ñàâè£ Ìàðêî Ñàâè£ Íèêîëà Ñïàñè£ Ìàðêî Ñàâè£

Àíàëèçà ïðîáëåìà

Îâàj çàäàòàê äîçâî§àâà ìíîøòâî ðàçëè÷èòèõ ïðèñòóïà »åãîâîì ðåøàâà»ó, è êàî òàêàâ îäëè÷àí jå

ïðèìåð çà òî êàêî ìàëî âèøå âðåìåíà ïîòðîøåíîã íà ðàçìèø§à»å ìîæå çíà÷èòè ìíîãî ìà»å âðåìåíà

ïîòðîøåíîã íà êóöà»å. Íàjäóæè êîä êîjè jå òàêìè÷àð ïðåäàî çà îâàj çàäàòàê èìà ïðåêî 360 ëèíèjà.

Íàjêðà£å ðåøå»å êîjå äîíîñè ñâèõ 100 áîäîâà äóãà÷êî jå ñâåãà äåñåòàê ëèíèjà!

Ïðèêàçà£åìî íåêîëèêî ðåøå»à, ðåäîì îä íàjìà»å åôèêàñíîã äî íàjåôèêàñíèjåã. Çà êîíñòðóêöèjó

òèõ ðåøå»à êîðèñòè£åìî íåêîëèêî çàïàæà»à.

Çàïàæà»å 1 Óìåñòî äà ïîñìàòðàìî îïåðàöèjå êîjèìà ñå ñíàãà ïîâå£àâà çà 1, ìîæåìî ñìàòðàòè

äà ïîñòîjè ñàìî îïåðàöèjà êîjà ïîâå£àâà ñíàãó ó âðñòè èëè êîëîíè çà ïðîèçâî§àí ïðèðîäàí áðîj.

Çàïàæà»å 2 Îáçèðîì íà òî äà ðåäîñëåä îïåðàöèjà íèjå áèòàí, îïåðàöèjó ïîâå£à»à çà ïðîèçâî§àí

ïðèðîäàí áðîj jå ïîòðåáíî èçâðøèòè ñàìî jåäíîì çà jåäíó ïîñìàòðàíó âðñòó, îäíîñíî êîëîíó.

Çàïàæà»å 3 Îïåðàöèjó ìîæåìî jîø âèøå óîïøòèòè, òàêî øòî äîçâîëèìî äà ìîæå è äà ñìà»ójå

ñíàãó. Äðóãèì ðå÷èìà, jåäíà îïåðàöèjà ñàä äîäàjå íà âðñòó èëè êîëîíó ïðîèçâî§àí öåî áðîj (äàêëå,

äîçâî§åíî jå äà áóäå è íåãàòèâàí). Îâî jå ìîãó£å jåð ñó íàì jåäèíî áèòíå ìå¢óñîáíå ðàçëèêå èçìå¢ó

áðîjåâà, ïà jå ñìà»èâà»å jåäíå âðñòå, îäíîñíî êîëîíå, ñóøòèíñêè èñòî êàî è ïîâå£àâà»å äðóãå âðñòå,

îäíîñíî êîëîíå.

Ïðèñòóï êîjè êîðèñòèìî ó ðåøå»èìà êîjà ñëåäå jå äà èñïðîáàâàìî ïîâå£àâà»à âðñòà è êîëîíà çà

ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè è âèäèìî êîjà jå íàjìà»à êëàöêàâîñò êîjó ìîæåìî òàêî äîáèòè. Ïèòà»å jå ñàìî

ãäå ñå çàóñòàâèòè, îäíîñíî êîëèêî èçíîñè íàjâå£à îïåðàöèjà ïîâå£à»à âðñòå èëè êîëîíå êîjó ìîðàìî

èñïðîáàòè.

Çàïàæà»å 4 Íàjâå£è áðîj êîjè £å áèòè èñêîðèø£åí ó íåêîj îä îïåðàöèjà íèjå âå£è îä m, ãäå jå m
íàjâå£à îä ïî÷åòíèõ ñíàãà ìîòîðà.

×àê è àêî òàêìè÷àð íèjå ïðèìåòèî äà íè jåäíî ïîâå£à»å íå ìîðà áèòè âå£å îä m, èíòóèòèâíî jå

äîñòà jàñíî äà £å ãîð»à ãðàíèöà îä 2m áèòè äîâî§íà.

Ó äà§åì òåêñòó ñìàòðà£åìî äà ñó ïî÷åòíå âðåäíîñòè äàòå êàî

a b
c d

Ðåøå»å ñëîæåíîñòè O(m4)

Èç çàïàæà»à 2 íàì jå jàñíî äà jå ïîòðåáíî èçâðøèòè íàjâèøå ÷åòèðè îïåðàöèjå. Ó ÷åòèðè for ïåò§å

áèðàìî ÷åòèðè áðîjà îä 0 äîm, êîjè íàì ãîâîðå êîëèêî £å èçíîñèòè ñâàêà îïåðàöèjà, òj. çà êîëèêî £åìî

ïîâå£àòè ñâàêó îä âðñòà è êîëîíà. Çà ñâàêó òàêâó ÷åòâîðêó áðîjåâà èçâðøèìî îïåðàöèjå ïîâå£àâà»à,

èçðà÷óíàìî ðåçóëòójó£ó ðàçëèêó íàjâå£åã è íàjìà»åã, è óêîëèêî jå òà ðàçëèêà ìà»à îä äî ñàäà íàjìà»å

ïðîíà¢åíå ðàçëèêå, óïàìòèìî jå.

Îâàêâî ðåøå»å äîíîñè 32 áîäà.
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Ðåøå»å ñëîæåíîñòè O(m3)

Çàïàæà»å 5 Íèjå ïîòðåáíî ïðèìåíèòè îïåðàöèjó íà îáå âðñòå.

Íà ïðèìåð, óìåñòî äà ãîð»ó âðñòó ïîâå£àìî çà 8, à äî»ó çà 2, äîâî§íî jå äà ñàìî ãîð»ó âðñòó

ïîâå£àìî çà 6; ðåçóëòójó£à êëàöêàâîñò £å áèòè èñòà ó îáà ñëó÷àjà.

Çàòî îäðåäèìî jåäíó âðñòó êîjó íå£åìî äèðàòè, à çà ïðåîñòàëó jåäíó âðñòó è äâå êîëîíå èñïðîáàjìî

ñâå ìîãó£å âðåäíîñòè ïîâå£àâà»à. Ñâå îâî èñïðîáàjìî è àêî îäðåäèìî äà íå£åìî ìå»àòè äðóãó âðñòó.

Àêî èñêîðèñòèìî çàïàæà»å 3, ìîæåìî è ìàëî óïðîñòèòè êîäèðà»å îâîã ðåøå»à òàêî øòî ïðèìå-

òèìî äà jå äîâî§íî äà ìå»àìî ñàìî ãîð»ó âðñòó, àëè òàä çà »ó ìîðàìî èñïðîáàòè îïñåã áðîjåâà îä

−m äî m.

Îâàêâî ðåøå»å äîíîñè 44 áîäà.

Ðåøå»å ñëîæåíîñòè O(m2)

Çàøòî íå áèñìî çàïàæà»å 5 ïðèìåíèëè è íà êîëîíå? :)

Çàïàæà»å 6 Äîâî§íî jå ïðèìåíèòè îïåðàöèjó íà ñàìî jåäíó âðñòó è ñàìî jåäíó êîëîíó.

Çà ãîð»ó âðñòó è ëåâó êîëîíó èñïðîáàâàìî îïåðàöèjå äîäàâà»å ñâèõ áðîjåâà îä −m äî m.

Îâàêâî ðåøå»å äîíîñè 56 áîäîâà.

Ðåøå»å ñëîæåíîñòè O(m)

Ïîøòî ñìî âå£ äâà ïóòà óñïåëè äà óìà»èìî áðîj âðñòà è êîëîíà çà êîjå èñïðîáàâàìî ñâå ìîãó£å

âðåäíîñòè ïîâå£àâà»à, çàøòî íå áèñìî ïîêóøàëè òî äà óðàäèìî jîø jåäíîì!

Îâî jåñòå ìîãó£å, ìå¢óòèì îïòèìàëíî ðåøå»å ñàä íå äîáèjàìî äèðåêòíîì ïðîâåðîì, âå£ ìîðàìî

áèòè ñíàëàæ§èâèjè. Êàî è ó ïðåòõîäíèì ðåøå»èìà, äîâî§íî jå äà èñïðîáàìî ñàìî ñâå îïåðàöèjå

ïðîìåíå ãîð»å âðñòå çà âðåäíîñòè îä −m äî m.

Ïðåòïîñòàâèìî äà ñìî ïðîìåíèëè ãîð»ó âðñòó çà âðåäíîñò i. Îïåò, ïðåìà çàïàæà»èìà 6 è 3, ñàìî

jîø òðåáà îäðåäèòè çà êîëèêî jå ïîòðåáíî ïðîìåíèòè âðåäíîñò ëåâå êîëîíå.

Íàêîí ïîâå£à»à ãîð»å âðñòå çà i ñòà»å èçãëåäà îâàêî:

a+ i b+ i
c d

Ìå»à»åì ëåâå êîëîíå ñå ðàçëèêà áðîjåâà óíóòàð ëåâå êîëîíå, êàî è ðàçëèêà áðîjåâà óíóòàð äåñíå

êîëîíå íå£å ïðîìåíèòè, ïà ñå íå ìîæå ïîñòè£è ìà»à êëàöêàâîñò îä max(|a + i − c|, |b + i − d|). Ñà
äðóãå ñòðàíå, îâà êëàöêàâîñò ñå ìîæå ïîñòè£è òàêî øòî ëåâó êîëîíó ïðîìåíèìî òàêî äà èíòåðâàë

äåôèíèñàí áðîjåâèìà jåäíå îä êîëîíà ó ïîòïóíîñòè îáóõâàòè èíòåðâàë äåôèíèñàí áðîjåâèìà äðóãå

êîëîíå.

Äàêëå, ñâå øòî jå ïîòðåáíî jå èñïðîáàòè ñâå ìîãó£íîñòè îä −m äî m çà ïðîìåíó ãîð»å âðñòå, à çà

ñâàêó òàêâó ïðîìåíó ñå íàjáî§à êëàöêàâîñò ðà÷óíà ïî ïðåòõîäíî íàâåäåíîj ôîðìóëè.

Îâàêâî ðåøå»å äîíîñè 68 áîäîâà.

Çàïàæà»å 7 Ó çàïàæà»ó 4 ñìî ðåêëè äà íàjâå£à îïåðàöèjà íå ìîðà áèòè âå£à îä m. Ìå¢óòèì ìî-

æåìî äîíåòè è áî§è çàê§ó÷àê, à òî jå äà íàjâå£à îïåðàöèjà íèjå âå£à îä ðàçëèêå íàjâå£åã è íàjìà»åã

áðîjà ó ïî÷åòíîì ñòà»ó.

Òàêìè÷àð êîjè áè îâî èñêîðèñòèî áè äîáèî jîø 4 äîäàòíà áîäà íà ñâàêî îä ïðåòõîäíèõ ðåøå»à.
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Ðåøå»å ñëîæåíîñòè O(1)

Äà áèñìî äîáèëè ðåøå»å ó êîíñòàíòíîì âðåìåíó êîðèñòè£åìî ìàëî ìàòåìàòèêå.

Ñëåäå£å íåjåäíàêîñòè óâåê âàæå.

min(a, d) ≤ (a+ d)/2 ≤ max(a, d)
min(b, c) ≤ (b+ c)/2 ≤ max(b, c)

Èç »èõ äà§å ñëåäè

max(a, b, c, d) = max(max(a, d),max(b, c)) ≥ max((a+ d)/2, (b+ c)/2)
min(a, b, c, d) = min(min(a, d),min(b, c)) ≤ min((a+ d)/2, (b+ c)/2)

Êîíà÷íî, ïîñëåä»å äâå íåjåäíàñêîñòè ìîæåìî èñêîðèñòèòè äà äàìî äî»å îãðàíè÷å»å çà êëàöêà-

âîñò.

klackavost = max(a, b, c, d)−min(a, b, c, d)

≥ max

(
a+ d

2
,
b+ c

2

)
−min

(
a+ d

2
,
b+ c

2

)
=
|(a+ d)− (b+ c)|

2

Øòà âèøå, êàêî ñó ïî÷åòíå âðåäíîñòè, êàî è âðåäíîñòè ñâèõ îïåðàöèjà öåëè áðîjåâè, ñâàêà êëàö-

êàâîñò êîjó ìîæåìî ïîñòè£è jå òàêî¢å öåî áðîj. Çàòî âàæè

klackavost ≥
⌈
|(a+ d)− (b+ c)|

2

⌉
.

Ïîêàæèìî jîø äà jå ìîãó£å ïîñòè£è áàø òîëèêó êëàöêàâîñò.

Çàïàæà»å 8 Ïîøòî íàì jå çàïàæà»å 3 îìîãó£èëî äà ñìà»ójåìî âðåäíîñòè ó ðåäîâèìà è êîëîíàìà,

ìîæåìî óâåñòè è îïåðàöèjó �ïðåñèïà»à� èç jåäíîã åëåìåíòà ó »åìó äèjàãîíàëíè åëåìåíò. Íà ïðèìåð,

àêî ãîð»ó âðñòó ñìà»èìî çà r, à äåñíó êîëîíó ïîâå£àìî çà r, äîáèjàìî ìàòðèöó

a− r b
c d+ r

Ïðèìåíîì îïåðàöèjå ïðåñèïà»à ìîæåìî ó÷èíèòè äà ñå áðîjåâè êîjè ñó ìå¢óñîáíî äèjàãîíàëíè

ðàçëèêójó íàjâèøå çà 1. Íà òàj íà÷èí äà äîáèjåìî ñëåäå£ó ìàòðèöó.

b(a+ d)/2c d(b+ c)/2e
b(b+ c)/2c d(a+ d)/2e

Êëàöêàâîñò îâàêî äîáèjåíå ìàòðèöå jå óïðàâî
⌈
|(a+d)−(b+c)|

2

⌉
, ïà jå îâà âðåäíîñò ójåäíî è ðåøå»å

çàäàòêà.


