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Ova skripta pokriva deo gradiva iz predmeta parcijalne diferencijalne
jednacine za studente matematike.

Predznanje koje se ocekuje od citalaca je linearna algebra, matema-
ticka analiza u R™, obicne diferencijalne jednacine i preskoceni delovi
standardnog kursa iz PDJ:

- Klasifikacija sistema i jednacina

- Karakteristicne mnogostrukosti

- Klasi¢ni metodi za reSavanje talasne jednacine

- Integral energije

- Princip maksimuma za paraboli¢ne i elipticne jednacine

- Elementarne metode resavanja paraboli¢nih i elipticnih PDJ
- Furijeova metoda razdvajanja promenljivih

U prvom delu skripte su sto je vise moguce na elementarniji nacin
opisani pojmovi slabog resenja, distribucija, kao i razni primeri njihove
primene.

U drugom delu su dati razliciti delovi jednostavnije teorije nelinearni
PDJ, sa naglaskom na hiperboli¢ne sisteme PDJ prvog reda i sisteme
zakone odrzanja.

Na kraju ovog dela su date dve sistemske moguénosti za rad sa
nelinearnim PDJ.
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GLAVA 1

Linearne parcijalne diferencijalne jednacine

1. Uvodni pojmovi i definicije

1.1. Klasi¢ni prostori funkcija.

1.1.1. Prostori diferencijabilnih funkcija. Oznacimo sa Q2 C R™ ot-
voren skup, sa  njegovo zatvorenje, a sa 92 njegovu granicu.

C*(Q) je skup svih funkcija v : @ — R (ili C, §to kasnije neéemo
oznacavati) koja ima sve neprekidne izvode zakljuéno sa redom 0 <
k< oo.

C*(Q) je skup svih funkcija v € C*(Q) za koje postoji funkcija
$eCH), u=¢naQc, Q jeotvoren skup.

CF(Q) je skup svih ogranicenih funkcija, zajedno sa svim svojim
izvodima, iz C*(92).

Vazi:

CH(R™)|q C C*(Q) C CH(Q).

Ako je Q ograni¢en skup, tada je CK(Q2) C CF(Q).

Oznac¢imo sa supp u, u : 2 — R, kao komplement najveéeg otvorenog
skupa ' na kom je u identicki jednako nuli. Skup suppu zovemo
nosacem funkcije u. Kako je 2 C R",

suppu = {x € Q: u(z) # 0}.

Oznaka A CC B znaci da postoji kompaktan skup K, takav da vazi
ACK CB.

CH(Q) = {u € CkQ): suppu CC Q}.

Skup C§°(€2) ¢emo zvati prostor test funkcija.

1.1.2. LP-prostori. Kazemo da je A C Q) C R" Lebegove mere nula,
u oznaci L(A) = 0, ako za svako € > 0 postoji prebrojiva unija C;
paralelopipeda u R™ takva da je

mes U C; < € (mera paralelopipeda je proizvod njegovih stranica).
i=1
Na primer, prebrojiv skup tacaka je Lebegove mere nula u jedno-

dimenzionalnom slucaju, regularne krive su mere nula u dvodimen-
zionalnom slucaju,...
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Medu funkcijama u : 2 — R koje su Lebeg merljive (sve elementarne
funkcije i njihove kompozicije su Lebeg merljive, na primer) uvodimo
relaciju ekvivalencije ”jednake skoro svuda na €”, u oznaci f ~ g, ako

je
L{z: f(z) # g(x)}) = 0.

PRIMEDBA 1. Ovde ne¢emo tacnu definiciju Lebeg merljivih funkcija,
jer je to netrivijalan pojam koji se intenzivno izucava u posebnom kursu
o teoriji mera. Koristi¢emo samo skupove Lebegove mere nula.

Neka je 1 < p < oo. Od sada ¢e ) uvek oznacavati otvoren, povezan
skup.

LP(Q) ={f/ ~Q—R: fjemerljiva , /Q|f(:)3)|pdx<oo}.

Ovo je Banahov prostor sa normom

Il = ([ If@Par) ™

Prostor L?(Q) je osim toga i Hilbertov, sa unutrasnjim proizvodom
(flg) definisanim sa

(flg) = /Q f(x)g()d,

gde oznaka g(z) oznacava kompleksno konjugovanu vrednost od g(z).
Naravno, ako radimo sa realno-vrednosnim funkcijama, Sto ¢e i biti
slucaj ako se ne napomene drugacije, onda je unutrasnji proizvod (f|g)
definisan sa

(o) = [ Flalgla)ds.
Za p = oo imamo malo drugaéijuﬂdeﬁniciju:
L>®(Q) ={f/ ~Q—R: fjemerljiva i postoji realno M
tako da vazi |f(x)] < M, za svako x € Q}.
L*>(Q) je takode Banahov prostor sa normom
| fl| L = inf M, gde je konstanta M iz (1).

Najvazniji prostori za nas su L%-prostori, kao i L], -prostori, koje
¢emo sada definisati.
LY (Q)={f/ ~: Q—R: fjemerljivaiza svako K CC

loc
/K f(@)Pdz < oo}

Funkcije iz L}, zovemo lokalno integrabilnim funkcijama.
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Cesto ¢emo koristiti Helderovu nejednakost:

11
/ u(z)v()|dz < [|ullpl[v][Le, u € LP(R), v € LI(), PRl L (2)
Q

Specijalan sluc¢aj ove nejednakosti, p = ¢ = 2 se zove Svarcova nejednakost.
Posledice Helderove nejednakosti:

1.

mes(Q) ™7 [|ufl e < mes(Q) T lullza, w € LK), p < q.

2.
) . 1 A 1-2
ullze < lJullgllull -, vwe L7(Q), p<q <, i .
3.
/ul...umdx < lull o[t o,
Q
. ) 1 1
w, € LP(Q), i=1,..m, —+...+—=1.
y4 Pm

1.2. Slabi izvodi i slaba resenja.
1.2.1. Slabi izvodi. Uvedimo oznaku |a| = a1 + ... + @, za multi-
indeks a = (ay, ..., ;) € Nj. Koristi¢emo oznaku

olel
8alx1...8anxn ’

0" f ()

Ako je a; = 0 za neko 7, to znaci da nemamo izvoda po promenljivoj
Z;.

DEFINICIJA 1. Funkcija f € L} () ima slabi izvod reda «, |a| <

loc ‘
m, koji ¢emo opet oznacavati sa 9°f, ako postoji funkcija g € L}, .(Q)
takva da za svako ¢ € C§°(£2) vazi

[ 1@edye = (1) [ gla)otos
Q Q
Funkciju g ¢emo zvati slabim izvodom reda « od f.

Sada ¢emo probati pomocu jednostavnih primera pokazati sta su to
u stvari slabi izvodi.

PRIMER 1. Uzmimo 2 =R i f(z) = |z|. Ova funkcija nije diferen-
cijabilna u nuli, ali ¢éemo pokazati da postoji njen prvi izvod.
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(a) Neka je ¢(z) € C°
| t@oe= [ lalg @
=— /_OOO ¢/ (z)dx + /OO z¢'(x)dx

0
sada koristimo parcijalnu integraciju

:—@M@Wiw+['M@M+QM@WQW—AWM@M

-1, x<0
1, >0

g(x) = sgn(z) = {

Ovde smo koristili da je (z¢(z)) jednaka nuli za x = 0, i (z¢(x)) je
nula za x = £00, jer ¢ ima kompaktan nosac¢ (tj. limes ovog ¢lana je 0
kada © — Fo0.

Primetimo da nismo imali problema sa domenom integracije, jer ¢,
a samim tim i ¢’ imaju kompaktne nosace.

(b) Potrazimo sada drugi slabi izvod funkcije f, tj. slabi izvod funkcije

g.

[Zﬂ@d@ﬁx:
S /_io ¢'(x)dx+/ooo ¢'(x)dx

sada koristimo parcijalnu integraciju

:>4wwwim+[ 0- pla)dz

+«¢@»§3“—/mo-axMz:—a¢m>

0
Kako ne postoji lokalno integrabilna funkcija h takva da je

[%huW@szzwm

[e.e]

(jer je skup {0} Lebegove mere nula), ne postoji drugi izvod funkcije

f.
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PRIMER 2. Uzmimo sada dvodimenzionalni sluc¢aj. Neka je 2 =
Lo(1) (otvorena lopta sa centrom u 0 poluprecnika 1) i funkcija f je

data sa
_Ja, y<O0
f(x’y>_{b, y>07

a # b. Kako funkcija ne zavisi od z, lako je pokazati da svaki izvod
po x postoji, tako da ¢emo posmatrati samo izvod po y-u. Zbog
kompaktnosti nosaca test funkcije ¢ mozemo koristiti Fubinijevu te-
oremu.

/_11 (/j/m adyd(z,y)dy + /Om baycb(:)ﬁ,y)dy)dx

1
:/ (b—a)p(x,0)dx.
-1
Kako duz [—1, 1] ima Lebegovu meru nula u dvodimenzionalnom pro-
storu, a ¢ ima proizvoljnu vrednost na tom intervalu, kao i u prethodnom
slucaju zaklju¢ujemo da ne postoji izvod ove funkcije po y.

Sledeca teorema je veoma vazna za trazenje slabog izvoda, ali je
ne¢emo dokazivati.

TEOREMA 1. Ako postoji slabi izvod za lokalno integrabilnu funkciju
u, tada je funkcija u skoro svuda diferencijabilna, i u tim tackama je
jaki jednak slabom izvodu.

Koristeéi ovu teoremu, odmah vidimo da je |z|" = sgn(x) (samo
nam jos treba dokaz da je to zaista slabi izvod).

1.2.2. Slabo resenje parcijalne diferencijalne jednacine. Pojam sla-
bog resenja nije jedinstveno definisan, tj. definiSe se tako da $to je vise
moguce odgovara fizickom modelu koji jednacina opisuje.

Mi ¢emo ovde dati prvo definiciju za jednacinu prvog reda u diver-
gentnom obliku. Kasnije ¢emo koristiti i jednacine viSeg reda, kao i
sisteme jednacina.

Kazemo da je jednac¢ina prvog reda data u divergentnom obliku ako
se moze zapisati kao

Oap(t,x,u) + Opar(t, z,u) + ... + Oy, an(t, x,u) = b(t, z,u), (3)

gde je nepoznata funkcija u = wu(t, zy, ..., x,). Pretpostavimo da funkcija
u zadovoljava pocetni uslov u(z,0) = ug(z). Kazemo da je

u € Lio([0,T) x Q)
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Slabo resenje jednacine (3) uz dati pocetni uslov, ako vazi

T

— /0 /98@(15, x)ao(t, z,u) + 0y, &(t, x)ay (t, x,u) + ...

+ O, 0(t, x)ay (t, x,u)dzdt — / uo(x)p(0, z)dx (4)
0

:/T/b(t,:v,u)gb(t,z)dxdt,
o Jo

za svako ¢ € C3°((—o0,T) x ). Kao sto vidimo, za slabo resenje nije
potrebno da funkcija u bude diferencijabilna, pa joj otud i naziv.
Osim ovoga, lako je proveriti (parcijalnom integracijom) da svako
C! regenje od (3) istovremeno zadovoljava i relaciju (4), tj. ono je auto-
matski i slabo resenje.
U praksi se ¢esto, radi jednostavnosti, koristi i slabiji uslov

T
—/ /8t¢(t,x)a0(t,x,u)@xlqﬁ(t,x)al(t,x,u)+...
(t, z)any(t, z,u)dzdt

_l_ax
// (t,z,u)p(t, v)dzdt

lnrolu (t,x) = ug skoro svuda na €,
t—

za svako ¢ € C°((0,T) x ), kao definicija slabog resenja. Obratimo
paznju da je sada ¢ definisano na manjem domenu, odnosno da je
jednako 0 na z-osi (t = 0).

Svi gornji integrali su Lebegovi. No, za one studente koji se jos
nisu sreli sa tim pojmom, ovi integrali skoro uvek mogu da se zamene
se Rimanovim, sto ¢emo mi i raditi u konkretnim primerima.

PRIMEDBA 2. Ako jednacina nije data u divergentnom obliku, tada
je definicija slabog resenja mnogo teza i specifi¢nija, ukoliko je uopste
moguca. Na kraju ovog teksta se nalaze dve mogucénosti kako se moze
pri¢i tom problemu. Sada ¢emo dati dva karakteristi¢cna jednodimen-
zionalna primera, 2 C R, a promenljiva ¢ je vremenska promenljiva.
Inace, jednacine gde je vreme izdvojena promenljiva zovemo evolucionim
jednacinama, i obi¢no nas interesuje slucaj t > 0.

Na ovom mestu ¢emo dati dva ilustrativna primera. U oba primera
se koristi definicija (5).
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PRIMER 3. (Kretanje konstantnom brzinom) Posmatrajmo jedna¢inu
sa pocetnim uslovom

Owu(t,x) + co(t,z) =0, ce R

u(t,0) = a(z). (6)

Ova jednacina, izmedu ostalog, predstavlja model migracije konstantnom
brzinom bez uticaja okoline.

Ako je a € C}(R), tada se lako moze videti da je klasicno resenje
dato sa

u(t,x) = a(x — ct) (vidi sliku 1)

u(t,x)

dx=ct

Sl. 1. Migracija konstantnom brzinom

Pretpostavimo sada da je funkcija a samo lokalno integrabilna.
Tada gore napisano klasicno reSenje nema smisla. No, pokaza¢emo
da je to slabo resenje.

Koristimo definiciju slabog resenja datog sa (5). Ocigledno je

Ilfl_r)rol a(x — ct) = a(x)
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skoro svuda. Koriste¢i pomenutu definiciju, imamo

_ / h / T — ) (Ob(t, ) + Do (t, 1)) dadt

(posle smene promenljivih:{ = x — ct, T =t)

/ / ) (Od(T, € + cT) + O, P(T, & + c1))dEdT

(koriste¢i Fubinijevu teoremu)

:—/_ a(§)/0 %¢(T,§+07)d7d§

[e.9]

-/ T a©b(r e+ en)[0 =0,

[e.9]

jer je ¢ € C§°((0,00) x R). Tako smo pokazali da funkcija u = a(z —ct)
ostaje slabo resenje, iako a nije dovoljno glatka funkcija.

U slede¢em primeru ¢emo videti slabo resenje koje je tipicno za
zakone odrzanja (kada je b=0u (4) i (5)).

Posmatrajmo slede¢i pocetni problem. Ona se zove Burgersova
bezviskozna jednacina i fizicki je zakon odrzanja brzine (Sto je inace
veStacka tvorevina), no njena prava uloga je kada je samo jedna od
jednacina u nekom realnom fizickom modelu opisanim sistemom parci-
jalnih diferencijalnih jednacina.

TEOREMA 2. Rimanov problem (pocetni uslov je stepenasta funkcija)

O+ 0,(u*/2) =0
(0, 7) = {ul, z <0

ug, x>0

ima slabo resenje oblika

ult, z) u;, x<ct
7'r = Y
Ug, T > ct

gde je ¢ = (u; + ugq)/2.
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Dokaz. Poéetni uslov je ocigledno zadovoljen. Imamo
/ / u(t, 2)0,0(t, x) + (u?/2)0,¢(t, x)dxdt
_ /0 /Ct (w0, p(t, ) + (ul/2)0,0(t, v)dzdt
_ /0 ” / :O(udﬁtqﬁ(t, 2) + (u3/2)0,6(t, 2)dadt.
Kako vazi

/ 0p(t, x)d

@gbt:)j

ct

-2 / o(t,)dr) — ot ct)

- / o(t,x)de) + colt, ct)

I= /0 " (et of) — (u2/2)6(t, ct))dt
B /Om(“d“f’(ct’ t) — (u3/2)¢(t, ct))dt

(jer je
ct )
ot dali=F =01 [ o(t.0)del=F =)
—00 ct

_ /0 (el — ug) — (12 — u2)/2)6(t, ct)dt = 0,

za

U + uUg

PRIMEDBA 3. Resenje u ovog oblika zovemo udarni talas sa brzinom
c. Uslov (7) se zove Rankin-Igonoov uslov. Ovde je data specijalan
slucaj, a opsti oblik Rankin-Igonoovog uslova se kasnije moze videti u

relaciji (30).
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t
x=ct+const

u=y <--- kriva udarnog talasa

o oY

u=uy

Sl. 2. Udarni talas
Citaocu ostavljamo za vezbu da pokaze sledeée: Rimanov problem
za jednacinu

Ou~+ Oy f(u) =0

ima reSenje u u obliku udarnog talasa sa brzinom

_ @] fua) = fw)

[u] Ug — U

Postupak dokazivanja je isti kao kod prethodne teoreme.

2. Distribucije i Furijeova transformacija

2.1. Prostor distribucija. U ovoj glavi ¢emo dati uproséenu de-
finiciju prostora distribucija. Necemo koristiti topologiju (vektorsko
topoloskeke prostore), veé¢ ¢e njeno mesto zauzeti odgovarajuca kon-
vergencija u vektorskim prostorima.

Funkciju iz nekog vektorskog prostora nad odredenim vektorskim
poljem, u to isto polje (najcesce R, ili C) zovemo funkcionela.

Prvo uvedimo konvergenciju u prostoru Cg°(£2).

DEFINICIJA 2. Kazemo da niz {¢,;} C C°(£2) konvergira nuli, ako
vazi
e Postoji kompaktan skup K CC (2 takav da je supp¢; C K,
za svako j € N.
e Za svako o € Nj, ||0%¢;]| ) — 0, kada j — oo.

. y D
Ovu konvergenciju oznacavamo sa —.

Skup C§°(€2) sa ovako definisanom konvergencijom, ¢emo oznacavati
sa D(£2). Elemente ovog prostora zovemo test funkcije.
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DEFINICIJA 3. Linearnu neprekidnu funkcionelu S na prostoru D(£2)
zovemo distribucijom. Njeno delovanje na test funkciju ¢ oznac¢avamo
sa (S, ¢).

Neprekidnost posmatramo u smislu konvergencije: Kazemo da je S
neprekidna ako za svaki niz test funkcija {¢,}; koji konvergira ka nuli
vazi (S, ¢;) — 0, kada j — oo

Vektorski prostor ovih distribucija oznacavamo sa D’(£2).

Sada ¢emo dati neke vaznije primere distribucija. Prvi primer nam
daje injektivno preslikavanje prostora lokalno integrabilnih funkcija u
prostor distribucija, a drugi nam daje primer distribucije koja nije slika
neke (lokalno integrabilne) funkcije.

PRIMER 4. Neka je f € L], (), a ¢ test funkcija. Tada preslikavanje
isDulR

Sy (Sp.6) = / f(@)d(x)dz

definise distribuciju, jer je funkcionela S ocigledno linearna i vazi

(S5, )] < 6]l co / ()|

supp ¢
Ovo znaci da ako niz {¢;} tezi nuli, tada i (Sy, ¢;) — 0, kada j — oo,
to jest Sy je distribucija.

PRIMER 5. Neka je a € . Izraz

(00, &) = ¢(a)
definise Dirakovu delta distribuciju u tacki a. Ako je a = 0, onda
piSemo samo d umesto d,.

2.1.1. Osobine i operacije sa distribucijama. Sada ¢emo navesti neke
osobine distribucija, pojmove i operacije sa distribucijama, bez dubljeg
ulazenja u sustinu i dokaze.

(1) Za niz distribucija {S;} C D’'(£2) kazemo da konvergira ka nuli
ako za svaku test funkciju ¢ € D(Q2) vazi

(Sj,¢) — 0, kada j — oo.

Konvergenciju u prostoru distribucija oznacavamo sa z, (U
teoriji distribucija se ova konvergencija naziva slaba”). Kako
je prostor distribucija vektorski prostor, ovo je dovoljno za
definiciju konvergencije na celom prostoru distribucija. Naime
S; =T, T € D'(), ako i samo ako za svaku test funkciju ¢
vazi

(S; —T,¢) — 0, kada j — oo.



12 1. LINEARNE PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE
(2) Za S € D'(Q2) kazemo da je nula na w C €2, ako je
(5,0) =0

za svaku test funkciju ¢ sa nosacem u w.
DEFINICIJA 4. Nosaé distribucije S € D'(2), supp S, je komplement

najveéeg otvorenog skupa na kome je S = 0 (odnosno skup tacaka iz
) za koje ne postoji otvorena okolina w na kojoj je S = 0).

DEFINICIJA 5. Oznacimo sa () prostor glatkih funkcija C*(€2)
sa konvergencijom definisanom na slede¢i nacin:
Niz {¢,} konvergira nuli ako i samo ako vazi

}I_I}(l) 10%®;| Lo () = 0,

za svako a € N.

Dual top prostora, £'(2), ¢emo zvati prostor distribucija sa kompak-
tnim nosacem. Svaki element ovog prostora se moze identifikovati sa
distribucijom (elementom iz D’'(£2)) koja zaista ima kompaktan nosac
prema prethodnoj definiciji.

PRIMER 6. supp d = {0}, jer za svako = € Q, x # 0, postoji okolina
te tacke w koja ne sadrzi tacku nula i postoji test funkcija ¢ sa nosacem
u w. To u stvari znadi da je

(0,9) = ¢(0) = 0.
DEFINICIJA 6. Izvod distribucije S reda o € Nfj definiSemo sa
(078, ¢) == (—=1)1*1(S,0°¢), za svako ¢ € D(Q).

Kako je 0%¢ takode u D(£2), vidimo da definicija uvek ima smisla,
to jest svaka distribucija ima izvod proizvoljnog reda. Ova ¢injenica je
i razlog koris¢enja distribucija u PDJ.

LEMA 1. Operacija diferenciranja je neprekidna u prostoru distri-
bucija.

Dokaz. Neka niz distribucija S; 2, 0, j — oo, Sto znaci da
J—00
za svaku test funkciju ¢. Tada i
lim (955, ¢) = lim (=1)1*(S;,0°¢) — 0,
j—o0 Jj—0o0

jer je 0“¢ takode test funkcija. UJ
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PRIMER 7. Lako mozemo izra¢unati svaki izvod delta distribucije,
(00, ¢) = (=1)1"(8,0%¢) = (~1)*I0"(0).

Ako pogledamo definiciju slabog izvoda za lokalno integrabilne funk-
cije, odmah vidimo da se on slaze sa izvodom distributivne slike te
funkcije. Naime, ako je g € L. () slabi izvod reda o od f € L},.(£2),

loc

tada je S, = 0S¢, gde je Sy (ili S;) oznacena distributivna slika od f
(ili g).

PRIMER 8. Definisimo takozvanu Hevisajdovu funkciju

0, <0
H(I):{l x>0

Kako je H lokalno integrabilna funkcija, mozemo je poistovetiti sa dis-
tribucijom na R. Pokaza¢emo da je njen izvod 0. Neka je ¢ proizvoljna
test funkcija na R. Tada

(H',¢) = —(H, ) = - / " W)z = 6(0) = (5, ).

Sada vidimo da je u distributivnom smislu
|z|" = 20.

(Podsetimo se da slabi izvod |z|” nije postojao.)
Sledeca dva primera ostavljamo za vezbu.

e Pokazite da je drugi distributivni izvod od |z| jednak sa 24.

e DefiniSimo
0, x <0
" /n!, x>0.

Nadite sve distribucione izvode ove funkcije.

Ako sa W*(Q) oznacimo prostor lokalno integrabilnih funkcija na
Q) koje imaju sve slabe izvode reda zakljuéno sa k, onda mozemo reci
da vazi
Ck(Q) c WHQ) c D'(Q).
U ovoj relaciji smo poistovetili funkciju sa njenom slikom.
Ako je f € C>*(Q), tada mozemo definisati proizvod distribucije S
sa f, T'= Sf, na sledec¢i nacin

(T, ¢) := (S, f¢), ¢ € D(Q).

Dokazac¢emo da je ova definicija dobra. Preslikavanje T je ocigledno
linearna funkcionela. Takode se lako vidi (koristeéi samo definici-

ju konvergencije) da f¢; 2 0 kada niz oy Z o Dovoljno je da
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primenimo pravilo diferenciranja proizvoda funkcija i da primetimo da

je supp(f¢) C supp ¢.
Na isti na¢in kao i za izvod distribucije, lako se pokazuje da je i

operacija mnozenja glatkom funkcijom neprekidna operacija u prostoru
distribucija.

Na zalost, za dobru definisanost proizvoda neke funkcije koja nije
glatka i distribucije ne postoji uniformna formula (a pogotovo za proiz-
vod dve distribucije). Ovo je glavna prepreka koriséenju distribucija u
nelinearnim problemima.

2.1.2. Konvolucija distribucija. Prvo ¢emo dati klasicnu definiciju
konvolucije. Neka su f,g € L'(R). Tada definisemo konvoluciju ove
dve funkcije sa

/ flx—y)g(y)dy, v € R.

Smenom promenljivih odmah vidimo da je f * g = g * f. Na osnovu
Fubinijeve leme vidimo da je i f *x g € L'(R). Stavise,

Lf* glle < A flellgl e

Sada ¢emo dati motiv za definisanje konvolucije distribucija. Neka
je data proizvoljna funkcija ¢ € D(R). Tada vazi

<f*g,¢>=/ (f * 9)(@)d(x)dz

_ / / )9l — y)dyo(z)ds

:/_oo f(y></_oog(x_y)¢($)d$)dy

= [ s ([ a0+ vaz)ay

— 00 [e.9]

=(f(y), (9(2), &(z +y)))
=(9(y), (f(2), 0z + )
(Jer je fxg=gx*[).
DEFINICUA 7. Za T € D'(R") i S € £'(R") definisemo konvoluciju
distribucija
(T S) == (T'(x),(S(y), o(x +y))), ¢ € DR").
Definicija je dobra, jer (S(y), ¢(x + y)) € D(R™), zbog ¢injenice da je

S € &'(R™). Istim rezonovanjem vidimo da i definicija

(S*T) :=(5(x), (T(y), p(x +y))), & € D(R")
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ima smisla, jer je (T'(y), o(z +y)) € E(R™).

U slede¢oj teoremi su date osnovne osobine konvolucije distribuci-
ja. Za dokazivanje nekih delova ove teoreme je potrebno dublje znanje
funkcionalne analize i teorije distribucija, pa je neé¢emo dokazivati.
Samo ¢emo koristiti tvrdena teoreme.

TEOREMA 3. Neka T € D'(R™), S € &'(R"), U € E'(R™) i f €
C>(R™). Tada vaze sledeéa turdenja
(a) T xS € D'(R™).
(b) T+S=8x*T.
(c) (T+S)«xU=Tx(S=U).
(d)
supp(T x S) C supp T + supp S
(A+B={z: z=y+2z2 yeA, z€ B}).
(e) (5= f)(x) =(S(y), flz—y)) € C(R").
PosLEDICA 1. Neka T € D'(R") i S € &'(R"). Tada je
YT *S)=0"TS=T=x0S.
Dokaz. Neka je ¢ proizvoljna test funkcija. Tada vazi
(0%(T % 5), 6) =(~1)l*NT * 5, 5%¢)
DT (), (S(y), ¢z + )
T(2), {(=1)"'S(y), 9*¢(x +y)))

(-1
(
(T'(2), (0%S(y), d(x + y)))
(T % 8°S, 6.

Ovo znaci da je 0%(T % S) = T * 0*S. Drugi deo tvrdenja sledi iz (b)
kod prethodne teoreme. []

PRIMER 9. Neka je S € D'(R"). Kako je § € &'(R™), vazi
Sxd=6x5=25,
jer za svaku test funkciju ¢ vazi
(S%6,0) =(5(x), (6(y), d(x +y)))
=(5(z), ¢(x)) = (5, ).

Generalno je
S* 0% = 0“8,
jer prema prethodnoj teoremi vazi

S*0% =0"S %6 =0"S.
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Pre uvodenja pojma Furijeove transformacije, definisa¢emo novi
potprostor prostora distribucija, temperirane distribucije. Razlog za
njihovo uvodenje Ce biti vrlo brzo objasnjen, kada budemo dali defini-
ciju Furijeove transformacije.

DEFINICIJA 8. Vektorski prostor brzoopadajuéih funkcija je defini-
san skupom

S={peC*R"): ‘ l‘im 220" p(z)| = 0, za svako a, 3 € Nii}

i konvergencijom koja je opisana na slede¢i nacin. Kazemo da niz
{¢,;}; € S(R™) konvergira ka nuli u S, S; S0, kada j — oo, ako vazi
lim sup |2°0°¢;(z)| = 0, za svako «a, 3 € Nj.

J—00 rER™

DEFINICIJA 9. Vektorski prostor neprekidnih linearnih funkcionela
nad S(R") zovemo prostor temperiranih (spororastucih) distribucija i
oznacavamo ga sa S'(R").

2.1.3. Furijeova transformacija. Definisimo prvo klasiénu Furijeovu
transformaciju na prostorima LP(R™), 1 < p < 2 na sledeéi nacin. Neka
je fe PR, 1<p<2

F(f)() = f(z) = 2m) " / f(y)evdy € LIR™),

gde je ¢ odredeno iz relacije 1/p+ 1/q¢ = 1 (podsetimo se da je x -y =
T1Y1 + ...+ x,y,). Nadalje éemo izostavljati simbol R™ ili © kod oznaka
za normu, ako je jasno u kom smo osnovnom domenu. Vazi sledece
tvrdenje

TEOREMA 4. (a) Ako je f € LY(R"), tada je f € CO(R™).

(b) Ako jey;f(y) € LY(R"), ¢ > 1, tada postoji Oxjf, fe LP(R™),
1/p+1/g=1, i vazi
Or, f () = —i(y; f(y))(x), = € R™.
(c) Ako je 0y, f(y) € LP(R") UC(R™), 1 < p <2, tada je

~

Oy, f(y))(x) = ix;f(x), = € R".
Za f € L* vazi jos i F(F(f(x))) = (27) " f(—z). Kako je S C L?
ovo tvrdenje vaziiza f € S.
Sledeca teorema se koristi kod definisanja Furijeove transformacije
temperiranih distribucija.
TEOREMA 5. Neka su ¢, € S. Tada vazi

* p quS je injektivno i neprekidno iz S na S.
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(9 ))(2) = (2m) ().

(= l&c]cb( 2))(y )—ygcb( )()-
(%cb(f))( ) = iy, 6(x)(y).
(
. (00)

o (px1)) = (27r)"/2¢¢ ako postoji konvolucija ¢ * .
) = (27r)"/2qz5 %1, ako postoji konvolucija ¢ x .

Sada mozemo definisati Furijeovu transformaciju temperirane dis-
tribucije.

DerFINICIA 10. Ako je S € S, tada definiSemo njenu Furijeovu
transformaciju S sa

(S,¢) := (S, ), za svako ¢ € S.

Definicija je dobra, jer ako ¢; 5, 0, tada <§, gz§]> = (S, gz§]> — 0, zbog
(2)-
PRIMER 10. Ako je ¢ € S(R"), tada imamo

(6,6) = (6, 6) = (2m) "2 / e~ 07 () = (27) /(1. 6),

odnosno & = (2r)~"/21.
Na slican nacin se moze pokazati da je

(@2 (), dly)) = (%, d(a)) = / ¢ (z)da

n/2// —iz-(y—a) dydl‘

(posle smene pl"OHlGIllJlVlh)

"/2// Y (y + a)dydr

=(2m) 21, (y + a))
(prema prethodnom primeru)

=(0,¢(y + a)) = (0, 0)-
Prema tome, e/"‘;(y) = 04(y).

Sada ¢emo samo formulisati najbitniju teoremu u ovom delu. Svi
domeni prostora distribucija su R"™, pa ¢emo tu oznaku izbaciti iz teksta
do kraja ovog poglavlja.

TEOREMA 6. Preslikavanje S — S iz &' na S' je injektivno i
neprekidno. Takode vazi
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(i) Akoje Se€ &, TeS, tadijeSeC® iT+xSeS.
(i) Akoje S € &, T € &, tada je (S T) = ST (zbog pretpostavki
na S 1T, konvolucija uvek postoji).
(iii) Ako je P polinom, tada je

(P@)ulx))(&) = P(i&)a(s)
z%@fo uedS.

(iv) (y;5(y)(@) = iy, 5 ().

Inverzna Furijeova transformacija

FO)@) = n) " [ i)y
ima iste osobine i vazi
F(FH¢)) = FHF(9) = (2m)"¢.

PRIMEDBA 4. Primenom Furijeove transformacije je resen problem
postojanja opsteg resenja u € S’'(R™) PDJ sa konstantnim koeficijenti-
ma

P(D)u = Z a,0%u = f,

laj<m

gdesua, € C,a e Np, i feS(R").

3. Prostori Soboljeva i primena

3.1. Prostori Soboljeva.

3.1.1. Definicije. Neka je m € Ny, p > 11 Q otvoren podskup
od R™. Oznacimo sa W*(Q) vektorski prostor lokalno integrabilnih
funkcija nad 2 koje poseduju sve slabe izvode zakljuéno do reda k.
Sada ¢emo definisati njegove podprostore, koji ¢e imati tu prednost
da su normirani (prostori W¥*(£2) su samo lokalno konveksni, definisani
familijom seminormi).

DEFINICIJA 11. Prostor Soboljeva H™?(Q)) je skup funkcija u €
Wm™(Q), takvih da za svako a € Nj, |a] < m, vazi 0%u € LP(2).
Norma u tom skupu je data sa

1/p
fullnsey = Nelbmri= ([ 3 10vutz)Paz) ™
Q
|| <m
Ekvivalentna norma gore pomenutoj je data sa

||“||1Hm»p(9) = Z 10%ul| Lo (o).

la<m
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U ostatku teksta ih ne¢emo razlikovati po oznakama, to jest, za bilo
koju od ovih normi ¢emo koristiti oznaku ||| gm.r(q)-

U slucaju da je p = 2, izostavlja¢emo taj broj u gornjem indeksu
za Soboljeve prostore ili norme u tim prostorima.

Lako je videti da se prostori Soboljeva mogu posmatrati kao pot-
prostori prostora temperiranih distribucija.

Sada ¢emo paznju posvetiti najvaznijem (za nas u ovom tekstu,
ali se moze reéi i generalno, jer se on prirodno javlja u mnogo fizickih

pojava opisanim parcijalnim diferencijalnim jednacinama) prostoru So-
boljeva, H' ().

LEMA 2. Prostor H'(Q) poseduje unutrasnji proizvod koji je saglasan
sa njegovom normom, i dat je sa

(ulv) /Q w(z)o(x)ds + /Q Vau(z)Vo(z)de
_ /Q w(@)o(z)dz + /Q (zi;amju(x)ﬁxjv(x)dx)

Dokaz. Norma indukovana datim unutrasnjim proizvodom je

V) = \/ [ e+ [ [9u)kds,

a ona je identi¢na jednoj od datih normi prostora H'(2), ¢ime je dokaz
zavrsen. []

(8)

LEMA 3. HY(Q) je Hilbertov prostor.

Dokaz. Da bi dokazali ovu lemu, preostalo je da pokazemo da je
ovaj prostor kompletan. Uzeéemo kao poznatu Einjenicu da je L?(()
kompletan prostor.

Konstruisimo preslikavanje

FH'Y(Q) —(L*())

v (0, Opyy ooy Op, ) = W = (V1= Wo, W, ..., Wy,).

n+1

U (L2(Q))n+1 definisemo normu

holl = (|3 / o, () 2d,
j=0 ¢

koja je saglasna sa topologijom proizvoda za (L2(Q))n+1.
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F je ocigledno izomerija, a specijalno je i linearna bijekcija prostora
HY(Q) i F(HY())  (L2())".

Kako je L?*(2) kompletan kompletan je i prostor (LQ(Q))NH, tako
da za svaki Kosijev niz {v")} ¢ H'(Q) postoji w € (L2(Q))n+1 takvo
da F(vW) — w, u (L2(Q))n+1, kada j — oo, to jest

o) s g,
Op, v — wy, k=1,...,n uL*), j — oco.

Za ¢ € C§°(R2) na osnovu Helderove nejednakosti imamo

| / — wp)gdz]

<[Jo") — wo |20 |9l L2() — 0, j — o0,

. N~ y L
jer v19) = g, §to znadi da i

. D/
v = wp.

Analogno zaklju¢ujemo da

amv(j )2, W
Na osnovu neprekidnosti izvoda u prostoru distribucija, zaklju¢ujemo
da
0,09 2 9,
to jest
wy = Oy, wo, k=1,...n.

Ovo znaci da je w = F(wy), i kako je F' izometrija, imamo tvrdenje da
je H*(Q) kompletan. [
Na slican nacin se dokazuje i slede¢a teorema.

TEOREMA 7. Za svako m € Ny, prostor H™(2) je Hilbertov.
Ako je p > 1, prostor H™P(Q)) je Banahov.

Sada smo u prilici da iskoristimo ¢injenicu da Furijeova transfor-
macija preslikava L? na L? kao i osobine Furijeove transformacije.

TEOREMA 8. Oznacimo sa (§) = /14 &2. Tada je norma od u u
H™(R"™) ekvivalentna sa

(€)™ (&) 2(n)-
Drugim reéima, u € L*(R™) pripada prostoru H™(R™) ako je

|| <§>ma(§)”L2(Rn) < Q.
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Sledec¢i prostori su bitni za resavanje parcijalnih diferencijalnih jed-
nacina, jer daju smisao zadovoljavanja grani¢nih uslova u slabom smislu.

DEFINICIJA 12. Prostor H)""(f2) je zatvaranje skupa C§°(€2) u normi
prostora H™P?(Q): Cinjenica da v € Hy"?(€2), u stvari znaci da postoji
niz {¢;} C C°(Q2) takav da

H™p .
¢; — v, j— 00.

Granicni uslov u|pg = 0, u € H™P(Q2) u slabom smislu sada jed-
nostavno znaci da je u € Hy""(Q2). Ako jeiwv € H™P(Q), tada je u = v
na 02 ako i samo ako je u — v € HJ"P(Q).

Naravno, funkcija moze biti i nenula na granici, ali opet da bude
jednaka nuli u slabom smislu.

Inace, neki autori uvode funkciju traga, Sp : H'(Q) — L*(092), tako
da je Sp(u) = 0, ako u € Hy""(Q2). No, to nije jednostavna procedura i
nije neophodno da se koristi ako je granica dovoljno glatka”, sto ¢emo
mi stalno pretpostavljati.

3.1.2. Teoreme ulaganja. U ovom delu ¢emo samo navesti samo
neke od vrlo bitnih teorema ulaganja prostora Soboljeva koje su neo-
phodne za ozbiljniji rad u oblasti parcijalnih diferencijalnih jednacina.

DEeFINICIJA 13. Kazemo da je Banahov prostor By neprekidno ulo-
Zen u Banahov prostor By, By — B, ako postoji ograni¢eno linearno
injektivno preslikavanje iz By u Bs.

TEOREMA 9. Za otvoren skup €2 C R™ vazi

H™P(Q) — L), mp >n, p<q< oo
H™P(Q) — L1(Q), mp=n, p<q< oo
H™P(Q) — C(Q), mp>n

TEOREMA 10. Neka je €2 ogranicena i ima konusnu osobinu: Za
svako x € € postoji konus visine h sa vrhom u x koji lezi u ). Tada
vazi

H™?(Q) — LY(Q), p < q < np/(n —mp)
H™(Q) — Cl(Q), mp>n
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Sl. 3. Oblast sa konusnom okolinom

4. Slabo resenje Dirihleovog problema za eliptiénu jednacinu

U ovoj glavi ¢emo se baviti resavanjem Dirihleovog (I graniéni
problem) za Laplasovu jednacinu, no isti metodi se mogu primeniti
na bilo koju strogo elipti¢nu linearnu jednacinu drugog reda.

LEMA 4. (Poenkare) Neka je ) otvoren i ogranicen u pravcu jedne
od osa, podskup od R™. Tada postoji konstanta C' > 0 takva da je

lell 2y < C(/Q|Vv(x)‘2dx>l/2 (9)

za svako v € HJ ().

Dokaz. Mozemo smatrati da je €2 ograni¢en u pravcu zi-ose, bez sma-
njenja opstosti. Tada postoje konstante a, 3 € R takve da je

QC{(z1,..,2,) eR": <2y <[}

Neka je ¢ € C3°(©2). Tada je

o(x) = / 0,66, 2)dE, o = (22, 0).

Iz Helderove nejednakosti imamo

ol <( [ eag) ([ onsteaag)

:\/m</

«

<vi=a( [ 1oustcapas)”

/
0,0(6,2)de)
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Prema tome je

[ et Paxas
(z1,2)EQ

<[ [ 0= [ oo rasa

<(8—a)? / / 100, 6(6, )Py’
Odavde je

Joll < (5= ) [ [9o(o)dn) " (10)

Kako, po definiciji, za svako v € Hj(Q) postoji niz {¢;} C C°(9),

1
oy , v, kada j — oo, primenivsi grani¢nu vrednost na nejednakost
(10), kada j — oo, dobijamo da (10) vazi za proizvoljno v € H}(Q). O

TEOREMA 11. Neka je A > 0 i neka je ) otvoren skup, ogranicen
po jednoj promenljivoj (u praveu neke od koordinatnih osa). Tada je

ax(u,v) :)\/u(:v)v(a:)dx+/Vu(x)Vv(a:)dx
Q Q
unutrasnji proizvod ekvivalentan sa ranije definisanim (u|v) u HE(Q)
(to jest, definisu istu normu,).

Dokaz. Treba da pokazemo da postoje pozitivne konstante C; i C,
takve da je

Chllulli < a(u,u) < Collullf.
——
kvadrat norme indukovane sa a
Za X\ > 0 mozemo uzeti
min{ 1, A\}H|ul|F: < ax(u,u) < max{1, A\}||ul|3:.

Za A = 0, na osnovu leme 4, imamo
1 2 1 2 / 2
—— U g =T | [|U + Vu(x)|“dx
el =r5 g (Il + | V()
1
< 02/ Vu(x 2d:£+/Vua: 2dx
(@ [ IVu@)Pde+ | [Vu(e)

gde je konstanta C' iz nejednakosti (9)

< / Vau(e)Pde = aolu, u) < [[ull’y
Q
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Slede¢a teorema je u funkcionalnoj analizi poznata kao Teorema
Risa. Ovde ¢emo je samo navesti, bez dokaza, koji se inace nalazi u
standardnom kursu funkcionalne analize.

TEOREMA 12. (Ris) Neka je H Hilbertov prostor sa unutrasnjim
proizvodom a(-,-). Neka je F' : H — R (ili C) linearno i neprekidno
preslikavange. Tada postoji jedinstveno u € H takvo da je

a(u,v) = F(v),
za svako v € H.

Sada ¢emo navesti glavnu teoremu ove glave, koju je sada lako
dokazati posle predasnjih tvrdenja.

TEOREMA 13. Neka je A > 0 i Q) otvoren podskup od R™, ogranicen
po jednoj promenljivoj. Tada za svako f € L*(Q) postoji u € H(Q)
takvo da je

)\/u(:)s)v(:)s)dzc%—/QVu(:E)Vv(x)da:

Q (11)
:/Qf(:c)v(:c)dx, za svako v € H)(9).

Ovo znaci da je ovako nadeno u slabo resenje (resenje uD’) Dirihleovog
problema

A=Du=f
u|aQ:0

Dokaz. H}(Q), sa ay(-,-) definisano u teoremi 11, je Hilbertov prostor,
a preslikavanje

F:H;j(Q) —R
v Higff(x)v(x)dz
je linearno i neprekidno. Pokazimo to. Iz ¢injenice da
Hl
vy — v

odmah sledi
|lv; = v[|L2(0) — 0, kada j — oo.
Na osnovu Helderove nejednakosti imamo

| /Q(f(x)vj(x) — f@)o(@))dz] < || fll2@llv; = vllz@) = 0,

kada j — oo. Na osnovu Risove teoreme, postoji u € Hi () takvo da
je

ay(u,v) = /Qf(:c)v(:c)dx, za svako v € Hy(S2).
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U ovom slucaju, imamo

Mu, @)+ > (Ouyt, 05, 8) = (£, 0)

u D'(Q), jer gornja jednakost vazi za svako ¢ € C3°(Q) C Hy(2). Ovo
znaci da je

Mu, @) =Y (u,02.6) = (f.¢)

k=1
to jest, u je distributivno resenje jednacine
A — Au= f. [

Ako pocetni uslov nije nula, veé neka funkcija g € Hy(Q2), tada
konstruisemo slabo resenje w = w — ¢ za homogeni problem kao u
prethodnoj teoremi, samo je

/Q f(x)v(x)dz

u (11) zamenjeno sa

/Q (f(z) + Ag(z) + Vg(z))dz.

Pojmovi koje smo ovde koristili se mogu koristiti i na Siru klasu
parcijalnih diferencijalnih jednacina.

DEFINICIJA 14. Linearni diferencijalni operator L koji je zapisan u
obliku

Lu = Z Ou,; ( Z aij ()0, u =+ b; (x)u)
i=1 ) j=1 (12)
+ Z ¢i(2)0p,u + d(z)u
i=1
zovemo operatorom zapisanim u divergentnom obliku.

Operator opsteg oblika mozemo zapisati u ovom obliku ako su
njegovi koeficijenti dovoljno puta diferencijabilni. Obrnuto, ako su a;;,
bi, 1,7 = 1,...,n diferencijabilni, divergentni oblik mozemo prevesti u
uobicajeni. No, divergentni oblik je bas pogodan za definiciju slabog
reSenja, kao §to smo to i pre napomenuli.
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DEFINICIJA 15. Kazemo da v € HY(Q) u slabom smislu zadovoljava
jednacinu
Lu=0
ako je

L(u,v) /(Z(Zaw 2)0,u() + bj(x)u(w ))8%21(3:)

n

_ (Z ¢i(x) 0y, u(x) + d(SL’)U(I))U(x)dx 0

i=1
za svako v € C} (nekad koristimo i v € H}(Q)).

Neka su g, f;, 2 = 1,...,n lokalno integrabilne funkcije u 2. Tada se
u € HY(Q) zove slabo resenje nehomogene jednacine

Lu:g—i-z&pifiu(l
i=1

ako vazi

L(u,v) = F(v) ::/Q< +Zf, )0, (T )

za svako v € C} (v € H3(Q)).
Kao sto smo ve¢ rekli za Laplasovu jednacinu, grani¢ni uslov
ulga = hlag

zamenjujemo sa

u—h e Hy(Q).

DEFINICIJA 16. Operator L iz (12) je strogo eliptican u €2, ako su
mu koeficijenti ograniceni u €2 i ako vazi

Zzazy glé-j > >\‘£P

i=1 j=1
za svako x € Q) i svako £ € R™.
Dirihleovog problem za elipticnu PDJ je dat u slede¢oj teoremi.
TEOREMA 14. Neka su agj, b, ¢, d, fi,g kao i gore i h € H'(R).
Tada, ako je d(x) <0, jednacina
Lu:g—l—zarifi uQ iu=h nadfd
i=1

ima jedinstveno resenje u H'(Q).
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5. Linearna talasna jednacina

5.1. Postojanje reSenja. Posmatramo sada Kosijev problem za
n-dimenzionalnu talasnu jednacinu

uy — Au = g(x,t)

uli—o = a(x), uli—o = b(x) (13)

a€ H*(R"), be HY(R"), g(-,t) € H'(R"), t >0, v € R".

Za resavanje ovog problema ¢emo upotrebiti Furijeovu transformaciju
po promenljivoj x.

TEOREMA 15. Pod gornjim uslovima postoji resenje u € C*((0,T) :
H?*(R™)) Kosijevog problema (13) za svako T > 0. ReSenje je definisano
svojom Furijeovom transformacijom

sin([y|t) ;
P b(y)

o [N g 005 € 2R,

Dokaz. Primenimo Furijeovu transformaciju 7., na PDJ i pocetne
uslove (13). Nova promenljiva y = (yi, ..., y) ¢e tada biti n - dimenzi-
onalni parametar obi¢ne diferencijalne jednacine po t

2

u(y,t) =cos(|ylt)aly) +
(14)

1)+ lyPaly,t) = 9(y,1)

(y,0) = aly), S ly,0) = bly).

Resenje homogenog dela ove jednacine je dato sa
un(y,t) = Cysin(ly|t) + Cs cos(|y|t).
Za nehomogeni deo, varijacija konstanti daje

tsin S .
Culy,t) = — / sinyls 0 o)ds,
0

|y

teos(lyls .
Coly, 1) = / éjf' oy, 5)ds,

Sto nam daje

" cos(|yls) cos(ly|t) — sin(Jy|s) sin(|yt)
Y

ap(y, t) = 9(y, s)ds

O\@FO\
2.
=
f—
s
—~
~
I
VA
~—
~—
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Zamenom pocetnih uslova dobijamo

Coly, t) = aly), Cily,t) = ===

i formula (14) je dokazana.

Kako su funkcije cos(|y|t) i |y| = sin(|y|t) ogranicene za svako t, a
a, bi g suu L2, Helderova nejednakost povlaci da je @ takode u L2

Ostaje da dokazemo da je & u H?. Za to ée biti dovoljno pokazati
da je |y|*t u L? za svako t. Pomnozivsi (14) sa |y|?, dobijamo

lyl*a(y, t) = cos(|ylt)|y[*aly) + sin(|y[t)|ylb(y)
t
+ [ sindlyle - )lyloty. s
0
Sada koristimo ¢injenice da su funkcije |y|?a(y), |y|i)(y) ilylg(y,t) u L?
(jer je a € H? b,g € H') za svako t, tako da Helderova nejednakost

povlaci da je i |y|*u(y,t) u L?. Ovim je teorema dokazana. [

PRIMEDBA 5. Za Klajn-Gordonovu jednacinu
Uy — ANu+mPu = g(,t)

vazi sli¢no tvrdenje, samo umesto |y| na svim mestima imamo /m? + |y|2.
Dokaz ovog tvrdenja se ostavlja ¢itaocima za vezbu.

5.2. Jedinstvenost resenja. U sledec¢oj teoremi koristimo metod
integrala energije, specifican za hiperboli¢ne jednacine i sisteme.

TEOREMA 16. t-intenerg Posmatrajmo Kosijev problem za visedimen-
zionalnu talasnu jednacinu

utt—Au:O

u‘t:O = 07 Ut|t:0 = 0.

(15)

Jedino resenje u € C*((0,T) : H*(R™)) ovog problema je trivijalno,
u=0.
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Dokaz. Pomnozimo jednacinu u (15) sa wu; i integralimo po z. Tada za
svako ¢t dobijamo

/utt(:c tug(z,t) Zu%xz u(x,t)(x, t)de =0

(posle parcijalne mtegracue)

= [ Stute. 7+ >t o) =0

:/;(ut(:ﬁt +Zu% 2, g (i, £)dz = 0

=1

1
:2/ut1’t —I—Zuxszt

:% / (el £)2)s + (Vulz, 1))dz = 0.

Ako definisemo integral energije za talasnu jednacinu

B(t) =5 [(uet)F + (Tule. )},

na osnovu prethodnog racuna vidimo da je E konstantna funkcija.
Kako je na osnovu homogenih pocetnih uslova E(0) = 0, sledi da je
i E(t) = 0. To znadi da je u konstantna funkcija, to jest identicki
jednaka nuli. [J

POSLEDICA 2. Resenjeu € C?((0,T) : H*(R™)) Kosijevog problema
(13) je jedinstveno.

Dokaz ovog tvrdenja jednostavno sledi iz prethodne teoreme. Do-
voljno je da pretpostavimo da postoje bar dva resenja w i v problema
(13). Tada funkcija w := u — v zadovoljava homogenu jednacinu, i
prema gornjoj teoremi, identicki je jednaka nuli, tj. u = v.

PRIMEDBA 6. Naslican nac¢in se moze dokazati jedinstvenost resenja
Klajn-Gordonove jednacine, i to se ostavlja ¢itaocima za vezbu.






GLAVA 2

Nelinearne PDJ

1. Semilinearni hiperboli¢ni sistemi

Semilinearni hiperboli¢ni sistemi mogu modelovati procese kao sto
su prenosenje i Sirenje talasa, kao i njihove nelinearne interakcije. Pro-
cesi koji sadrze difuziju, disperziju i udarne talase se ne mogu modelovati
sistemima ovog oblika, ve¢ kvazilinearnim sistemima, koji ¢e biti kasnije
obradeni.

Hiperboli¢nost sistema znaci da je vremenska promenljiva izdvojena
i da je Kosijev problem dobro postavljen unapred i unazad po vremenu
(globalno u linearnim sistemima sa konstantnim koeficijentima, a bar
lokalno u semilinearnom sistemu) za proizvoljne pocetne uslove.

Prototip semilinearne hiperboli¢ne jednacine je

O + NOyu = F,
gde pretpostavljamo da F zavisi od ¢, x i u, a A = A(z,1).
Pre nego sto se budemo bavili opstim sluc¢ajem, evo nekih karakte-
ristiénih primera.
(1) Model kretanja lovca i zrtve:
ou+ Mou = uv
v + X0 = —uw.
(2) Bolemanov model kineticke teorije gasova sa diskretnom brzinom:

Oyu+ ANo,u = Q(u),

gde je u = (uq, ..., u,), A konstantna dijagonalna matrica, a @
je kvadratna forma. Specijalni sluc¢aj je Karlemanov sistem:

Ou+0,u = vE—u?

O — v = u®—1?
i Brodvelov model
u+ 0, u = w?—ww
O —0,v = w?—ww
ow = —2(w?*—ww).

31
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(3) Model dinamike stanovnistva u zavisnosti od godista:
(O + Op)u; = Gi(x,u)uy, i =1,...,n,

gde x oznacava godiste a u;(z,t) je koli¢ina ljudi godista = u
vremenu ¢.
(4) Klasicna teorija polja, gde je tipican primer Klajn-Gordonova
jednacina:
Otu — OPu = —V'(u),
za promenljivu u polja i potencijalom V. Posle aproksimacije
funkcije V' u stepeni red, dobijamo jednacine oblika

Otu — O?u + m*u + cu® = 0.
Drugi primer je sinus-Gordonova jednacina
Otu — O%u + sinu = 0

koja modelira fenomen magnetskog fluksa u kristalima u me-
hanickim sistemima.

Najistrazivanija jednacina ovog tipa je Klajn-Gordon-Dirako-
va jednacina:

O —adyyp = (]\_4 _990>ﬁ7vb
Bfp—Rp+m’p = g,
gde je v = (¥1,72) € C? Dirakovo spinorsko polje, ¢ je
mezonsko polje, M, g, m > 0,

0 -1 11 0
O‘:[—l 0 }’ﬁ:_l[o —1]'
Opsti semilinearni hiperboli¢ni (n x n) sistem za dve nezavisne pro-
menljive (z,t) € R? je oblika

(O + M(x,t)0, )v(x,t) = G(z,t,v(x, 1)),

gde je v = (vy,...,v,), M je n X n matrica sa glatkim koeficijentima
i G = (Gy,...,G,) je glatki vektor. Hiperbolicnost u ovom slucaju
znac¢i da se matica M (z,t) moze dijagonalizovati nad R, odnosno,
postoji regularna glatka matrica Q(z,t) takva da je A = Q7'MQ
realna dijagonalna matrica. Ovo je sigurno ta¢no u slucaju striktne
hiperboli¢nosti, odnosno onda kada M (z,t) ima n realnih i razli¢itih
karakteristicnih korena

Az, t) > o> Al t).

Smena zavisne promenljive u = @~ !v daje semilinerni hiperboli¢ni
sistem istog oblika, gde je M realna dijagonalna matrica.
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U ovom delu ¢emo posmatrati Kosijev problem
(O + Az, t)0,)u = F(x,t,u), u(z,0) = a(z), (16)

gde je A = diag{\y, ..., \,} glatka, realna, dijagonalna matrica, F' je
glatka vektorska funkcija od x,t,u. Po komponentama, ovaj sistem je
dat sa

(81‘, + )\j(l‘, t)&v)uj = Fj(.ﬁ(], t, U) (17)

w(2,0) = a;(2). (18)

Diferencijalni operatori na levoj strani su glatka vektorska polja d; +
Aj(z,t)0,. Oznacimo sa x = 7;(zo, to, t) odgovarajucu integralnu krivu
tog vektorskog polja koja prolazi kroz (zg, tp) u vremenu ¢ = tg, to jest
reSenje pocetnog problema za sledec¢u diferencijalnu jednacinu

(o, to, ) /0t = \j(7j(xo, to, ), 1)

19
v (o, to, to) = o- (19)

(Xo,to)

.- - - j-ta karakteristika

\
-

Sl. 4. j-ta karakteristika kroz tacku (zg, to)

Neka je Ky C R kompaktan interval. K je domen definisanosti za
Ky ako je KN(Rx{0}) = Ky iako zasvako (z,t) € K sve karakteristike
koje spajaju (x,t) sa z-osom ostaju svom svojom duzinom u K. Tipican
primer je skup Kpr koji je ograni¢en ekstremalnim karakteristicnim
krivama iz krajnjih tacaka skupa K i pravama t = £+7T.
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=T

Sl. 5. Skup Kr

Sada ¢emo transformisati problem (17), (18) u sistem integralnih
jednacina. To ¢emo postiéi posmatranjem sistema (17) kao sistem
obi¢nih diferencijalnih jednacina duz karakteristiénih krivih (19). To
znaci da integraleci

0
Euj(fyj(x7 t T)? T) = F’J'(fyj(xv t, T), T, U(Vj(xa t, 7—)7 T))
od 0 do t, dobijamo

Uj(l’,t) = aj(’}/j(x>ta0)) +/0 F}(Vj(zvt77)’7’u(7j(zvt77)a7))d7 (20)

Ekvivalencija ovog sistema, uz pretpostavku da je F(x,t, u(z,t))
lokalno integrabilna funkcija za svaku lokalno integrabilnu funkciju
u (ovo je recimo slucaj kada je V,F ograni¢eno), sa polaznim vazi
za sva distributivna resenja koja pripadaju L}, .(R?), no ovo ne¢emo
dokazivati, ve¢ ¢emo samo iskoristiti.

ProproOzICUA 1. (a) Neka je a € C(Ky). Tada postoji T > 0 takvo
da problem (20) ima resenje u € C(Kr).
(b) Za svako Ty > 0 postoji najvise jedno resenje u € C(Kr).
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Dokaz ove teoreme se izvodi pomocu primene teoreme o nepokretnoj
tacki.
Dokaz. (a) Desna strana od (20) definiSe operator
Definisimo u° € C(Kr) sa
uj(2,t) = a;(v;(2,t,0))
i neka je
BT = {u - C(KT) . ||u — UOHLoo(KT) S 1}

Vidimo da je By jedini¢éna lopta u Banahovom prostoru. Fiksirajmo
Ty > 0 ineka je T' < Ty. Ako u € By, tada je

T
1(Sw); = w5l o rery < /T 15 (5 ) | oo ey dr (21)

Kako za u € Br vazi
]| ooy < ] ooy + 1

i F; je uniformno ograniceno za takve funkcije u, kada (z,t) € Ky, CC
R2,

Ovo znaéi da je desna strana od (21) manja od 1 za dovoljno malo
T, odnosno preslikavanje S ima osobinu

S BT — BT-
Ostalo je jos da pokazemo da je S kontrakcija. Neka su u,v € Br.
1(Sw); = (Sv);lee (ser)

T
< [ IR0 = B0l
(koristimo teoremu srednje vrednosti)
T
< [ IV E ol = ol
Opet, kako je VF; ograni¢eno na kompaktnom skupu (jer (z,t) € Kr,
u,v € Br), za dovoljno malo T postoji n < 1 takvo da je

1(Sw); — (Sv)jll Lo (rery < nllw — ]| oo aey)-

Kako ovo vazi za svako j, na osnovu teoreme o nepokretnoj tacki postoji
reSenje u jednacine

u = Su, u € By, za T dovoljno malo.
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(b) Neka su u i v dva reSenja sa poc¢etnim uslovima a i b, respektivno.
Tada je

[ = vjll oo sy <ll@ = bl oo xc0)

T
+ [ 1Bl = ol
zaj=1,...,n.

Gronvalova nejednakost sada daje

|u — v Lo () < |la — bl Lo (xy) exp(To ||V Fj|| Lo (51))

tako da a = b povlaci u = v.[J

PrRIMEDBA 7. (i) U (b) smo istovremeno pokazali da resenje ovog
problema neprekidno zavisi od pocetne vrednosti u supremum normi,
tj./ ako |la — b|| (k) — 0, tada i ||u — v||peo(xy) — 0.

(ii) Po diskusiji ispred teoreme vidimo da je u istovremeno i lokalno
slabo resenje originalno dijagonalnog strogo hiperboli¢nog sistema.

Sada ¢emo samo navesti dva tvrdenja, od kojih se prvo odnosi
na postojanje i jedinstvenog globalnog resenja problema (17), (18),
a drugo tvrdenje kaze da glatkost pocetnog uslova obezbeduje odgova-
rajucu glatkost resenja tog problema.

PROPOZICIJA 2. Pretpostavimo da je gradijent od F(x,t,u) po u
uniformno ogranicen kada (x,t) pripada nekom kompaktnom skupu.
Tada problem (17), (18) ima jedinstveno resenje u € C(R?) za pocetni
uslov a € C(R).

PROPOZICLJIA 3. Neka je a € C*(R), 1 < k < oo i pretpostavimo
da postoji resenje uw € C(Kr) od (17), (18) za neko Ty > 0. Tada je i
u € CFR x (0,T)).

2. Talasno kretanje

2.1. Uvod. Ne postoji precizna definicija Sta je u stvari talas, no
mozemo talas opisati intuitivno kao signal koji se prenosi sa jednog
mesta u medijumu do drugog sa prepoznatljivom brzinom. Signal moze
biti bilo koji poremecaj, kao sto su maksimum ili nagla promena neke
velic¢ine.

[zdvoji¢cemo dve vrste talasa:

(i) Hiperboli¢ni talasi. Oni su matematicki formulisani kao resenja
hiperbolickih jednacina.
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(ii) Disperzivni talasi. Oni imaju resenja oblika

v = a(kr — wt), (22)

gde je frekvenca w neka realna funkcija talasnog broja k, a w(k) je
odredena sistemom parcijalnih, obi¢nih diferencijalnih ili integralnih
jednacina.

Fazna brzina je definisana izrazom # Kazemo da je talas disper-
zivan ako w’(k) nije konstanta, tj. w”(k) # 0.

Grupna brzina definisana sa

_dw

T dk

je posebno vazna kod posmatranja kretanja talasa.

Postoji i grupa PDJ koja lezi u preseku, recimo Klajn-Gordonova
jednacina

c(k)

Upy — Uy +u = 0.

Ona je hiperboli¢na PDJ, a ima resenja oblika (22) i to za w? = k* + 1.
No ova grupa PDJ je relativno mala.

2.2. Jednacina kontinuiteta. U mnogim problemima se javlja
neprekidna promena u materijalu ili stanju medijuma, pa ¢emo koristiti
pojam gustine, p(x,t) i fluksa g(z, t) kao osnovne veli¢ine. Napomenimo
da gustina ne mora biti samo fizicka gustina materije, moze biti i mera
neke druge velicine, kao na primer gustina energije, broj odredenih
¢estica u nekoj materiji,...

Za ove pojmove je neraskidivo povezana i brzinu tecenja

q(z,t) fluks

t) = = .
vlz,?) p(x,t)  gustina

Sada ¢emo izvesti osnovnu jednacinu koja povezuje gornje pojmove,
takozvanu jednacinu kontinuiteta.

posmatrajmo proizvoljan prostorni, [z,z;], i vremenski interval,
[t,t1]. Zakon o odrzanju mase mozemo formulisati kao integralnu vezu

x1 1 tl t1
/ ply,t)dy — / oy, 1)dy = / a(z, 5)ds — / a(ar, 5)ds
x t t

t1 T
+ / / f(y, s)dyds.
t T

Sa leve strane jednakosti imamo promenu ukupne mase od vremenskog
trenutka ¢t do t1, dok je sa desne strane razlika mase koja ude kroz tacku
x 1 ona koja izade kroz tacku z; tokom vremenskog intervala [t, ¢1] plus
nezavisan izvor ili uvir definisan funkcijom f.

(23)
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Deljenjem sa t; — t i pustanjem da t; — t, dobijamo

9 [
5/ p(y,t)dy = q(z,t) — q(z1,t / f(y,t)

Deljenjem sa x; — x i pustenjem da x; — x, dobijamo jednacinu
kontinuiteta 9

0
— t) — — t) = t).
ol t) = a(e,t) = (1)
U viSe prostornih promenljivih je jednacina kontinuiteta

pe+divg = f.

Najjednostavniji slucaj veze p i ¢ je homogeni slucaj, ¢ = Q(p).
Oznacimo sa c(p) = Q'(p). Za model bez izvora ili uvira, jednacina
tada izgleda

odnosno
pt+ c(p)pz = 0. (25)
Pre svega, primetimo da su karakteristike za (25) date pomoéu ODJ
Cdx
g = ),

a kako je u pitanju zakon odrzanja, t.j. desna strana od (25) je jednaka
nuli, tada je p = const, pa su y-e u stvari prave linije, to jest brzina
prostiranja talasa, c¢(p), je konstantna.

2.3. Kretanje u saobracaju. U ovom modelu je ocigledno da je
brzina tecenja

opadajuca funkcija od p koja ide od maksimalne vrednosti pri gustini
p = 0 iopada do nule kada p — p,, gde je p, maksimalna gustina kola
na putu (kola su jedna do drugih). Prema ovome ¢(0) = ¢(p,) = 0,
ima maksimalnu vrednost ¢, za neku gustinu p,, i u opstem slucaju je
konveksna funkcija (slika 1).

Prakticno posmatranje je za jednostazni put dalo eksperimentalne
podatke: p, ~ 2252‘13;?, Pm = 80VOlea Grubi model za autoputeve sa
viSe linija se dobija mnozenjem ov1h vrednosti sa visestrukosc¢u linija.
(Interesantno je da je najveéi protok u ovom sluéaju ¢, ~ 202542)

sat
Brzina prostiranja talasa je
c(p) = Q'(p) = v(p) + p'(p).
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c=brzina je odredjena nagibom prave

v=tan (o) je nagib V%:ktora

tan (o)=q/p

pm

SLIKA 1. Model kretanja u saobracaju

U ovom slucaju je brzina prostiranja talasa, ¢, u stvari brzina kretanja
vozila, a brzina proticanja je relativno kretanje puta u odnosu na sva
vozila. Kako je v'(p) < 0, brzina kretanja je manja od brzine proticanja
(ovde je to brzina kola), §to znaci da vozaci vide poremecaj ispred njih.
Primetimo da je ¢ > 0 za p < p,, (vozila se kre¢u brze od proseka ako
je gustina mala) i ¢ < 0 za p > p,, (obrnuto - velika gustina vozila,
mala brzina vozila u guzvi).

Grinberg je dao model za Linkolnov tunel u Njujorku, gde je Q(p) =
aplog %, a = 1725 p; = 228%. p,, = 83%, p,, = 14307 se mogu
izracunati. Logaritmovana formula oc¢igledno ne aproksimira stanje
oko p = 0, ali ono i nije interesantno. ReSenje ovog problema ¢emo
samo opisati grafikom.

2.4. Sedimentacija u rekama, hemijske reakcije. Ovaj model
opisuje procese razmene izmedu korita i fluida koji prolazi preko njega,
preciznije transport sedimentacije u rekama. Neka je

2 gustina fluidne supstance
PO e gustina cvrste supstance
Tada je ukupna gustina

p = po+p



40 2. NELINEARNE PDJ

~
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~

SLIKA 2. Grafik gustine vozila, tg < t; <ty < t3

a fluks ¢ = upy, gde je u brzina kretanja fluida. Zakon odrzanja mase
je dat sa

(Pl + pO)t + UpP1z = 07

gde smo pretpostavili da je brzina konstantna.
Specijalan slucaj, kada mozemo zanemariti promene u gustini kod
¢vrste materije koje nastaju zbog hemijskih reakcija, tj.

0
9Po _ 0,
ot
nazivamo kvaziekvilibrijum.

Inace su reakcije izmedu dve supstance su date sa

9o
ot

gde su ky, ko koeficijenti brzina reakcija, a Ay, As konstante koje zavise
od specificnosti materijala koje sacinjavaju fluid i ¢vrstu materiju.

Takode ¢emo pretpostaviti da polozaj u prostor - vremenu nema
velikog uticaja, tj.

= k1(Ay — po)p1 — kapo(Az — p1),

po =r1(p1)-
Tada sistem jednacina izgleda

pie(L+7'(p1)) + up1z = 0
odnosno

p1e + p1z = 0.

u
L+7(p1)
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U nekim modelima se moze uzeti da je
k1 Aipy
r(p1) = :
k‘gB + (k’l — k’g)pl
Ova PDJ koja opisuje ovu vrstu talasa je nastala samo iz zakona o

odrzanju mase. U opstem slucaju je fluks ¢ = pu, gde u # const, pa
nam treba jos jedna jednacina za brzinu wu.

2.5. Talasi u plitkoj vodi. Koristimo sledece oznake:

P visina vodenog stuba - dubina (& gustina)
U brzina kretanja vode
air
/\\/\/\/
u water
P E—

earth
SLIKA 3. Talasi u plitkoj vodi

Ovaj model ¢emo koristiti za opisivanje toka reka kada dubina
nije velika (tada bi uzeli da je beskonacna), tj. kada igra znacajnu
ulogu, poplave, okean ili more — ali u kanalima ili kod obale (fjordovi),
lavine(“avelanz”), ... Osnovna stvar u ovom modelu je da materija
fluida koji tece nije stisljiva i da je homogena (moguée je formiranje
“talasa” — ono §to vidimo na povrsini vode, recimo). Ravno dno nije
neophodno, ali ako ga smatramo takvim dobijamo homogenu jednacinu
— fluks ne zavisi od prostorvremena, sto je znatno olaksanje u globalnom
resavanju PDJ.

Zakon o odrzanju mase daje

pr + (pu)z = 0.

Za u ¢emo formirati novu PDJ koriste¢i Njutnov zakon

(mu) = f.
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Posmatramo prostorni interval [z, 23] u vremenskom intervalu [ty to].
Vazi sledeca relacija

/I2 p(z, to)u(x, t)dz — /I2 p(z, t)u(z, t,)dz

1 1

:/ 2 (p(z1, t)u? (21, t) — p(a, t)u? (s, 1)) dt

t1

t2
+ [ (plont) ~ plas,t)a
t1
Kada pustimo da t,to — t, 1,29 — x za neku fiksiranu tacku
(z,t), dobijamo slede¢u PDJ

(pu)i + (pu?)s + po = 0.

Ovde je pritisak u stvari hidraulicki pritisak, to jest imamo (uzimamo
da je fizicka gustina vode jednaka jedinici)

SLIKA 4. Hidraulicki pritisak

my)=glp—vy)........ hidraulicki pritisak,

gde je g gravitaciona konstanta (videti sliku 4). Preme tome

P p ,02
p= / m(y)dy = / g(p—y)dy = g—.
0 0 2

Smenom u gornju jednacinu dobijamo

pr+ (pu)z =0
(26)

2
(pu) + (pu® + g%)x =0.
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Pretpostavljaju¢i dovoljnu glatkost funkcija, diferencirajmo drugu
jednacinu,

peu + puy + 2puy + peu’ + gpp, = 0.
Zatim iz prve jednac¢ine zamenimo p; u ovu jednacinu i dobijamo
Ut + Uty + gppz = 0,

odnosno sledeéi sistem

pr+ (pu)s =0
u? (27)
U + (7 +gp)x = 0.

S druge strane, bez pretpostavke o glatkosti resenja, ako u sistem
(26) stavimo smenu w = pu (w je moment sile), dobijamo
Pt T Wy = 0
W2 P (28)

wt+(?+g5)x:0

2.6. Gasna dinamika (viskozna). Koristimo slede¢e oznake:
P gustina gasa
U oo brzina gasa (molekula u gasu)
o pritisak (sila/povrsina)

Kao i ranije, imamo slede¢e zakone odrzanja

pr+ (pu)s =0
(pu)i + (pu*)y — 00 = 0.

U opstem slucaju vazi sledeca relacija
0 = =D+ Vg,

gde je p pritisak gasa u mirovanju, a v je viskoznost (< 1) (vidi sliku
5).
Prema tome, dobijamo sledeci sistem
pr+ (pu)s =0
(pu)t + (puz):c + Pe = Vg

za viskozne fluide. Viskoznost kod gasova i nekih tecnosti je relativno
mala, pa ¢esto uzimamo v = 0.
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SLIKA 5. Pritisak u delu gasa

2.6.1. Termodinamicki efekat kod gasova. Uz sve oznake iz pret-
hodnog dela, stavimo p = p(p, S), gde sada nezavisna promenljiva S
oznacava entropiju.

Da bi zatvorili sistem, treba nam jo$ jedna PDJ (ili jednacina
drugog tipa) za entropiju. Na primer, za adijabatski proces imamo

Sy +uS, = 0.
Za izotropan, idealan gas imamo
S = const, v = 0.
Sada viskozni sistem izgleda

pr+ (pu)z =0
(puw)e + (pu?)s + (p(p))s =0
plp) =kp', 1 <y <3, y=1+2/n,

gde je k gasna konstanta, a n je broj atoma u molekulu gasa.
Primetimo da ako se gustina ne menja, p = py € R, tada se ni
brzina ni pritisak ne menjaju — nema kretanja u fluidu.
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Model za vise prostornih dimenzija je poznata Navijer-Stoksova
jednacina
pr + le(pﬁ) =0
(pu)e + @ - grad(pt) + (pu) - divei 4+ gradp = 0

(ili = vAi za viskozne fluide).

3. Slaba reSenja i elementarni talasi

3.1. Rankin-Igonoovi uslovi za PDJ. Neka je u € C'(R x
[0,00)) resenje PDJ

u + (f(u)z =0
u(x,0) = up(x).

Uzmimo ¢ € C3(R x [0,00)), tj. glatke funkcije sa nosacem ¢iji je
presek sa R x [0, 00) kompaktan skup.
Tada imamo

=[] )+ ()t e
[T st + [ e pte el
- /0 h /_ Z wordzdt
- [T ] ek fueaedt = [ wto)ete 0

Na osnovu ovoga uvodimo definiciju slabog resenja za (29).

(29)

DEFINICIIA 17. u € L®(R X (0,00)) (u je do na skup mere nula
ogranicena funkcija) zovemo slabim resenjem za (29) ako za sve ¢ €

Cle [0,00)) vazi

/ / (upr + f(u)py)dadt +/ uo(z)p(x,0)dz = 0.

PRIMEDBA 8. (1) Sva klasi¢na reSenja su slaba.
(2) Ako je u slabo resenje, tada je u je resenje i u distributivnom
smislu.

(3) Ako je u € C'(R x [0, 00)) slabo resenje, onda je i klasi¢no.

Od sada nadalje , dok ne napomene drugacije , “reSenje” Ce znaciti
slabo resenje.

U nekoliko delova ¢emo pokazati koji je uslov potreban da bi pre-
kidna funkcija bila resenje nekog zakona odrzanja.
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[ supp peloee xR

1 2

SLIKA 6. Nosaci test funkcija u poluravni

TEOREMA 17. Potreban i dovoljan uslov da je

Jw(z,t), 2 <Ay()
ulot) = {ud«c,t), v > (),

gde su u; i ug funkcije klase C* na svojim domenima, slabo resenje od
(29) je da vazi

Ug — Uy [u],

Dokaz. Dokaz ¢e biti dat u nekoliko delova.
1. Uzmimo da je

M%ﬂ:{m@ﬂ,x<7®

ug(x,t), = >~(t),

gde su u; i ug funkcije klase C' na svojim domenima, slabo resenje od
(29). Tada imamo

/000 /_Z(usot + f(u)p,)dxdt + /_(:u(x,())gp(x,o)dx —0,

za svako ¢ € (R x [0, 00)).
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Tada mora vaziti da je (u;): + f(u), = 0 za x < v(t), t > 0. To je
posledica ¢injenice da je

_ / / (wpe + f(u)prdadt
- [ [+ ppanat,

za svako ¢, supp ¢ C {(z,t) : = < (t), t > 0} i C'-funkciju u;. A ako
je ¢ proizvoljno, imamo

(w)e + (f(w))s =0.
Isto tvrdenje vazi i za ug, (ug); + f(ug)s = 0 za z > ~(t), t > 0.

2. Imamo

/OOO /_Z(USOt + f(u)p,)dadt + /_C: uo(z)p(z, 0)dz

S ~(t) 00 0
_ / / (s + Flup)pn)dadt + / / (uapr + F(ua) ) dadt
0 —00 0 v(t)
—I—/ uo(x)p(z,0)dz.

3. Racunamo prvi integral iz gornjeg izraza. Imamo

d N
T uypda
' v(t)
—H(Ou(O 0000+ [ (e -+ up)de
Odavde je

/ / wppdadt = / /W (up)ppdxdt
-jg St ((2), ) <ﬂ-+j/ t/’ wpdadt

oo pry(t) oo pry(t)
/ / f(w)pdedt = —/ / f(w)zpdadt
0 —00 0 —00

+A“ﬂw@@¢»mwmwMt
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Kada saberemo ove izraze i iskoristimo ¢injenicu da je u; (kao i ug)
resenje ove PDJ van (v(t),t), dobijamo vrednost za prvi integral

o0 ] © q M
/ (f(u) — Ayug)pdt +/ E/ uypdxdt.
0 0 —00

4. Analogno, za desnu stranu imamo da je drugi integral
_/ (f(ua) — Yuq)pdt +/ a/ ugpdxdt.
0 0 (t)

5. Saberimo sve integrale:
0= [ (Flw) = F(ua) = (= ua) )

0
o d o o
+/ —/ ugpda:dt+/ uo(z)p(x,0)dx
0 dt —00 —00
Kako je

| tyete stz = - [ wlelote,0)ds

— 00 [e.e]

da bi jednakost bila ta¢na mora biti

7 _ f(ud) : f(ul) —. [f(u)]’y (31)
ug — uy [ul,

Obrnuto tvrdenje je o¢igledno. Ovim je kompletno tvrdenje teoreme
dokazano. [

Uslov (30) zovemo Rankin-Igonoov (RH) uslov.

PRIMER 11. Neka je dat Rimanov problem

U
wt(3), =0
{ul, z <0 (32)
Uy = ug, ug € R.
ug, x>0,

Kako su u; i uq konstante, dva su trivijalna resenja PDJ za (32), a
RH-uslov daje (slika 7)

2 2
Ug — Uy Ud +
2(ud — ul) 2 ’

(t) =
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. . _ _ ujtug
to jest (1) = ct, c = “5* i

w(z, t) = {ul, T < ct. (33)

ug, T >ct

SLIKA 7. Udarni talas

Ako je u; < ug, onda osim gornjeg, imamo i sledeca resenja (8)

u, T <ut
u(z,t) =9 %,  wt <ax<ugt (34)
Ug, T > Ugt

ili, recimo (slika 9)

u, T < ut

z2 o uyt<ax<at
u(z,t) =< 1 "= s (35)
a, atgxg%t

atu
Udy, T 2> =54,

Za neko a € (uy, ug).

Vidimo da u slucaju u; < ug imamo nejedinstvenost resenja. Taj
problem (tj. trazenje takozvanih “entropijskih” resenja) ¢e biti kasnije
obradeno.
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SLIKA 8. Centrirani razredujudi talas

SLIKA 9. Neentropijsko resenje
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PRIMER 12. Pomnozimo sada PDJ (32) sa u i prebacimo je opet u
divergentni oblik
u +uu, =0 /-u

wuy + vluy =0

1 2 1 3
- “d?) =o.
(2“ )t + (3” ):c

Napravimo nelinearnu smenu promenjivih %uz — v. Tada imamo
sledeci zakon odrzanja

24/2
wﬂ-( \/71)3/2>
3
1
2
1
U

{Ul =
’U|t:0 =
Ud =

RH uslovi daju brzinu udarnih talasa ci vy = ct:

[¥Ug/g] 2v2 1 (u )3/2 2v2 1 (ul)3/2

ul, <0
u?, x> 0.

. 3 22 3 2V2
y(t) = =
[v] 5(uf — uf)
T —ud)  w4u
3\%d l l d . . .
= u opStem slucaju.
-’ 2 "% J

1
(Na primer, za u; = 1, ug = 0, imamo $ # %)
Ovo je “nezgodan” primer, jer jednostavne, ali nelinearne transformacije
promenjivih ne ocuvavaju resenje. Zbog ovoga je bitno nacéi tacnu

interpetaciju modela.

2. Razredujuci talasi za jedan zakon odrzanja. Resenja za
jednacinu (29) oblika u(z,t) = () zovemo samoslicno resenje. Sada
¢emo probati da nademo takva resenja, zamenivsi ih u (29). Posle
diferenciranja dobijamo

S 2 () 4 ) L (2

2" <t> J (u(t)>tu (t) =0

posle mnozenja jednacine sa t i smene % — 1 dobijamo ODJ
@' (y)(f'(aly) —y) =0

Ako odbacimo konstantna, trivijalna resenja (@’ # 0), vidimo da su ta
reSenja data implicitno vezom

f'@@) =y, ti. aly) = '~ (y),
ako je f’ bijekcija (lokalno).
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Rimanov problem se sada interpretira na slede¢i naé¢in:

, <0 - _
u(z,0) = {Z; i -0 = u(+00) = ug, u(—00) = . (36)

Ako je f” > 0 (f je konveksna), tada je f’ rastuce po argumentu koji
je i resenje 4, uz uslov (36), postoji ako je u; < ug. To reSenje zovemo
centrirani (pocetni uslovi imaju diskontinuitet u nuli) razredujudi talas.

3.3. Linearni sistemi. Homogeni linearni skalarni Kosijev problem
sa konstantnim koeficijentima
w + Augy =0
u(z,0) = u(x), A € C(R), @ € C*([0,00) x R)
ima jednostavno resenje u vidu putujuceg talasa
u(x,t) = u(z — \t). (38)

Ako je u € L}, gornje resenje (38) je slabo resenje od (37), sto je lako
proveriti.
Posmatrajmo sada homogeni sistem sa konstantnim koeficijentima

(37)

u(z,0) = u(x) (39)
gde je A data n x n hiperbolicna matrica sa realnim karakteristicnim
vrednostima A\; < ... < A\, i levim [;, odnosno desnim r;, ¢ = 1,...,n,
karakteristicnim vektorima koji su tako izabrani da je l; - r; = 0;,
1,7 = 1,...,n. Nazovimo u; := [; - u koordinatama vektora u € R" u
odnosu na bazu {ry,...,r,}. Mnozeéi (39) s leva sa [;, dobijamo

ui(z,0) = Liu(z) =: uy(z).

Prema tome , (39) se razbija u n skalarnih Kosijevih problema, koji se,
jedan po jedan, mogu resiti kao i (37). Koristeéi (38) vidimo da je

u(a,t) =Y wi(z — Ait)r; (40)
i=1
resenje od (39), jer je
u(z,t) = Z —Aillitia(z — Ait))ri = — Aug (2, 1)
i=1

Vidimo da se pocetni profil razbija na sumu n talasa od kojih svaki
ima brzinu Ay, ..., \,.
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SLIKA 10. Talasi kod linearnog sistema

Kao specijalan slu¢aj, posmatrajmo Rimanov pocetni uslov

u, <0
ug, x> 0.

Napisimo sada resenje (40), koriste¢i

n

Ug — U] = E CiTy.

j=1

Definisimo medustanja

l .
w; =u + g ciri, 1=0,...,n,

J<i

53

tako da je svaka razlika w; — w;_1 tacno @ — n-ti karakteristicni vektor
od A. Resenje je oblika (vidi sliku 10)

u(zx,t)

%<)\1

(

Wo = Uy,
*)

— T

=\ Wi, A < F<Aip

)

\ Wp, = Ug,

7> A

(41)



54 2. NELINEARNE PDJ

4. Elementarni talasi za zakone odrzanja

4.1. Osnovne definicije. Posmatrajmo n x n sistem PDJ jedno-
dimenzionalnog zakona odrzanja

0 0
Gt gy filun e u) =0
(42)
0 0
7 Un + %fn(ul, coo ) =0,
gde koristimo oznake
u=(uy,...,uy,) €ER" f=(f1,..., fn) : R" — R™
Oznacimo sa A(u) := D f(u) Jakobijevu matricu od f u tacki w.
Gornji sistem u vektorskoj notaciji pisemo sa

Ako je regenje dovoljno glatko, klase C'!, imamo ekvivalentan, kvazilinearan

oblik
up + A(u)u, = 0. (44)

Sistem je striktno hiperbolican ako ima realne razli¢ite karakteristicne

vektore
A(u) < Aop(u) < ... < Ap(u).

Leve, l1(u), ...., l,(u), idesne r (u), ...., 7, (u), karakteristicne vektore

tako odredimo da je

1, 1=y
0, i#j.
4.1.1. Udarni talasi. Kao i u slucaju n = 1, ako pretpostavimo da

je x = ~(t) kriva diskontinuiteta deo po deo glatkih resenja u;(x,t) i
ug(x,t), to jest

MWMMZ{

t < (t
U(LL’,T,) _ Ul(l’, )a x 7( )
ua(z,t), x> (1)
da bi u bilo slabo reSenje, moramo traziti v iz Rankin-Igonoovih uslova

Yo (ua —w) = f(ua) — flw), (45)
gde su ug, uy, f(ug) i f(u;) sada n-dimenzionalni vektori. To znaéi da
sada krivu prekida x = 7(t) ne mozemo lako odrediti kao u slucaju
jedne jednacine, kako je to bilo u prethodnom delu. Odnosno, ne
postoji reSenje u obliku udarnog talasa za svaki par pocetnih vektora
uy, ug (za jednacinu je to bio slucaj, kao $to smo veé videli).
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Ako sa
Alu,v) = /A(@u + (1 —0)v)do
oznac¢imo usrednjenu matricu, gde su A;(u,v), ¢ = 1,...,n njeni karakteristi¢ni
koreni, (45) mozemo napisati u ekvivalentnoj formi
Yo (ua —w) = f(ua) — f(w) = Aua, ) (ug — w). (46)

Drugim rec¢ima, RH uslovi vaze ako je (ugq, u;) karakteristi¢ni vektor
usrednjene matrice A(ug, 1), a brzina 4 je jednaka odgovarajucoj karakteristi¢no]
vrednosti.

4.1.2. Razredujuci talasi. Potrazimo sada reSenja oblika u = u(%)

(samosli¢no resenje) za sistem (44):

x 1
u+ Alw)uy = —guly) + T A(uy))u'(y) =0,
gde je y = 7. Iz zadnje jednacine imamo
Alu)u = yu',

Sto znadi da je u’ proporcionalno nekom desnom karakteristicnom vektoru
ro,uw =&riy=N,zai=1,...,n.

4.1.3. RW-krive 1 krive udarnih talasa. Fiksirajmo ug € R™ i i €
{1,...,n}. Integralna kriva od vektorskog polja r; kroz ug zove se i-ta
razredujuca kriva (RW;-kriva). Ona se dobija resavanjem Kosijevog
problema

du
do

Ovu krivu ¢emo oznacavati sa
o — Ri(0)(up).

Primetimo da parametrizacija krive zavisi od izbora r;. Ako je |r;| =
1 onda je kriva parametrizovana duzinom luka. Fiksirajmo opet ug €
R™ koja se mogu povezati sa uy i-tim udarnim talasom. (Koristimo
RH-uslove i Laksov uslov (50)). Prema tome je vektor u —ug desni i-ti
karakteristi¢ni vektor od A(u,ug). Po teoremi osnovne linearne algebre
ovo je tacno ako i samo ako je u — ug ortogonalno na [, j # ¢, j-ti levi
karakteristi¢ni vektor od A(u,ug), to jest

Li(u,up)(u—ug) =0, Vj #1i, ¥ = \i(u, up). (48)

Vidimo da je (48) sistem n — 1 skalarne jednacine od n nepoznatih
(komponente od u € R"). Ako linearizujemo (48) u okolini od wug
dobijamo linearni sistem

Li(uo)(w —ug) =0, j #1

=r;(u), u(0) = uo. (47)
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koji ima resenje w = ug+ Cr;(up), C' € R. Prema teoremi o implicitnoj
funkciji, imamo da je skup reSenja regularna kriva (klase C1) u okolini
od ug, koja dodiruje vektor r; u taci ug. Ovu krivu ¢emo zvati kriva
i-tog udarnog talasa i oznacavati sa

o — S;i(o)(ug)-

SLIKA 11. Igonoova kriva i kriva razredujuceg talasa

Kao sto vidimo, obe krive postoje u nekoj okolini tacke ugy (ako
pretpostavimo da je f dovoljno glatka), a moze se pokazati da imaju u
tacki ug i zajednicku tangentu, paralelnu sa r;(uo).

4.2. Entropijski uslovi. Kao sto smo videli i u slucaju n = 1,
kod slabih resenja se pojavljuje problem jedinstvrnosti. Da bi odabrali
fizicki relevantno reSenje, koristimo takozvane entropijske uslove, a
odgovarajuce resenje ¢emo zvati dozvoljenim.

4.2.1. Entropigski uslovi 1 — nestajuéa viskoznost. Slabo reSenje u
od (42) dozvoljeno ako postoji niz glatkih resenja u. za

Uet + A(us)usm = ElUgzx

koji konvergira u L' ka u, kada £ — 0.

4.2.2. Entropigski uslov 2— entropijska nejednakost. Funkciju n :
R" — R, klase C'!, zovemo entropijom za sistem (42), sa odgovarajué¢im
entropijskim fluksom ¢ : R" — R ako vazi

Dn(u)Df(u) = Dq(u), u:R" — R". (49)
Primetimo da (49) povlaéi

(n(w)): + (q(u))z = 0.

Neka je u € C' resenje od (42). Kada u; = —D f(u)u, zamenimo u
gornju jednac¢inu, imamo

Dn(u)uy + Dg(u)u, = Dy(u)(—D f(u)uy) + Dg(u)u, = 0.
Kazemo da je slabo resenje u od (42) dozvoljeno, ako vazi
(n(w))e + (g(u))e <0
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u distributivnom smislu, to jest, ako za svako ¢ > 0, ¢ € C3°(R"™) vazi

- /n(um +q(u)pz > 0.

Ovo znaci da van diskontinuiteta vazi

Dn(u)uy + Dg(u)u, <0

Lo (n(u(zat)) — n(u(za—))) 2 q(u(zr+)) — q(u(za—))
na liniji diskontinuiteta x = &,(t).
4.2.3. Entropijski uslov 3 — Laksov uslov. Udarni talas koji povezuje
vrednosti u; 1 ug, a kreée se brzinom 4 = \;(uy, ug) je dozvoljen ako je

Ai(ug) = N(ug, ug) =4 > Ni(ug). (50)
Primetimo da zbog uredenosti A\-i vazi i
Aj(ur) >4, j >
As(ua) < %, j <.

Ovakav talas zovemo i-ti udarni talas.
Kazemo da je i-ti razredujuéi talas dozvoljen ako je

ug = Ri(01)(ug), za neko oy > 0.
4.3. Rimanov problem.

DEerFINICIJA 18. Kazemo da je i-to karakteristicno polje stvarno
nelinearno ako vazi
DXi(u)r;(u) # 0.
Ako vazi
DX;(u)ri(u) =0,

onda i-to polje zovemo linearno degenerisano.

Primetimo, da u slucaju da je i-to polje stvarno nelinearno, mozemo
izabrati orjentaciju (eventualno menjajuéi znak) od r; tako da je

DX;(u)r;(u) >0,
odnosno, skaliranjem vektora r; mozemo postié¢i da je
DXi(u)r;(u) = 1.
U daljem tekstu ¢emo koristiti ovu kao i slede¢u opstu pretpostavku:

Sistem (42) je strogo hiperbolican sa glatkim koeficijentima. Za svako
i € {1,...,n}, i-to polje je ili stvarno nelinearno ili linearno degenerisano.
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4.3.1. Centrirant razredujuci talas. Neka je i-to polje nelinearno i
pretpostavimo da wug lezi na pozitivnhom delu RW-krive koja prolazi
kroz uy, tj. ug = R(0o)(u;) za neko o > 0.

TEOREMA 18. Za svako s € [0, 0] definisimo
Ai(s) = Ai(Ri(s)(w)).-
Zbog stvarne nelinearnosti je preslikavanje s — \;(s) strogo rastuce.
Za t >0 je funkcija
ur, x < t)\l(u1>
u(z,t) = < Ri(s)(w), x =tA\(s) (51)
ug = Ri(0)(w), x>t (ug),
gde je T =y = X\i(s), s € [0,0], deo po deo glatko resenje Rimanovog
problema

u, x<0
u\tzo = Up =
ug, x> 0.

Dokaz. Vidimo da je
lmn (. £) — |12 = 0.

Osim toga (42) je trivijalno zadovoljeno za = < tA\;(w) i © > tA;(ug)
jer je uy = u, = 0. Pretpostavimo da je z = tA;(s), za neko s € (0,0).
Kako je u = const duz svake poluprave {(z,t) : z = t\;(s)} imamo

ur(z, t) + Ni(s)ug(z,t) = 0. (52)
Kako je
: A(s) = L dhi(s) 1
| W=7 =7
Lo dR()w)
G ds

d)\Z(S) _1d>\2‘(8) d)\Z(S) -11
. ( ds ) dz :Ti(u)( ds ) t

To znaci da je u, je karakteristicni vektor od A(u) za \;(s) = Ni(u(f,x)),
to jest,
A(u)ugy = Aty
Iz ovoga vidimo da je (52) u stvari

u + A(u)u, = 0.0
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Primetimo da je pretpostavka o > 0 esencijalna za gornju konstrukciju.
Ako bi bilo ¢ < 0, u (51) bi bila funkcija sa tri vrednosti u oblasti

Z € [Nilua), Ai(w)]-

4.3.2. Udarni talasi. Neka je i-to polje stvarno nelinearno i neka je
ug Spojeno sa u; pomocu i-tog udarnog talasa, ug = S;(0)(u;). Tada je
brzina udarnog talasa A := \;(ug, u;) i vazi da je

u;, T <At
t) = 53
(e, 1 {u Y (53)

deo po deo konstantno resenje gornjeg Rimanovog problema.
Primetimo da je u slucaju o < 0 resenje dozvoljeno u smislu Laksa,
jer je
)\Z(ud) < )\i(ul, ud) < )\Z(ul)
Ako bi bilo ¢ > 0, tada bi bilo
)\Z(ul) < )\Z(ud)

i uslov ne bi mogao biti zadovoljen.

4.3.3. Kontaktni diskontinuiteti. Pretpostavimo da je i-to polje linearno
degenerisano, i neka je ug = R;(0)(w;) a neko o. Po pretpostavci, A; je
konstantno duz te krive. Stavljajuci A := \;(w;), deo po deo konstantna
funkcija data sa (53) je resenje gornjeg Kosijevog problema, jer je RH-
uslov zadovoljen u tacki diskontinuiteta,

Flua) — flu) = / " DF(R(s) () ro(Ra(3) ())ds
- / "N (Ru() () ra(Rils) () s
=\ (uy) /0(7 st = Ni(w) (R (o) (w) — wy).

ds

Ovde smo koristili definiciju linearne degenerisanosti, da je r; =

i da je \; konstantno duz krive s — R;(s)(u;)
U ovom slucaju, Laksovi uslovi vaze bez obzira na znak o-e, jer je

)\Z(ud) = )\,-(ul, ud) = )\Z(ul)
Prema gornjem ra¢unu vidimo da je
R;(0)(uo) = si(0)(uo),

za svako o.
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4.3.4. Opsta resenja. Kao sto smo malo pre videli, skup tacaka
{ug : v € R"} koje se mogu povezati sa levom stranom Rimanovog
pocetnog uslova jednim elementarnim talasom je kriva. Da bi spojili
dve vrednosti, u;, ug € R", to jest da bi dobili entropijsko resenje
Rimanovog problema, mozemo ubaciti najvise n — 1 vektora,

U, Uy Uy« o oy Up—1, Uq

tako da se izmedu svaka dva para (u;, uy), (uy,us), ..., (un_1, ug), nalaze
gore definisani elementarni talasi.

¥.je R ii S, (entropijski deo)
SLIKA 12. Skica resenja Rimanovog problema

U slucaju da imamo pocetni uslov u L*>°, onda prvo tu funkciju
aproksimiramo sa deo po deo konstantnim resenjem. Tako smo dobili
Rimanove probleme koje reSavamo. Dalje postoje dve procedure za
rad.

(1) Glimova shema. Pre nego $to nastupi prvi sudar pocetnih
talasa, dotadasnje resenje se ponovo aproksimira deo po deo
konstantnim funkcijama, ali sada uzimajuc¢i druge tacke za
aproksimaciju. Tako nastavljamo proceduru. Postupak ¢e
konvergirati za dovoljno malu varijaciju pocetnih uslova — totalna
varijacija pocetnog uslova je mala.

(2) Pracenje frontova (“Front-tracking”). RW se aproksimira
sa dovoljno mnogo neentropijskih udarnih talasa. U tacki
sudara ponovo imamo Rimanov pocetni uslov koji resavamo
kao pre. I nastavljamo dalje od sudara do sudara (sa malim
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korekcijama — dobijamo nefizicke tacke pri sudaru ¢ija je L°°-
norma dovoljno mala). I ovaj postupak konvergira za pocetne
uslove sa dovoljno malom totalnom varijacijom.

5. Jednacine odrzanja za viSedimenzionalne slucajeve

Rezultati izlozeni u ovom odeljku su iz [7]. Do sada smo posmatrali
sisteme jednacina za jednu (prostornu) promenljivu, a ovde ¢emo posmatrati
jedan zakon odrzanja za visedimenzionalnu prostornu promenljivu

O+ Y 0y, (fi(w) =0,
=1

- (54)
u(z,0) = ug(x),

gde je u funkcija R™ x R,. Po¢e¢emo razmatranje jednacine difuzije,

i=1

u(x,0) = up(x),

(55)

gde je p > 0, Sto je analogno jednodimenzionalnom slucaju.
Pre resavanja jednacine (54) ¢emo dati neke ocene za resenja Kosi-
jevog problema za paraboli¢ne jednacine

Oru + Z Yi(x, t,u)0p,u = plu,
i=1

u(z,0) = ug(x),

(56)

gde je ug € L™, A je Laplasijan i > 0.
Pre svega, za ovu jednacinu vazi princip maksimuma.

TEOREMA 19. Neka je u resenje Kosijevog problema (56) u oblasti
{(z,t) : 0<t<T} zanekoT > 0. Funkcija u, ako je ogranicena,
dostize svoj supremum na pravoj t = 0.

Dokaz. Konstruisimo funkciju

lex|”

v(x,t) = u(x,t) — 5<2ut + %),

gde je e > 0.

Pretpostavimo da v dostize svoj maksimum u nekoj tacki (xo, to)
van prave t = 0, tj. t, > 0. Cinjenica da je u ograni¢eno i znak minus
ispred |z|> nam govori da je zy kona¢na vrednost (kada || — oo, tada
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v — —o00, jer je t u ogranicenom skupu). Rac¢unajuéi izvode funkcije v
u tacki (xg,ty) dobijamo

at’U = &gu - 25,“ > 07

.. Z;
Op,v = 0 povladi O, u = 53#,
odnosno,
Au—e2<0.

Uvrstavajuci ovo u PDJ (56), dobijamo

o + qui(xo, to, u)Op, — AU (2 4)= (o ,t0) = 261 — C'e3% — pe® > 0,
i=1

ako je € dovoljno malo. Ovde je C’ konstanta koja zavisi od funkcija
Vi, @ = 1,...,ni, a postoji, jer je u ograniceno. Kako je u resenje PDJ
(56) ovo je kontradikcija sa ¢injenicom da je maksimum dostignut van
prave t = 0. Prema tome imamo

2
Ex
L ) <swpug, 0T,
n

(e, t) = ulz, t) — 5(2,ut +
za malo €. Ovo nam konacno daje
lu| < M ako je |ug| < M.

Ovim je tvrdenje dokazano. U]
PRIMEDBA 9. (a) Menjajuéi znak ispred ¢ u definiciji funkcije v,
na isti nacin kao gore dokazujemo da je
u > inf ug

(b) Na osnovu ove teoreme vidimo da je dovoljno sve pretpostavke o
funkcijama ¢, i = 1,...,n, dati za |u| < M, gde M zavisi od pocetnih
uslova.

Sada ¢emo navesti dve leme koje daju ocene resenje u slucaju da
nam trebaju globalne ocene resenja za ¢ > 0 u zavisnosti od pocetnih
uslova.

LEMA 5. Neka u zadovoljava (56) i pretpostavimo da je |ug| <
e®@/1gde je ® ogranicena od gore i ima Lipsicovu konstantu 1. Pretpostavimo

da je
(it tu)P) " < 4
i=1
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Tada sledi da postogi konstanta C', koja zavisi samo od dimenzije prostora

n, tako da
lu(z, )] < Ctel(A+Dt++2)/u

Ako je |ug| < M, mozemo uzeti da je ®(z) = log M —dist(x, supp uo),
gde je dist oznaka za euklidsko rastojanje, a specijalno, ako ug iS¢ezava
van lopte poluprec¢nika R sa centrom u nuli, dobijamo

[u(,t)| < min(M, Mecte((A“)HR—M)/u)'
Ovo mozemo tumaciti da u uniformno eksponencijalno opada ka nuli

van “domena uticaja pocetnog uslova”, kada p — 0.

Sledeca lema daje dualno tvrdenje.

LEMA 6. Ako je w resenje Kosijevog problema

Orw + Z Op,(a;(z, t)w) = pAw,
i=1
w(z,0) = wo(x),
gde je wy € C§°, tako da w brzo opada kada x tezi beskonacnosti v ako
je 2+ lal < K, tada za malo p vazi

/ ‘w(va”diCS/\wo(x)\e_(|x|_R—KT)+/udx'
|z|<R

Vratimo se sada na problem (54), gde ¢emo zbog jednostavnosti
pretpostaviti da je |ug| < M i ug € C3. Nadalje ¢emo pretpostaviti da
je fl c C2.

Neka je v resenje sa ovim osobinama za

o + ; Oy, fi(v) = uVo, (57)
v(z,0) = vo(x),

sa istim pretpostavkama na vy: |vg] < M iwvy € C3. Tada w = u — v
zadovoljava jednacinu

Orw + Z O, (a;w) = pVw,

i=1

w(z,0) = ug(z) — vo(x),

gde je ai = (fi(u) — fi(v))/(u—v) € CVi |ai] < A ako je | < A.
Koriséenjem Leme 6 dobijamo

/\u(aj,t) —v(x, t)|de < /|u0(:c) — vp(x)|d. (59)

(58)



64 2. NELINEARNE PDJ

Sumirajuci sve ovo, dobijamo

TEOREMA 20. Za svako pu > 0, Kosijev problem (55), kada je
ug € C3, ima klasiéna resenja za t > 0 sa istim ogranicenjima kao
i ug. lzvodi 0% i Oyu su ograniceni za dovoljno malo t ako je |a| < 2.
Resenge je jedinstveno i vazi L'-kontraktibilna osobina (59).

Dokaz ove teoreme se izvodi metodom sukcesivnih aproksimacija,
koristec¢i fundamentalno resene jednacine provodenja toplote

E(x,t) = B, := (4rput) ™21/t 4 >, (60)

Koristeci ove rezultate, dobijamo sledec¢e tvrdenje za skalarni zakon
odrzanja u vise prostornih dimenzija.

TEOREMA 21. Akouy € C3, tada Kosijev problem (55) ima jedinstveno
klasicno resenje u,, koje brzo opada, kada v — oo © p — 0, uy,
konvergira w L}, za svako fiksirano t > 0, lokalno uniformno po t,
slabom resenju Kosijevog problema (54), koje uzima granicne vrednosti

u smislu konvergencije u Ly,.. Ovo resenje zadovoljava uslove entropije

B,(®(u)) +§n:amyi(u) <0 (61)

za svako konveksno ®, gde je Y/(s) = ¥'(s)fl(s). Za svako uy €
L™ postoji jedinstveno reSenje Kosijevog problema koje je meprekidna
funkcija po t sa vrednostima u L}, i zadovoljava uslov entropije (61).

Za takva resenja je

/ u(z, £) — v(x, 1)]dz
|x—x0|<R—At

opadajuca funkcija po t.

U sledecoj teoremi ¢emo dati neke prakticnije uslove koji su ekvivalentni
opisanom uslovu entropije.

TEOREMA 22. Pretpostavimo da u zadovoljava uslov entropije (61)
za svako konveksno ® i da je u C' funkcija na svakoj strani povrsi S
klase C' sa normalom v = (vg, vy, ..., ), gde su graniéne vrednosti u
u pravceima vy. Tada

(1) Rankin-Igonoov uslov

[u]vo + Z[ fiw)v =0 (62)

je zadovoljen.
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(2) Funkcija
[u—,uy] 5k — sgn(uy —u-) Z fi(k)v;

lezi iznad linearne interpolacije izmedu vrednosti u...

Sve je mnogo komplikovanije (ali izvodljivo) ako funkcija f nije
konveksna, ali to ovde nec¢emo opisivati.

6. Uopstene funkcije

Ukratko ¢emo opisati jednu od algebri uopstenih funkcija koja se
moze uspesno koristiti za resavanje nelinearnih PDJ. Ponovi¢emo defi-
nicije iz knjige [16] i radova [15, 17]. Uvedimo slede¢e oznake: R% :=
R x (0,00), RZ := R x [0, 00). Neka je C2°(Q) algebra glatkih funkcija
na ) koje su ogranicene zajedno sa svim svojim izvodima. CP° (R2)
je skup svih funkcija v € C*°(R%) koje zadovoljavaju: ulgxor) €
Cp?(Rx(0,7)) za svako T' > 0. Primetimo da svaki element iz C;°(R%)
ima glatku ekstenziju na pravu {t = 0}, tj. C;°(R%) = C°(R%). Ovo
je tacno i za C(R%).

DEFINICIJA 19. &y 4(R3) je skup svih preslikavanja G : (0,1) X
R} — R, (¢,2,t) — G.(x,t), gde za svako ¢ € (0,1), G. € CX(R%
zadovoljava:

Za svako (o, 3) € N21iT > 0 postoji N € N takvo da je

sup 8297 G.(x,t)] = O(e™V), as e — 0.
(,t)€RX (0,T)

Eng(R2) je multiplikativna algebra sa diferenciranjem, tj. ona je
prsten funkcija sa uobicajeno definisanim operacijama uz dodatak diferenciranja
koje zadovoljava Lajbnicovo pravilo.

Ny (R2) je skup svih G € €y y(RY), koje zadovoljavaju:
Za svako (a,3) e N2, a € RiT >0
sup 000 G.(x,t)| = O(e%), as e — 0.

(z,t)€Rx (0,T)

Jasno, vazi da je N, (R?%) ideal multiplikativne algebre sa diferenciranjem
Eng(R2), tj. ako je G. € Ny(R2) i H. € Eny(RY), tada G.H, €
Ny(RZ).

DEFINICIJA 20. Multiplikativna algebra sa diferenciranjem G,(R?%)
uopstenih funkcija je definisana sa G,(R2) = Eyo(R2)/N,(R%). Sve
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operacije u Gy(R%) su definisane sa odgovarajuéim operacijama u pro-
storu Epr4(R2).

Ako G. ne zavisi od promenljivih x i ¢, onda dobijamo definiciju
skupa uopstenih brojeve

C = Evy/N,.

Ako uzmemo da G, uzima vrednosti u skupu realnih brojeva, dobijamo
skup uopstenih realnih brojeva R. Uopstene pozitivne brojeve definiemo
kao klase ekvivalencija koje imaju predstavnika koji je pozitivan za sve
€ < €p, kada je g9 dovoljno malo.

Ako koristimo Cp°(R) umesto Cp°(R%) (tj. ako funkcije ne zavise
od promenljive t), tada dobijamo &y 4(R), NV, (R), i onda odgovarajuéi
prostor uopstenih funkcija G,(R) na z-osi.

Nadalje ¢e G oznacavati element (klasu ekvivalencije) u G,(2) definisanu
predstavnikom G, € Ep4(Q).

Kako je C(R%) = C>*(R%.), mozemo definisati restrikciju uopstene
funkcije na pravoj {t = 0} na sledeéi nacin.

Za dato G € G,(R%), njena restrikcija Glig € G4(R) je klasa
funkcija definisana sa G.(z,0) € Euy(R). Na isti nacin kao gore,
G(x — ct) € G4(R) je definisano sa G.(z — ct) € Eny(R).

Ako su G € G, i f € C*(R) polinomijalno ogranicene zajedno sa
svim svojim izvodima, tada se lako moze pokazati da je kompozicija
funkcija f(G), data predstavnikom f(G.), G € G, dobro definisana.
Ovo znadi da je f(G.) € Eny ako G. € Epry, 1 f(Ge) — f(H:) € N, ako
G.— H. € N,,.

PRIMEDBA 10. Kako ¢emo koristiti prostore definisane na R? , uveli
smo odgovarajuce definicije. No, sasvim slobodno mozemo sve gornje
definicije napraviti za bilo koji otvoren podskup €2 od R", bez ikakvih
problema.

Jednakost u prostoru uopstenih funkcija G, je “prejaka” za nasSe
potrebe (kao u primeru 12, dobijamo razli¢ite brzine udarnih talasa
posle mnozenja cele jednacine), tako da postoji potreba za definisanje
takozvane relacije asociranosti.

DEFINICIJA 21. Uopstena funkcija G € G,(2) je asocirana sa u €
D'(2), G = u, ako za neki (a samim tim i svaki) predstavnik G. od
G, Gc — uwuD(Q) kada ¢ — 0. Dve uopstene funkcije G i H su
asocirane, G =~ H, ako je G — H ~ 0. Red konvergencije u D’ u odnosu
na € se zove stepen asociranosti.
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DEeFINICIJA 22. Uopstena funkcija G je ogranicenog tipa ako
sup  |Ge(z,t)] = O(1) as e — 0,

(z,t)€RX(0,T)
za svako T > 0.
Uopstena funkcija G je logaritamskog tipa ako

sup  |Ge(z,t)| = O(log(e)) as € — 0,
(z,t)€R X (0,T)

za svako T > 0.

Oznacimo sa D}« (R) dual prostora D(R)NL!(R) (takozvani prostor
ogranicenih distribucija. Neka je u € D} (R) i neka je Ay skup svih
funkcija ¢ € C§°(R) koje zadovoljavaju ¢(z) > 0, z € R, [ ¢(z)dz =1
i Supp(b - [_17 1]7 t.]

u%:{¢eaf:WxERM@QZOZ/¢@Mx:LsmméCP&JH

Neka je ¢.(z) = e '¢(x/e), x € R. Tada
Ly iU uk g NG,
gde u * ¢./N, oznacava klasu ekvivalencije u odnosu na ideal N,

definie preslikavanje prostora D} (R) u G,(R), a gde je * konvolucija
u D'. Jasno je da ¢, komutira sa izvodom, tj.

Opley(u) = Ly(Ozu).

6.1. Viskozna granica skalarnog zakona odrzanja. Kao primer
primene teorije uopstenih funkcija ¢emo dati primer Resavanje Burgersove
jednacine u gornjim prostorima, kao i naknadno trazenje granice resenja.

TEOREMA 23. Neka je p pozitivan broj ili uwopsten pozitivan broj.
Tada za svako A € G,(R), postoji resenje U € G4(R?) za

U, +UU, = uU,,

Ulio = A. (63)

Dokaz. Neka je A. predstavnik uopsStene funkcije A. Za svako €
definisemo predstavnika U. € Epy(R%) koji je klasino resenje za
jednacinu

8tU€ + Uﬁer = ,UlsgmcUs

Ua|t:0 - Aa-

Ono je dato na sledeéi nacin. Radi jednostavnosti zapisa ¢emo izostaviti
¢ u indeksu funkcija.
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Neka je u resenje PDJ w; + uu, = pu,, sa pocetnim uslovom
u(x,0) = a(z), gde je a ogranicena funkcija. Ako definisemo funkciju

w(z,t) = exp ( — i /ju(y,t)dy),

ona je resenje Kosijevog problema za jednacinu provodenja toplote

Wy = UWyy

w(z,0) = exp ( - i /01‘ a(y)dy).

Kako je a ogranicena funkcija, postoji jedinstveno resenje gornje jednacine
dato formulom:
w(z,t) =w(z,0) * E,(z,t) = /w(:c —v, O)(47Tut)_1/26_‘y|2/(4“t)dy,
R

gde je E, dato u (60). Resenje originalnog problema (63) dobijamo
vra¢anjem na funkciju wu:

Wy
U= —2u—.
w
Eksplicitno napisano,

Udant) =( [ A exp(=F (.. 0/ 20)))

<
: IR
([ et ram/eua)

gde je

1 Yy

F(z,y,t) = —(z —y)? —I—/ a(z)dz.

2t 0
Direktnim uvrstavanjem se proverava da je U.(z,t) glatko klasi¢no
resenje polazne jednacine u poluravni R x (0,00) koje pocetni uslov
zadovoljava u slabom smislu.

Princip maksimuma daje ocenu

|Uel| oo Rx(0,00)) < || Ae|| Lo (R)-
Ova ocena nam pokazuje da U, ima ocene nasledene od A..

Da bi pokazali da U. € &y, potrebno je dokazati ocene za sve
izvode funkcije U.. To je relativnho dug, ali jednostavan postupak koji
se svodi na diferenciranje eksplicitne formule (64) po x. Ocene izvoda
po t, kao i mesSovitih izvoda se dobijaju koris¢enjem same jednacine. [

Sledeca teorema daje jedinstvenost uopstenog resenja date PDJ,
ali je ne¢emo dokazivati. Dokaz se moze naé¢i u [16]. Preporuc¢ujemo
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ovu knjigu posebno onima koji zele da vide kako se teorija uopstenih
funkcija koristi u teoriji PDJ.

TEOREMA 24. Neka je p pozitivan broj ili pozitivan uwopsten broj.
Za svako T > 0 postoji najvise jedno resenje U € G4(R x [0,T7])
problema (63) tako da je vaZi jedno od tvrdenja
(a) U, je logaritamskog tipa
(b) U, > 0.

Ako je p realan pozitivan broj, takode postoji najvise jedno resenje
ogranicenog tipa.

Sledeca posledica pokazuje konzistenciju prilaza pomoc¢u uopstenih
funkcija i metoda isc¢ezavajucée viskoznosti.

PosLEDICA 3. Neka je pp = 0, a € L¥(R), A = 1(a) € G,(R).
Tada je uopsteno resenje U za (63) asocirano sa klasiénim, dozvoljenim
resenjem bezviskozne Burgersove jednacine.

7. Nekonzervativni sistemi

Posmatrajmo sada nekonzervativan sistem
Ovu + g(u)0zu = 0,
u(z,0) = a(z),

gde je u(x,t) = (up(x,t),...,un(z, 1)), (z,t) € R?, glatka vektorska
funkcija, a g je glatka matri¢na funkcija.

Vecina teksta koji sledi je iz knjige [16].

Ovde ¢emo razmotriti tri interpretacije nekonzervativnog sistema
(65): resenja u smislu stroge jednakosti u G,(R x [0,00)), u smislu
asociranosti u G,(R x [0, 00]) i koristenjem usrednjenja (videti knjigu
[11], a ideja je bazirana na radu (]20]).

Ima samo nekoliko rezultata za proizvoljni pocetni uslov u bilo
kojem od ova tri smisla. Kao i u slucaju za konzervativne sisteme,
moze se pokazati da ne mozemo naci resenja od (65) u obliku udarnih
talasa u smislu stroge jednakosti uopstenih funkcija.

Bavi¢emo se samo Rimanovim problemom, koji je bitan jer se moze
prosiriti na slucaj sa opstijim pocetnim uslovom (videti [1, 3, 18] za
ovakvo prosirenje na $iru klasu pocetnih uslova).

Uvescemo sada koncept resenja u kome koristimo usrednjenje ([11]).
Pod funkcijom ogranicene varijacije, v € BV,.(R?), podrazumevamo
lokalno integrabilnu funkciju ¢iji su prvi parcijalni izvodi mere. Neka je
v € L®(R?*)NBV,.(R?). Definisimo prose¢nu verziju §(v) superpozicije
funkcija ¢ i v na takav nacin da je g(v) = g(v) skoro svuda u odnosu
na Lebegovu meru, ali je g(v) merljiva i lokalno integrabilna u odnosu

(65)
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na mere d,w i dyw za svako w € BV,.(R?). Tako, mozemo ¢(v)d,w
interpretirati kao §(v)0d,w, pa ¢e vektorsko resenje od (65) biti element
od L>(R?*) NBV,.(R*) N C([0, ) : D'(R)) koje zadovoljava jednacinu
Ou~+ g(u)0yu =0
u smislu mera.
g(v) ¢emo ovako definisati za specijalne slucajeve:
e Ako je v neprekidna funkcija, tada je g(v) = g(v).
e Ako su v i w funkcije sa skokom, to jest
v(x,t) = v+ (vg — v) H(z — ct),
w(z,t) =w + (wg — w)H(x — ct),
tada je
9(v)dpw(z,1)

=(wq — w;)d(x — ct) /0 g(ve + a(vg — vp))dav.

Oba ova slucaja se svode na obi¢nu superpoziciju u sluc¢aju konzervativnog
sistema, to jest, ako je g = f', tada je g(u)0,u = 0,(f(u)).
Videc¢emo kako ova definicija deluje na slede¢em jednostavnom pri-

meru koji ¢e imati skoro sve znacajne osobine ovog metoda.

U + UUy = O,

t (66)

O + UT, = Uyg.
Resenja ovog problema ¢emo traziti u obliku udarnih talasa Rimanovog
problema,

u(z,t) = u + (ug — w) H(x — ct)

(67)
o(z,t) =0+ (64 — o)) H(x — ct),

gde su ug, ugq, 07, 04 konstante, a H Hevisajdova funkcija. Prema prethodnoj
diskusiji, uo, je interpretirano kao

ﬁ%ZA(m+MW—me
(04— 07)d(x — ct)
=(uq +w)(0q — 01)0(z — ct) /2.

Kako je
0o (x,t) = —c(oqg — 07)0(z — ct),

Opo(x,t) = (ug — w)d(x — ct),
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iz. druge jednacine sistema (66) dobijamo
o(z,t) =—c(og — o1+ (ug + w)(oa — 1) /2
— (ua —w))d(z — ct) = 0,
sto znaci da je koeficijent ispred §(z — ct) jednak nuli. koristeéi isti
metod za prvu jednacinu sistema, dolazimo do Rankin-Igonoovih uslova
c(ug —wy) = (ug +w)(ug —w)/2 — (04 — 01),
(68)
C(O’d — O'l) = (ud + ul)(ad — O'l)/2 — (ud — ul).

Kada eliminiSsemo ¢ dobijamo
(O’d — 0'1)2 == (ud - ul)2. (69)

Za fiksirano (u;, 07) ovo odreduje par pravih u (ugq,04) ravni, koje
zovemo Igonoovim lokusom, kao Sto je bio slucaj za sisteme zakona
odrzanja (konzervativne sisteme). Njegov znacaj je u slede¢em: Problem
(66) ima resenje oblika (67) ako i samo ako (ug, 04) leze na jednoj od
datih pravih. Iz (68) vidimo da je ¢ = (ug+u;)/2 £ 1 u zavisnosti koju
smo pravu uzeli. Opsti Rimanov problem za date bilo koje (ug, 0y) i
(ug, 04) je resiv pomocéu superpozicije dva udarna talasa

w(z,t) = w + (U — w)H(x — c1t) + (ug — um) H(x — cat)
o(z,t) =01+ (0 — ) H(x — c1t) + (04 — o) H(z — cat).
Medustanje (ty,,0,,) je izabrano tako da (u,,0,,) lezi na Igonoovom

lokusu za (u;, 07) 1 (ug, 04), 1 tako da je ¢; < ¢3. Ovo je analogno veé
videnom kod konzervativnih sistema.

Sada ¢emo resavati sistem (66) u smislu uopstenih funkcija. Trazi-
¢emo resenja u obliku udarnih talasa u G4 (R2 ) koje ¢emo zvati uopstene
Hevisajdove funkcije.

DEFINICIIA 23. Y € G (R) je uopstena Hevisajdova funkcija ako
je ogranicenog tipa i ako svaki njen reprezent tackasto tezi ka klasi¢noj
Hevisajdovoj funkciji kada ¢ tezi nuli.

Trazimo resenje od (66), (U,X) € G,(R?%), u obliku

Uz, t) =w + (ug — w)Y (z — ct) -
Y(z,t) =0+ (04 — 00) Z(x — ct), (70)

gde su Y i Z uopstene Hevisajdove funkcije. U asociranom smislu,
sistem (66) postaje
U +UU, = %,
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Ako uzmemo da je Y = Z tada kao uslov za postojanje resenja oblika
(70) za sistem (71) dobijamo klasi¢ne uslove (68). U slucaju da su ove
dve funkcije razlicite, ne postoji obavezno resenje od (71) u trazenom
obliku. Ostavljamo ¢itaocu za vezbu da ovo pokaze.

Ako stavimo jednakost umesto asociranosti u prvoj jednaé¢ini u (71),
dobijamo sledeci sistem

U+UU, =%,

Y+ UL, =U,.
Postoji fizicki razlog zasto to radimo: Prvi red sistema (71) oznacava
fizicki princip odrzanja momenta:

Uy + (Uz)z = Y,
a drugi red je nastao prakti¢nim modeliranjem nekog procesa. Kako bi

zakon odrzanja momenta trebalo da vazi i za slaba reSenja, otuda znak
jednakosti u prvoj jednacini.

(72)

TEOREMA 25. Sistem jednacina (72) ima Igonoov lokus dat sa

1

(0q — 1) = (ug — ul)2<1 — E(ud — ul)2>.

Dokaz. Zamenjujuéi oblik resenja (70) u novi sistem (72), dobijamo
(—c+w)(ug — w)Y' + (ug — w)?YY' = (04 — o) Z’
(—c+w)(oqg—0)Z" + (ug —w)(og — )Y Z' = (uqg — w)Y".

Jednakost u prostoru uopstenih funkcija povlaci asociranost, i kako je

1 1 1
YY' = (—Y2> ~ oY~ =0 Y ~ 7
2 2 2
iz prve jednacine dobijamo slede¢i uslov za konstante, analogan Rankin-

Igonoovom uslovu:
(O’d—O'l)2 = (ud—ul)z(l — (ud—ul)2/12). (73)
S druge strane, kako imamo jednakost uopstenih funkcija, prvu

jedna¢inu mozemo integraliti po argumentu od Y i Z (taj argument
¢e biti x — ct, u stvari). Tako dobijamo Z izrazeno pomocéu Y:

Uqg — W
7 =

((—c +w)Y + %(ud - ul)Y2>. (74)

Oq — 0]
Sada je proizvod dve uopstene funkcije Y7’ koji se javlja u drugoj
jednacini sistema, odreden:
(O'd — O'l)YZ, = (—C + ul)(ud — ul)YY' + (ud — ul)2Y2Y,

~ (ug — uﬂ(%(—c + uy) + %(ud — ul))Y'.
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Ubacivanje ovog izraza u sistem (72) daje drugi uslov za brzinu udarnog
talasa:

1 1
(—etw)(oa = o) + (wa— w)* (5(—c+w) + 5wa—w)), (75)
koji je ocigledno razlicit od klasiénih Rankin-Igonoovih uslova (68).
kona¢no, mozemo eksplicitno izracunati i Igonoov lokus eliminacijom

ciz (75):

(00— 00 = (g — ) (1 - 1—12(ud ) O (76)
PRIMEDBA 11. Parovi (ug,04) koji ga zadovoljavaju sacinjavaju
daleko manji skup od klasi¢nog Igonoovog lokusa. Taj skup je kompaktan,
Sto dodatno otezava resavanje opsteg Rimanovog problema — javlja se
problem “velikih pocetnih uslova”, tj. kada postoji velika razlika medu
levim i desnim stanjima pocetnog uslova.

Ovaj primer pokazuje opstu sliku koja se javlja u interpretaciji
sistema uopstenim funkcijama: Uslovi analogni Igonoovim, koje dobijamo,

zavise od koncepta resenja koji koristimo (stroga jednakost ili asociranost)
i od upotrebe razli¢itih uopstenih Hevisajdovih funkcija.

Povezimo sada metod usrednjenja i metod uopstenih funkcija.
Neka su ug, u; € R? i ¢ je realni broj. Definigimo
us(x,t) = w + (uqg — w) H.(z — ct),

gde je H. reprezent jedne uopstene Hevisajdove funkcije. Tada vazi
sledeca propozicija za g iz (65).

ProprozIiClIA 4. Sa prethodnim definicijama, imamo u distributivnom
smislu

1
lir%g(ue)amu6 :/ g(ur + a(ug — wp))da(ug — ) (x — ct)
E— 0

=g(u)0zu

(77)

Dokaz. Neka je ¢ € D(R?). Definisimo

13
G(§) = /0 g(uy + a(ug — up))dey,
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tako da je G/(€) = g(us + £(ug — ur)). Sada racunamo
lim / / w+ (g — ) Ho (2 — b)) (g — w) H' (z — ct)ib(z, £)dadt
~ lim / / 9, G(H. (1 — ct))(ua — ur)tb(a, )dardt
~ — lim / / (2 — b)) (g — ) A a, £) et

// H(x — ct)(ug — uy)0p¢(z, t)dadt
Vug — wp)o(x — ct), (z,t)).
Ovde smo koristili ¢injenicu da G(H.(z — ct)) konvergira ka G(1) za
x>ctikaG0)=0zaz <ct. O
Ova propozicija kaze da su resenja sistema
U +¢g(U)0,U =0 (78)
asocirana resenjima sistema
Oru + g(u)Oyu =0

i zadovoljavaju isti Rankin-Igonoov uslov

c(ug —wy) = /0 g(us + a(ug — wp))da(ug — uyp).

Kao ilustraciju ¢emo posmatrati jednostavan nekonzervativni sistem:
U + uuy, =0
oy +uoy, =0 (79)
Up=o = @, OyUp—o = b.

Ovaj sistem se moze resavati metodom nestajuce viskoznosti, kao i up-
roS¢éenu Burgersova (Hofovu) jednaéinu, to jest, resavacemo sistem

Up + Uy = [(Ugy
oy +uo, =0 (80)

Ujt=0 = Q, amu\tzo =b.

ProroziclJA 5. Neka je p uopsten pozitivan broj, T > 01 A, B €
Gy(R).
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(a) Ako je A’ > 0 (resp. A" i A?/u su logaritamskog tipa), tada problem
U +UU, = pUy,
S+ U, =0 (81)
U\t:O = A7 E\tzo =B
ima resenje (U, 2) € (G4(Rx[0,71))? i 0, U > 0 (resp. 0,U je logaritamskog
tipa).
(blj )Postoji najvise jedno resenje (U, %) € (G4(R x [0,71))? za koje je
0,;U > 0 ili je 0,U logaritamskog tipa.
Uzmimo sada da su pocetni uslovi Rimanovi:
a(z) = w + (ug —w)H(x)
b(z) =0+ (04 — o) H ().
ProprozicuiA 6. Neka je (u,,0,) resenje od (80) uz pocetni uslov
(82) za pozitivno p. Tada niz (u,, 0,) slabo konvergira ka resenju (u, o)
od (79) uz isti pocetni uslov kada p — 0, gde

(a) Za u; > ug (u,0) je udarni talas (67) sa brzinom ¢ = (ug + w;)/2.
(b) Za w < ug, (u,0) je meSovit razredujuce-udarni talas

(82)

u, < ut
u(z, t) =< z/t, wt <z <ugt
Ug, Ugt < x,
o(z,t) =01+ (64 — o)) H(x — ct),
gde je ¢ = (ug — uy) /2.

Za dokaze ove dve propozicije koristimo Teoremu 23.
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