
XI vežbe
1) Ako dve krive drugog reda imaju tri zajedničke tačke, onda one ili imaju i četvrtu zajedničku tačku ili u jednoj od navedene tri imaju zajedničku tangentu.

Rešenje. Neka u zajedničkim tačkama 
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 nemaju zajedničke tangente. Ako nema više zajedničkih tačaka osim tačke 
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 dokazaćemo da tada ove dve krive u tački 
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 imaju zajedničku tangentu.
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Neka su 
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 tangente na krivu 
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 u tačkama 
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 tangente na krivu 
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 u tim istim tačkama. Neka se 
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 seku u tački 
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 u tački 
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Kako su tačke 
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 polovi prave 
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 u odnosu na polaritete koji definišu krive 
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, prava 
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 je konjugovana sa pravom 
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 u odnosu na oba polariteta. Neka prava 
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 se;e prave 
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 u tačkama  
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 redom. Prema poznatoj teoremi, tačke 
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 su onda konjugovane u odnosu na oba polariteta.
Neka prava 
[image: image24.wmf](,)
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 seče krivu 
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 u tački 
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. Tada je potpuni četvorotemenik 
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 upisan u krivu 
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 je jedna njegova dijagonalna tačka.  Četvorotemenik ima još dve dijagonalne tačke i svaka od njih je prema poznatoj teoremi (dijagonalni trotemenik potpunog četvorotemenika upisanog u krivu drugog reda je autopolaran) konjugovana sa tačkom 
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 Jedna od njih pripada pravoj 
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 pa to onda mora biti upravo tačka 
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 Dakle, 
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 je takođe dijagonalna tačka ovog četvorotemenika i, dakle, tačke 
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 moraju biti kolinearne.
Neka prava 
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 seče krivu 
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 u tački 
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 Možemo ponoviti prethodna razmatranja na slučaj krive 
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 i četvorotemenik 
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 odatle sledi da su tačke 
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 kolinearne. Znači, biće 
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 kolinearne i 
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 kolinearne. Ako su tačke 
[image: image42.wmf] i 

DE

 međusobno različite, važiće da je 
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 odnosno 
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 kolinearne i 
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 što nije moguće. Dakle, važiće 
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Dakle, ili je 
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 (odnosno 
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 četvrta zajednička tačka za ove dve krive, ili, ako ih ima samo tri, onda je 
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 Ako je 
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 onda je 
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Dokazali smo da su tačke 
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 kolinearne ukoliko ne postoji četvrta zajednička tačka za ove dve krive.

Sada, pošto je ovo dokazano, posmatrajmo tačku 
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 takvu da važi 
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 su međusobno konjugovane u odnosu na oba polariteta. Pol prave 
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 pripada pravoj 
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 i obrnuto. Pol prave 
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 mora, dakle, biti konjugovan sa tačkom 
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 Dakle, pol prave 
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 i odnosu na oba polariteta je upravo tačka 
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 Ako je 
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 sečica krivih 
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 za svaku od ovih krivih tangente u tim presečnim tačkama prolaze upravo kroz tačku 
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 Pošto je 
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pCN

 jednoznačno određena, ona je, dakle, tangenta na svaku od ove dve krive u tački 
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 Ovo dokazuje tvrdnju.

Može li ova teorema da se dokaže primenom Paskalove teoreme?
2) Data je kriva drugog reda 
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 i na njoj tačke 
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 Konstruisati tačke 
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 te krive takve da važi 
[image: image70.wmf](,;,) i (,;,).

HPQABHPQCD


Rešenje. Harmonijska četvorka tačaka na krivoj drugog reda je uvedena posredstvom pramena pravih koji je sa tom krivom perspektivan. Za ovakvu vrstu konstrukcije, ovakva definicija harmonijske četvorke uopšte nije praktična. Međutim, dokazana je teorema : 
[image: image71.wmf](,;,)(,) konjugovana sa (,).
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 Sada je ova konstrukcija jednostavna: konstruišemo polove pravih 
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 i odredimo preseke prave koja je određena ovim polovima sa krivom. Ti preseci biće tražene tačke 
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3) U ravni su date četiri tačke 
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 od kojih nikoje tri nisu kolinerne i prava 
[image: image75.wmf]p

 koja nije incidentna ni sa jednom od njih. Dokazati da postoje najviše dve krive drugog reda koje sadrže četiri date tačke i dodiruju datu pravu.
Rešenje.  Ovaj zadatak se rešava primenom treće Dezargove teoreme. Dakle, proizvoljna kriva koja prolazi kroz date četiri nekolinearne tačke seče datu pravu u paru tačaka jedne iste involucije i to upravo one koja je na toj pravoj indukovana datim četvorotemenikom (u smislu druge Dezargove teoreme). Ako neka od tih krivih datu pravu dodiruje, ona je dodiruje u dvojnoj tački te involucije. Kako svaka involucija ima najviše dve dvojne tačke, onda postoje najviše dve takve krive drugog reda.
4) Prave određene parovima odgovarajućih tačaka projektivnog preslikavanja krive drugog reda na samu sebe određuju krivu druge klase. Dokazati.
Rešenje. 
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Neka je 
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 projektivno preslikavanje krive 
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 na samu sebe:
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Obeležimo sa 
[image: image80.wmf]P

 tačku preseka pravih 
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 a sa 
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 tačku preseka pravih 
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 prava 
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 je osa projektivnog preslikavanja 
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Neka 
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 seče pravu 
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 u tački 
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, a pravu 
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 Iz potpunog četrvorotemenika 
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 sledi da je par 
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 par konjugovanih tačaka. Iz potpunog četvorotemenika 
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 sledi da je par 
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 par konjugovanih tačaka. Neka sada tačka 
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 opisuje krivu drugog reda 
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 Ako sa 
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 obeležimo osu projektivnog preslikavanja krive na samu sebe, važiće
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Zažto važe ove projektivnosti? Za razne pozicije tačke 
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, tačka 
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 je uvek jednoznačno određena činjenicom da su prave 
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konkurentne. Prema tome,
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, a važi i 
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je ona tačka na osi 
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 koja je konjugovana tački 
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 je ona tačka na osi 
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 koja je konjugovana tački 
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 Osim toga,
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 što dokazuje tvrdnju.

5) U datu krivu drugog reda upisati trotemenik tako da su njegove strane redom incidentne sa tri unapred date tačke u ravni te krive drugog reda.

Rešenje.
[image: image112.wmf]Tri unapred date tačke u ravni krive drugog reda određuju tri involucije na toj krivoj. Ako pođemo od proizvoljne tačke koja pripada toj krivoj i vučemo tetive kroz date tačke, dobićemo rešenje ako se kontura zatvori u trotemenik. Međutim, zatvorila se kontura ili ne, ono što dobijamo kao rezultat povlačenja ovih tetiva biće primena proizvoda triju involucija čiji su centri tri date tačke na polaznu tačku. Proizvod triju involucija na krivoj drugog reda jeste projektivno preslikavanje te krive na samu sebe. Da bi se kontura zatvorila, potrebno je da se polazna tačka preslika na samu sebe. Dakle, potrebno je naći dvojne tačke projektivnog preslikavanja koje je proizvod ovih triju involucija krive drugog reda na samu sebe.
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