
VIII vežbe
1) Ispitati na koji način se nalaze dvojne tačke u analitičkom izrazu za kolineaciju u homogenim koordinatama.

Rešenje. Homogene koordinate nisu jednoznačne. Ako tačku u homogenim koordinatama predstavimo kao vektor-kolonu, onda vektor-kolone 
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 predstavljaju istu tačku. Jedna tačka može da bude reprezentovana i jednom i drugom vektor-kolonom. 
Kolineacija je u homogenim koordinatama reprezentovana vektorskom jednačinom 
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 gde je 
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vektor kolona. Kada u ovom obliku potražimo dvojne tačke kolineacije, to će biti jednačina 
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 što znači da su dvojne tačke kolineacije zapravo karakteristični vektori matrice koja određuje kolineaciju.
2) Dokazati da svaka kolineacija ima najmanje jednu, a najviše tri nekolinearne dvojne tačke. 

Rešenje. Iz teoreme o načinu zadavanja kolineacije, sledi da kolinecija ne može imati više od tri nekolinearne dvojne tačke, jer bi u suprotnom temena nekog potpunog četvorotemenika bila dvojne tačke za tu kolineaciju i ona bi bila identično preslikavanje. To da uvek mora postojati bar jedna dvojna tačka, ne može se dokazati sintetički i uopšte nije očigledno. Za ovu činjenicu ćemo dati analitički dokaz, koji će bito očigledan i jednostavan.
Dvojne tačke kolinearnog preslikavanja nalazimo kao karakteristične vektore matrice koja određuje jednačinu. Da bismo odredili karakteristične vektore neke linearnetransformacije, najpre određujemo karakteristične korene njene matrice. Naime, da bi jednačina 
[image: image5.wmf]AXX

l

=

 imala rešenje po 
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, mora i matrična jednačina 
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 da ima rešenje po 
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 smo označili jediničnu matricu i pomenute dve jednačine su ekvivalentne. Kako vektor-kolona koja se sastoji od samih nula ne predstavlja nijednu projektivnu tačku, tražimo netrivijalno rečenje jednačine 
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. Ono postoji ako i samo ako važi 
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 Ovo je karakteritična jednačina matrice 
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 Odgovarajuće 
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 je karakteristični koren matrice 
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 Za nađeno 
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 tada rešavamo sistem i nalazimo odgovarajuće 
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 pri čemu je to rešenje određeno do na faktor homogenosti. Za svaki različit karakteristični koren, postoji ogovarajući karakteristični vektor. Za višestruka rešenja karakteristične jednačine postoje invarijantni potprostori.
Dakle, da bismo dokazali da svaka kolineacija ima bar jednu dvojnu tačku, dovoljno je da pokažemo da njena karakteristična jednačina ima bar jedno realno rešenje. Zaista, matrica kolineacije je regularna 
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 matrica. Njena karakeristična jednačina je jednačina trećeg sepena, a ona ima bar jedno realno rešenje.

3) Naći analitički izraz homologije čija je osa prava 
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 Odrediti koordinate centra ove homologije.
4) Naći analitički izraz harmonijske homologije sa osom 
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 čiji je centar tačka 
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Rešenje. Za gornja dva zadatka, daćemo zajedničko rešenje dokle god je to moguće. Očigledno je da se oni u dobroj meri rešavaju na isti način.

Ako je prava 
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 osa homologije, tada su tačke 
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 dvojne. Kako je kod homologije preslikavanje tačaka dato matricom 
[image: image23.wmf]111213

212223

313233

,

aaa

Aaaa

aaa

éù

êú

=

êú

êú

ëû

 ako se ima u vidu homogenost koodinata, to znači
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Sada se lako može videti da, pošto je proizvoljna tačka sa prave 
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 “linearna kombinacija” tačaka 
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 onda je i svaka takva tačka dvojna u odnosu na ovu homologiju. Sada naša homologija funkcioniše na sledeći način
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Ako rečavamo prvi od ova dva zadatka, onda tražimo dvojnu tačku kod koje je 
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 To znači da tražena dvojna tačka predstavlja rešenje sistema 
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odnosno
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Kao i uvek kada se traže dvojne tačke kolineacije, sistem linearnih jednačina je neodređen. Kada se još ima u vidu nejednoznačnost homogenih koordinata, za prvi od dva gornja zadatka dobija se rešenje za koordinate centra homologije
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 Druga mogućnost je da ova homologija bude elacija. Tada se njen centar dobija u preseku ose 
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 i prave koju određuje par odgovarajućih taćaka. Dobro je odabati tačku 
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 i njenu sliku.
Za drugi od dva gornja zadatka, budući da centar homologije treba da bude tačka 
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 važiće 
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 Osim toga, homologija treba da bude harmonijska, a to je zadovoljeno ako i samo ako je ona involutorna. To znači da kvadrat martice koja određuje jednačine za preslikavanje tačaka trba da bude jednak jediničnoj matrici:
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Odavde dobijamo  
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. Naravno, isključeno je da sva ova tri parametra budu 1, jer bi ovo tada bila identična kolineacija. Tada za svaki od ovih parametara postoje dve mogućnosti, 1 ili -1, što ukupno čini 7 kombinacija. Ispitivanjem dvorazmere, dobija se 
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5) Dokazati analitički da dijagonalne tačke potpunog četvorotemenika nisu kolinearne.

Rešenje. Pošto reper uvek možemo da biramo po želji, odaberimo četiri tačke 
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 da budu temena navedenog potpunog četvorotemenika. Pošto su koordinate homogene, možemo da odredimo koordinate strana ovog potpunog četvorotemenika i koordinate njihovih presečnih tačaka. Neka su koordinate dijagonalnih tačaka 
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 Treba pokazati da važi 
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6) Odrediti jednačine kolineacije koja zamenjuje mesta tačkama
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Rešenje.  Ovaj zadatak ćemo rešiti klasičnom metodom, kako bismo je bolje ilustrovali (nećemo koristiti involutivnost i harmonijsku homologiju).
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Neka podvučena slova istovremeno predstavljaju i oznake sistema jednačina. Tada sabiranjem raznih sistema dobijamo
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Sada, ako vratimo dobijene rezultate u 
[image: image52.wmf]A

, dobićemo da važi: 
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 pa su jednačine ove kolineacije
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ili, što je potpuno isto, 
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7) Odrediti dvojne tačke i njima odgovarajuće prave korelacije 
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 koja je zadata jednačinama
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Rešenje.  Dvojne tačke korelacije su one tačke za koje važi 
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 Dvojne prave korelacije su one prave za koje važi 
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Odaberimo dve tačke sa prave 
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Važi      
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 To su prave. Njihova zajednička tačka ima koordinate 
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Znači, korelacijom 
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, prava sa koordinatama 
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 Za dvojne tačke korelacije, važi 
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 Neka su koordinate tačke 
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 Tada njena slika ima koordinate 
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 Primenimo na ovaj rezultt korelaciju 
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 Ovo je neodređeni sistem jednačina sa jednim stepenom slobode. Rešenje sistema je 
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 je proizvoljno. Prema tome, možemo da stavimo 
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 i jedina dvojna tačka ovog polariteta je 
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 Njoj odgovarajuća prava je prava sa istim koordinatama i one nisu međusobno incidentne.

8) Dokazati, koristeći projektivne koordinate, da je korelacija koja temena nekog trotemenika preslikava na njima naspramne strane, polaritet.
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