
XV vežbe
1) Data je kriva drugog reda 
[image: image1.wmf]k

 i dve njene utvrđene tangente, koje promenljiva tangenta seče u tačkama 
[image: image2.wmf] i 
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. Neka je 
[image: image3.wmf]S

 središte duži 
[image: image4.wmf].
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Odrediti skup tačaka 
[image: image5.wmf].
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 Da li neka od tačaka krive 
[image: image6.wmf]k

 pripada tom skupu?

Rešenje.

[image: image7.png]



Neka su 
[image: image8.wmf] i 
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 te fiksne tangente i neka se one seku u tački 
[image: image9.wmf].
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Prema dualnoj obrnutoj Štajnerovoj teoremi, važi
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a u konkretnom slučaju, to projektivno preslikavanje može da se realizuje ovako:
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aApTbB

p

¥¥

ÙÙ


Jedna tačka traženog geometrijskog mesta je 
[image: image12.wmf],
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 za koju važi 
[image: image13.wmf](,;,).

HABTS

¥

 Osa gornjeg projektivnog preslikavanja 
[image: image14.wmf]p

 je 
[image: image15.wmf](,),

pRQ

 gde su 
[image: image16.wmf] i 
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tačke dodira tangenata 
[image: image17.wmf] i 
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 sa krivom:
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što znači da geometrijskom mestu pripadaju i tačke 
[image: image19.wmf] i ,
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 koje su određene na sledeći način: 
[image: image20.wmf](,;,) i (,;,).
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 Sada imamo tri tačke traženog geometrijskog mesta. Na apsolutnoj pravoj, postoji i četvrta tačka harmonijske grupe, 
[image: image21.wmf](,;,).
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 Posmatrajmo preslikavanje
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Ovo preslikavanje je projektivno. Pitanje je da li je ono i perspektivno. Zaista, preseci homologih elemenata pripadaju istoj pravoj 
[image: image23.wmf].
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 Prema tome, traženo geometrijsko mesto je unija pravih 
[image: image24.wmf](,) i .
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2) Jedna dijagonala paralelograma je tetiva hiperbole, a njegove strane su paralelne njenim asimptotama. Dokazati da druga dijagonala tog paralelograma prolazi kroz centar hiperbole.
Rešenje. Prvo treba videti kako ova situacija izgleda kada se posmatra u projektivnoj ravni.
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[image: image26.wmf]
Sa projektivnog stanovišta, prave 
[image: image27.wmf](,) i (,),
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 koje su ovde naspramne stranice paralelograma, imaju zajedničku apsolutnu tačku 
[image: image28.wmf],
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 a drugi par naspramnih strana tog četvorotemenika, 
[image: image29.wmf](,) i (,)
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 seku se u apsolutnoj tački 
[image: image30.wmf]B
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. Ove dve apsolutne tačke istovremeno pripadaju i ovoj hiperboli, a navedena dijagonala koja je tetiva hiperbole je 
[image: image31.wmf](,),
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 odnosno, tačke 
[image: image32.wmf] i 
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 pripadaju navedenoj krivoj drugog reda. Tada je potpuni četvorotemenik 
[image: image33.wmf]ACBA
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 upisan u krivu drugog reda, pa je njegov dijagonalni trotemenik autopolaran. Dakle, druga dijagonala paralelograma, 
[image: image34.wmf](,)
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i apsolutna prava su između sebe konjugovane u odnosu na posmatranu krivu, jer su 
[image: image35.wmf] i 
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 dve dijagonalne tačke ovog potpunog četvorotemenika, a treća mora da pripada apsolutnoj pravoj. Pošto su ove dve prave međusobno konjugovane, to znači da 
[image: image36.wmf](,)
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 sadrži pol apsolutne prave, a to je centar hiperbole.
4) Odrediti geometrijsko mesto središta tetiva elipse čiji polovi pripadaju datoj pravoj 
[image: image37.wmf].

p


Rešenje. Da bi ovaj zahtev uvek imao smisla, prava 
[image: image38.wmf]p

 treba da bude spoljašnja prava za elipsu; tada sve tetive prolaze kroz pol 
[image: image39.wmf]P

 prave 
[image: image40.wmf],
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 koji je unutrašnja tačka za elipsu.Tada, zapravo, treba odrediti geometrijsko mesto središta tetiva elipse koje prolaze kroz njenu unutrašnju tačku 
[image: image41.wmf].
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Kako je kriva elipsa, postoji još jedna prava afine ravni koja je u odnosu na krivu u identičnoj poziciji kao prava 
[image: image42.wmf]p
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 to je apsolutna prava 
[image: image43.wmf].
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 Ona je takođe spoljašnja prava za ovu krivu drugog reda, a njen pol (tačka 
[image: image44.wmf]O

 koja je centar elipse) je unutrašnja tačka.

U afinoj ravni važi teorema: Dijametar krive drugog reda polovi one njene tetive koje su paralelne njemu konjugovanom dijametru. Na primeni ove teoreme se zasniva rešenje ovog zadatka.
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Na slici su prikazani svi objekti koji se pominju u zadatku. Isprekidane linije su korišćene za konstrukciju polova datih pravih. Par tačaka 
[image: image46.wmf],
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 na apsolutnoj pravoj je jedan par konjugovanih tačaka na toj pravoj. Tada važi
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što je involucija konjugovanih tačaka na apsolutnoj pravoj. Projektovanjem leve strane iz 
[image: image48.wmf],

P

 a desne iz 
[image: image49.wmf]O

, dobijamo da važi



[image: image50.wmf]((,),...)((,),...),

PpPLOpOL

¥¥

¢

Ù


odnosno, prema teoremi koju smo naveli 
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gde je 
[image: image52.wmf]S

 središte tetive elipse koja prolazi kroz 
[image: image53.wmf]P

 i čija je apsolutna tačka 
[image: image54.wmf].

L

¥

 Dakle, prema obrnutoj Štajnerovoj teoremi, geometrijsko mesto središta navedenih tetiva je kriva drugog reda koja prolazi kroz tačke 
[image: image55.wmf] i .
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