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1) Na pravoj 
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 Dokazati da je u involuciji 
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 jedan par dvostruko odgovarajućih tačaka.
Rešenje. Prebacićemo sve ove objekte sa prave na krivu drugog reda koja se nalazi u istoj ravni, perspektivnom korespondencijom. Tačka koju dobijemo ovakvom korespondencijom od tačke npr. 
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 biće obeležena sa 
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 i pripadaće pomoćnoj krivoj drugog reda.

Iz pretpostavki u zadatku, sledi
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odakle sledi da je 
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 pol prave 
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. Tačka 
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 je centar pomatrane involucije na krivoj drugog reda. Posmatrajmo sada četvorotemenik 
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. On je upisan u pomoćnu krivu drugog reda. Dve od njegovih dijagonalnih tačaka su 
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, dakle, one su konjugovane. To znači da je tačka 
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 incidentna sa pravom 
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, odnosno, tačke 
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 su međusobno ogovarajuće u involuciji sa centrom u tački 
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Sada inverznom perspektivnom korespondencijom sve ove tačke prenesemo nazad na pravu. Prema principima Štajnerove konstrukcije, ako su 
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MN

 odgovarale jedna drugoj u involuciji na krivoj, njihove slike 
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 će odgovarati jedna drugo u odgovarajućoj involuciji na pravoj.
2) Neka je 
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 paralelogram. Par njegovih naspramnih strana koje se ne seku u njegovim temenima su njegove dijagonale. Dokazati

    a) dijagonale paralelograma se polove

    b) prava koja spaja središta naspramnih stranica prolazi kroz presek dijagonala i paralelna je drugom paru naspramnih stranica paralelograma.
Rešenje.  Ovde koristimo reč «stranica», što znači da smo uključili u korišćenje pojam duži, pošto je ovde u pitanju afina geometrija. 

Sve što je navedeno u zadatku je zapravo tvrdnja vokabularnog tipa. Osobin o kojima je reč dokazane su kao zadaci kada je obrađivan potpuni četvorotemenik. Odrednice u vokabularu su: paralelogram, središte duži, paralelne prave.

3) Prava određena temenom trougla i središtem naspramne stranice je težišna linija trougla. Dokazati da su težišne linije trougla konkurentne.

Rešenje. Važi
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gde su 
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 središta stranica trougla, a 
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 apsolutne prave njihovih nosača. Pretpostavimo da se dve od težišnih linija seku i dokažimo da treća težišna linija takođe prolazi kroz tu tačku preseka. Neka važi 
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 Uočimo persprektivno preslikavanje prave 
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, pri kome je centar perspektive tačka 
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 Tom prilikom, tačka 
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 se preslikava sama na sebe kao zajednički element, tačka 
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 se preslikava na tačku 
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 jer su tačke 
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 kolinearne i tačka 
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 se preslikava na tačku 
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 jer je ovo afino preslikavanje i jer su i ove tri tačke kolinearne. Neka se tačka 
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 preslikava na tačku 
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 Tada važi
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Odatle sledi
[image: image40.wmf]11

()

BA

p

º

, pa  su tačke 
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 kolinearne. Ovo dovodi do sporednog rezultata
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 Posmatajmo sada potpuni četvorotemenik 
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 Odredimo njegove dijagonalne tačke: 
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Pošto su 
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 dijagonalne tačke ovog potpunog četvorotemenika, on na pravoj određenoj ovim dijagonalnim tačkama definiše harmonijsku četvorku. Preostali par naspramnih strana ovog potpunog četvorotemenika seče pravu 
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 u trećoj i četvrtoj tački harmonijske grupe. Kako je 
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 (onaj sporedni rezultat!) i kako važi 
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 kolinearne, što je i trebalo dokazati.
4) Odrediti jednačine homologije sa osom 
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Rešenje.  Pri ovoj homologiji, dvojne su tačke 
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i, što se nikako ne sme zanemariti ili shvatiti kao prosta «linearna kombinacija» prethodnih dveju tačaka, tačka sa koordinatama 
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 Za ove dvojne tačke, u homogenim koordinatama dobijamo jednačine
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Odavde dobijamo da važi 
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 Prema tome, jednačine ove homologije glase
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pri čemu, da bi ovo preslikavanje bilo regularno, mora da važi 
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 Još treba odrediti koordinate centra ove homologije. Centar je dvojna tačka van ose, ako ova homologija nije elacija. Tada važi
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odakle sledi 
[image: image59.wmf]33

a

k

=

 i centar je tačka sa koordinatama 
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5) Odrediti jednačine proizvoljne afine transformacije.

Rešenje. Proizvoljna projektivna kolineacija je zadata jednačinama


[image: image61.wmf]1111122133

2211222233

3311322333

xaxaxax

xaxaxax

xaxaxax

¢

=++

¢

=++

¢

=++


Kako je afina ravan određena kao projektivna ravan iz koje su isključene sve tačke kod kojih je treća koordinata jednaka nuli, smatraćemo da za sve afine tačke važi 
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 Tada se gornji sistem jednačina svodi na 
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Treća jednačina (za treću koordinatu) ovde nije napisana, ali se svodi na 
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 Ona je tu virtuelno prisutna. Tada se uslov regularnosti svodi na 
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6) Odrediti jednačine
    a) homotetije

    b) centralne simetrije

    c) translacije.

Rešenje. Navedene transformacije su karakteristične za afinu ravan. Sve su one prikazane u projektivnoj ravni kao homologije sa osom 
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 pa ćemo njihove jednačine dobiti korišćenjem rešenja prethodnih dvaju zadataka. 

a) Pošto je homotetija homologija u užem smislu, njene jednačine su 
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a koordinate njenog centra su 
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b) centralna simetrija je harmonijska homologija čija je osa prava 
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 tako da ćemo specifikaciju njenih jednačina sastaviti na osnovu njene involutivnosti. Na osnovu prethodna dva zadatka sledi da se kvadrat posmatrane transformacije ponaša na sledeći način
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Ovo je zadovoljeno ako važi 
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dok su koordinate centra 
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c) Translacija je elacija čija je osa 
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 Pošto je centar ove homologije apsolutna tačka, prema zadatku 4) moraće da bude 
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 pa su jednačine translacije
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