
VII vežbe
1) Odrediti koeficijente u analitičkom izrazu projektivnog preslikavanja prave ne samu sebe tako da to preslikavanje bude involucija.

Rešenje. Involucija je projektivno preslikavanje jednodimenzione mnogostrukosti (u ovom slučaju prave) na samu sebe takvo da je njegov kvadrat identično preslikavanje. Dakle, važi
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Da bi ovo bilo zadovoljeno, moraju slobodni član brojioca i koeficijent uz linearni član imenioca da budu jednaki nuli. Vidimo da to važi ako je zadovoljeno 
[image: image2.wmf].
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 Osim toga, tada je zadovoljeno i da je koeficijent uz linearni član brojioca jednak slobodnom članu imenioca, pa je jednakost zadovoljena.

2) Odrediti analitički uslov da data involucija bude 

a) eliptična

b) hiperbolična.

Rešenje. Kako je analitički izraz za involuciju dat sa 
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 njene dvojne tačke su opisane jednačinom 
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 Broj rešenja ove kvadratne jednačine zavisi od vrednosti njene diskriminante.
Ovde bi imalo smisla analitički dokazati da involucija ne može biti parabolično preslikavanje. Ako je diskriminanta ove kvadratne jednačine jednaka nuli, onda je 
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 Ali to je upravo suprotno uslovu nedegenerisanosti projektivnog preslikavanja 
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, u slučaju kada je to projektivno preslikavanje involucija. Dakle, ova diskriminanta ne može da bude jednaka nuli ako je projektivno preslikavanje parabolično.

3) Dokazati da je dvorazmera četvorke tačaka invarijanta projektivnog preslikavanja jednodimenzionih mnogostrukosti.

Rešenje.  Dvorazmera četvorke tačaka 
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 je broj 
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 Treba dokazati 
[image: image9.wmf]1313

1414

2324

2324

::,

mmmm

mmmm

mmmm

mmmm

¢¢

¢¢

--

--

=

--

¢¢¢¢

--

 gde je 
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 To se dokazuje vrlo jednostavno računski, jedino su izrazi veliki.
4) Dokazati analitički da je par dvojnih tačaka hiperbolične involucije  harmonijski konjugovan sa svakim parom dvostruko odgovarajućih tačaka te involucije.

Rešenje.  Par dvojnih tačaka hiperbolične involucije ima koordinate 
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 Par dvostruko odgovarajućih tačaka je određen koordinatama 
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 Treba pokazati da je dvorazmera te četvorke tačaka 
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5) Dokazati analitički da se svako projektivno preslikavanje jednodimenzione mnogostrukosti može prikazati kao proizvod dveju involucija.

Rešenje. Ovu činjenicu smo već dokazali sintetički. Sada ćemo je dokazati i analitički. Jednačina kojim je dato opšte projektivno preslikavanje je 
[image: image15.wmf].

xb

x

cxd

+

¢

=

+

 Četiri koeficijenta kojima je određen analitički izraz projektivnog preslikavanja određeni su do na konstantu, zbog deljenja. Radi jednostavnosti, biramo 
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 Analitički izrazi dveju involucija, iz istih razloga, biće 
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 a njihova kompozicija je 
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 Ovo poslednje preslikavanje treba da bude naše dato projektivno preslikavanje.
Upoređivanjem, dobijamo jednačinu 
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 iz koje slede dve mogućnosti
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Uvek je moguće naći ovakve vrednosti 
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, ako su unaped date vrednosti 
[image: image22.wmf], i .

bcd

 Prema tome, proizvoljno projektivno preslikavanje jednodimenzione mnogostrukosti uvek se može prikazati kao proizvod dveju involucija.
6) Dokazati analitički da je involucija jednoznačno određena pomoću dva para dvostruko odgovarajućih tačaka. 
7) Odrediti parametar 
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 tako da projektivno preslikavnje dato analitičkim izrazom 
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 bude parabolično.

8) Odrediti analitički izraz projektivnog preslikavanja koje tačke sa nehomogenim koordinatama 
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 preslikava redom n tačke sa nehomogenim koordinatama 
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