
VI vežbe
1) Dokazati da svaka homologija u užem smislu (znači, ona koja nije elacija) indukuje na svakoj pravoj koja prolazi kroz njen centar hiperbolično projektivno preslikavanje.

Svaka prava koja prolazi kroz centar homologije preslikava se sama na sebe (ne identički). Pri tome, centar se preslikava sam na sebe i tačka u kojoj ta prava seče osu se takođe preslikava sama na sebe, pa su te dve tačke dvojne. Restrikcija projektivnog preslikavanja dvodimenzione mnogostrukosti na jednodimenziomnu mnogostrukost je projektivno preslikavanje jednodimenzione mnogostrukosti. Dakle, prava se preslikava sama na sebe projektivno i to preslikavanje ima dve dvojne tačke.
2) Dokazati da svaka elacija indukuje na svakoj pravoj koja prolazi kroz njen centar parabolično projektivno preslikavanje. 

Kao u prethodnom zadatku, svaka prava koja prolazi kroz centar elacije preslikava se sama na sebe i to preslikavanje je projektivno. Pri tome, centar je dvojna tačka, a druga dvojna tačka ne postoji, jer je centar incidentan sa osom.
3) Dokazati da je proizvod dveju homologija sa zajedničkim centrom i zajedničkom osom komutativan.

Na svakoj pravoj koja prolazi kroz centar, svaka od ove dve homologije indukuje po jedno hiperbolično projektivno preslikavanje sa zajedničkim dvojnim tačkama. Na prošlim vežbama je dokazano da je proizvod takva dva hiperbolična projektivna preslikavanja komutativan; dakle, proizvod restrikcija ovih dveju homologija na svakoj pravoj koja prolazi kroz centar je komutativan. Pošto se čitava ravan može prekriti ovakvim sistemom pravih, onda ova komutativnost važi univerzalno.
4) Ako je 
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 elacija, a 
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 njen centar, dokazati da važi 
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Na svakoj pravoj koja prolazi kroz njen centar, elacija indukuje parabolično projektivno preslikavanje. Dvojna tačka tog paraboličnog projektivnog preslikavanja je centar elacije. Sada je dovoljno pozvati se na relaciju koja važi kod paraboličnog projektivnog preslikavanja (prethodne vežbe).

5) Pokazati da je potreban i dovoljan uslov da proizvod dve harmonijske homologije bude komutativan, da taj proizvod bude harmonijska homologija.

Neka je kolineacija 
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 proizvod dve harmonijske homologije, 
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Neka važi 
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. Pošto je svaka od ovih harmonijskih homologija jednaka svojoj inverznoj transformaciji, onda je 
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 Međutim, svaka involutorna kolineacija je harmonijska homologija.

U obrnutom smeru, dokaz je obrnut.

6) Svaka projektivna kolineacija ravni na samu sebe ima najmanje jednu dvojnu tačku. Dokazati.

Pretpostavimo da kolineacija nema nijednu dvojnu tačku. To znači da nijedna njena restrikcija na pravolinijske nizove tačaka nema dvojnih tačaka.
Projektivna kolineacija je zadata pomoću dva para četvorotemenika 
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 Restrikcija ove kolineacije na svaku pravu je projektivno preslikavanje te prave na njoj odgovarajuću.
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Prava 
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 se projektivno preslikava na pravu 
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 i pri tome tačka 
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 na tačku 
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 i tačka 
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 na tačku 
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 Takođe, prava 
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 preslikava se projektivno na pravu 
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, pa se, dakle, tačka 
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 preslikava na tačku 
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. Projektivno preslikavanje prave 
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 na pravu 
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 je pomoću ova tri para tačaka u potpunosti određeno. Pitanje je sada kako se nalazi slika proizvoljne tačke 
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 u ravni.
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U sredini je navedeno projektivno preslikavanje pravolinijskog niza tačaka sa nosačem 
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 na pravolinijski niz tačaka sa nosačem 
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; sa jedne strane, ovo projektivno preslikavanje je projektovano iz tačke 
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 a sa druge iz tačke 
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 Sa početka na kraj, dobija se projektivno prelikavanje pramena sa središtem u 
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 na pramen pravih sa središtem u 
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 Pravoj 
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 tada odgovara jednoznačno određena prava 
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, ali na njoj ne poznajemo poziciju tačke 
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Ono što važi za tačke 
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 i središnje projektivno preslikavanje između pravolinijskih nizova tačaka, važi za to preslikavanje i tačke 
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Sada tačku 
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 određujemo kao presek pravih 
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 Treba da pokažemo da ovo preslikavanje ima bar jednu dvojnu tačku.

Neka je tačka 
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 zajednička tačka pravih 
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. Pokazaćemo da je upravo ona dvojna tačka ove kolineacije.

Ako posmatramo prvo preslikavanje između pramenova, prava 
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 je zapravo prava 
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 koja se perspektivno preslikava na tačku 
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 ova se projektivno preslikava na tačku 
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 a ona opet perspektivno na pravu 
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. Takođe, pema drugom preslikavanju između pramenova, 
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 je zapravo prava 
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, koja se prvim perspektivnim preslikavanjem preslikava na tačku 
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, zatim projektivno na 
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 i ova najzad perspektivno na 
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Iz napred izloženog, sledi da je 
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 dvojna tačka za datu kolineaciju.
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