
XII vežbe
1) Data je tačka 
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 dok je kriva drugog reda zadata sa pet svojih tačaka 
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 Konstruisati one tangente na krivu drugog reda koje prolaze kroz tačku 
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Rešenje. Uvek možemo da nađemo druge tačke preseka pravih 
[image: image4.wmf](,) i (,)
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 sa krivom, korišćenjem obrnute Štajnerove ili Paskalove teoreme (korišćenje Paskalove teoreme je obično delotvornije i jednostavnije). Neka su to tačke 
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 Tada je četvorotemenik 
[image: image6.wmf]DEFG

 upisan u krivu, a 
[image: image7.wmf]P

 je jedna njegova dijagonalna tačka. Druge dve njegove dijagonalne tačke, koje možemo eksplicitno da konstruišemo, određuju polaru tačke 
[image: image8.wmf]P

 u odnosu na krivu.
Treba odrediti tačke preseka te prave sa krivom. Tražene tangente će biti određene tačkom 
[image: image9.wmf]P

 i tim tačkama preseka.

Svaka kriva koja prolazi kroz date četiri tačke (od kojih nikoje tri nisu kolinearne) seče pravu koja ne prolazi ni kroz jednu od tih tačaka u paru dvostruko odgovarajućih tačaka involucije koja je na toj pravoj određena tim četvorotemenikom (treća Dezargova teorema). Dato je pet tačaka krive. Među njima na pet načina možemo da odaberemo temena četvorotemenika. Odaberimo temena dvaju četvorotemenika i nađimo zajednički par njihovih dvostruko odgovarajućih tačaka na pravoj koja je polara tačke 
[image: image10.wmf].
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2) Na pravoj 
[image: image11.wmf]p

 je pomoću dva para dvostruko odgovarajućih tačaka zadata hiperbolična involucija η. Konstruisati krivu drugog reda koja prolazi kroz tri date nekolinearne tačke van prave 
[image: image12.wmf]p

 i na pravoj 
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 indukuje datu involuciju konjugovanih tačaka.

Rešenje. Ako je involucija konjugovanih tačaka na pravoj 
[image: image14.wmf]p

 hiperbolična, ona ima dve dvojne tačke koje su za datu krivu drugog reda autokonjugovane, odnosno incidentne su sa krivom. Ako konstruišemo te dve dvojne tačke, onda imamo pet tačaka koje pripadaju toj krivoj drugog reda, pa možemo da konstruišemo njene dalje elemente koristeći obrnutu Štajnerovu ili Paskalovu teoremu.
Šta bi bilo kada bi involucija η bila eliptična? Jasno je da tada konstrukcija krive drugog reda ne bi bila tako jednostavna.

Neka je 
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 još jedna tačka krive drugog reda. Tada je četvorotemenik 
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 upisan u krivu. 
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 je dijagonalna tačka ovog četvorotemenika. Neka je tačka 
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 odabrana na sledeći način: 
[image: image19.wmf](,), a (,).
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[image: image20.wmf]X

 je dijagonalna tačka četvorotemenika. Pošto je zadata involucija konjugovanih tačaka, možemo da konstruišemo tačku 
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 koja je konjugovana sa tačkom 
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 a pripada pravoj 
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 Kako nam to može poslužiti da konstruišemo polaru tačke 
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Tačku 
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 možemo da konstruišemo, kao i tačku 
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 koja je njoj konjugovana. Međutim, pošto ne znamo dovoljan broj tačaka krive, ne znamo ni tačku 
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 ni tačku 
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 Ali zato znamo tačku 
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 koja je na pravoj 
[image: image31.wmf](,)

pAB

 konjugovana sa tačkom 
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 Nju nalazimo na sledeći način: 
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 Sada možemo da konstruišemo tačku 
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 kao tačku preseka pravih 
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 Dakle, tačka 
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 se dobija u preseku prave 
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 i prave koja je određena tačkom 
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 i tačkom preseka pravih 
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Na ovaj način, konstruisana je četvrta tačka krive 
[image: image40.wmf].
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 Onda postupak treba ponoviti (za pravu 
[image: image41.wmf](,) ili (,)
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 ) da bi se dobila njena peta tačka.
3) Dato je projektivno preslikavanje
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Data je tačka 
[image: image43.wmf]O

 koja nije incidentna sa datim pravama. Konstruisati takav par odgovarajućih tačaka 
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 ovog projektivnog preslikavanja da su tačke 
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 kolinearne.

Rešenje. Ako projektujemo projektivno preslikavanje iz tačke 
[image: image46.wmf],

O

 dobijamo sledeće projektivno preslikavanje pramena sa centrom u 
[image: image47.wmf]O

 na samog sebe:
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Kada bismo našli par odgovarajućih tačaka koji je kolinearnar sa tačkom 
[image: image49.wmf],
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 prava koja sadrži navedne tri tačke bila bi dvojna prava gornjeg projektivnog preslikavanja pramena sa centrom u tački 
[image: image50.wmf]O

 na samog sebe.
4) Na krivoj drugog reda, date su involucije 
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 Odrediti potreban i dovoljan uslov da involucija 
[image: image52.wmf]1
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 preslikava svaki par homologih elemenata involucije 
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 opet u par homologih elemenata te iste involucije.
Rešenje. Neka važi za proizvoljno izabranu tačku 
[image: image54.wmf]A
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Pošto ovo mora da važi za svaku tačku krive, involucije će zadovoljavati postavljeni uslov ako i samo ako su one komutativne. Postavlja se pitanje: kada je proizvod dveju involucija na krivoj drugog reda komutativan?

Propratićemo ovo razmatranje bez slike, jer je nju teško napraviti tako da se rešenje vidljivo ne prejudicira. Neka je data kriva 
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 i u njenoj ravni tačke 
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, koje su centri involucija 
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 Pretpostavimo da su ove involucije komutativne. Tada ovo što ćemo opisati važi za proizvoljnu tačku krive. Prava 
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 seče krivu ponovo u tački 
[image: image60.wmf],
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 a prava 
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 seče krivu ponovo u tački 
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 Prava 
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 seče krivu po drugi put u tački 
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 a prava 
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 je seče ponovo u tački 
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 Tada su kolinearne sledeće trojke tačaka: 
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 Četvorotemenik 
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 je upisan u krivu drugog reda. Lako se može videti da su dve njegove dijagonalne tačke 
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 One su onda konjugovane u odnosu na krivu drugog reda. Dakle, ako su dve involucije na krivoj drugog reda komutativne, njihovi  centri su konjugovane tačke.
U obrnutom smeru, dokaz je obrnut.

5) Date su dve krive drugog reda, 
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 i u njihovoj ravni tačka 
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 Konstruisati prave 
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, koje su konjugovane u odnosu na svaku od krivih 
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, a obe su incidentne sa 
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Rešenje. Svaka od ovih dveju krivih drugog reda indukuje u tački 
[image: image75.wmf]P

 involuciju konjugovanih pravih. Ovde treba odrediti zajednički par tih dveju involucija.
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