
I vežbe
1) Dokazati teoreme koje su u prostoru dualne aksiomama prve grupe.

Teoreme koje su u prostoru dualne prvim dvema aksiomama prve grupe dokazane su na predavanju u obliku Teoreme 3. Zapravo, u okviru te teoreme je dokazana jednoznačnost koju tvrdi teorema I2׀ . 
Teorema dualna trećoj aksiomi prve grupe glasi: Za svaku pravu postoje najmanje tri ravni koje su sa njom incidentne. Postoje najmanje tri ravni koje nisu incidentne sa istom pravom. Postoji tačka 
[image: image1.wmf]A

 koja nije incidentna sa pravom 
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 prema trećoj aksiomi. Pošto su sa pravom 
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 incidentne tačke 
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BC

, postoji jednoznačno određena ravan 
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 sa kojom su incidentna sve tri tačke 
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ABC

, prema četvrtoj i petoj aksiomi; sa njom će tada biti, u smislu šeste aksiome, incidentna i prava 
[image: image7.wmf].
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 Na osnovu osme aksiome, postoji tačka 
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, koja nije incidentna sa ravni 
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Tada, na osnovu prve i druge aksiome, postoji jednoznačno određena prava 
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 koja je incidentna sa tačkama 
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 Prema trećoj aksiomi, prava 
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 je incidentna sa najmanje tri tačke. Dakle, postoji i tačka 
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 incidentna sa pravom 
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b

 različita od tačaka 
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 Sada je prava 
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 incidentna sa tri razne ravni: 
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 što je i trebalo dokazati. Drugi deo tvrđenja dokazujemo primenom modela četiri tačke, čiju egzistenciju garantuje osma aksioma. U ovom modelu, četiri tačke iz osme aksiome određuju četiri razne ravni, od kojih tri ne sadrže uočenu pravu.
Teorema dualna četvrtoj i petoj aksiomi prve grupe glasi: Za svake tri ravni α, β, γ koje nisu incidentne sa istom pravom, postoji tačka koja je incidentna sa svakom od njih. Sa svakom tačkom incidentna je najmanje jedna ravan. Ovde smo pomenuli i teoremu dualnu petoj aksiomi, jer ona samo tvrdi jednoznačnost tačke čija se egzistencija tvrdi prvim delom tvrđenja. Zaista, ako posmatram tri razne ravni u prostoru, 
[image: image18.wmf], i ,
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 ravni 
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 se seku, prema Teoremi 3, po jednoznačno određenoj pravoj 
[image: image20.wmf].
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 Prema Teoremi 2, prava 
[image: image21.wmf]p

 i ravan 
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 seku se u jednoznačno određenoj tački 
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. Tačka 
[image: image24.wmf]C

 je incidentna sa svakom od ove tri ravni.Što se tiče drugog dela tvrđenja, koristeći model četiri tačke možemo da dokažemo da je svaka tačka incidntna sa najmanje tri ravni.
Teorema dualna šestoj aksiomi glasi: Ako su dve ravni prave 
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 incidentne  sa tačkom 
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, onda je svaka ravan prave 
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 incidentna sa tačkom 
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.  Na osnovu pretpostavke teoreme, sledi da tačka 
[image: image29.wmf]A

 pripada zajedničkoj pravoj ovih dveju ravni, pa će pripadati i svakoj drugoj ravni koja sadrži tu pravu.

Teorema dualna sedmoj aksiomi glasi: Ako postoji jedna ravan koja je incidentna i sa tačkom A i sa tačkom B, onda postoji još bar jedna ravan koja je incidentna sa svakom od te dve tačke. I ona se vrlo jednostavno dokazuje primenom modela četiri tačke.

Teorema dualna osmoj aksiomi glasi: Postoje najmanje četiri ravni koje nisu incidentne sa istom tačkom.  Ako krenemo od modela četiri tačke iz osme aksiome, one određuju četiri ravni. Ako pretpostavimo da su one sve incidntne sa istom tačkom, dosli bismo u suprotnost sa pretpostavkom o načinu na koji su tačke izabrane.

Teorema dualna devetoj aksiom glasi: Ako su dve prave incidentne sa istom tačkom, one su incidentne sa istom ravni. Zaista, osim zajedničke tačke, svaka prava sadrži još po jednu tačku, pa onda tri tačke koje nisu ve incidentn sa istom pravom jednoznačno određuju ravan.

2) Dokazati teoreme koje su u ravni dualne ravnim aksiomama prve grupe.

«Ravne» aksiome prve grupe su prve tri i deveta. Za dokaz teorema dualnih prvim dvema aksiomama (druga tvrdi samo jednoznačnost onoga što tvrdi prva) biće dovoljno samo pozvati se na devetu aksiomu. Za dokaz teoreme dualne trećoj aksiomi, pozvaćemo se na treću aksiomu i činjenicu da postoje najmanje tri tačke koje nisu sve incidentne sa istom pravom. Neka je tačka koja nas zanima 
[image: image30.wmf],
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 a ostale dve neka su 
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. Postoji jednoznačno određena prava 
[image: image32.wmf](,)
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, a sa njome je prema trećoj aksiomi incidentna i tačka 
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, različita od prethodne dve. Tada su 
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 i 
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 tri razne prave koje su sve incidentne sa istom tačkom 
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. Da bismo dokazali teoremu dualnu devetoj aksiomi, potrebno je samo da se pozovemo na prvu aksiomu.
3)  Presek pravih 
[image: image37.wmf] i 
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 postoji, al je van granica crteža. Data je tačka 
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koja nije incidentna ni sa pravom 
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 ni sa pravom 
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. Kroz tačku 
[image: image41.wmf]T

, konstruisati pravu koja je konkurentna sa pravama 
[image: image42.wmf] i 
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.

Postupak za ovu konstrukciju se dobija primenom obrnute Dezargove teoreme. Da bismo konstruisali traženu pravu, potrebna nam je još jedna njena tačka, koja se nalazi «u domašaju». Konstruisaćemo tu tačku.
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Pretpostavimo da je zadatak rešen. Neka je 
[image: image44.wmf]K

 tačka tražene prave koja je «u dometu». Posmatraćemo dva trotemenika, čija su dva odgovarajuća temena tačke 
[image: image45.wmf] i 
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, a čiji ostali parovi odgovarajućih temena 
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 leže na pravama 
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 redom. Tada ova dva trotemenika ispunjavaju uslove Dezargove teoreme i parovi njihovih odgovarajućih strana seku se u trima kolinearnim tačkama.

Na ovaj način, dobijamo postupak za konstrukciju. Na 
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, odaberimo tačke 
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 tako da ove dve tačke sa tačkom 
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 čine trotemenik. Na 
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 odaberimo još po jednu tačku 
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 Ne znamo gde se nalazi tačka 
[image: image53.wmf];
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 zato kroz tačku 
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 povucimo proizvoljnu pravu i pretpostavimo da je to prava 
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. Neka se prave 
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 seku u tački 
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. Neka se prave 
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 seku u tački 
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. Tada, ako su ova dva trotemenika perspektivna iz tačke, perspektivna su i iz prave i to je prava 
[image: image60.wmf](,).
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 Traći par odgovarajućih stana ova dva trotemenika takođe se seče na pravoj 
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 Ne poznajemo treću stranu trotemenika 
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, budući da ne poznajemo njegovo treće teme 
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, ali znamo da 
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 prolazi kroz presek pravih 
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 Na taj način, možemo da konstruišemo tačku 
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 Prava 
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je tražena prava.
4) Deset tačaka 
[image: image69.wmf]111222
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 koje se pominju pri dokazu Dezargove teoreme za par komplananih trotemenika i deset pravih koje one određuju obrazuju Dezargovu konfiguraciju. Tačka 
[image: image70.wmf]S

je centar, a prava 
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 je osa perspektive za trotemenike 
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 Pokazati da je svaka tačka u Dezargovoj konfiguraciji centar perspektive za dva trotemenika, a zatim odrediti odgovarajuću osu perspektive.
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Naravno, nema smisla da za svaku od preostalih devet tačaka dokazujemo da je centar perspektive dvaju trotemenika i  da tražimo odgovarajuću osu perspektive. Zato ćemo preostale tačke podeliti u dve grupe. U jednu spadaju temena trotemenika sa ove slike, a u drugu presečne tačke parova odgovarajućih strana sa ose perspektive. Za po jednu tačku iz svake grupe pokazaćemo da je centar perspektive i naći odgovarajuću osu perspektive; za ostale će slediti po analogiji.

Odaberimo tačku 
[image: image74.wmf]1
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 za centar perspektive. Trotemenici 
[image: image75.wmf]112
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 perspektivni su iz te tačke, odnosno, parovi njihovih odgovarajućih temena leže na pravama koje prolaze kroz tačku 
[image: image76.wmf]1
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 Tada, prema Dezargovoj teoremi, parovi odgovarajućih stana ova dva trotemenika određuju tri tačke koje su kolinearne. Dakle,
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Zaista, navedene tri tačke jesu kolinearne, pa je ta prava osa perspektive.
Odaberimo sada tačku 
[image: image78.wmf]X

 za centar. Trotemenici 
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 su perspektivni iz ove tačke. Parovi njihovih odgovarajućih strana seku se u tačkama 
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, pa je prava koja njih sadrži osa perspektive.
5) Neka su tačke 
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 takve da su prave 
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konkurentne. Dokazati da su tada tačke 
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 incidentne sa istom pravom sa kojom je incidentna i tačka 
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Posmatrajmo trotemenike 
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 Oni su perspektivni iz tačke 
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. Tada su tačke preseka pravih 
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 kolinearnne. Posmatrajmo sada trotemenike 
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 Oni su takođe perspektivni iz tačke 
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 Tada su sledeće tačke 
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 kolineane. U ova dva seta po tri tačke, dve se ponavljaju, što znači da su sve četiri tačke kolinearne. 
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6) Ako su trotemenici 
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 dva po dva perspektivni i imaju istu osu perspektive, onda su njihovi centri perspektive incidentni sa istom pravom. Dokazati.
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Na gornjoj slici, vidi se modalitet incidencija temena trotemenika; tačka 
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 koja je presek najkrupnije isprekidane trojke pravih nije stala u sliku. Posmatraćemo sada trotemenike 
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. Oni su perspektivni iz tačke 
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 Tada se parovi njihovih odgovarajućih strana seku u trima kolinearnim tačkama. To su
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 gde su 
[image: image99.wmf]123

,,

SSS

 redom centri perspektive parova trotemenika 
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 Na osnovu obrnute Dezargove teoreme, sledi da su ove tri tačke kolinearne, što je i trebalo dokazati.
7) Tačke 
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 su temena potpunog četvorotemenika. Prave 
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 seku se u tački 
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 u tački 
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 Prava 
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 seče 
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 u tačkama 
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 redom, a 
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 seče 
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 u tački 
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 Dokazati da prave 
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 prolaze kroz istu tačku.
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Posmatraćemo trotemenike 
[image: image114.wmf] i .
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 Parovi njihovih odgovarajućih strana seku se u tačkama 
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 koje su kolinearne. Dakle, ovi trotemenici su perspektivni iz prave. Kako navedene tri prave spajaju parove njihovih odgovarajućih temena, one će biti konkurentne.
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