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1) Opšta Papusova teorema: Ako su 
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 tačke prave 
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 dokazati da su tačke 
[image: image5.wmf](,)(,), (,)(,)

MpABpABNpACpAC

¢¢¢¢

=×=×

 i 
[image: image6.wmf](,)(,)

TpBCpBC

¢¢

=×

 kolinearne.

Ovo je prilično jako tvrđenje, budući da se ništa dodatno ne pretpostavlja o tačkama. Radi dokazivanja, uvešćemo i dodatne tačke:
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Da bismo dokazali ovo tvrđenje, koristićemo perspektivna i projektivna preslikavanja, kao i Teoremu 24. sa predavanja. Posmatrajmo sledeća perspektivna preslikavanja i njihove kompozicije:
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Sa početka na kraj, možemo da primetimo da je ovaj proizvod perspektinih preslikavanja projektivno preslikavanje. Međutim, kod tog projektivnog preslikavanja jednog pravolinijskog niza tačaka na drugi, zajednički element (tačka 
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) preslikava se sam na sebe, pa je to preslikavanje perspektivno. Odatle sledi da su prave 
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 konkurentne. Prve dve prave su zapravo prave 
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, koje se seku u tački 
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 Dakle, i prava  
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 prolazi kroz tačku 
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 je obeležena tačka preseka pravih 
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 je obeležena tačka preseka pravih 
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 Iz navedene kolinearnosti koju smo dokazali, sledi da se tačke 
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 zapravo poklapaju, odnosno da tačka 
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 pripada pravoj 
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 što je i trebalo dokazati.
2) Dato je projektivno preslikavanje 
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 Pokazati da je prava 
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 čiju egzistenciju tvrdi opšta Papusova teorema za ove dve trojke tačaka nezavisna od izbora tih trojki tačaka, već samo od projektivnog preslikavanja koje je njima određeno.
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Da bismo dokazali da ovo važi (dakle, da svaka troka tačaka koja određuje isto projektivno preslikavanje daje istu pravu prema prethodnoj teoremi) reprezentovaćemo projektivno preslikavamje na rugi način. Na osnovu Osnovne teoreme projektivne geometrije znamo da dekompozicija projektivnog preslikavanja na perspektivna preslikavanja čii je proizvod nije jednoznačno određena. Uključimo u posmatranje i tačku 
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 prave 
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 jednoznačno određena. Važi
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Sa 
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 je obeležena Papusova prava za dve prvobitne trojke tačaka, koju ovde koristimo kao posrednika u perspektivnim preslikavanjima. Na osnovu činjenice da je slika 
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 četvrte tačke 
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 pomoću slika prvih triju tačaka, sledi da je presek pravih 
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 takođe incidentan sa pravom 
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Dalje, ovo isto preslikavanje može i drugačije da se prikaže. To što je tačka 
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 na prvom mestu ne znaći da ona ima u bilo kom pogledu privilegovan položaj. Dakle,
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Pošto je slika 
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 tačke 
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 jednoznačno određena, sledi da presek pravih 
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 pripada Papusovoj pravoj za prve dve trojke, 
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Dalje, isto projektivno preslikavanje može i na drugi način da se prikaže kao proizvod perspektivnih preslikavanja:
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Pošto i kod ovog preslikavanja, sa početka na kraj, tački 
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 odgovara tačka 
[image: image46.wmf],

D

¢

 dobija se da i tačka preseka pravih 
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 pripada Papusovoj pravoj 
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 za prve dve trojke tačaka.

Papusova prava za trojke tačaka 
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 poklapa se sa Papusovom pravom za trojke tačaka 
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 Takođe, sa njome se poklapa i Papusova prava za trojke tačaka
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 Sve to sledi iz napred izloženih razlaganja projektivnih preslikavanja. Pri tome, tačka 
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 i njena slika 
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 su u potpunosti proizvoljno izabran par koji ne spada u osnovne trojke kojima ja samo projektivno preslikavanje zadato. Dakle, sve ovo što smo zaključili važi za proizvoljan par original-slika. Formirajući osnovne trojke od dva poznata para i jednog nepoznatog, uek možemo da dokažemo ponovna poklapanja sa osnovnom Papusovom pravom. Dakle, Papusova prava za dve trojke tačaka ne zavisi od izabranih trojki, nego od projektivnog preslikavanja.
Papusovu pravu za dve osnovne trojke tačaka kojima je projektivno preslikavanje zadato, a koja, dakle, ne zavisi od izbora tih trojki, nego samo od tog projektivnog preslikavanja, zovemo osa projektivnog preslikavanja. Ona ima krajnje praktičnu svrhu. Za proizvoljan par tačaka
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 i par njihovih slika 
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 seku se na osi projektivnog prslkavanja. To sledi iz napred izložene analize kolinearnosti tačaka. Prema tome, ako poznajemo osu projektivnog preslikavanja (a poznajemo je ako poznajemo jednu trojku tačaka i trojku njihovih slika), možemo lako i jednostavno, bez ikakvih dekompozicja da konstruišemo sliku bilo koje tačke.
U potpunosti važi i dualna situacija. Ako posmatramo projektivno preslikavanje dvaju pramenova pravih koje je dato pomoću osnovne trojke pravih i njihovih slika, postoji tačka (Papusova) koja je incidentna sa svakom pravom tipa 
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. Prema tome, ta tačka ne zavisi od trojki pravih, nego od samog projektivnog preslikavanja. Ta tačka se zove centar projektivnog preslikavanja pramena pravi na pramen pravih.
3) Ispitati šta predstavljaju preseci 
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Posmatrajmo sada samo prave 
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 kao domen i kodomen projektivnog preslikavanja i osu tog preslikavanja 
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 Neka je još dat i par odgovarajućih tačaka 
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 u tačkama 
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 redom, a neka se domen i kodomen seku u tački 
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 Potražimo slike tačaka 
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Presek pravih 
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 mora da pripada osi projektivnog preslikavanja. 
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 seče osu u tački 
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 pa kroz tu istu tačku mora da prolazi i 
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 je zapravo prava 
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Presek pravih 
[image: image76.wmf](,) i (,)

pSApSA

¢¢

 mora da pripada osi projektivnog preslikavanja. 
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[image: image78.wmf],

V

 pa kroz tu istu tačku mora da prolazi i prava 
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Dakle, ako je 
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 projektivno preslikavanje, važi 
[image: image84.wmf]1

() i ().

USVS

pp

-

==


4) Specijalna Papusova teorema: Na pravoj 
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date su tačke 
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 seku se u tački 
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 Dokazati da su tačke 
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kolnearne i da ta prava sadrži i tačku 
[image: image95.wmf].

P


Prvi dokaz specijalne Papusove teoreme videli smo na prvim vežbama kao 5. zadatak i dokaz je koristio Dezargovu teoremu za određene parove trotemenika. Sada ćemo ovako zadate parove trojki tačaka na dvema raznim pravama smatrati specijalnom situacijom u okviru opšte Papusove teoreme i dati drugi dokaz. Ako na ovu situaciju primenimo opštu Papusovu teoremu, odmah sledi kolinearnost navedenih tačaka. Još treba dokazati da toj pravoj pripada i zajednička tačka nosača domena i kodomen. Za tu svrhu, iskoristićemo ono što smo dokazali u prethodnom zadatku. Na osnovu uslova koje zadovoljavaju date tačke, vidimo da je preslikavanje perspektivno. Tada znamo da zajednički element dveju pravih u tom preslikavanju odgovara sam sebi, pa važi 
[image: image96.wmf]1

()().

PPP

pp

-

==

 No, osa projektivnog preslikavanja seče domen i kodomen u tačkama 
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5) Projektivno preslikavanje pravolinijskog niza tačaka na samog sebe zadato je na sledeći način:
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 Ako su date tačke 
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 Posebno razmotriti slučaj 
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 Za preslikavanje 
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 konstruisati i drugu dvojnu tačku, ako ona postoji.

Znamo da je za prikazivanje projektivnog preslikavanja projektivnog preslikavanja jednodimenzionih mnogostrukosti kada se njihovi nosači poklapaju u principu potrebno tri perspektivna preslikavanja. Takođe, ako se nosači poklapaju, tada ne postoji osa takvog projektivnog preslikavanja, pa gubimo značajnu alatku za pojednostavljivanje konstrukcija. Iz ovog zadatka ćemo, između ostalog, pokazati kako, ako je data jedna dvojna tačka, u slučaju istih nosača možemo da uštedimo jedno perspektivno preslikavanje.
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Tačka 
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 je proizvoljno izabrana van prave 
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 redom. Neka se prave 
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 Odmah ćemo ovo i obrazložiti.
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što dokazuje da su tražene tačke ispravno konstruisane. Ako je 
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 ovde to znači da za jednu istu tačku pri datom projektivnom prslikavanju treba konstruisati i sliku i inverznu sliku. Tada 
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 Drugu dvojnu tačku 
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 ovog preslikavanja nalazimo kao presek prave 
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 sa pravom 
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 Ovo preslikavanje će biti parbolično ako i samo ako je tačka 
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