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1) Data je kriva drugog reda. Konstruisati

    a) polaru date taćke;

    b) pol date prave

u odnosu na datu krivu.

Rešenje. Pri konstrukciji je bitno imati u vidu da je polara tačke koja pripada krivoj tangenta na krivu u toj tački i da se polara date tačke pronalazi konstrukcijom polova dveju pravih koje su sa tom tačkom incidentne (i dualno). Pri tome, smatra se da je kriva data svim svojim tačkama. 
2) 
[image: image2.wmf]p

 je polaritet, a 
[image: image3.wmf]k

 je kriva koju on određuje. Tačke 
[image: image4.wmf] i 

BC

 su konjugovane u odnosu na dati polaritet. Ako tačka koja je incidentna sa 
[image: image5.wmf] 

C

seče 
[image: image6.wmf]k

 u tačkama 
[image: image7.wmf] i 

PQ

i ako prave 
[image: image8.wmf](,) i (,)

pPBpQB

 seku po drugi put krivu u tačkama 
[image: image9.wmf] i 

RS

, dokazati da su tačke 
[image: image10.wmf], i 

CRS

 kolinearne.
Rešenje.
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Possmatramo potpuni četvorotemenik 
[image: image12.wmf];

PSQR

dve njegove dijagonalne tačke su 
[image: image13.wmf]B

 (po konstrukciji) i 
[image: image14.wmf](,)(,).
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 Pretpostavimo da je treća dijagonalna tačka ovog četvorotmenika 
[image: image15.wmf](,)(,).
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 Pokazaćemo da važi 
[image: image16.wmf].
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Po konstrukciji cele opisane konfiguracije, sledi da je trotemenik 
[image: image17.wmf]ABD

 autopolaran u odnosu na dati polaritet 
[image: image18.wmf].

p

 To znači da su tačke 
[image: image19.wmf] i 

BD

 međusobno konjugovane. Odatle sledi da su dve tačke prave 
[image: image20.wmf](,)
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 konjugovane sa tačkom 
[image: image21.wmf],

B

 a to su 
[image: image22.wmf] i .
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 Odatle bi, opet, sledilo da je 
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 polara tačke 
[image: image24.wmf].
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 Međutim, ona je potpuno proizvoljno izabrana prava kroz tačku 
[image: image25.wmf].
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 Odatle sledi da se tačke 
[image: image26.wmf] i 

CD

 poklapaju.
3) Dokazati da se pri onoj harmonijskoj homologiji kod koje je centar pol ose u odnosu na datu krivu, ta kriva drugog reda preslikava sama na sebe.

Rešenje.
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Neka je tačka 
[image: image28.wmf]P

 pol prave 
[image: image29.wmf]p

 u odnosu na krivu drugog reda 
[image: image30.wmf].

k

 Ovde je odabrano da tačka 
[image: image31.wmf]P

 bude spoljašnja tačka krive drugog reda, a prava 
[image: image32.wmf]p

 njena sečica, ali to ne mora biti tako. Međutim, dokaz ne zavisi od toga, a objekti moraju da budu nekako nacrtani.

Ako povučemo proizvoljnu pravu kroz tačku 
[image: image33.wmf],

P

 ali tako da ona ima dve zajedničke tačke sa krivom, neka ona seče pravu 
[image: image34.wmf]p

 u tački 
[image: image35.wmf]R

, a krivu 
[image: image36.wmf]k

 u tačkama 
[image: image37.wmf] i 

GH

. Na pravoj koja je određena ovim tačkama, indukovana je involucija konjugovanih tačaka koja je hiperbolična. Za tu involuciju, par tačaka 
[image: image38.wmf],

PR

 je par dvostruko odgovarajućih tačaka, jer su one međusobno konjugovane, a par tačaka 
[image: image39.wmf],

GH

 je par dvojnih tačaka jer su one autokonjugovane. Navedeno tvrđenje je neposredna posledica ranije dokazanog tvrđenja: Svaki par dvostruko odgovarajućih tačaka hiperbolične involucije je harmonijski konjugovan sa parom njenih dvojnih tačaka. 
4) U ravni je dato pet tačaka, 
[image: image40.wmf],,,,.
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 Kroz njih prolazi jednoznačno određena kriva drugog reda 
[image: image41.wmf].

k

 Neka je data prava 
[image: image42.wmf]p

 koja prolazi kroz datu tačku 
[image: image43.wmf],

A

 a ne prolazi ni kroz jednu od preostale četiri date tačke. Konstruisati drugu tačku preseka krive 
[image: image44.wmf]k

 sa pravom 
[image: image45.wmf]p

korišćenjem
    a) obrnute Štajnerove teoreme

    b) Paskalove teoreme
Rešenje.
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a) Prema obrnutoj Štajnerovoj teoremi, preseci odgovarajućih pravih dvaju projektivnih pramenova pripadaju, kao i središta pramenova, istoj krivoj drugog reda. To i jeste razlog zašto je kriva jednoznačno određena pomoću tri svoje tačke: dve za središta pramenova i još tri da bi, zajedno sa središtima pramenova, bile određene tri prave i njima odgovarajuće tri prave u projektivnom preslikavanju. Dakle, važi
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Ovim je projektivno preslikavanje u potpunosti određeno. Možemo da odredimo sliku prave 
[image: image48.wmf]((,))

ppAG

. To je prava 
[image: image49.wmf](,).
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 Te dve prave se seku u tački 
[image: image50.wmf]G

 koja, prema obrnutoj Štajnerovoj teoremi, pripada istoj krivoj drugog reda.
[image: image51.png]



b) Prema Paskalovoj teoremi, parovi naspramnih strana prostog šestotemenika čija temena pripadaju istoj krivoj drugog reda, seku se u trima kolinearnim tačkama Dato je pet tačaka u ravni od kojih nikoje tri nisu kolinearne; one određuju krivu drugog reda. Istovremeno, neka su one pet od šest temena prostog šestotemenika. Neka šesto teme tog šestotemenika pripada datoj pravoj koja prolazi kroz 
[image: image52.wmf];

A

obeležimo ga sa 
[image: image53.wmf],

F

 iako njegov tačan položaj ne poznajemo. Ako je 
[image: image54.wmf]ABCDEF

 prost šestotemenik, njegove naspramne strane se seku u tačkama
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Pošto ne poznajemo tačan položaj tačke 
[image: image56.wmf],

F

 ne možemo da odredimo tačku 
[image: image57.wmf]2
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, ali zato možemo tačku 
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,

P

 koja od tačke 
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 nikako ne zavisi i tačku 
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,

P

 koja zavisi samo od 
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 koju poznajemo. Tako možemo da odredimo pravu 
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 i znamo prema Paskalovoj teoremi da njoj pripada i tačka 
[image: image63.wmf]2
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 Osim toga, ova tačka pripada i pravoj 
[image: image64.wmf](,),

pBC

 pa možemo da je jednoznačno odredimo. Sada kada poznajemo tačku 
[image: image65.wmf]2

,

P

 možemo da odredimo i tačku 
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 kao presek pravih 
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5) U ravni su date prave 
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 i tačke 
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 Ako je
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 prava incidentna sa 
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 označimo 
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 i 
[image: image73.wmf] sa .

pxX

¢¢

×

 Odrediti skup tačaka 
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Rešenje.
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Može se primetiti da važi
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odnosno, sa početka na kraj
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što znači da je traženo geometrijsko mesto kriva drugog reda koja prolazi kroz 
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6) Četvorotemenik 
[image: image80.wmf]ABCD

 je upisan u krivu drugog reda 
[image: image81.wmf]k

. Ako su 
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ab

 tangente te krive u tačkama 
[image: image83.wmf] i 

AB

 redom, dokazati da su tačke 
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kolinearne.
Rešenje. I ovaj zadatak se rešava primenom Paskalove teoreme. Uočimo prost šestotemenik 
[image: image85.wmf]AABBCD

. Pod 
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 podrazumevamo dve beskonačno bliske tačke, a 
[image: image87.wmf](,)
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 teži tangenti na krivu u tački 
[image: image88.wmf].

A

 Ako sada na ovaj specijalni slučaj prostog šestotemenika primenimo Paskalovu teoremu, dobijamo da su navedene tri tačke kolinearne.
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