
IV vežbe
1) Ako su tačke 
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 kolinearne, dokazati da uvek postoji projektivno preslikavanje takvo da je



[image: image2.wmf](a) (,,,)(,,,)

(b) (,,,)(,,,)

(c) (,,,)(,,,).

pABCDpBACD

pABCDpCDAB

pABCDpDCBA

Ù

Ù

Ù


(a) [image: image3.png]



Posmatrajmo sledeća perspektivna preslikavanja
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 Sa početka na kraj, ovo je projektivno preslikavanje.

(b) Ispišimo tačke malo drugačijim redosledom: 
[image: image5.wmf],,,

ACBD

 i primenimo rezultat koji smo dobili pod (a).
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Ispišimo sada ovo leksikografski:
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(c) 
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 Ovo smo dobili primenjujući najpre (b), pa na rezultat toga (a).
2) Dokazati: Proizvod dva parabolična projektivna preslikavanja jednodimenzione mnogostrukosti sa zajedničkim dvojnim elementom na samu sebe je parabolično projektivno preslikavanje sa tim istim dvojnim elementom. Preslikavanje inverzno paraboličnom projektivnom preslikavanju je takođe parabolično i to sa istim dvojnim elementom.

Zaista, taj zajednički dvojni element će biti dvojni i za proizvod preslikavanja. Treba pokazati da je taj zajednički dvojni element jedini dvojni za proizvod. Pretpostavimo da nije jedini. Ako je jednodimenziona mnogostrukost pravolinijski niz tačaka, tada proizvod preslikavanja ima dve dvojne tačke, od kojih je jedna zajednička za preslikavanja koja učestvuju u proizvodu i koja su parabolična. Da bismo pokazali da proizvod paraboličnih preslikavanja ne može da ima drugu dvojnu tačku, pokazaćemo da je preslikavanje onverzno paraboličnom takođe parabolično sa istom dvojnom tačkom.

Pokazaćemo na koji način je zadato parabolično projektivno preslikavanje jednodimenzione mnoostrukosti na primeru pravolinijskog niza tačaka.
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Postoji jednoznačno određeno projektivno preslikavanje
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Pošto je ovo preslikavanje prikazano kao proizvod dva jasno određena perspektivna preslikavanja, ono je u potpunosti određeno jer je moguće konstruisati jednoznačno određenu sliku svake tačke. Još treba pokazati da je ono parabolično. Ako pretpostavimo da postoji još jedna dvojna tačka ovog preslikavanja, ona će biti dobijena u preseku prave 
[image: image11.wmf] sa pravom (,).
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 To znači da se kod ovog preslikavanja dvojne tačke poklapaju, odnosno, ono je parabolično.

Dakle, parabolično projektivno preslikavnje je određeno dvojnom tačkom  i jednim parom odgovarajućih tačaka. 
Sada ćemo se vratiti inverznom preslikavanju za parabolično. Ono će imati isti dvojni element kao i osnovno preslikavanje, dakle, ono će biti ili parabolično ili hiperbolično. Neka je inverzno preslikavanje hiperbolično i neka je njegova druga dvojna tačka 
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 Tada mora da važi 
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 što je nemoguće, jer je 
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 parabolično projektivno preslikavanje sa dvojnom tačkom 
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. Dakle, preslikavanje koje je inverzno paraboličnom projektivnom prelikavanju je parabolično projektivno preslikavanje sa istom dvojnom tačkom. Ono je zadato dvojnom tačkom i istim parom tačaka, u suprotnom smeru.

Vratimo se sada prirodi proizvoda paraboličnih projektivnih preslikavanja sa zajedničkom dvojnom tačkom. Pretpostavimo da taj proizvod osim zajedničke dvojne tačke za ova dva preslikavanja ima još jednu. No tada su ova preslikavanja zadata dvojnom tačkom i istim parom tačaka, samo u surotnim smerovima, pa su ona međusobno inverzna i njihov proizvod je identično preslikavanje.
3) Dokazati da važi: Svako projektivno preslikavanje 
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 je hiperbolično, izuzev onog preslikavanja kod koga važi 
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 koje je parabolično.
Dakle, ovo tvrđenje treba dokazati u oba smera. 

Svako preslikavanje koje ima dvojnu tačku je ili hiperbolično ili parabolično. Parabolično je ono hiperbolično projektivno preslikavanje kod koga se dvojne tačke poklapaju.U prethodnom zadatku, detaljno smo prikazali parabolično projektivno preslikavanje kao proizvod dva perspektivna preslikavanja. Pokažimo sada da za takvo preslikavanje važi gornja harmonijska konjugovanost.
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Prema dotičnom razlaganju, važi
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 Tada iz potpunog četvorotemenika 
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 sledi navedena harmonijska konjugovanost.

U obrnutom smetu, ako važi navedena harmonijska konjugovanost, postoji potpuni četvorotemenik kojim je ona određena. Neka su njegova temena označena kao na gornjoj slici. Tada postoji projektivno preslikavanje prikazano kao proizvod dva perspektivna preslikavanja, kao gore; nije teško videti da je ono parabolično.
4) Dokazati: Dva parabolična projektivna preslikavanja jednodimenzione mnogostrukosti na samu sebe sa zajedničkim dvojnim elementom su komutativna.

Dokazaćemo ovu osobinu paraboličnih preslikavanja jednodimenzionih mnogostrukosti na primeru pravolinijskog niza tačaka.
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Neka su data dva parabolična projektivna preslikavanja 
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 sa zajedničkom dvojnom tačkom 
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 Neka 
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 preslikava tačku 
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 Prikazaćemo podrobno svako od ovih preslikavanja.
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Za kompoziciju ova dva preslikavanja, važiće 
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Znamo na osnovu prethodnog zadatka da su oba gornja preslikavanja parabolična, pa su određena dvojnom tačkom i parom odgovarajućih tačaka . Dakle, važi 
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5) Dokazati: Proizvod dva hiperbolična projektivna preslikavanja sa zajedničkim dvojnim elementima je hiperbolično projektivno preslikavanje sa tim istim dvojnim elementima. Preslikavanje inverzno hiperboličnom je takođe hiperbolično projektivno presliavanje sa tim istim dvojnim elementima.
Ako su dve iste tačke dvojne u odnosu na dva razna preslikavanja, biće dvojne i u odnosu na njihov proizvod. Ako taj proizvod više nema dvojnih tačaka, onda je on hiperbolično projektivno preslikavanje sa tim istim dvojnim tačkama. Ako ima još dvojnih tačaka, onda je svaka tačka tog pravolinijskog niza dvojna i proizvod je identično preslikavanje.
Za preslikavanje inverzno hiperboličnom projektivnom preslikavanju, dvojne tačke osnovnog preslikavanja moraju takođe biti dvojne; dakle, inverzno prelikavanje je takođe hiperbolično i to sa istim dvojnim tačkama kao i osnovno.

6) Dokazati: Dva hiperbolična projektivna preslikavanja jednodimenzione mnogostrukosti na samu sebe sa zajedničkim dvojnim elementima su komutativna.
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Prikažimo najpre, prema oznakama sa slike, hiperbolična projektivna preslikavanja 
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 kao proizvod perspektivnih preslikavanja:



[image: image35.wmf]11

22

:(,,,...)(,,,...)(,,,...),

:(,,,...)(,,,...)(,,,...).

SS

TT

pQPAtRPTpQPA

pQPAsQRSpQPA

k

k

¢

¢

ÙÙ

ÙÙ


Hiperbolično projektivno preslikavanje je jednoznačno određeno parom dvojnih elemenata, još jednom tačkom i njenom slikom.
Posmatrajmo sada proizvode ova dva preslikavanja.
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Svaki od ova dva proizvoda je hiperbolično preslikavanje, prema prethodnom zadatku i ono je jednoznačno određeno parom dvojnih tačaka, još jednom tačkom i njenom slikom. Dakle, važi 
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7) Prava 
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 seče strane 
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 Neka je na pravoj 
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 data involucija 
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 i neka važi 
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 Dokazati da su prave 
[image: image47.wmf](,),(,) i (,)

pAApBBpCC

¢¢¢¢¢¢

 konkurentne.

Znamo da je preslikavanje 
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 involucija. Pošto se svake dve prave u ravni seku, znamo da postoji tačka 
[image: image49.wmf](,)(,)

DpAApBB

¢¢¢¢

=×

. Teba da dokažemo da važi
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 U tu svrhu, posmatraćemo potpuni četvorotemenik i pravu 
[image: image51.wmf]p

 i primenićemo drugu Dezargovu teoremu. Tri para naspramnih strana ovog potpunog četvorotemenika određuju na pravoj 
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 tri para dvostruko odgovarajućih tačaka jedne iste involucije. Ispisačemo tri para naspramnih strana ovog potpunog četvorotemenika i ispod svake od njih napisaćemo ime tačke u kojoj ona seče pravu 
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Na osnovu prva dva para dvostruko odgovarajućih tačaka, zakjlučujemo da potpuni četvorotemenik 
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 na pravoj 
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 indukuje upravo involuciju 
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, pa stoga umesto znaka pitanja možemo da stavimo tačku 
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 Dakle, tačka 
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 je incidentna sa pravom 
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 Odnosno, to znači da su prave  
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 konkurentne.
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