
V vežbe
1) Dokazati da postoji involucija 
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 ako i samo ako postoji hiperbolično projektivno preslikavanje kod koga su 
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 dvojne tačke, a koje tačku 
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 preslikava na tačku 
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 i tačku 
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na tačku 
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Pretpostavimo da postoji involucija i primenimo na rezultat te involucije rezultat pod (a) iz prvog zadatka sa prethodnih vežbi.
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Odatle sledi da postoji navedeno hiperbolično projektivno preslikavanje. U obrnutom smeru, dokaz je obrnut.

2) Dokazati da se svako projektivno preslikavanje jednodimenzionih mnogostrukosti može prikazati kao proizvod dveju involucija.
Posmatramo projektivno preslikavanje pravolinijskog niza tačaka na pravolinijski niz tačaka:
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Treba da pokažemo da postoje involucije 
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 takve da je 
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 Pri tome, vodimo računa da se preslikavanja u kompoziciji pišu zdesna na levo.
Postoji involucija 
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 zadata na sledeći način:
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. Ovo je involucija jer je par tačaka 
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 dvostruko odgovarajući. Neka je 
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 Definišimo sada projektivno preslikavanje 
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. Pošto je par tačaka 
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 dvostruko odgovarajući, onda je i 
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 involucija. Za proizvod ove dve involucije važi
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odakle sledi 
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3) Dokazati da je potreban i dovoljan uslov da proizvod dve involucije na jednodimenzionoj mnogostrukosti bude komutativan da on takođe bude involucija.
Ako je 
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 involucija, onda je 
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 pa su ove dve involucije komutativne. U obrnutom smeru, teorema se dokazuje obrnuto. 

4) Dato je projektivno preslikavanje
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i perspektivno preslikavanje
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Odrediti geometrijsko mesto tačaka kome pripada tačka 
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 tako da preslikavanje 
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bude involucija.
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Da bi preslikavanje 
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 bilo involucija, potrebno je i dovoljno da jedan par tačaka prave 
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 bude dvostruko odgovarajući. Potražimo sliku tačke 
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 ovom kompozicijom. 
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 jer je preslikavanje 
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 perspektivno. Tada mora i 
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 da se preslikava na 
[image: image34.wmf].

U

 Međutim, 
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 odakle sledi da 
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 i centar perspektive 
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 moraju da budu kolinearne tačke, odnosno, centar perspektive 
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 mora da pripadanosi projektivnog preslikavanja 
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U obrnutom smeru, tvrđenje se dokazuje obrnuto.
5) Dokazati da postoji kolineacija ravni na samu sebe koja ima tri i samo tri dvojne tačke. Ispitati da li ovo preslikavanje ima i dvojne prave.
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Neka su 
[image: image41.wmf],,
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 dvojne tačke kolineacije. One moraju da budu pod datim okolnostima nekolinearne; kada bi one bile kolinerne, postojao bi pravolinijski niz tačaka čija je svaka tačka dvojna i ova kolineacija bi tada bila homlogija, a homologija ima bezbroj dvojnih tačaka. Neka kolineacija nema dvojnih tačaka osim ovih. Dvojne tačke kolineacije obrazuju trotemenik. Neka tačka 
[image: image42.wmf]D

 ne pripada nijednoj od strana ovog trotemenika. Pretpostavićemo da njena slika 
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 pripada pravoj 
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 Obeležimo presek pravih 
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 sa 
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. Označimo kolineaciju sa 
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 Iz činjenice da su tačke 
[image: image48.wmf],,
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 kolinearne, sledi da su i tačke 
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 kolinearne. Iz činjenice da su tačke 
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 kolinearne, sledi da su i tačke 
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, koje su njihove slike, takođe kolinearne. To bi značilo da je 
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 a pretpostavka je da su 
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 jedine dvojne tačke ove kolineacije. Dakle, važi 
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 i na isti način može da se dokaže da tačka 
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 ne pripada ni pravama 
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Prikažimo sada kolineaciju 
[image: image57.wmf]p

 na sledeći način:
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Uvedimo sledeće oznake tačaka:



[image: image59.wmf](,)(,),(,)(,),(,)(,).

XpABpCDYpACpBDZpADpBC

=×=×=×


Za njihove slike će onda važiti:
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Dakle, nijedna od ovih tačaka nije dvojna, pa ond nema dvojnih tačaka na stranama četvorotemenika 
[image: image61.wmf](,),(,),(,)
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. Ako bi na 
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 postojala neka dvojna tačka osim tačaka 
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, tada bi svaka tačka te prave bila dvojna i kolineacija bi zapravo bila homologija sa osom 
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 i centrom 
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 i važilo bi da su tačke 
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CDD

¢

 kolinearne, a to ne može biti.
Ako bi osim ove tri dvojne tačke postojala i neka četvrta dvojna tačka 
[image: image67.wmf]Q

, ona ne bi mogla da pripada stranama trotemenika 
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 pa bi zajedno sa njegovim temenima davala četvorotemenik čija se temena preslikavaju sama na sebe. Kolineacija određena ovakvim četvorotemenikom bi bila identično preslikavanje.
Strane trotemenika čija su temena dvojne tačke kolineacije su njene dvojne prave.

6) Neka su 
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 dijagonalne tačke potpunog četvorotemenika, a 
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 proizvoljna tačka u ravni različita od ovih tačaka. Neka su 
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 one prave koje su redom harmonijski konjugovane sa pravama 
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 u odnosu na one strane potpunog četvorotemenika koje određuju 
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 Dokazati da su prave 
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 konkurentne.
Uočimo potpuni četvorotemenik 
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. Njegove strane određuju dijagonalne tačke: 
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 Tačka 
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 je proizvoljna tačka u ravni, a definisano je
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Prave 
[image: image80.wmf] i 
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 nisu predstavljene na slici, jer bi je učinile previše komplikovanom. Takođe, neće ni na koji način biti prikazana ni prava 
[image: image81.wmf].
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 Označimo presek pravih 
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 sa 
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 Prema drugoj Dezargovoj  teoremi, potpuni četvorotemenik 
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 određuje na pravoj 
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 involuciju za koju važi:
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Prva dva para tačaka zapravo su dobijena sečenjem ranije zapisanih dveju harmonijskih četvorki pravih pravom 
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Parovima dvostruko odgovarajućih tačaka 
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 involucija 
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 je u potpunosti određena i na osnovu dve gornje relacije jasno je da je to hipebolična involucija sa dvojnim tačkama 
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Dakle i za treći par navedenih tačaka važiće ista relacija 
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 Projektujmo ovu poslednju relaciju iz tačke 
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 Dobijamo
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pa će važiti 
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 prolazi kroz tačku 
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 pa su navedene tri prave konkurentne.
7) Dokazati da se jedan od trotemenika o kojima s govori u Dezargovoj teoremi može dobiti iz drugog primenom jedne homologije ili jedne elacije.
Ako su ova dva trotemenika u istoj ravni, onda je centar perspektive centar te homologije, a osa perspektive osa homologije. Ako su oni međusobno incidentni, onda je u pitanju elacija.
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