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Predgovor

Iz proucavanja osobina binarnih relacija nastale su relacione algebre. Alfred
Tarski je prvi koji je napravio odabir najvaznijih osobina koje vaze za sve bi-
narne relacije na proizvoljnim skupovima. On je 1941. godine, odabirajuéi neke
osobine za aksiome, uveo pojam relacione algebre. Sistem aksioma koje je Tarski
predlozio za opisivanje relacionih algebri bi¢e osnovno polaziste i u ovom radu.

Problemi reprezentacije u matematici su u sustini problemi jacine aksio-
matskog sistema. Konkretno, u slucaju sistema aksioma relacione algebre prob-
lem reprezentacije glasi: da li je svaki algebarski sistem koji zadovoljava pred-
lozene aksiome neka od algebri binarnih relacija? Tarski je mislio da je odgovor
pozitivan, sve dok americki matematicar Lyndon nije uspeo da konstruise algeb-
ru koja zadovoljava sve aksiome Tarskog, ali nije izomorfna ni jednoj algebri
binarnih relacija. Takva algebra se naziva nereprezentabilna relaciona algebra.

Jénsson i Tarski [10] su pokazali da je svaka (apstraktna) atomicna rela-
ciona algebra sa funkcionalnim atomima reprezentabilna kao algebra binarnih
relacija. Oni su izveli zakljucak da svaka relaciona algebra u kojoj je jedinica
suma kona¢no mnogo funkcionalnih elemenata reprezentabilna kao algebra bi-
narnih relacija. Tarski je postavio pitanje da li reprezentabilnost vazi i za svaku
funkcionalno gustu relacionu algebru, to jest svaku relacionu algebru u kojoj je
1 supremum nekog (kona¢nog ili beskonaénog) skupa funkcionalnih elemenata.

Potvrdan odgovor na ovo pitanje dali su Maddux i Tarski [14] i [13]. Jénsson
i Tarski su dali svoj opis za sve kompletne i atomic¢ne relacione algebre sa
funkcionalnim elementima, koristeéi algebre kompleksa aksiomatski definisanog
generalizovanog Brandtovog grupoida. Specijalno, dokazali su da je prosta rela-
ciona algebra kompletna i atomi¢na ako i samo ako je izomorfna algebri kom-
pleksa Brandtovog grupoida.

U ovom radu predstavljen je drugaciji dokaz teoreme reprezentacije Maddux-
Tarskog, koji je blizi originalnom dokazu teoreme reprezentacije Jonssona i
Tarskog, a takode i standardnoj Cayley-evoj teoremi reprezentacije za grupe.
Potom ¢e biti pokazano da je funkcionalno gusta relaciona algebra koja je
prosta ili atomi¢na ili bez atoma. Iz toga ¢emo imati da se kompletizacija
svake funkcionalno guste relacione algebre moze dekomponovati na direktan
proizvod B x C gde je: B direktan proizvod prostih, funkcionalno gustih rela-
cionih algebri od kojih je svaka ili atomi¢na ili bez atoma, a C je ili trivijalna
(jednoelementna) ili je netrivijalna funkcionalno gusta relaciona algebra koja je
bez atoma i nema prostih faktora, zato $to je njena Booleova algebra idealnih
elemenata bez atoma.

U uvodnom delu, pored definicija i osnovnih osobina za mreze i Booleove
algebre, dati su i dokazi teorema o reprezentabilnosti distributivnih mreza i
Booleovih algebri. Ovo poglavlje se najvise oslanja na knjigu ”Bulove algebre i



funkcije” [17].

Drugo poglavlje poc¢inje sa definicijom i aritmetikom relacionih algebri. U
nastavku drugog poglavlja definisane su Booleove algebre sa operatorima, a za-
tim i neki specijalni elementi relacionih algebri koji ¢e biti neophodni za dalju
diskusiju. Ovaj deo rada najveéim delom se oslanja na knjigu ”Relacione alge-
bre” [12], kao i na rad ”Functionally dense relation algebras” [1].

Trece poglavlje sadrzi definiciju reprezentabilnosti za relacione algebre. U
ovom delu rada, pored teoreme o reprezentabilnosti atomicnih relacionih algebri
sa funkcionalnim atomima, dat je i primer nereprezentabilne relacione algebre.

Poslednje poglavlje je posveéeno funkcionalno gustim relacionim algebrama.
U ovom delu rada data je teorema o reprezentabilnosti funkcionalno gustih rela-
cionih algebri, kao i razni opisi za funkcionalno guste realcione algebre, i to: prvo
za one sa funkcionalnim atomima, zatim za one koje su bez atoma i na kraju
za one Cija je Booleova algebra idealnih elemenata bez atoma. Trece i ¢etvrto
poglavlje se takode najveéim delom oslanjaju na rad ”Functionally dense rela-
tion algebras” [1].

Na kraju zelim da izrazim zahvalnost svom mentoru, dr Rozaliji Madarasz
Szilagyi, kako na odabiru ovako zanimljive teme, tako i na azurnosti i svesrdnoj
pomodi. Zahvalnost dugujem i dr Ivici Bosnjaku, na korisnim savetima, kao i
dr Sinisi Crvenkoviéu.

Ivan Prokié



Glava 1

Uvod

1.1 Mreze i reprezentabilnost distributivnih
mreza

Da bismo dosli do pojma relacione algebre najpre ¢emo se upoznati sa pojmom
mreze, a potom i Booleove algebre.

Definicija 1.1 Mreza je ureden skup £ = (L, <) u kome za svaka dva elementa
a i b postoji inf{a, b} i sup{a,b}.

Napomenimo da infimum praznog skupa postoji u L ako i samo ako u L
postoji najveéi element, i taj infimum jednak je najveéem elementu. Analogno,
supremum praznog skupa postoji ako i samo ako u L postoji najmanji element,
i supremum je jednak najmanjem elementu.

Tvrdenje 1.2 Ako je (L, <) mreza, onda za svaki konacan podskup M skupa
L postoje inf M i sup M.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po broju elemenata u skupu M. Ako je
M = {a}, onda je inf M = sup M = a. Ako M ima dva elementa onda infimum i
supremum postoje po pretpostavci. Dalje, neka je M = {a1,...,a,} i p = inf M.
Ako je b € L, onda, buduéi da je L mreza, inf(M U {b}) = inf{p, b}, Sto se
neposredno proverava. Po indukciji, svaki konacan podskup od L tako ima
infimum. Dokaz da postoje i supremumi je analogan. O

Definicija 1.3 Kompletna mreza je uredeni skup u kome svaki podskup ima
nfimum 1 supremum.

Dakle, u kompletnoj mrezi svaki podskup ima infimum i supremum, ukljucu-
juéi prazan skup i sam skup L. Infimum i supremum skupa L su, respektivno,
najmanji 0 i najveéi element 1. Isto vazi i za prazan skup, samo u obrnutom
redosledu: inf(g) =11 sup(g) = 0.

Definicija 1.4 MreZa je ogranicena, ako je ogranicena kao ureden skup, to
jest ako poseduje najmangi element 0 i najveci 1.

Posledica 1.5 Svaka kompletna mreza je ogranicena (odnosno ima najmangi i
najvedi element).



Kao posledica tvrdenja 1.2 za konacne mreze vazi sledeée tvrdenje.
Posledica 1.6 Svaka konacéna mreza je kompletna i ogranicena.

Primer 1.7 1. Svi skupovi brojeva, od prirodnih do realnih, jesu mreZe u
odnosu na poredak <, jer u tim uredenim skupovima

inf{a,b} = min{a, b}, @ sup{a,b} = max{a,b},

pa infimum i supremum za dvoelementni skup uwvek postoje.

U odnosu na kompletnost, navedene mreze brojeva se razlikuju. Skup R
realnih brojeva u odnosu na < nije potpuna mreza, ali se lako kompletira
dodavanjem najmanjeg —oo, i najveceg elementa oo, i definise se tako da
—o0 < 2 < 0 za sve x € R. Takvo kompletiranje ne daje rezultat u
slucaju skupa Q racionalnih brojeva jer i dalje skup {x € Q,x? < 2} kao
ni slicni, analogno konstruisani skupovi, nema ni infimum ni supremum,
a 1ma i donja i gornja ogranicenja.

2. Lanac je linearno ureden skup (P, <), to jest svaka dva elementa x,y su
uporedivi x < y ili y < x.

Svaki lanac je mreza:

inf{a,b} = min{a, b}, a sup{a,b} = max{a, b},

3. Partitivni skup P(A), za neki neprazan skup A, je kompletna mreza u
odnosu na inkluziju C, jer je infimum svake kolekcije skupova njen presek,
a SUPremum UNLja.

4. Uredeni skup (N,|) je mreZa, jer je
inf{a,b} = NZD{a,b}, a sup{a,b} = NZ5{a,b}.
Ova mreZa nije kompletna (dovoljno je samo primetiti da nije ogranicena).

5. Neka je (G,0,71,1) grupa i sa Sub(G) oznacimo familiju svih podgrupa
grupe G. Tada je parcijalno uredeni skup (Sub(G), C) (gde je C skupovna
inkluzija) mreZa (mreza podgrupa), jer je za H, K podgrupe grupe G,

inf{H,K} = HNK,

sup{H,K} =HVK =n{M € Sub(G): HUK C M}.

Presek svake familije podgrupa je ponovo podgrupa date grupe G, pa infi-
mum postoji u datom parcijalno uredenom skupu. Ova mreZa je kompletna.

6. Ponovo posmatramo grupu (G,o,”1 1) i sa N'(G) oznacimo skup svih nor-
malnih podgrupa grupe G. Tada je parcijalno uredeni skup (N(G),C)
mreZa (mreza normalnih podgrupa), jer je za H, K podgrupe grupe
G,

inf{H,K} = HNK,

sup{H,K} = HoK ={hok:he H ke K}.



Definicija 1.8 Neka je (L <) mreza sa najmanjim elementom, 0. Element a
iz L se naziva atom ako vazi a # 0 i ako postoji b takvo da (0 < b < a), onda
je b =10 ili b = a. KaZe se da a pokriva 0. Skup svih atoma L oznacavamo sa

At(L).

Definicija 1.9 MrezZa sa najmanjim elementom (0), je atomiéna ako za svaki
nenula element s postoji atom a takav da je a < s.

Primer 1.10 1. U (P(A),Q), gde je A neprazan skup, atomi su jednoélani
skupovi. Dakle, ova mreZa je atomicéna jer za svaki neprazan podskup B
skupa A postoji atom {b} C B, jer je B neprazan.

2. U (N, <) jedini atom je 1, a u (N,|) atomi su prosti brojevi. Obe ove mreZe
su atomicne.

3. Svaka konacéna mreZa je atomicéna.
4. Mreza ([0,1], <) nema atoma, pa nije ni atomicna.
Mreze mozemo definisati i na drugi nacin, kao algebarsku strukturu.
Definicija 1.11 Mreza je algebra L = (L,+, ), gde vaZe sledeéi identiteti:
r+s=s+r, r-s=s-r (komutativnost),
r+(s+t)=(r+s)+t, r-(s-t)=(r-s)-t (asocijativnost),
r=r+(r-s), r=r-(r+s) (apsorptivnost),
r+r=r r-r=r (idempotentnost).
Definicija 1.12 MreZa je modularna ako vaZi:
(r-s)+(s-t)=s-((r-s)+t) (modularnost).
Mreza je distributivna ako zadovoljava:
r-(s+t)=(r-s)+(r-t), r+(s-t)=(r+s) (r+1t) (distributivnost).
Sledec¢a teorema pokazuje da su dve definicije mreze zapravo ekvivalentne.

Teorema 1.13 Ako je (L, <) mreza definisana kao ureden skup, u smislu defini-
cie 1.1, tada su sa

r+s=sup({r,s}) i r-s=inf({r,s})

definisane operacije + i - tako da je (L,+,-) mreZa definisana kao algebarska
struktura, u smislu definicije 1.11 i da je zadovoljeno:
r<s akko r+ s =s.

Ako je (L,+,-) mreza definisana kao algebarska struktura, u smislu definicije
1.11, tada je sa
r<s akko r+s=s

definisano parcijalno uredenje na L, tako da je (L, <) mreza, u smislu definicije
1.1, © vazi
sup({r,s}) =r+s ¢ inf({r,s})=r-s.



Dokaz. Neka je (L,<) mreza definisana na prvi nac¢in. Dokazujemo da za
definisane operacije vaze komutativnost, asocijativnost, apsorpcija i idemopo-
tentnost. Komutativnost sledi neposredno iz definicije infimuma i supremuma
skupa (redosled elemenata nije svojstvo skupa). Asocijativnost je tacna, jer se
obe strane jednakosti odnose na isti skup {r,s,t}. Takode vazi apsorpcija, jer
za sve r,s € L imamo

r = sup({r,inf({r, s})}), odnosno r = inf({r,sup({r,s})}),

jer je inf({r, s}) < r odnosno r < sup({r, s}). Idempotentnost vazi, jer je jasno
da se infimum i supremum jednoelementnog skupa poklapaju sa tim elementom.
Treba jos dokazati da vazi r < s akko r + s = s. Ta ekvivalencija je ta¢na, jer
za sve r,s € L vazi

r < s akko sup({r,s})=s.

Neka je sada (L, +, -) mreza definisana na drugi na¢in. Uo¢imo prvo da je uslov
r 4+ s = s ekvivalentan sa uslovom r - s = r. To sledi iz

r+s=s = r-s=r-(r+s)=r,
zbog apsorpcije. Isto tako

r-s=r = r+s=r-s+r=r,
takode zbog apsorpcije. Relacija <, definisana sa

r<s akko r+s=r,
je relacija parcijalnog uredenja: za sve r,s,t € L imamo
r<r jerjer+r=r,
dakle vazi refleksivnost. Antisimetri¢nost dobijamo iz
(r<sis<r) = (r+s=sis+r=r)
= T =35,
zbog komutativnosti. Za dokaz tranzitivnosti posmatrajmo
(r<sir<t) = (r+s=sis+t=t)
= r+t=r+(s+t).

Odatle imamo da je

r+(s+t)=(r+s)+t=s+t=t,
Sto znaci da je r < t. Dobili smo da je (L, <) parcijalno ureden skup. Ostaje
jos da se dokaze

sup({r,s}) =r+s i inf({r,s})=r"s.

Imamor <r+sis<r+s,jerjer+(r+s)=r+sis+(r+s)=r+s.
Dalje, ako je r <tis <tsledir+s<tjerje

(r<tis<t) r+t=tis+t=t
r+ttstt=t
(r+s)+t=t

r+s<t.

P4l



Sli¢no kao za zbir, r-s <rir-s <s. Ako uzmemo r <t i s <t dobijamo
t-r=tit-s=t = t-r-t-s=t-t
= t-(r-s)=t
= t<r-s,

¢ime je dokaz kompletiran.
O

Primer 1.14 1. Operacije supremuma i infimuma, koje se na partitivnom
skupu proizvoljnog nepraznog skupa A izvode iz relacije inkluzije su redom
presek i unija. Odgovarajuca algebarska struktura je (P(A),U,N).

2. Za mrezu (N, |) operacije infimuma i supremuma su definisane sainf{a,b} =
NZD{a,b}, a sup{a,b} = NZS{a,b}, pa je odgovarajuéa algebarska
struktura (N, NZS, NZD).

3. Za mrezu (Sub(G), C), odgovarajuéa algebarska struktura je (Sub(G), V,N).

Da bismo dokazali teoremu Birkhoff-Stone o reprezentabilnosti distribu-
tivnih mreza, moramo uvesti pojam prostog ideala i izomorfizma za mreze.

Definicija 1.15 Ideal u mreZi L je njen neprazan podskup I koji ispunjava
uslove

1. izr,s €1 sledir + s € 1
2. izrelia<r slediac€ I
Ideal I uw mrezi L je prost, ako zar,s € L, izr-s &€l sledirel ilisel.
Definicija 1.16 Homomorfizam iz mreze (L, +, ) u mrezu (M, +,-) je funkcija
p iz L u M koja je saglasna sa operacijama + 4 - : ako su x +y 2z L, onda je
elx+y) =) +ey) i plr-y)=e@)- ey).
Ako je homomorfizam ¢ bijekcija, on se zove izomorfizam.

Teorema 1.17 [Birkhoff, Stone] Svaka distributivna mreza izomorfna je sa
podmrezom partitivnog skupa P(A), za neki skup A.

Dokaz. Neka je A skup prostih ideala distributivne mreze L. Ti ideali postoje
(videti [17], zadatak 1.49.). Definisimo preslikavanje ¢ iz L u P(A) sa

plr)={P e A:x ¢ P}.

Pokazimo da je ¢ injekcija saglasna sa operacijama u L. ¢ je injekcija, jer za
razli¢ite x i y u L postoje razli¢iti prosti ideali koji ih sadrze. To vazi jer za dva
razli¢ita elementa distributivne mreze postoji prost ideal u njoj koji sadrzi tacno
jedan od ta dva elementa (videti [17], zadatak 1.49.). Zbog toga su razlicite i
slike p(z) 1 ¢(y). Saglasnost sa operacijom - sledi iz

p@-y) = {PeA:z-y¢ P}
{PecA:x¢Piyé¢P}
{PeA:x¢P}n{PecA:y¢ P}
e(x) Np(y).



Ovo vazi zbog implikacije z -y ¢ P povlaci x ¢ P iy ¢ P, jer je P ideal, kao i
zbog obrata koji je tacan jer je P prost ideal. Saglasnost sa operacijom + sledi
iz

plr+y) = {PeA:z+y¢ P}
{PeA:x¢Pili y¢ P}
{PeA:x¢ PlU{PcA:y¢P}
p(z)Ue(y).

1.2 Booleove algebre i njihova reprezentabilnost

Definicija 1.18 Booleova algebra je algebra B = (B, +,-,—,0,1) koja zado-
voljava sledece aksiome:

(B, +, ) je distributivna mreza,

i za svako r iz B vaZi
r-0=0,r+1=1,

re(—=r)=0,7r+(-r)=1.
Unarna operacija — se naziva komplement.

Primer 1.19 1. Za proizvoljan skup A odgovarajuéa skupovna Booleova algeb-
ra je oblika:

B(A) = (P(A),N,U, —, 0, A).

2. Booleovu algebru koja ima samo jedan element zovemo trivijalna Booleova
algebra. Najjednostavnija netrivijalna Booleova algebra je dvoelementni
lanac 2 = {0,1}.

Kako svaka Booleova algebra u sebi sadrzi strukturu mreze, onda se u svakoj
Booleovoj algebri indukuje odgovarajuca relacija poretka <. Tada je u induko-
vanom parcijalno uredenom skupu (B, <) element 0 najmanji, a element 1 naj-
vedi.

Definicija 1.20 Ako Booleova algebra B indukuje kompletnu mrezu (B, <),
kazemo da je B kompletna Booleova algebra.

Primer 1.21 Svaka skupovna Booleova algebra je kompletna.

Definicija 1.22 Booleova algebra je atomicéna ako je atomicéna odgovarajuca
indukovana mreza. Ako u indukovanoj mrezZi ne postoje atomi, kaZemo da je
Booleova algebra bezatomska.

Primer 1.23 Za A # 0, skupovna Booleova algebra B(A) je atomicna.
Navodimo neke osobine Booleovih algebri koje ¢e nam trebati.

Lema 1.24 U svakoj Booleovoj algebri B vazi:



1. r < —s ako i samo akor-s =0,

r < s ako i samo ako —s < —r,
akojeu<vis<ttadajeu-s<v-tiu+s<v+t,
r <s ako i samo ako (Vt)(s-t=0=r-t=0),

r=s ako i samo ako (Vt)(s-t=0<r-t=0),

S S o e

ako postoji element r-> {s:s € S}, za S C B ir € B, tada postoji i
element Y {r-s:s € S} ita dva elementa su jednaka,

7. ako je B konacna, tada je i atomicéna.
Dokaz. (1) r < —s je ekvivalentno sa r - —s = r odakle sledi
r-s=(r-—s)-s=0.
Sa druge strane, iz r - s = 0 sledi
r=r-l=r-(s+—-s)=(r-s)+(@r-—s)=0+(r-—s)=r-—s.
(2) r < s je ekvivalentno sa r - s = r, §to je dalje ekvivalentno sa —(r - s) = —r,
Sto je ekvivalentno (na osnovu De Morganovih zakona) sa —r + —s = —r, §to je

ekvivalentno sa —s < —r.
(3) Nekajeu<wvis<t Tadajeu-—v=01s-—t=0, odatle

(u-8)-—(v-t)=u-s-(—v+—t) =us(—v) +us(-t)=04+0=0
=u-s<wv-t.
Isto tako,
(u+s)-—(v+t)=(u+s)(—v)(=t) = u(—v)(—t) + s(-v)(-=t) =0+0=0

=u+s< v+t

(4) Ako jer < sis-t=0, za svako ¢, onda je
ret=(r-s)-t=r-(s-t)=r-0=0.
Obratno, posto je —s - s = 0, iz implikacije sledi —s - 7 = 0. Odatle imamo
r=r-l=r-(s+—-s)=(-s)+(r-—s)=(r-s)+0=r-s,

odnosno, 1 < s.
(5) Direktna posledica ove leme pod (4) i antisimetri¢nosti za relaciju < .
(6) Prvo ¢emo dokazati da za proizvoljne elemente a, b, ¢ vazi

a-b<c = b<—-a+c
To sledi iz slaganja - 1 + sa <

b=1-b=(—a+a)-b=(—a-b)+(a-b) < —a+ec.



10

Jednako tako
c<—a+b = a-c<b, jer

a-c<a-(—a+b)=a-—a+a-b=0+a-b<b.
Sada, neka postoji
SC:Z{S:SGS}.

Ako je a € S, imamo
alzr = r-asr-z,
pajer-x=r-> {s:s € S} jedna gornja granica za > {r-s:s € S}. Akojem
gornja granica tog skupa, odnosno ako je r-s < m, za sve s € S, tada iz prvog
dela ovog dokaza sledi
s<-—-r+m, zasves €S

= < —r+m,

jer je x najmanja gornja granica za S, pa ponovo iz prvog dela dokaza imamo
r-x<m,

odakle sledi da je r -  najmanja donja granica skupa {r-s:s € S}.

(7) Neka je x proizvoljan element konaéne Booleove algebre B koji je razli¢it od
nule. Treba pokazati da ispod njega (u odnosu na poredak) postoji atom. Ako
je = atom, dokaz je zavrSen. Ako nije, postoji x1, tako da je

101 2 <.

Element z; moze biti atom, i tada je tvrdenje ta¢no. U suprotnom, ispod njega
postoji element xo, takav da

IQ%O i IQSZEl.

Na ovaj nacin se u kona¢nom broju koraka dolazi do atoma, jer bi u protivnom
B bila beskona¢na Booleova algebra. O

Sledeée leme ¢e nam koristiti za dokaz teoreme o reprezentaciji konacnih
Booleovih algebri, a druga i za dokaz Stoneove teoreme o reprezentaciji svih
Booleovih algebri.

Lema 1.25 Neka su By = (Bl,+1,'1, —1,01,11) 1 By = (Bg,+27'2, —2702,12)
Booleove algebre i ¢ funkcija iz By uw Ba. ¢ je homomorfizam ako i samo ako
za sve T, s iz By vaZe jednakosti

p(r1s) = o(r)29(s)
e(=1(r) = —2(p(r)

(Sliéno tvrdenje vazi i ako se umesto prve stavi druga binarna operacija, i dokaz
je dualan.)
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Dokaz. Smer (<) je trivijalan, jer je jasno da ove dve jednakosti vaze za svaki
homomorfizam.
(=) Pretpostavimo da vaze dve date jednakosti. Tada je

p(r+1s) = @(=1(r1s))

= —2(p(=1(r) 1 —1(9)))
—2(p(=1(r)) 2 o(—1(s)))

—2(—2(—2((1)) -2 —2(¢(s))))

= ¢(r) +2 ¢(s).

©(01) (-1 —1(r))
@(r) 2 —2(p(r)) = 02
(1) = ¢(=1(01)
= —2((01)
= —3(02) =1,

O

Lema 1.26 Ako je a atom u Booleovoj algebri B i x € B, onda vaZi tacno jedna
od nejednakosti
a<lz, a<l—x.

Dokaz. Posmatrajmo
a=a-1=a - (x+—-2)=(a-2)+ (a-—x).

Kako je a atom, elementi odredeni izrazima a-z i a - —z pripadaju skupu {0, a},
pa je bar jedan od njih bas a, na primer a2z = a, odnosno a < z. Tada a £ —=z,
jer bi u suprotnom bilo a < - —x = 0, §to je kontradikcija. O

Za konacne Booleove algebre B moze se pokazati da je B izomorfna sa
Booleovom algebrom P(A), gde je A skup atoma u B. Odatle se dobija da
svaka konacna Booleova algebra ima 2™ elemenata, za neki prirodan broj n, i
svake dve konacne Booleove algebre sa istim brojem elemenata su izomorfne.

Teorema 1.27 Konacéna Booleova algebra B izomorfna je sa Booleovom algeb-
rom P(A), gde je A skup atoma u B.

Dokaz. Neka je A skup atoma u kona¢noj Booleovoj algebri B. Uo¢imo funkciju
¢ : B — P(A), definisanu tako da je za x € B

px)={acA:a<zx}.

Dokazujemo da je ¢ izomorfizam.
1) ¢ je injekcija:
Neka je z # y i (recimo) z £ y. Odatle je z - —y # 0, pa postoji atom a takav
da je
a<zx-—y.
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Odatle a < z, pa a € p(x). Sliéno, a < —y, pa a € p(—y) i zato a £ y (jer bi iz
a< —yia<yslediloa <y-—y =0, sto ne moze). Zato je p(z) = v(y).

2)  je sirjekcija:

Neka je X = {aq,...,an} € P(A) iz = a;+...+a,. Dokazujemo da je p(z) = X.
Imamo da je za sve i € {1,...,n}, a; <z, pa je X C ¢(z). Sa druge strane, ako

je a € p(x), onda je a < x, odnosno a < ay + ... + a,. Tada je
a=a-x=a-(a1+..+a,) =(a-a1)+ (a-a2)+ ...+ (a-am).

Sledi da je za neko i, a = a;, jer bi u suprotnom bilo @ = 0, s obzirom da su i
a,ai, ..., a, atomi. Sledi p(x) C X, pa vazi ¢(z) = X.

3) ¢ je saglasno sa operacijom (-): Ako je a € (x - y), onda vazi a < x -y,
odakle jea <xia <y, tojest a € p(x)iac p(y). Sledi

oz -y) Colz)Ne(y).

Sa druge strane, ako je a € p(z) Np(y),ondajea<zia<y,tojesta<z-y
ia€p(z-y). Sledi,

p(x) Ney) € oz -y),
pa konac¢no dobijamo

p(x-y) = o) Np(y).

4) ¢ je saglasno sa unarnom operacijom (-):

Neka je a € ¢(—x), odnosno a < —z. Tada je a £ x (prema lemi 1.26) to jest
a ¢ ¢(x). To znadi da je a € —(p(x)), odnosno p(—z) C —(¢(x)) (sa desne
strane je skupovni komplement). Ako je a € —(p(x)), onda je a ¢ ¢(x), to
jest a £ z i zato (prema lemi 1.26) a < —z, odnosno a € ¢(—z). Odatle je
—(p(x)) C p(—x) i najaad p(—z) = —(p(2)).

Na osnovu 1)-4) i leme 1.25. ¢ je izomorfizam. O

Partitivni skupovi se tako mogu smatrati glavnim predstavnicima konac¢nih
Booleovih algebri. Kao $to je poznato, skup od n elemenata ima 2" podskupova.
Zato neposredno iz poslednje teoreme slede naredna dva tvrdenja,

Posledica 1.28 Svaka konacéna Booleova algebra ima 2" elemenata, gde je n
broj njenih atoma.

Posledica 1.29 Ma koje dve konacne Booleove algebre sa istim brojem eleme-
nata su izomorfne.

Definicija 1.30 Ideal Booleove algebre B je neprazan podskup I C B za
koji vazi

(rel i sel)=r+secl,

(tel i reB)=i-rel.

Teorema 1.31 (Stoneova teorema o reprezentaciji Booleovih algebri)
Svaka Booleova algebra se moze utopiti u neku Booleovu skupovnu algebru.

Dokaz. Kao sto smo videli u teoremi 1.17, svaka distributivna mreza je izomorfna
podmrezi partitivnog skupa. Taj izomorfizam je definisan kao potapanje ¢ iz
distributivne mreze u P(A), gde je A skup prostih ideala te mreze. Kako je
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Booleova algebra i sama distributivna mreza moze se iskoristiti isto to preslika-
vanje

o) ={P € A,z ¢ P}.

Ono je injektivno i saglasno sa binarnim operacijama. Jo§ je samo potrebno
dokazati da je ¢ saglasno sa komplementiranjem, pa se, prema lemi 1.25 dobija
homomorfizam Booleovih algebri.

o(—x) = {P€A:—x¢P}
= {PeA:xeP}
= —{PcA:x¢P}=—px).

© je odatle injektivni homomorfizam, odnosno, potapanje date Booleove algebre
u partitivni skup kolekcije svih njenih prostih ideala. O



Glava 2

Relacione algebre

2.1 Pojam relacione algebre

C.S. Pierce je u nekoliko svojih radova, koje je objavio sedamdesetih godina
devetnaestog veka, postavio osnove aritmetike binarnih relacija. Njegov rad
na uvodenju osnovnih pojmova teorije relacija i formulisanju njenih osnovnih
zakona nastavio je E. Schroder, ali njih dvojica nisu imali puno sledbenika.

Za pocetak aksiomatskog razvoja relacionih algebri smatra se 1941. godina,
kada je A. Tarski objavio svoj rad, vidi [18]. U ovom radu, pored postavljanja
aksioma aritmetike relacija, on je postavio i neka pitanja koja su odredila pravac
daljih istrazivanja. Te aksiome nisu bile u obliku identiteta. Danas se koristi
aksiomatski sistem u kome su sve aksiome identiteti i koji su prvi put objavili

A. Tarski i L. Chin 1951. godine.
Definicija 2.1 Relaciona algebra je algebrald = (U, +,-,—,0,1,;,7,1’), gde

je (U,+,-,—,0,1) Booleova algebra, a — i = su unarne operacije na U, 1’ is-
taknuta konstanta u U, i sledece aksiome su zadovoljene za sve elemente r, s i
tiwzU:

1. (Asocijativni zakon za kompoziciju) r; (s;t) = (r; s);t,

. (Jediniéni element za kompoziciju) r; 1" = r,

. (Prvi zakon involucije) "= =r,

~— . a—

2

3

4. (Drugi zakon involucije) (r;8)~ = s~ ;r 7,
5. (Distributivni zakon za kompoziciju) (r + s);t = r;t + s;1,
6. (Distributivni zakon za inverziju) (r+s)~ =1~ 4+ 87,

7. (Zakon Tarskog) r—; —(r;s) + —s = —s.

Skup U naziva se univerzum od Y. Booleove operacije + i — se nazivaju
sabiranje i komplement. Pirsove operacije ; i ~ zovu se kompozicija i
inverzija. Istaknuta konstanta 1’ zove se jedini¢ni element. Konvencija o
redosledu izvrSavanja operacija je sledeCa: unarne pre binarnih, a u binarnim
kompozicija pre sabiranja. Asocijativni zakon za kompoziciju dozvoljava da
se pise 7;s;t, bez zagrada. Cesto éemo koristiti ovu aksiomu bez posebnog
naglaSavanja.

14
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Primer 2.2 1. Klasican primer relacionih algebri je prava relaciona al-
gebra Re(FE), za sve podrelacije relacije ekvivalencije E na skupu U. To
znadi da je nosac ove algebre P(E). Operacije na Re(E) su skupovna
unija, skupovni presek, komplement u odnosu na E, kompozicija relacija i
inverzija koji su respektivno definisani sa: za sve R, S € P(FE) vazi

RUS ={(a,b): (a,b) € R ili (a,b) € S},

RNS={(a,b): (a,b) €R i (a,b) € S},
~R={(a,b): (a,b) € E i (a,b) ¢ R},
R|S={(a,b):(a,c) €R i (¢,b) €S, zanekoceU},
R~ ={(a,b): (b,a) € R}.

Istaknuta konstanta je identicka relacija idy na skupu U. Dakle ova rela-
ciona algebra je oblika

Re(E) = (P(E),U,Nn,~,,E,|,”" idy).

Ako je E Dekartov proizvod U x U, tada je Re(F) puna relaciona al-
gebra na U i oznacava se sa Re(U).

2. Drugi vaZan primer relactonih algebri su algebre kompleksa grupe
(G,0,71,1), gde je v jediniéni element grupe. Elementi u ovoj algebri
kompleksa su podskupovi (ili kompleksi) skupa G, a operacije ove alge-
bre su skupovna unija, komplement u odnosu na G, mnozZenje i inverzija,
poslednje dve definisane su respektivno sa:

HoK={hok:heH i keK} i H'={h':heH}

Jedinicni element ove algebre je singlton {t}. Ovu algebru éemo oznacdavati
sa Cm(G). U praksi, elemente iz G identifikujemo sa atomima u Cm(G),
to jest, identifikujemo elemente h grupe G sa njihovim singltonima {h}, i
govorimo o h kao da je element {h} u Cm(G).

Tvrdenje 2.3 Algebra kompleksa svake grupe je relaciona algebra.

Dokaz. Neka je Cm(G) = (P(G),U,N,—,0,G,0,7t,1), za neku grupu G.
Proveravamo da li su zadovoljeni uslovi iz definicije 2.1. (P(G),UJ,N,—, 0, G)
oCigledno ¢ini Booleovu algebru (to je skupovna Booleova algebra za skup G).
Proverimo jo$ preostalih sedam aksioma. Neka su N, H, K C G. Tada, ko-
ristec¢i definicije kompozicije i inverzije za algebre kompleksa i osobina koja vaze
u grupama, vazi:

1) Asocijativni zakon za kompoziciju,

No(HoK) = {no(hok):neNiheHikeK}
= {(noh)ok:neNheHikeK}
= (NoH)oK.

2)Jediniéni element za kompoziciju,

Ho{it}={hot:heH}={h:he H} =H.



16

3) Prvi zakon involucije,
(HH™?t = {pt:heH Y={(h ") ' : heH}
{h:heH}=H.
4) Drugi zakon involucije,
(HoK)™" = {g':geHoK}

{(hok)y™ ' :heHike K}
= {k'oh':heHkeK}=K'oH"

5) Distributivni zakon za kompoziciju,

(HUK)oN = {gon:(geHiligeK)ine N}
= {gon:geHine N} U {gon:geKine N}
= (HoN)U(KoN).

6) Distributivni zakon za inverziju,

(HUK)™ = {g':gecHiligeK}
= {9g':geH} U {g " :geK}
= H'uk

7) Zakon Tarskog u algebri kompleksa ima oblik:
H'o—(HoK)U-K =-K.

Dakle, treba pokazati da je H 1o —(HoK) C —K. Nekajeg € H 'o—(HoK)
i pretpostavimo suprotno, da g € K.
g€ H ' o —(H o K) je ekvivalentno sa

(3h)3En)(he HAn€ —(HoK)Ag=h"'on).

Na jednakost ¢ = h~' o n, sa leve strane, primenimo kompoziciju sa h, pa
dobijamo ho g =n. Kako je h € H i g € K, dobijamo dan € H o K, §to je u
kontradikeiji sa pretpostavkom da n € —(H o K).

O

Kako svaka relaciona algebra U u sebi sadrzi strukturu Booleove algebre,
uobicajene oznake za Booleovu algebru imaju smisla u kontekstu relacionih al-
gebri.

Proizvod dva elementa relacione algebre je Booleov proizvod dva elementa
ris u U moze se izraziti preko Booleovog zbira i komplementa, preko De
Morganovog zakona:

res=—(—r+—s),

i parcijalno uredenje moze biti definisano na U sa:
r <s akoisamo ako r+ s =s.

Booleova nula i jedinica su elementi oznaceni sa 0 i 1. Dva elementa u U su
disjunktna ako je njihov Booleov proizvod O.
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Atomi u U su definisani kao minimalni nenula elementi (u smislu parci-
jalnog uredenja koje smo upravo definisali), i relaciona algebra je atomiéna
ako je svaki nenula element iznad nekog atoma. Odnosno, relaciona algebra je
atomic¢na ako je atomic¢an njen Booleov deo.

Primer 2.4 1. Kako su sve konacne Booleove algebre atomicne, sledi da su
1 sve konacne relacione algebre atomicne.

2. Algebre kompleksa Cm(G), gde je G neka grupa, su atomicne.

Supremum (ili Booleova suma) i infimum (ili Booleov proizvod) skupa X ele-
menata iz U su najmanje gornje ogranicenje skupa X i najvece donje ogranicenje
skupa X, i ako postoje oznacavaju se sa » X i [[ X.

Supremum i infimum proizvoljnog skupa elemenata ne mora da postoji, ali
ako uvek postoji kazemo da je relaciona algebra ¢/ kompletna.

Kompletna podalgebra relacione algebre U je podalgebra B takva da je
supremum (u i) svakog podskupa od B pripada B.

Iz definicije se vidi da je relaciona algebra kompletna ako je kompletan njen
Booleov deo.

Primer 2.5 Kako su sve konacéne Booleove algebre kompletne, sledi da su sve
konacne relacione algebre kompletne.

Definicija 2.6 Regularna podalgebra relacione algebre U (koja ne mora biti
kompletna) je podalgebra B takva da za svaki podskup X u B, ako X ima supre-
mum T u B, tada X ima supremum i ulU, i taj supremum je r.

Postoji nekoliko vaznih osobina relacionih algebri koje ¢ée biti potrebne u
ovom radu.

Prva lema obuhvata neke od osnovnih osobina relacionih algebri. Druga i
Sesta osobina se nazivaju zakoni monotonosti za inverziju i kompoziciju, respek-
tivno. Trecéa i sedma osobina su osobina leve distributivnosti kompozicije prema
sabiranju i osobine postojanja levog jedini¢nog elementa.

Lema 2.7 U svakoj relacionoj algebri vazi:
.17 =1, 0"=0 & 1—=1.

r<s ako i samo ako r— < s .

t(r+s)=(tr)+ (L s).

r<r;lir<l1;r.

11=1.

ako jer <t i s <w, tada jer;s < t;u.

1ir=r.

S S A S N

(r-s)==r--s".



Dokaz. (1) Stavimo r = (1)~ i s = 1’ u identitetu (r;s)~ = s7;r~. Tada
()71~ =1)71 = 1'=(@1)".
Za drugu jednakost stavimo r = 0~ i s = 0 u identitetu (r +s)~ =r~ +s
Dobijamo
(0= +0)"=(0")" 40" = 0=0+0"
= 0=0".
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—

Za trecu jednakost stavimo r = 17 1 s = 1 u identitetu (r +s)~ =7~ + 5.

Dobijamo
I 4+1)"=(1")"4+17 = 17 =141"=1.
(2)
r<s & r+s=s
& (r+s)  =s"
&S r+s =s
& r <s”
3)
tir+s) = ((Lr+s)7)" =(r+s)73t7)~
= (ST = () + (575 )
= (rtT) T ETtT) T =) 0T) T+ ) T5(sT) T
= tir+i;s
(4)

s rn(l'+1)=nr1
& rml'4+rl=rl1
& r+rl=nrl
& r<nl
Analogno se dobija i

r<l;r

(5)
L1I=1L1+r=L1D)+(Lr) = 1;r<1;1,

za svako r. Ako je r = 1/, dobijamo

L1 <L;1 = 1<1;1
= 1=1;1.

(6) Neka jer <tis<wu. Tadajer—+t=1t1is+u=u, pa dobijamo
tis=(r+t);s=(r;s)+ (t;s) = rs<ts,

tu=t(s+u)=(t;s)+ (tu) = t;s<tu.
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Zbog tranzitivnosti relacije < dobijamo r;s < t;u.

(7)

157 (Vsr) )" =(0"17)~
= (rU)T=07)"
=

(8) Iz (2) ove leme imamo da

res<r = (r-s) <r7ir-s<s = (r-s)7<s".

Odatle (r-s)~ je donje ogranicenje elemenata r i s. Ostaje jos da dokazemo da
je to i najvece donje ogranicenje za ova dva elementa. Uzmimo ¢t <r~ it < s .
Dobijamo

= t <r-s
= t<(r-s)”.
Lema 2.8 U svakoj relacionoj algebri, sledece tri jednakosti su ekvivalentne

(r;s)-t=0, (r7;t)-s=0, (t;s7)-r=0.

Dokaz. Da bismo to dokazali prvo ¢emo da dokazemo da je t < —(r;s) akko
r—;t < —s.

(=)

t<—(ris) = rst<rT;—(rs) < —s,

Sto sledi iz aksiome Tarskog. Dalje, zbog tranzitivnosti relacije < sledi
r—;t < —s.

(<) Iz prethodnog dela, ako za r uzmemo r~, imamo

t<—(r7;s) = r;t<-—s,odnosno r7;s< —t = s<—(r;t).
Sada ¢t zamenimo sa s, a s sa t dobijamo

rit<—s = t<—(r;s),
¢ime smo dobili i drugi smer ekvivalencije. Iz ekvivalencije direktno sledi
(r;8)-t=0 & (r7;t)-s=0.
Iz leme 2.7 (8) i drugog zakona involucije sledi
(r;8)-t=0 & (s7;r7)-t7 =0,

Sto je iz ve¢ dobijenog ekvivalentno sa (s;¢~) -7~ = 0. Ako ponovo primenimo
2.7 (8) i drugi involutivni zakon, kona¢no dobijamo da je

(r;s)-t=0 & (t;s7)-r=0.
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Lema 2.9 U svakoj relacionoj algebri vazi:

1. 0=0 4 0;r=0.

2. (ry8) -t <r;(s-(r7;t)).
Dokaz. (1) Iz leme 2.8 imamo da vazi ekvivalencija

(9:8) t=0%(g75t) - s=0,
uzmemo da je g =7", s =1, ¢t =01 dobijamo
(r751)-0=0 < (r;0)-1=0.

Kako je leva strana ekvivalencije tacna, sledi ;0 = 0. Sli¢no, iz leme 2.8 imamo
da vazi ekvivalencija

(g;8) - t=0% (t;s7)-g=0,
odakle dobijamo da je
(Lir7)-0=0« (0;7r)-1=0,

iz cega sledi 0;r = 0.
(2) Prvo ¢emo dokazati

(r;s) -t =(r;(s-(r7;t))) - ¢,
odatle direktno dobijamo
(ris) -t <mi(s- (r7st)).

Za dokaz trazene jednakosti koristicemo osobinu za Booleove algebre iz leme
1.24
(Vu) (r;8) - tu=0 < (r;(s-(r7;t)))-tu=0.

Iz leme 2.8 imamo
(r;s)-tu=0 & (r7;tu)-s=0,
§to je ponovnom primenom iste leme, leme 2.7 (6) i osobine a <b = a-b=a

dalje

=
& (r(rTit)-s) - tw=0.



21

2.2 Booleove algebre sa operatorima

U ovom delu ¢emo videti da je svaka relaciona algebra Booleova algebra sa
operatorima i na koji jo§ na¢in mozemo definisati relacione algebre.

Definicija 2.10 1. Ako je B Booleova algebra i F : B® — B, kaZemo da
je F operator Booleove algebre B ako je F aditivan (distributivan) po
svakom svom argumentu tj.

F(ri,me, 814 82, ey Tn) = F(1r1,72, o0y 81, eey T ) + F(r1, 72, o0y S2, ey T)

2. Za algebru B = (B,+,-,—,0,1, F})cs kaZemo da je Booleova algebra
sa operatorima (u oznaci BAO) ako je redukt Rdg(B) = (B,+,-,—,0,1)
Booleova algebra, i sve operacije F;(j € J) su operatori Booleove algebre

Rdp(B). (Algebru Rdg(B) zovemo Booleov redukt od B).

3. Za operator F kaZemo da je kompletno aditivan ako za svaki indeksni
skup I za koji postoji > {s; :i € I} u B, vaZi

F(ry,...;» {sizi€I},omn) =Y {F(ri,...,8i,...,m0) 1i € I},

Sledeca teorema pokazuje da su relacione algebre zapravo Booleove algebre
sa operatorima.

Teorema 2.11 Swvaka relaciona algebra je Booleova algebra sa operatorima.

—

Dokaz. Pokazecemo da su operacije ; i ~ aditivne, tj. distributivne:

ri(s+t) = (ris)+(r;t)
(r+s)t = (r;t)+(s:)
(r+s)~ = r +s7

r
r
Prva jednakost vazi, dokazali smo u 2.7 3), druga je distributivni zakon za
kompoziciju, a trec¢a distributivni zakon za inverziju. O
Definicija 2.12 Neka su F' i G dve unarne operacije Booleove algebre .

1. Za F i G kaZemo da su konjugovane ako za sve r,s € B vazi

F(r)-s=0 ako i samo ako r-G(s) =0.

2. Za F kaZemo da €uva poredak (ili da je izotona) ako se slaZe sa
relacijom <, tj. ako iz r < s sledi F(r) < F(s).

Tvrdenje 2.13 U svakoj relacionoj algebri operacija =~ ima konjugovanu (to
je ona sama,).

Dokaz. 1z leme 2.8 imamo
(r751s=0 & (1587 )r=0,

odakle dobijamo
rs=0 & s r=0,

odnosno, operacija ~ je samokonjugovana. O
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Tvrdenje 2.14 Operacija ~ je izotona u svakoj relacionoj algebri.

Dokaz. Lema 2.7 2). O

O odnosu konjugovanosti i izotonosti govori nam slede¢a teorema.

Teorema 2.15 Unarna operacija F' Booleove algebre B ima konjugovanu ako
i samo ako je F izotona i za sve s € B skup K(s) = {r € B: F(r)s = 0} ima
najvedi element. Ako to vazi, onda je konjugat G od F jedinstven i —G(s) jeste
najvedi element u K (s).

Dokaz. (+). Neka je operacija F' izotona i skup K(s) = {r € B : F(r)s = 0}
ima najvedi element N (s). Dokazimo da je tada funkcija G definisana sa G(s) =
—N(s) konjugovana sa F'.

F(r)is=0 = rekK(s) = r<N(s)
= r-—N(s)=0
= r-G(s)=0.

= r-—N(s)=0

= r<N(s) = F(r)<F(N(s))
= F(r)s<F(N(s))s=0

= F(r)s<0 = F(r)s=0.

Dokazimo jedinstvenost konjugovane operacije. Neka je H funkcija sa osobinom
F(r)s=0 & r-H(s)=0.

Tada imamo:

—H(s)-H(s)=0 = F(—H(s))-s=0
= —H(s) < N(s)
= —N(s) < H(s) = G(s)<H(s).

Dakle, H(s) = G(s).
(=). Pretpostavimo sada da F' ima konjugovanu operaciju G. Dokazimo da
skup K(s) = {r € B: F(r)s = 0} ima najvedi element i to je —G(s). Prvo,

—G(s) € K(s)
jer
F(-G(s))s=0 & —-G(s)G(s)=0.
Da je najvedi sledi iz:

F(r)s=0 = r-G(s)=0 = r<-G(s).
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Dokazimo da je F' izotona. Neka je r < s. Znamo da

F(s)-—F(s) =0 = seK(-F(s)) = s<—-G(—F(s))

= r<s<-G(-F(s))
= r<—-G(-F(s))

= r-G(-F(s))=0
=

F(r)-—F(s)=0 = F(r) < F(s).
Od

Teorema 2.16 Ako unarna operacija F' Booleove algebre B ima konjugat, onda
je F' kompletno aditivna i F(0) = 0.

Dokaz. Neka je G konjugovana za F. Dokazimo prvo F(0) =0:

0-G(r)=0 < F(0)-r=0,
za sve r. Za r = 1 dobijamo F(0) = 0. Dalje, neka je r = > {r; : i € I},
(r,r; € B). Treba dokazati

F(r)y=Y {F(r;):i€I}.

Posto zasve i € I vazi r; < r, a operacija F je izotona, onda F'(r;) < F(r), pa je
F(r) jedno gornje ogranicenje za sve F(r;). Dokazimo da je to i najmanje gornje
ograni¢enje. Neka je ¢ jedna gornja granica, tj. za sve i € I vazi F(r;) < t. Tada
imamo

F(’I”i) <t = F(T‘,’)'—tZO
= T G(—t) =0
= G(—t) N 0,
za sve ¢ € I. Sada se setimo jedne ¢injenice koja vazi za sve Booleove algebre:
Ako u Booleovoj algebri B postoji element r - > {u : u € A}, za neki A C B,
onda postoji i element Y {r-u:u € A}, i ta dva elementa su jednaka. U nasem
slucaju
G(—t)-Y {riziel}=> {G(-t) ri:icl} =0
= —t-FO) {ri:i€l})=0 = F(r)<t,
§to je i trebalo dokazati. O
Tvrdenje 2.17 Operacije inverzije i kompozicije u relacionoj algebri su komp-

letno distributivne u odnosu na sabiranje, u smislu da ako supremum skupa X
postoji u algebri, tada supremum skupa {r~ :r € X} postoji i

d{rirexy=0_Xx)",

i supremum skupa {s;r : v € X} postoji i

Z{s;r:reX}:s; (ZX)
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Dokaz. Prvi deo je direktna posledica teoreme 2.16, jer je operacija ~ u svakoj
relacionoj algebri samokonjugovana.

Drugi deo je takode direktna posledica teoreme 2.16. Ako je R relaciona
algebra i s € A onda operacija F(r) = s;r ima konjugovanu, G(r) = s~ ;r. Ovo
dobijamo kao posledicu leme 2.8, jer vazi

Frit=0 & (s;7)t=0

O

Posledica 2.18 Ako supremumi skupova X 1Y postoje u relacionoj algebri R,
tada supremum skupa {r;s:r € X i s € Y} postoji i

dHrsireX isevy=0_X;0_Y).

Teorema 2.19 Pretpostavimo da su F i F', G i G’ parovi konjugovanih oper-
atora na Booleovoj algebri B. Tada vaZe sledeéa turdenja:

1. F(r)s < F(rF'(s)) za sve r € B.

2. F(r)s < FF'(s) za sve r,s € B.
3. F(r) < FF'F(r) za sver € B.
4. Za sver,s € B, ako je F(r) <r i F'(s) <s, tada F(r)s = F(rs).
5. Ako je F(r) <r i G(r) <r za sver € B, tada FG(r) = F(r)G(r).
6. Ako je F(r) <r za sver € B, tada F = F' = FF.
Dokaz. Vidi [8]. O

Posledica 2.20 U svakoj relacionoj algebri vazi:

1. (r;9)t <7 (s(r;t)).
(r; )t < rr;t.
r<ryrTT.
Ako jer;t <r ir;t~ <, tada r(s;t) = (rs)t.
Ako jer <1 i s <1, tada (r;t)(s;t) = (rs);t.
Ako jer <1/, tadar =1~ =r;r.

Ako jer <1 is <1, tada r;s = rs.

SR N S T S R R

Ako je r <1/, tada (r; s)t = r; (st).
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Dokaz. Za dokaze tvrdenja 1)-6) koristimo odgovarajuéa tvrdenja iz teoreme
2.19 1)-6). Za dokaze tvrdenja 1)-3) uzimamo F(r) = a;r. Za dokaz tvrdenja
4) uzimamo F(r) = r;c. Za dokaz 5) uzimamo F(r) = a;r, 1 G(r) = b;r, i za 6)
uzimamo F(r) = a;r.

Ako primenimo teoremu 2.19 5) sa F(r) = a;r i G(r) =r;b, gde sua < 1’1
b <1, dobijamo a;7;b = (a;r)(r;b). Za r =1’ dobijamo 7). Konaé¢no, 8) sledi
iz teoreme 2.19 5) sa F'(r) = a;r i G(r) = re.

O

Ekvivalencija iz leme 2.8, zajedno sa aksiomama da je (R, +, -, —, 0, 1) Booleova
algebra i da je (R,;,1’) monoid, definise relacionu algebru. O tome govore
sledece dve teoreme.

Teorema 2.21 Neka je R = (R,+,-,—,0,1,;,1',7) algebra tipa (2,2,1,0,0,2,
0,1) koja zadovoljava

1. (R,+,-,—,0,1) je Booleova algebra;
2. (R,;,”) je monoid;
3. Za sver,s,t € R vaZi:

(r;s)-t=0 & (r7;t)-s=0 & (&57) r=0.

Tada je R relaciona algebra.

Dokaz. Prvaidruga aksioma iz definicije relacione algebre slede iz pretpostavke
da je (R,;,~ ) monoid.

Na osnovu (3) mozemo dokazati da operacija = ima konjugovanu i da je to
ona sama:

r7s=0<« (r’;1)s=0« (58 )r=0 & s r=0.

Takode, na osnovu (3) mozemo dokazati da u nasoj algebri i sve operacije
F(z) = r;z imaju konjugovane:

—

(r;z)y=0 < (r7;y)xz=0.

Odatle, na osnovu teoreme 2.16, zaklju¢ujemo da su sve te operacije kompletno
aditivne, pa algebra zadovoljava distributivne zakone za kompoziciju i inverziju.
Dokazimo da vazi i Zakon Tarskog:

(r;8)(=(r;8)) =0 & (r7;(=(r;5)))s = 0,

zbog (3).

Ostalo je da dokazemo da vaze prvi i drugi zakoni za involuciju. Koristi¢éemo
¢injenicu (koju smo dokazali u delu o Booleovim alegebrama, lema 1.24) da u
svakoj Booleovoj algebri vazi:

r < s ako i samo ako (V{)(s-t=0=r-t=0) 1

r = s ako i samo ako (Vt)(s-t =0 r-t=0).

Neka je t € R. Tada:

tr=0& (nt=0«s (r;;H)I'=0< (r");1)t=0 & t(r7)” =0,
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Sto prema prethodnom znaci da je (r= )~ =r.
Da dokazemo i drugi zakon involucije pretpostavimo da je t € R. Tada:

(r;8)7t=0 < (
S
& (ms)tT =0
e
S

Dakle, s;r~ = (r;s)~. Time smo dokazali da je R relaciona algebra. O

Teorema 2.22 Algebra R = (R,+,-,—,0,1,;,1',7) tipa (2,2,1,0,0,2,0,1) je
relaciona algebra akko zadovoljava sledeée uslove:

1. (R,+,-,—,0,1) je Booleova algebra;
2. (R,;,7) je monoid;
3. Za sver,s,t € R vazi:
(r;s)-t=0 & (r75t)-s=0 < (t;s7)-r=0.
Dokaz. Sledi direktno iz leme 2.8 i teoreme 2.21. O

Iz tog razloga uslove (1),(2),(3) teoreme 2.21 mozemo uzeti za drugu, ek-
vivalentnu definiciju relacione algebre.
2.3 Neki specijalni elementi relacionih algebri

Nekoliko specijalnih vrsta elemenata ¢e biti znac¢ajni za dalju diskusiju.

Definicija 2.23 Ekvivalencijski element u relacionoj algebri U je element
e koji zadovoljava nejednakosti

e <eiee<le.

Primer 2.24 U skupovnim relacionim algebrama, relacija zadovoljava prou (drugu)
nejednakost samo ako je simetricna (tranzitivna).

Definicija 2.25 Neka su r i s elementi relacione algebre U. KazZemo da je r
ispod s ako vazir < s.

Tvrdenje 2.26 Ako su r i s proizvoljni elementi relacione algebre U, koji su
ispod ekvivalencijskog elementa e, imamo

r+s<e e-—e<e rs<e r <e, e-1' <e.
Dokaz. 1z leme 1.24 pod 5), imamo
r<eis<e = r+s<e+e<e.

Druga nejednakost vazi po definiciji infimuma.
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Iz leme 2.7. pod 6) i definicije ekvivalencijskog elementa imamo
r<eis<e = r;s<ee<e.

Za dokaz ¢etvrte nejednakosti ponovo koristimo definiciju ekvivalencijskog ele-
menta i lemu 2.7, ali sada pod 2), i dobijamo

r<e = r <e <e.

Peta nejednakost vazi kao i druga po definiciji infimuma. O

Dakle, skup svih elemenata koji su ispod e je zatvoren za operacije Booleove
algebre. Takode vidimo da je taj skup zatvoren i za kompoziciju i inverziju, i
sadrzi relativizovani jedini¢ni element e - 1/. Odatle vazi sledeéa definicija.

Definicija 2.27 Relativizacija &/ u odnosu na e, je restrikcija relacione
algebre U na elemente koji su ispod ekvivalencijskog elementa e.

Tvrdenje 2.28 Relativizacija algebre U uw odnosu na ekvivalencijski element
e je relaciona algebra, i "skoro” da je podalgebra od U, jedina razlika izmedu
relativizacije i podalgebre je to $to je u relativizaciji jedinica e, a ne 1, jediniéni
element e-1', a ne 1.

Dokaz. Vidi [3]. O

Primer 2.29 Ako je E relacija ekvivalencije na U, tada je Re(E) relativizacija
od Re(U) u odnosu na E.

Relativizacija relacione algebre u odnosu na ekvivalencijski element moze
naslediti brojne osobine od pocetne relacione algebre.

Tvrdenje 2.30 Ako je pocetna relaciona algebra kompletna, tada je to i rela-
tivizacija. Element r v U je atom u relativizaciji ako i samo ako je atom i u U
ir < e. Specijalno, ako je U atomicna, tada je i relativizacija atomicna.

Dokaz. Sledi direktno iz definicije relativizacije. O
Definicija 2.31 Podjedini¢éni element u relacionoj algebri je element x < 1.

Definicija 2.32 Desno idealni element je element r koji ima osobinu da je
r=r;l.

Dakle, za desno idealni element r mozemo pretpostaviti da postoji neki ele-
ment s tako da vazi r = s;1 (u tom slucaju kazemo da s generiSe desno
idealni element r).

Ispostavlja se da uvek postoji element s, koji generiSe desno idealni element
r, tako da je s podjedini¢ni, vidi [3].

Sli¢no tome definisemo levo idealni element.

Definicija 2.33 r je levo idealni element ako je r = 1;r.

Gornja definicija ekvivalentna je sa ¢injenicom da postoji s takav da je r =
1; s (isto kao gore mozemo pretpostaviti da je s podjediniéni element).

Imena poticu iz ¢injenice da ovi elementi igraju specijalnu ulogu u odredivanju
onoga $to zovemo (relaciono algebarskim) desnim i levim idealima.



28

Primer 2.34 U punoj skupovnoj relacionoj algebri na skupu U, desni idealni
elementi, respektivno levi idealnt elementi, su relacije R koje se mogu napisati
u obliku R = X x U, respektivno R = U x X, za neki podskup X skupa U.
Ove relacije mogu se zamisliti kao vertikalne, respektivno horizontalne, trake u
Dekartovom koordinatnom sistemu odredenom sa U x U.

U daljem razmatranju trebaée nam sledeée osobine koje vaze za desno idealne
elemente.

Lema 2.35 Neka su r i s desno idealni elementi, odnosno r = x;1 i s = y;1
za neke podjedinicne elemente x i y. Tada vaZi:

1. —r je desno idealni element i —r = —(x;1) = (1" - (—z)); 1.

2. Ako supremum proizvoljnog skupa desno idealnih elemenata postoji, onda
je taj supremum desno idealni element. Specijalno, r + s je desno idealni
element 1

r+s=x;14+y;1=(x+y);L

3. r-(s;t) = (r-s);t, za sve elemente s it.

Dokaz. Vidi [3]. O

Prema (1) i (2) prethodne leme skup svih desno idealnih elemenata formira
regularnu Booleovu podalgebru B u Booleovom delu relacione algebre U. Zove
se Booleova algebra desno idealnih elemenata u /. Osobina (3) sa zove
strogi modularni zakon za desno idealne elemente, i ona karakterise
desno idealne elemente:

Tvrdenje 2.36 r je desno idealni element u U ako @ samo ako zadovoljava
jednakost r - (s;t) = (r-s);t, za sve s it izU.

Dokaz. Vidi [3]. O

Definicija 2.37 Pravougaonik u relacionoj algebri je element oblika x;1;y,
gde su x 1y podjediniéni elementsi.
Elementi x i y zovu se stranice pravougaonika.

Tvrdenje 2.38 Za sve x iy iz U vazi jednakost x;1;y = (z;1) - (1;y).
Dokaz. Vidi [10]. O

Posledica 2.39 Pravougaonik je zapravo Booleov proizvod desno idealnog ele-
menta sa levo idealnim elementom.

Primer 2.40 U punoj skupovnoj relacionoj algebri na skupu U, pravougaonici
su skupovi oblika X XY, gde su X 1Y podskupovi skupa U .

Definicija 2.41 Za relacionu algebru U kaZemo da je prosta ako je netrivi-
jalna (to jest, ako ima bar dva elementa) i ako ima samo trivijalne ideale {0} i
U.
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Tvrdenje 2.42 Klasa prostih relacionih algebri ima vrlo prostu aritmeticku
karakterizaciju: relaciona algebra U je prosta ako i samo ako ima tacno dva
tdealna elementa, koje éemo oznacavati sa 0 ¢ 1. Ekvivalentno, U je prosta ako
i samo ako je 0 # 1, i za sve elemente v uld, ako jer # 0, tada je 1;7r;1 =1. Iz
ove karakterizacije sledi da je svaka podalgebra proste relacione algebre prosta.

Dokaz. Vidi [10]. O

Koristiéemo sledeée osobine pravougaonika.

Lema 2.43 Neka su x,y, u, v podjedinicni elementi u relacionoj algebrild. Tada:
1o (2L y) - (us Liv) = (2 - u); 15 (y - v).
2. (z:Ly)~ = (y: Liz).

3. x; 1y # 0 wvek kada je U prosta relaciona algebra i stranice x iy su
razlicite od nule.

4. (x;1;y); (w; L;v) < 25150 @ jednakost vazi wvek kada je U prosta i y - v je
razli¢ito od nule.

5. x; Ly = u; ;v ako © samo ako je x = u t y = v, kada god je U prosta i
stranice pravougaonika su razlicite od nule.

Dokaz. Vidi [10]. O

Definicija 2.44 Kvadrat u relacionoj algebri je pravougaonik sa jednakim
stranicama.

Tvrdenje 2.45 Kwvadrat je uvek ekvivalencijski element.

Dokaz. Neka je r kvadrat, to jest element oblika r = z;1;z, gde je z < 1'. Za
dokaz da je r ekvivalencijski element po definiciji potrebno je da pokazemo da
vazir— <riryr<r.

Na osnovu leme 2.43 pod 2) imamo

r7 = (x; ;)7 =x;1;x.
Na osnovu iste leme, sada pod 3), dobijamo
ryr = (z; L;2); (x; L 2) < (x; 1z),

§to je i trebalo pokazati. O

Odatle sledi da ima smisla govoriti o relativizaciji relacione algebre u odnosu
na kvadrat.

Definicija 2.46 Domen i rang elementa v u relacionoj algebri su podjediniéni
elementi oblika:

domenr = (r;1)-1" i rangr = (1;7) - 1.

Primer 2.47 U skupovnoj relacionoj algebri, domen (rang) relacije R je skup
parova (o, ) takvih da je o domen (rang) relacije R u standardnom znacéenju.
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Tvrdenje 2.48 Domen i rang pravougaonika x; 1;y su, respektivno, stranice x
1y. Domen desno idealnog elementa r = x;1 je x, a rang levo idealnog elementa
r=1;y jey. Ako je x domen, a y rang elementa r, tada je

Tr=ry=r.

Prema tome, domen (rang) elementa r se ponasa kao levi (desni) jedinicni ele-
ment za 7.

Dokaz. Vidi [10]. O

Definicija 2.49 Funkcionalni element, u relacionoj algebri, je element f sa
osobinom f~; f <1'.
Bijektivni element je funkcija f sa osobinom da je i f~ takode funkcija.

Primer 2.50 U skupovoj relacionoj algebri, funkcionalni element je zapravo
funkcija, a bijekcija injekcija, u skupovnom smislu.

Naveséemo neke osobine funkcionalnih elemenata koji ¢e nam trebati u kas-
nijim razmatranjima. Osobina (3) kaze da je funkcija levo distributivna prema
Booleovom mnozenju. Odatle imamo da je i bijekcija levo distributivna prema
Booleovom mnozenju.

Lema 2.51 Neka je U relaciona algebra i f,g,r,s elementi iz U. Tada vaZe
sledeéa tvrdenja.

1. Ako je [ funkcionalni element sa domenom x i rangom y, i ako je g
funkcionalni element sa domenom y i rangom z, tada je f; g funkcionalni
element sa domenom x i rangom z.

2. Ako je f funkcionalni element i g < f, tada je i g funkcionalni element i

(:1)- f=y.

3. Ako je f funkcionalni element, tada je f;(r-s) = (f;r)-(f;s), za sve sve
elemente r i s.

4. Supremum skupa funkcionalnih elemenata koje generisu uzajamno disjunk-
tne desno idealne elemente, ako postoji, je takode funkcija. Specijalno, ako
su f i g funkcionalni elementi takvi da (f;1) - (g;1) = 0, tada je f + ¢
funkcionalni element.

Dokaz. Vidi [10]. O

Sada ¢emo videti neke osobine atoma koje ¢e nam trebati u daljem razma-
tranju.

Lema 2.52 Neka jelU i, s, f elementi izU. Tada vaZe sledeéa trvdenja.
1. Ako je r atom, tada su to i njegov domen i rang.

2. Ako jer atom, tada je r;1 atom u Booleovoj algebri desno idealnih eleme-
nata. Specijalno, ako je r atom 10 < s < r;1, tada je s;1 =1;1.
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3. Ako je r atom u Booleovoj algebri desno idealnih elemenata i ako je f
funkcionalni element takav da je r - f # 0, tada je r - f atom. Specijalno,
ako je r atom (u relacionoj algebri) i ako je [ funkcionalni element, i ako
zadovoljavaju 0 < f < r;1, tada je i f atom.

4. Funkcionalni element je atom ako i samo ako mu je domen atom.

5. Ako jer atom i f funkcionalni element ¢iji domen sadrzi rang od r, tada
jer; f atom.

6. Ako je r atom, tada je i v~ atom.
Dokaz. Vidi [3] 1 [10]. O

Definicija 2.53 FElement koji je i levo idealni i desno idealni element zove se
idealni element.

Tvrdenje 2.54 Idealni element r karakterise ¢injenica da je r = 1;;1, za neki
element s (i kaZe se da s generige idealni element r), kao i kod desno idealnih
elemenata, moZe se uzeti da je s podjedinicéni element.

Dokaz. Vidi [10]. O

Primer 2.55 U pravoj relacionoj algebri na relaciji ekvivalencije E, idealni
elementi su relacije R koje se mogu zapisati u obliku

R=|J{vxV:VeX}

za neki skup X, koji je klasa ekvivalencije u E. Ako je V klasa ekvivalencije E,
tada je V- x V idealni element.

Tvrdenje 2.56 Skup idealnih elemenata u relacionoj algebri U sadrzi 0 ¢ 1 4
zatvoren je za Booleove operacije u U.

Dokaz. Sledi iz leme 2.35 (1) i (2) i analogonu ove leme za levo idealne elemente,
zajedno sa lemom 2.9 (1) i lemom 2.7 (5). O

Posledica 2.57 Skup idealnih elemenata je Booleova algebra sa Booleovim op-
eracijama iz U, u stvari to je reqularna podalgebra Booleovog dela od U, u smislu
da supremum skupa idealnih elemenata postoji u Booleovoj algebri idealnih ele-
menata ako ¢ samo ako postoji u U, i kada ovi supremumi postoje, jednaki su.

(Vidi [2] i [10]).

Postoji bliska veza izmedu idealnih elemenata i ideala u relacionim algeb-
rama.

Tvrdenje 2.58 Neka je U relaciona algebra i B Booleova algebra idealnih el-
emenata uwU. Ako je M relaciono-algebarski ideal w U, tada je Kyy = B(\M
Booleov ideal u B, i ako je K Booleov ideal u B, tada je skup

Mg={reA:1;m1e€ K}

relaciono-algebarski ideal v U. Funkcija koja slika svaki relaciono-algebarski
ideal M izU u Booleov ideal Ky iz B je mrezni izomorfizam iz mreZe relaciono-
algebarskih ideala uld u mrezZu Booleovih ideala u B, a inverzni izomorfizam slika
svaki Booleov ideal K iz B u relaciono-algebarski ideal Mg w U. Specijalno, M
je glavni ideal uw U samo ako je Kp; glavni ideal u B, to jest samo ako je M
skup svih elemenata u U koji su ispod nekog datog idealnog elementa.
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Dokaz. Vidi [2] i [10]. O

Tvrdenje 2.59 Idealni elementi su uvek ekvivalencijski elementi, pa ima smisla
posmatrati relativizaciju relacione algebre prema idealnom elementu.

Dokaz. Vidi [10]. O

Suprotno proizvoljnim elementima ekvivalencije, idealni elementi determinisu
ideale (pa i relacije kongruencije) na relacionim algebrama.

Posledica 2.60 Skupovi idealnih elemenata mogu se koristiti da bi se dobile
dekompozicije relacionih algebri. Ako skup (r; : i € I) idealnih elemenata u
relacionoj algebri U wvrsi particiju jedinice, u smislu da su elementi uzajamno
disjunktni i zbir im je 1, tada je U izomorfno direktnom proizvodu skupa rela-
cionih algebri (U; : i € T), gde je U; relativizacija U prema idealnom elementu
T

Ovaj rezultat ¢emo koristiti kao Jénsson-Tarski teoremu (vidi [10]).

Posledica 2.61 Ako je r idealni element v U, tada je U izomorfno direktnom
proizvodu relacionih algebri B i C koje su relativizacije U w odnosu na r i —r,
respektivno.

Posledica 2.62 Ako je r atom w Booleovoj algebri idealnih elemenata uw U-
idealnt atom, tada je relativizacija U u odnosu na r prosta relaciona algebra.

Trebade nam sledeéa posledica (po Givant-u) Jénsson-Tarski teoreme o dekom-
poziciji.
Teorema 2.63 Svaka kompletna relaciona algebra U je izomorfna direktnom
proizvodu dve kompletne relacione algebre B i C sa sledeéim osobinama: B je
direktan proizvod relativizacija U u odnosu na idealne atome, specijalno, svaka

od ovih relacionih algebri je prosta i C je relativizacija U koja ima Booleovu
algebru idealnih elemenata bez atoma.

Dokaz. Neka je (r; : ¢ € I) numeracija razli¢itih idealnih atoma u . Zbir
r= Z T

ovih elemenata postoji u U jer smo pretpostavili da je U kompletna i ovaj zbir je
idealni element prema lemi 2.35 (2) i njenom analogonu za levo idealne elemente.

Neka su B i C relativizacije 4 u odnosu na r i —r, respektivno. Tada je U
izomorfno direktnom proizvodu B i C, prema Jénsson-Tarski teoremi o dekom-
poziciji. Svaki od elemenata r; ostaje idealni u B i skup ovih idealnih elemenata
vrsi particiju jedinice na B. Odatle sledi da je B izomorfno direktnom proizvodu
skupa

(Bz NS I),

gde su B; relativizacije B u odnosu na r;, ponovo po Jénsson-Tarski teoremi o
dekompoziciji. Relativizacija B; poklapa se sa relativizacijom U prema r;, pa je
B izomorfno direktnom proizvodu relativizacija U prema idealnim elementima
i svaka od ovih relativizacija je prosta. Ne moze biti idealnih elemenata ispod
—r jer je svaki idealni element, po definiciji, ispod r. Pa je zbog toga Booleova
algebra idealnih elemenata u C bez atoma. O
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Posledica 2.64 Cinjenica da je Booleova algebra idealnih elemenata u rela-
cionoj algebri C (iz prethodne teoreme) bez atoma ekvivalentna je sa ¢injenicom
da C nema prostih faktora (vidi [10]). Zbog toga, C se ne moZe dalje rastavljati
na direktne proizvode koji sadrze bar jedan prost faktor.

Definicija 2.65 Relaciona algebra U zove se integralna ako je netrivijalna i

ako je kompozicija dva menula elementa uvek nenula element, to jest ako su
r#0is#0 tada je r;s # 0.

Tvrdenje 2.66 Relaciona algebra je integralna ako i samo ako je 1/ atom.

Dokaz. Vidi [10]. O

Na osnovu ove karakterizacije imamo slede¢u posledicu.

Posledica 2.67 Algebra kompleksa grupe je integralna, a puna skupovna rela-
ctona algebra na skupovima koji imaju bar dva elementa nikad nije integralna.

Takode iz te karakterizacije i leme 2.52 (2) i njenog analogona za levo idealne
elemente vazi slede¢a posledica.

Posledica 2.68 U integralnoj relacionoj algebri, jedinica je atom u Booleovoj
algebri idealnih elemenata, pa integralna relaciona algebra mora biti prosta.

Svaka relaciona algebra ima dve vazne ekstenzije koje ¢e nam trebati u daljem
radu. Prva je kanonicka ekstenzija.

Definicija 2.69 Kanonicka ekstenzija je kompletna atomicna relaciona al-
gebra B koja sadrzi U kao podalgebru i zadovoljava sledeca dva uslova:

1. za svaka dva atoma a i b iz B postoji element v iz U koji iznad a, a nije
iznad b (to se zove osobina atomske separacije);

2. ako je 1 supremum u B nekog podskupa X elemenata iz U, tada je 1
supremum nekog konacénog podskupa od X (ovo se zove osobina kom-
paktnosti).

Tvrdenje 2.70 Kanonicka ekstenzija odU postoji i jedinstvena je do na izomor-
fizam koji je identicka funkcija na U.

Dokaz. Vidi [9]. O
Posledica 2.71 Ako je U prosta, tada je i kanonicka ekstenzija od U prosta.
Druga ekstenzija od U je kompletiranje U.

Definicija 2.72 Kompletiranje U je kompletna relaciona algebra B koja sadrzi
U kao reqularnu i gustu podalgebru.

Reéi da je U gusta u B znaci da je svaki nenula element u B iznad nenula
elementa iz U ili, Sto je ekvivalentno, svaki element r iz B je supremum skupa
elemenata iz U koji su ispod r.

Tvrdenje 2.73 Kompletiranje U postoji i jedinstveno je do na izomorfizam koji
je identicka funkcija na U.
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Dokaz. Vidi [15]. O

Tvrdenje 2.74 Ako je U prosta, tada je i kompletiranje od U prosto. Gene-
ralno, B nije atomicno, u stvari, B je atomiéno ako i samo ako je U atomicno,
jer je element r w B atom ako i samo ako je r atom u U.

Dokaz. Vidi [15]. O



Glava 3

Reprezentacija relacionih
algebri

3.1 Definicija reprezentacije relacionih algebri

Definicija 3.1 Reprezentacija relacione algebre U je utapanje (homomor-
fizam 1 71-17) ¢ koja slika U u pravu skupovnu relacionu algebru Re(E), za neku
relaciju ekvivalencije E. Podalgebra od Re(FE) u koju ¢ slika U takode se zove
reprezentacija U.

Definicija 3.2 Reprezentacija (funkcija) ¢ od U je kompletna ako c¢uva sve
supremume kao unije. Ovo znaci da ako je r supremum u U skupa elemenata
X, tada je relacija o(r) u Re(E) unija skupa relacija {p(s) : s € X}.

Relaciona algebra se zove reprezentabilna ili kompletno reprezentabilna
shodno tome da li ima reprezentaciju ili kompletnu reprezentaciju.

Primer 3.3 Algebre kompleksa Cm(G), grupe (G,o, 71 1) su reprezentabilne
relacione algebre. Cayleyeva reprezentacija elementa f iz G je permutacija G

Ry ={(g,90f):9€G},

a Cayleyeva reprezentacija podskupa H u G je unija Cayleyevih reprezentacija
elemenata 1z H:

Ry = |J{Rs:feH}
= {(g,90f):9€G i feH}
= {(g,h):9,h€eG i hegoH},

gde jegoH = {go f: f € H}. Moze se lako dokazati da sledeée jednakosti vaze
za sve H, K i L podskupove od G:

RHURK:RL7 ZG,LZI{LJI(7
NRHZRL, zaL:~H,

Ruy|Rxk =Ry, zaL=HoK,
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Rl_il =Ry, 2aL=H"',

1idg = R,. (Operacije levo se izvode u Re(G), dok se operacije desno izvode u

em(G).)

Iz gornjih jednakosti sledi da je skup svih relacija oblika Ry za podskupove H
od G poduniverzum od Re(G), i to je kompletan poduniverzum. Odgovarajuéa
kompletna podalgebra obelezava se sa Ca(G).

Jednacine takode impliciraju da je funkcija ¢ iz Cm(G) u Ca(G) definisana
sa

o(H)=Ry={(g9,h) :9,heG i h<goH}

izomorfizam, pa ¢ak i kompletna reprezentacija Cm/(G).

Definicija 3.4 ¢ se zove Cayleyeva reprezentacija Cm(G), i Ca(G) se takode
naziva Cayleyeva reprezentacija Cm(G).

1950. godine, R. Lyndon pronasao je algebru koja zadovoljava sve aksiome
relacione algebre, a nije izomorfna ni jednoj konkretnoj algebri relacija. Lyndon
je pronasao nereprezentabilnu relacionu algebru. U slede¢em primeru data je
konstrukcija te algebre.

Primer 3.5 Neka je S neprazan skup, i neka je I € S. Za svaka dva elementa
r,s € S\{I} definisimo

vt ={ ke

Neka je {r};{I} ={I};{r} ={r, I}, zasver € S. Ako su X,Y C S, definisimo
XY i X sa:

XV = J{{rk{s}:ireX,seV}, X7 =X

Oznacimo sa L[S, 1] algebru (P(S),U,N, —,0,5,;,{I},7).

Lyndon je dokazao da gore definisana algebra zadovoljava sve aksiome rela-
cione algebre ako i samo ako je |S| # 3 1 |S| # 4. Takode je dokazao da za
|S| = 8, algebra L[S, I] nije reprezentabilna. (Vidi [12]).

Atomic¢na relaciona algebra U ne mora biti i kompletna, jer mogu postojati
beskonaé¢ni podskupovi univerzuma za koje supremum i infimum ne postoje.

Ovo moze predstavljati problem kada pokuSavamo da predstavimo U kao
izomorfnu kopiju algebre u nekoj datoj konkretnoj klasi skupovnih relacionih
algebri; jer reprezentabilne algebre u klasi mogu biti kompletne, kao u sluc¢aju
Cayleyevih reprezetacija algebri kompleksa grupa. Nekompletnost je relativno
mali nedostatak, jer se moze popraviti ”popunjavanjem” svih beskona¢nih suma,
bez drugog modifikovanja esencijalne strukture /.

Tehnicki na¢in da se ovo uradi je da se prede na kompletizaciju od U. Atomi
u kompletizaciji su atomi iz U, a operacije na kompletizaciji restrikovane na U,
slazu se sa operacijama u U; ovo vazi u nekom smislu ¢ak i za operacije formi-
ranja supremuma i infimuma: ako supremum i infimum beskona¢nog podskupa
od U postoji u U, tada podskup ima isti supremum i infimum i u kompletizaciji.



37

Definicija 3.6 Dve relacione algebre su esencijalno izomorfne ako su nji-
hove kompletizacije izomorfne.

Treba ista¢i da nije uvek moguce uspostaviti ovakav esencijalni izomorfizam
kada radimo sa reprezentabilnoscu, jer postoje atomicne relacione algebre U sa
osobinom da je U reprezentabilna algebra ali kompletizacija od U nije (videti
).

Sledeca teorema je samo specijalni slu¢aj rezultata o atomi¢nim Booleovim
algebrama sa operatorima. Ona daje dovoljan uslov da skup W medusobno dis-
junktnih nenula elemenata u relacionoj algebri i generise atomi¢nu podalgebru
u U u kojoj su elementi iz W atomi.

Teorema 3.7 Pretpostavimo da je U relaciona algebra i W skup nenula eleme-
nata u U sa sledeéim osobinama:

1. Elementi u W su medusobno disjunktni i suma im je (v U) 1.
2. Identicni element 1’ je suma (u U) elemenata u W koji su ispod 1'.
3. Ako jep u W, tada je i p~ u W.
4. Ako sup i q u W, tada je p;q zbir (u U) elemenata iz W koji su ispod
p;q.
Skup suma Y. X takvih da je X podskup od W i > X postoji u U je tada

univerzum atomicne relacione algebre B u U, i atomi u B su samo elementi
iz W. Ako je U kompletna, tada je B kompletna podalgebra od U.

Dokaz. Vidi [8]. O

3.2 Reprezentacija atomicnih relacionih algebri
sa funkcionalnim
atomima

Reprezentacija koju ¢emo videti u ovom delu rada bliska je sa Cayleyevom
reprezentacijom za algebru kompleksa grupe. To je jaca verzija teoreme Jénsson-
Tarskog o reprezentaciji atomi¢nih relacionih algebri sa funkcionalnim atomima
i malo drugacijom verzijom njihovog dokaza. Najve¢u paznju ¢emo posvetiti de-
lovima dokaza koji se razlikuju od dokaza teoreme Maddux-Tarski o reprezentabil-
nosti za funkcionalno guste relacione algebre.

Najpre uoc¢imo da ako je svaki atom u relacionoj algebri funkcionalan, tada
je inverzni element svakog atoma takode funkcionalan (kako je inverzni element
svakog atoma takode atom- vidi lemu 2.52 (6)), pa je odatle svaki atom zapravo
bijekcija.

Teorema 3.8 Svaka atomicna relaciona algebra sa funkcionalnim atomima je
kompletno reprezentabilna.

Dokaz. Neka je U atomic¢na relaciona algebra sa funkcionalnim atomima, i U
skup atoma iz Y. Definisimo funkciju ¢ iz univerzuma U u Re(U) sa

o(r) ={(a,b) :a,bec U i b<a;r}



38

Dokazi da ¢ slika 0, 1 i 1’ u praznu relaciju, identicku relaciju i u relaciju ekvi-
valencije E na U, respektivno, i da ¢ ¢uva Booleove zbirove kao unije, Booleove
proizvode kao preseke, komplemente kao skupovne komplemente u odnosu na F,
inverzije kao relacione inverzije, identi¢ni su argumentima u dokazu teoreme 4.5,
koji ¢emo videti u slede¢em poglavlju. Iz tog razloga, preskacemo te argumente
ovde i fokusiramo se na pokazivanje da ¢ oCuvava sve postoje¢e supremume kao
unije, ocuvava kompozicije kao relacione kompozicije i injekcija je.

Da bismo pokazali da ¢ ocuvava sve postojete supremume kao unije, pret-
postavimo da je r supremum nekog skupa X elemenata iz U. Kompletna dis-
tributivnost kompozicije prema sabiranju implicira da:

a;r = Z(a;X) = Z{a;s tse X}
Za atome a 1 b, odatle sledi da je
b < a;r ako isamo ako je b < a;s,
za neko s € X, pa je
(a,b) € p(r) akko b<a;r

akko b<a;s zanekose X
akko (a,b) € ¢(s) zaneko s € X

akko (a,b) € U o(s),
seX

po definiciji za ¢, definiciji unije skupa elemenata. Odatle,

seX

Da bismo dokazali da ¢ oc¢uvava kompoziciju, neka su a¢ i b atomi i r i s
proizvoljni elementi iz U. Neka je X skup atoma ispod a;r i uoc¢imo da je
a;r = Y. X jer je U atomitna. Kompletna distributivnost kompozicije prema
sabiranju implicira

a;T;S:(ZX);SZZ{C;SZCEX}:Z{C;S:CGU ic<a;r}
Odatle imamo:
b<a;r;s akoisamo ako c<a;r i b<c¢;s,
za neko ¢ € U. Iz toga sledi

(a,b) € p(r;s) akko b<a;r;s
akko c<a;r i b<g;s, zanekoce U
akko (a,c) € p(r) i (¢,b) € p(s), zaneko c € U
akko  (a,b) € p(r)[(s),
po definiciji ¢, prema prethodnim oznakama i definiciji relacione kompozicije.

Dakle, o(r;s) = p(r)|¢(s), za sve elemente r,s € U.
Da bismo proverili da li je ¢ injekcija, posmatrajmo elemente r, s € «. Uzmimo
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da je X skup atoma ispod 1/, i uoc¢imo da je 1’ supremum za X, $to sledi iz
pretpostavke da je U atomic¢na. Odatle,

’I":1/;1":(ZX);T’:Z{CL;T’SCLEX}:Z{CL;TSCLEU ia<l}

Za svaki atom b imamo b < r ako i samo ako b < a;r, za neki atom a < 1'.
Sliénim razmatranjem dolazimo do zakljucka da je b < s ako i samo ako b < a; s,
za neki atom a < 1’. Pretpostavimo da je ¢(r) = ¢(s). Iz ove pretpostavke i
definicije ¢ sledi da za bilo koja dva atoma a i b imamo b < a;7 ako i samo ako
b < a;s. Kombinujudéi ova razmatranja izvodimo zakljucak da je atom ispod r
ako i samo ako je ispod s. Elementi r i s su sume atoma koji su ispod njih, pa
iz pretpostavke da je U atomic¢na izvlacimo zakljucak da je r = s. O

Definicija reprezentacije u dokazu naredne teoreme moze se smatrati prirod-
nom ekstenzijom atomicne relacione algebre sa funkcionalnim atomima, po
definiciji Cayleyeve reprezentacije algebre kompleksa grupe. Jénsson-Tarski [10]
izveli su sledeé¢i zakljucak iz njihove verzije teoreme 3.8.

Posledica 3.9 Ako je jedinica relacione algebre U suma konacnog skupa funkcio-
nalnih elemenata, tada je U reprezentabilna.

Dokaz. Neka je B kanonicka ekstenzija od Y. Konacne sume ostaju iste, pa i
1 u B takode mora biti suma kona¢nog skupa funkcija. Algebra B je atomicna,
svaki atom u B je ispod 1, pa i ispod sume funkcija, pa svaki atom mora biti
ispod neke funkcije. Elementi ispod funkcija su funkeije po lemi 2.51 (2), pa je
B atomi¢na relaciona algebra sa funkcionalnim atomima. Odatle sledi da je B
kompletno reprezentabilna, po teoremi 3.8. Iz toga izvodimo zakljucak da je U
reprezentabilna. O



Glava 4

Funkcionalno guste
relacione algebre

4.1 Reprezentabilnost funkcionalno gustih
relacionih algebri

Definicija 4.1 Relaciona algebra je funkcionalno gusta ako ispod svakog ne-
nula elementa postoji nenula funkcija.

Tvrdenje 4.2 Sledecéih pet uslova su ekvivalentni u svakoj relacionoj algebri U :
1. U je funkcionalno gusta;
2. jedinica ulU je supremum skupa svih funkcija;
3. jedinica u U je supremum skupa nekih funkcija;
4. svaki elemet ulU je supremum skupa svih funkcija koje su ispod njega;
5. svaki elemet u U je supremum skupa nekih funkcija.

Dokaz. Vidi [8]. O

U poslednjim poglavljima ovog rada bic¢e dati opisi funkcionalno gustih rela-
cionih algebri, kako atomicnih, tako i onih bez atoma. Iz teoreme koju ¢emo
videti kasnije (teorema 4.5) sledi da svaka relaciona algebra koja nije reprezenta-
bilna nije ni funkcionalno gusta. Dakle, Lyndonov primer nereprezentabilne
relacione algebre je ujedno i primer relacione algebre koja nije funkcionalno
gusta.

Cilj ovog poglavlja je drugaciji dokaz Maddux-Tarski teoreme da je svaka
funkcionalno gusta relaciona algebra reprezentabilna (vidi [13]). Njihova teo-
rema je bolja od teoreme 3.8 jer ne zahteva da relaciona algebra bude atomi¢na
i bolja je od posledice 3.9 jer ne zahteva da skup funkcija, koje su ispod jedinice,
bude konacan.

Za razliku od reprezentacije u teoremi 3.8, reprezentacija u Maddux-Tarski
teoremi ne mora biti kompletna. Ideja dokaza njihove teoreme u ovom radu
je da prvo pretpostavimo da je U funkcionalno gusta relaciona algebra koja
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je kompletna, pa da predemo na kanonicku ekstenziju od Y. Ova ekstenzija
generalno nije funkcionalno gusta ali ima dovoljno funkcionalnih atoma da se
napravi reprezentacija U kao u teoremi 3.8. Opsti slucaj kada U nije kompletna
reSavamo tako §to se prebacimo na kompletizaciju od U, koja ostaje funkcionalno
gusta.

Lema 4.3 Ako je funkcionalno gusta relaciona algebra kompletna, tada ispod
svakog nenula elementa r postoji nenula funkcija f takva da vazi f;1=r;1.

Dokaz. Neka je U funkcionalno gusta relaciona algebra koja je kompletna. Pos-
matrajmo neki nenula element r iz &. Transfinitnom indukcijom po ordinalnom
broju i, konstruiSemo skup nenula funkcija f; koje su ispod r i generisu uza-
jamno disjunktne desno idealne elemente.

Za bazu indukcije ¢ = 0, koristimo da je U funkcionalno gusta i biramo
nenula funkciju fo koja je ispod r. Pretpostavimo da smo izabrali f; za sve
ordinale ¢ manje od ordinala j. Suma:

g; = Zfi (4.1)

1<j

postoji zato Sto je U kompletna. Dalje, g; je funkcija po lemi 2.51 (4) i in-
dukcijskoj hipotezi da funkcije f; generisu uzajamno disjunktne desno idealne
elemente; i g; je ispod r jer je svaka od funkcija f; ispod r po indukcijskoj
hipotezi. Ako su generisani desno idealni elementi g;1 i ;1 jednaki, funkcija
f = g; ima trazZene osobine.

Ako generisani desno idealni elementi nisu jednaki, tada 0 < g; < 7;1 jer
0<g; <r, paje

—(gj;1) - (r;1) #0.

Komplement —(g;;1) je desno idealni element, po lemi 2.35 (1). Koristeéi za-
kon stroge modularnosti za desno idealne elemente (lema 2.35 (3), za r, s it
zamenjenim sa —(g;; 1), r i 1, respektivno) na identitet dobijamo

[—(g;31) ;1 #0.

Sledi da je —(g;;1) - # 0, po lemi 2.9 (1). Pozivajuéi se na ¢injenicu da
je U funkcionalno gusta, dobijamo nenula funkciju f; koja je ispod —(g;;1) - .
Odatle, f; jeispod r. Kako je f; takode ispod —(g;; 1), zbog zakona monotonosti
kompoziciju i ¢injenice da je —(g;;1) desno idealni element sledi

fis1 < [=(g5: D1 = —(g551).
Dakle, desno idealni elementi g;;1 i f;;1 su disjunktni. Kako je
g1 =0 fiil=> _(fis 1),
i<j i<j

sledi da je fj;1 disjunktan sa f;;1 za svaki ¢ < j. Ovo kompletira indukcij-
ski korak u konstrukciji. Ovaj proces mora stati za neki ordinalni broj jer je
nemoguce da postoji vise nenula, uzajmno disjunktnih funkcija u & nego sto
je elemenata u U. Ako konstrukcija stane za ordinalni broj j, tada je zbir g;
u (4.1) funkcija ispod r koja generiSe isti desno idealni element kao r. (Ako
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ne generiSe desno idealni element induktivna konstrukcija bi se nastavila za jos
jedan korak.) Funkcija f = g; ima trazene osobine. O

Nastavljamo sa pretpostavkom da je U kompletna, funkcionalno gusta rela-
ciona algebra. Neka je B kanonicka ekstenzija od U, i neka je U skup svih atoma
iz B koji su ispod funkcija u . Drugim rec¢ima, element a pripada U ako i samo
ako je a atom u Bia < f, za neku funkciju f iz Y. Skup U ée biti bazni skup
za reprezentabilnost U.

Sledeca lema daje kljuénu osobinu koja ¢e nam trebati za konstrukciju repre-
zentabilnosti.

Lema 4.4 Pretpostavimo da je (a; : i € I) konacéan, neprazan skup elemenata
w U, i (r; 2 i € I) odgovarajuéi skup elemenata uw U. Ako Booleov proizvod
[L,(as;ri) nije nula, tada ovaj proizvod mora biti iznad atoma u U.

Dokaz. Pisatemo

t = [ 1(aisr), (4.2)
i
i pretpostavicemo da je t # 0. Pokaza¢emo da je ¢ iznad nekog atoma u U.
Primenimo lemu 2.7 (4), definiciju ¢, monotonost i asocijativni zakon za kom-
poziciju, pa dobijamo

0<t<t;1<(a;r:);l<a;(rs;l) <a;l (4.3)

za svaki indeks i. Element a; je atom u B, pa je generisani desno idealni element
a;; 1 atom u Booleovoj algebri desno idealnih elemenata iz B i

t;1=a;1 (4.4)

po (4.3) ilemi 2.52 (2). Sledi da je ¢; 1 atom u Booleovoj algebri desno idealnih
elemenata iz B. Pretpostavka da a; pripada U i definicija U impliciraju da je
a; iznad neke funkcije f; iz U. Koristeéi lemu 2.51 (2) dobijamo

(a;;1) - fi = a;. (4.5)

Koriste¢i strogi modularni zakon za desno idealne elemente, lemu 2.35 (3), za
r, s 1 t zamenjenim sa t; 1, f; i r;, respektivno), (4.4), (4.5), vidimo da

(t:1) - (fisri) = [(t51) - filsri = [(@is 1) - filsri = ags . (4.6)

Zakljucujemo da

(1) - [[(fisra) = [T D) - (fisra)) = [ [ (assri) = £ > 0. (4.7)

[ [ [

po zakonima koji vaze za Booleovu algebru, (4.6) i (4.2). Kao Booleov proizvod
komporzicija kona¢no mnogo elemenata u U, element [[,(fi;7;) takode mora
pripadati . Koristeéi (4.7), (4.3) i pretpostavku da je U kompletna dobijamo
nenula funkciju g u U takvu da

g< H(fi;n-) igi1=(](fisri)1). (4.8)

2
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Kratkim rac¢unom, datim ispod, dobijamo da

(ti;1) - (g;1) #0. (4.9)

Zaista,

1) (g:1) = GO-[(J]Frs1)

(2

= [(t1)- H(fi;h‘)];l

7

= t;1+#0,

po drugom delu (4.8), zakonu stroge modularnosti za desno idealne elemente
(zar, sitzamenjenesat;1, [[,()fi;ri) 11, respektivno), (4.7) i (4.3). Koriste¢i
(4.9), lemu 2.8 i lemu 2.7 (1) dobijamo da

(t;1;1) - g #0. (4.10)

Element ¢ = (¢;1;1) - g = (¢;1) - g je nenula, po (4.10). Kako je g funkcija i ¢;1
atom u Booleovoj algebri desno idealnih elemenata iz B, sledi iz leme 2.52 (3)
da je ¢ zapravo atom u B. Takode, ¢ je ispod funkcije g, koja je u U, pa ¢ mora
pripadati skupu U, po definiciji U. Konaéno,

c = (t1)-g
< Y- =t

K2
po definciji ¢, prvom delu (4.8), zakonu monotonosti za kompoziciju i (4.7).

Dakle, ¢ je atom u U koji je ispod t, kao Sto je trazeno. O

Sledi teorema Maddux-Tarskog o reprezentabilnosti funkcionalno gustih rela-
cionih algebri.

Teorema 4.5 Svaka funkcionalno gusta relaciona algebra je reprezentabilna.

Dokaz Neka je U funkcionalno gusta relaciona algebra i pretpostavimo prvo da
je U kompletna. Neka je B kanonicka ekstenzija od U i U skup atoma u B koji
su ispod funkcija iz U. Definisemo funkciju ¢ iz univerzuma U u Re(U) sa

o(r)={(a,b) :a,be U i b<a;r}

za r iz U. Jasno, p(0) = ¢ i o(1') = idy. Zaista, a;0 = 0, po lemi 2.9 (1), pa
ne postoje dva elementa a i b za koje bi vazilo b < a;0. Takode, a;1’ = a, po
zakonu za jedini¢ni element za kompoziciju, pa za atome a i b imamo b < a; 1’
ako i samo ako a = b. Za dokaz da ¢ o¢uvava operacije na U, fiksirajmo atome
aibiz U 1ielemente ris iz Y. Posmatrajmo prvo operaciju Booleovog zbira.
Zakon leve distributuvnosti za kompoziciju prema zbiru implicira

a; (r+s) = (a;r) + (a; ).
Kako je b atom imamo

b<a;(r+s) akoisamo ako b < a;rilib<a;s.
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Sledi da

(a,b) € p(r+s) akko b<a;(r+s)
akko b<a;r ili b<a;s
akko  (a,b) € p(r) ili (a,b) € p(s)

akko  (a,b) € ¢(r) U(p(s)

po definiciji ¢, prethodnim oznakama i definiciji unije. Dakle, ¢(r + s) =
o(r)Je(s). Posmatrajmo sada Booleov proizvod. Svaki element u U je is-
pod funkcije iz U, po definiciji U, pa je i funkcija, po lemi 2.51 (2). Zakon
distributivnosti za funkcije (lema 2.51 (3)) implicira a; (7 - s) = (a;7) - (a5 s), pa
imamo

b<a;(r-s) akko b<(a;r)-(a;s)
akko b<a;rib<a;s.

Sledi,

(a,b) € p(r-s) akko b<a;(r-s)
akko b<a;ribv<a;s
akko  (a,b) € ¢(r) i (a,b) € ¢(s)

akko (a,b) € o(r) ﬂap(s)

po definiciji ¢, prethodnim oznakama i definiciji preseka. Dakle, ¢(r - s) =
e(r) N e(s).

Da bismo dokazali da ¢ o¢uvava inverziju, uo¢imo da je a < b;r ako i samo
ako b < a; 7, po kontrapoziciji leme 2.8 (sa b, r i a umesto r, s i ¢, respektivno)
i pretpostavci da su a i b atomi. Odatle,

(a,b) € o(r~) akko b<a;r~
akko a<b;r
akko  (b,a) € p(r)
akko (a,b) € p(r)7*,

po definiciji ¢, prethodnim oznakama i definiciji relacione inverzije. Dakle,
(=) = p(r) 1.

Kao sto smo vecé rekli, dokaz da ¢ ocuvava kompoziciju je razli¢it od dokaza
iz teoreme 3.8. Pretpostavimo prvo da uredeni par (a,b) pripada relacionoj
kompoziciji ¢(r)]p(s). Po definiciji relacione kompozicije to zna¢i da mora pos-
tojati atom ¢ iz U takav da (a,c) € ¢(r) i (¢,b) € p(s). Iz definicije ¢ sledi
dac<arib<cs. Odatle sledi b < ¢;8 < a;r;s po zakonu monotonosti
za kompoziciju, pa uredeni par (a,b) € ¢(r;s). Ovo pokazuje da je o(r)|o(s)
sadrzano u ¢(r; s).

Da bismo pokazali obrnutu inkluziju pretpostavimo da je (a,b) € o(r;s).
Iz definicije ¢ sledi da je b ispod a;7;s, pa je (a;r;s) - b # 0. Primenom leme
2.8 (za r it zamenjene sa a;r 1 b, respektivno) dobijamo (a;r) - (b;s~) # 0.
Koristimo lemu 4.4 (sa I dvoelementnim indeksnim skupom) i dobijamo atom
c iz U za koji vazi

c < (a;r)-(b;s™).
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Kako je ¢ ispod b; s, par (a, c) pripada ¢(s), po definiciji ¢. Kako je ¢ takode
ispod b; s, par (b, c) pripada ¢(s). Sledi, par (¢, b) pripada ¢(s)- jer smo veé
dokazali da ¢ oCuvava inverziju. Odatle je par (a,b) u relacionoj kompoziciji
©(r)]p(s), po definiciji kompozicije. Zakljucak: ¢(r;s) = o(r)|e(s).

Cinjenica da ¢ o¢uvava jediniéni element i operacije zbira, inverzije i kom-
porzicije implicira da je relacija E = (1) relacija ekvivalencije na baznom skupu
U. Detaljnije,

idy = p(1') < p(1) = E,

ETl=p(1) =p(17) = p(1) = B,
EIE=¢p)]p(1) =p(1;1) =¢(1) = E.

Preslikavanje relacione algebre koje o¢uvava zbir, Booleov proizvod, nulu i je-
dinicu mora da oc¢uvava i komplement, u smislu da je p(—r) =~ ¢(r), gde se
komplement sa desne strane pravi u odnosu na Re(E). Do sada je dokazano da
je ¢ homomorfizam iz U u Re(E).

Ostaje da proverimo da je ¢ injekcija. Pretpostavimo da je r # 0. Element
1;7 nije nula, po lemi 2.7 (1), lemi 2.9 (1) i drugom zakonu involucije, pa mora
postojati nenula funkcija f iz U koja je ispod 1;7, jer smo pretpostavili da je
U funkcionalno gusta. Specijalno, f - (1;77) # 0. Primenom leme 2.8 dobijamo
da je (f;7) -1 0. Dakle, f;r nije nula.

Neka je X skup atoma u kanonickoj ekstenziji B koji su ispod f. Svaki atom
u X je ispod funkcije iz U, odnosno f, pa svaki atom iz X pripada skupu U, po
definiciji skupa U. Kako je B atomi¢na, f mora biti supremum skupa X atoma
iznad kojih se nalazi, pa je

0<f;r:(ZX);r:Z{a;r:a€X},

zbog kompletne distributivnosti kompozicije u odnosu na zbir. Sledi da je
a;r # 0,

za neki atom a ispod f. Koristeéi lemu 4.4 (sa I jednoelementnim indeksnim
skupom) uoc¢avamo atom b iz U koji je ispod a;r. Par (a,b) pripada ¢(r), po
definiciji .

Zakljucak: preslikavanjem ¢ svaki nenula element iz U se slika u neku
nepraznu relaciju na skupu U, pa jezgro ¢ sadrzi samo nulu. Dakle, ¢ je in-
jekcija, pa je i utapanje U u Re(E). Drugim rec¢ima, ¢ je reprezentacija od
U.

Posmatrajmo sada sluc¢aj kada je U proizvoljna funkcionalno gusta relaciona
algebra. Kompletizacija od U je takode funkcionalno gusta. Zaista, svaki nenula
element u kompletizaciji je iznad nekog nenula elemenata iz U, po definiciji kom-
pletizacije, a svaki nenula element iz U je iznad funkcije, zbog pretpostavke da je
U funkcionalno gusta. Iz toga sledi da je svaki nenula element iz kompletizacije
iznad neke nenula funkcije. Sledi da je kompletizacija reprezentabilna nekom
funkcijom ¢, po prvom delu dokaza. Restrikcija ¢ na U je reprezentacija Y. O

Postavlja se pitanje da li argument u dokazu teoreme 3.8, koji kaze da je
reprezentacija kompletna, moze biti primenjen i u dokazu teoreme 4.5, da pokaze
da je kompletna, funkcionalno gusta relaciona algebra kompletno reprezentabilna.
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Dokaz u teoremi 4.5 koristi kanonicku ekstenziju od U, cak i kada je U kom-
pletna; ali supremum i infimum podskupova od U su generalno razliciti u U
od onih u kanonickoj ekstenziji. Zapravo, ako &/ ima kompletnu reprezentaciju,
tada bi U morala da bude atomi¢na, po teoremi Hirsch-Hodkinson [4], i tada bi
za nju vazila teorema 3.8. Sledeca teorema moze biti od znacaja.

Teorema 4.6 Kanonicka ekstenzija reprezentabilne relacione algebre je uvek
kompletno reprezentabilna.

Dokaz. Vidi [5]. O

Ovaj rezultat- po Hirsch-Hodkinson [5]- poboljsava prethodni rezultat koji je
dao Monk, prema kome je kanonicka ekstenzija reprezentabilne relacione algebre
reprezentabilna.

Posledica 4.7 Kanonicka ekstenzija funkcionalno guste relacione algebre je
kompletno reprezentabilna.

4.2 Teorema o dekompoziciji funkcionalno gustih
relacionih algebri

Teorema 4.5, odnosno reprezentabilnost koju ona potvrduje, otvara pitanje
kompletnog strukturnog opisa za sve funkcionalno guste relacione algebre. Tako
ovo pitanje jos nije reSeno, neke zanimljive osobine mogu se uociti.

Prosta, funkcionalno gusta relaciona algebra nije uvek atomicna, kao Sto
¢emo kasnije i videti. Medutim, postojanje samo jednog atoma u takvoj rela-
cionoj algebri implicira atomicnost.

Teorema 4.8 Svaka prosta, funkcionalno gusta relaciona algebra je ili atomicna
ili bez atoma.

Dokaz. Neka je U funkcionalno gusta relaciona algebra koja je prosta. Uo¢imo
pre svega da, ako je leva stranica pravougaonika u ¢/ atom, tada pravougaonik
mora biti suma funkcionalnih atoma iz U.

Zaista, posmatrajmo proizvoljni atom x iz U i neka je y proizvoljni podje-
dini¢ni element. Pravougaonik z; 1;y je suma (mogudce praznog) skupa X nenula
funkcija, zbog pretpostavke da je U funkcionalno gusta. Svaka funkcija f iz X
je ispod x; 1, po zakonu monotonosti za kompoziciju, a x; 1 je atom u Booleovoj
algebri levo idealnih elemenata, po lemi 2.52 (2), pa je f atom u U, po lemi
2.52 (3). Sledi, svaki pravougaonik sa atomima kao stranicama u U je suma
funkcionalnih atoma.

Pretpostavimo sada da je U algebra koja nije bez atoma i neka je r atom u .
Domen 7- nazovimo ga - je podjedini¢ni atom, po lemi 2.52 (1). Pravougaonik
x;1;1’ je zbir skupa X funkcionalnih atoma, po razmatranju iz prethodnog pa-
susa. Rang svakog atoma je ponovo atom, po lemi 2.52 (1), pa je (1; f)-1’ atom,
za svaki f iz X. Iz pretpostavke da je U prosta imamo da je 1;z;1 = 1. Ko-
riste¢i zakon identi¢nosti za kompoziciju i kompletnu distributivnost Booleovog
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proizvoda i kompozicije prema zbiru, dobijamo da

)1
1a;1);17 -1

(1;
[(

= [1,(m11)] 1
1LY X)- 1

= Z{l;f-l/:fGX}.

Ovo razmatranje pokazuje da je 1’ suma skupa W svih podjedini¢nih atoma.
Sada lako sledi da je jedinica u U suma skupa svih pravougaonika sa atomima
kao stranicama, jer

1 =

1 = 11,1

O Wy w)
d{uiliziy;z e W

U prvom delu dokaza smo videli da je svaki pravougaonik sa atomima kao strani-
cama suma skupa funkcionalnih atoma. Kombinujuéi ova dva razmatranja za-
klju¢ujemo da je jedinica suma skupa svih funkcionalnih atoma. Sledi, U je
atomicna. O

Sledi teorema o direktnoj dekompoziciji za funkcionalno guste relacione al-
gebre.

Teorema 4.9 Svaka funkcionalno gusta relaciona algebra je esencijalno izo-
morfna direktnom proizvodu prostih, funkcionalno gustih relacionih algebri -od
kojih je svaka ili atomicna ili bez atoma- i jedne funkcionalno guste relacione
algebre koja je bez atoma i ima Booleovu algebru idealnih elemenata koja je bez
atoma.

Dokaz. Sa date funkcionalno guste relacione algebre prelazimo na njenu kom-
pletizaciju U. Prema teoremi 2.63, algebra U je izomorfna direktnom proizvodu
dve (moguée trivijalne) kompletne relacione algebre B i C sa osobinama da je B
direktan prozivod (kompletnih) prostih relacionih algebri, a C je bez atoma i ima
Booleovu algebru idealnih elemenata bez atoma. Algebre B, C i proste algebre u
direktnoj dekompoziciji B, su sve relativizacije od U. Relativizacija funkcionalno
guste relacione algebre ostaje funkcionalno gusta (vidi [3]). Sledi, faktor B je
direktan proizvod prostih, kompletnih, funkcionalno gustih relacionih algebri,
od kojih je svaka ili atomic¢na ili bez atoma, po teoremi 4.8; takode, faktor C
je kompletna, bez atoma, funkcionalno gusta relaciona algebra sa Booleovom
algebrom idealnih elemenata bez atoma. O

Moze se desiti da jedan ili vise faktora dekompozicije iz prethodne teoreme
bude trivijalno. Na primer, ako je i/ atomi¢na, onda nema netrivijalnih faktora
koji su bez atoma, pa faktor C, koji je bez atoma, iz prethodnog dokaza, je
trivijalan i skup prostih faktora u direktnoj dekompoziciji faktora B ne sadrzi
faktore koji su bez atoma. Sa druge strane, ako U ima Booleovu algebru idealnih
elemenata bez atoma, tada je faktor B, iz dokaza prethodne teoreme, trivijalan.
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Atomic¢na relaciona algebra je funkcionalno gusta ako i samo ako je svaki atom
funkcija. Atomicna relaciona algebra sa funkcionalnim atomima je ocigledno
funkcionalno gusta jer je svaki element iznad atoma, pa samim tim i iznad
nenula funkcije. Sa druge strane, u atomi¢noj, funkcionalno gustoj relacionoj
algebri svaki atom mora biti iznad nenula funkcije, pa svaki atom mora biti
funkcija.

Posledica 4.10 Svaka atomicna relaciona algebra sa funkcionalnim atomima
je esencijalno izomorfna direktnom proizvodu prostih, atomicnih relacionih al-
gebri sa funkcionalnim atomima.

4.3 Opis atomicnih relacionih algebri sa
funkcionalnim atomima

Za sve atomicne relacione algebre sa funkcionalnim atomima, Jénnson i Tarski
[10] su dali opis, u terminima (aksiomatski zasnovane) algebre kompleksa gen-
eralizovanog Brandtovog grupoida.

U prostim relacionim algebrama, teorema koju su Jonnson i Tarski dokazali
kaze da je prosta relaciona algebra kompletna i atomi¢na sa funkcionalnim
atomima ako i samo ako je izomorfna algebri kompleksa Brandtovog grupoida,
a svaka prosta (ne mora biti kompletna) relaciona algebra koja je atomiéna
sa funkcionalnim atomima moze se utopiti u algebru kompleksa Brandtovog
grupoida. (Uoc¢imo da, po posledici 4.10, problem da se opiSu atomi¢ne rela-
cione algebre sa funkcionalnim atomima svodi na problem da se opiSu sve takve
algebre koje su proste.)

Kao posledicu njihovog opisa, Jénnson i Tarski su zakljucili da je relaciona
algebra reprezentabilna ako i samo ako se moze utopiti u algebru kompleksa
generalizovanog Brandtovog grupoida.

Definicija 4.11 Relaciona algebra R se naziva bijektivno gusta ako ispod
svakog nenula elementa postoji nenula bijekcija.

Lema 4.12 Svaka funkcionalno gusta relaciona algebra je bijektivno gusta. Spe-
cijalno, svaki atom je bijekcija.

Dokaz. Neka je U funkcionalno gusta relaciona algebra i neka je r nenula el-
ement iz U. Inverzni element 7~ je takode nenula, po lemi 2.7. 1) i prvom
involutivnom zakonu, pa postoji nenula funkcija f koja je ispod r, jer je U
funkcionalno gusta. Dalje je f~ nenula, pa postoji nenula funkcija g koja je
ispod f~ 7. Lako se proverava da je g bijekcija ispod r. Zaista, g~ mora biti
ispod f~ 7, po zakonu monotonosti za inverziju i f~~ = f, po prvom zakonu
involucije, pa je g~ ispod f, odakle je i funkcija, po lemi 2.51, 2). Kako je
g funkcija po pretpostavci, sledi da je g bijekcija. Takode, f~ je ispod r~ i

~——

r =r,pajeg< f <. O

Teorema 4.13 Svaka integralna relaciona algebra je kompletna i atomicna sa
funkcionalnim atomima ako i samo ako je izomorfna algebri kompleksa grupe.
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Dokaz. Ocigledno, algebra kompleksa grupe je integralna relaciona algebra koja
je kompletna i atomic¢na sa funkcionalnim atomima (vidi posledicu 2.67.). Pos-
matrajmo sada proizvoljnu relacionu algebru U koja je kompletna i atomiéna
sa funkcionalnim atomima. Skup G atoma iz U sadrzi bijekciju, po prethod-
noj lemi, a domen i rang svake bijekcije je jedini¢ni element 1’, po lemi 2.52.
1). Elementi u G formiraju grupu sa restrikovanim operacijama kompozicije i
inverzije iz U, po lemi 2.51. 1) i definiciji bijekcije, takode, jedini¢éni element
grupe koincidentan je sa jedini¢nim elementom u U. Funkcija ¢ koja slika f u
{f}, za svako f € G, je bijekcija iz skupa atoma iz U u skup atoma u Cm(G) i
ocuvava operacije inverzije i kompozicije na atomima. Na primer,

e(f;9) ={fi9} ={f}{g} =e(f)iel9),

po definiciji € i kompozicije na Cm(G). Prirodna ekstenzija ¢ na U, funkcija ¢
definisana za svaki element r € U sa

p(r)={feG:f<r}
je dobro definisan izomorfizam iz U u Cm(G). O

Posledica 4.14 Integralna relaciona algebra je atomiéna sa funkcionalnim atom-
ima ako i samo ako je esencijalno izomorfna algebri kompleksa grupe.

Da bismo opisali sve proste (ne nuzno i integralne) atomicne relacione algebre
sa funkcionalnim atomima, neophodno je da konstruiSemo §iru klasu primera
nego §to su algebre kompleksa.

Fiksirajmo kompletnu relacionu algebru C i kardinalni broj £ > 0 (za koji
smatramo da je skup svih manjih ordinala, kao Sto je i uobicajeno u teoriji
skupova). k X k matrica sa elementima iz C je funkcija r koja slika Dekartov
proizvod £ X k u univerzum od C. PiSemo r = [r;;]. Neka je B skup takvih
matrica i definiSimo Booleove operacije + i —, kao i Peirceove operacije ; i = sa

r+s=t, gdeje t;j =ri+ s, (4.11)
—-r = t, gde je tij = —Tij, (412)
r;s=t, gdeje t;= Z Tiks Skj, (4.13)

k<k
rT=t, gdeje ti=r1;. (4.14)

Ovde, operacijski simboli na levoj strani oznacavaju operacije definisane na
B, dok operacijski simboli na desnoj strani oznacavaju operacije na relacionoj
algebri C. Pretpostavka da je C kompletna je neophodna da bi suma na desnoj
strani u (4.13) postojala.

Lako se vidi da je algebra

B:(B7+7'7_a0a1a;7v71/)

relaciona algebra (vidi [7] i [16]). Zaista, aksiome relacionih algebri na B vaze
kao direktna posledica ¢injenice da one vaze na C i uobicajenih zakona koji vaze
za mnozenje i transpoziciju matrica. B ¢emo zvati k-ta matriéna relaciona
algebra nad C i smatra¢emo C bazom B.
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Primer 4.15 Kada je C algebra kompleksa grupe G, svaka matricna algebra nad
C je primer proste relacione algebre koja je kompletna i atomiéna sa funkcional-
nim atomima.

Naime, atomi su matrice koje imaju ta¢no jednu nenula komponentu i ta
komponenta je atom iz C (to jest, to je neki element grupe G).

Da bismo dobili drugaciji pogled na matri¢ne relacione algebre, pretposta-
vimo da je B k-ta matri¢na relaciona algebra nad bazom C koja je kompletna
skupovna relaciona algebra na nekom baznom skupu G. Drugim rec¢ima, pret-
postavimo da je C kompletna podalgebra od Re(G). Namera je da C bude
Cayleyeva reprezentacija algebre kompleksa neke grupe G, ali glavni cilj je da
konstruiSemo kompletnu reprezentaciju od B tako sto ¢emo svakoj matrici [R;;]
iz B dodeliti binarnu relaciju koja je disjunktna unija kopija relacija R;; koje su
komponente date matrice. Sledi detaljniji opis.

Neka je (G; : i < k) skup po parovima disjunktinih kopija skupa G, odabranih
tako da je Go = G. Neka je Fpy identicka funkcija na G i za svaki indeks i iz
0 < i < K, neka je Fy; proizvoljna bijekcija iz G u G;. Za svaki element g € G,
piSemo g; za element u koji se g slika pomocu Fp;. Neka je Fi; = F;il | Fo; i
uo¢imo da je Fj; bijekcija iz G; u G; (otuda i podrelacija od G; x G;), zapravo

Fij ={(9i,9;) : g € G}.

Sledecée osobine ovih bijekcija lako se proveravaju:

Fi=idg,, F;' =Fj, Fy|Fy=F; Fy|FR;=0, (4.15)
kada je k # [.
Pisemo U = | J,.,. G; i uocimo da pravougaonici G; x G, za i, j < &, formi-

raju particiju na U x U, u smislu da su neprazni, uzajamno disjunktni i imaju
U x U za uniju.

Izomorfna kopija B koju é¢emo da definisemo je podalgebra od Re(G). Ako
je R;j element iz C (a time i podrelacija od G x G) pisemo

R}; = Fio | Rij | Foj = {(fi,9) : (f,9) € Ri;} (4.16)

1 uotimo da je R}; kopija R;; koja je podrelacija od G; x G;. Koristeci (4.15)
nije teSko proveriti da sledece jednakosti vaze:
gde je Tij = Rij n Sij,

R5U S, =17,
(Gi x Gj) ~ Rj; =T5,

gde je  Tj; =~ Ryj,
Ry | Sg; = T3,

(4.17)
(4.18)
gde je ﬂj = Rik I Skj, (419)
(R;,)™' =Tj, gdeje Ty =R (4.20)
R |S;=0, kadaje k#IL (4.21)

Operacije sa leve strane izvode se u Re(U), dok se operacije sa desne strane
izvode u C, jer su elementi sa desne strane iz C. Kao primer, proveri¢cemo
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jednakost (4.19):

i | Sk = (Fio | Rie | For) | (Fro | Skj | Foj)
= Fio | Rir | (For | Fro) | Sk; | Fo;
= Fio | Rir | Foo | Skj | Fo;
= Fo | R | idg | Sk; | Fo,
= Fyo | Rir | Skj | Foj

Fio | Tij | Foj = Tj;

Primetimo da ovo izvodenje zavisi samo od definicije (4.16) i osobine za
bijekcije, date u (4.15).

Svakoj matrici R = [R;;] iz B dodeljujemo relaciju R* na skupu U koju

definiSemo sa
Ry =|J{R}; 1.5 <k} (4.22)

Moramo imati u vidu da je R;; relacija iz C, a R}, njena kopija koja je
podrelacija u pravougaoniku G; x G;. Dakle, za svake ¢ i j pravimo kopiju koja
jeispod G x Gj u ij-toj komponenti u matrici R, i uzimamo da je R* disjunktna
unija ovih kopija komponenata iz R.

Kako su pravougaonici G; x G; uzajamno disjunktni, funkcija koja slika
svaku matricu R u relaciju R* je injekcija iz B u Re(U). Pomocéu jednakosti
(4.17)-(4.21) vidimo da su sledece jednakosti tacne za sve matrice R = [R;;],
S:[SZJ]IT [ z]] iz B:

R\ JS* =T", gdeje Ty = Ri;|JSi, (4.23)
~R*=T" gdeje T;; =~ R;j, (4.24)
R*|S*=T* gdeje Tij =Ug(Rir | Skj), (4.25)
(R")™' =T, gdeje Ty;=R;, (4.26)
idy =T, gdeje T;; =T, =idg ili T;; =0, (4.27)

Poslednja sa obzirom da li je ¢ = j ili je i # j.
Proveriéemo jednakost (4.25), dok se ostale proveravaju analogno:

R*|§* = (UR US = B, | 57)

7kl

= U K | Sks) UU i | Skj)

ijk ij k

— U Ty =
ij

Poredenjem jednakosti (4.11)-(4.14) sa (4.23)-(4.26) i definicijom jediniéne
matrice u B sa (4.27) vidimo da funkcija koja slika R u R*, za svaku matricu
R € B, otuvava operacije iz B i otuvava proizvoljne sume iz B kao unije, pa
je preslikavanje kompletno utapanje B u Re(U). Sliku ovog utapanja, koje
je kompletna podalgebra od Re(U) i sadrzi sve relacije oblika R*, za R iz B,
zvatemo k-ta ”subpower” od C. Argument koji smo upravo naveli pokazuje
da je k-ta matri¢na relaciona algebra nad C izomorfna sa k-tom ”subpower” od
C. Uocimo da je ova "subpower” prosta, jer je kompletna podalgebra proste
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skupovne relacione algebre Re(U), i atomicéna, uvek kada je C atomicéna i njeni
atomi su kopije ispod G; x Gj, za svaki par i, j < s, atoma iz C.

Specijalno, ako je C Cayleyeva reprezentacija grupe G, takva da je C =
Ca(@), tada je k-ta "subpower” od C prosta, kompletna i atomiéna relaciona
algebra sa funkcionalnim atomima. Algebra kompleksa Cm(G) je kanonicki
izomorfna sa Ca(G), po Cayleyevoj reprezentaciji, pa je odatle k-ta matri¢na
relaciona algebra nad Cm(G) kanonicki izomorfna sa k-tom matricnom rela-
cionom algebrom nad Ca(G). Poslednja je izomorfna sa k-tom ”subpower” od
Ca(@), po oznakama iz prethodnog pasusa. Sumirajmo $ta smo do sada uradili.

Teorema 4.16 Za svaku grupu G i svaki kardinalni broj k > 0, k-ta matriéna
relaciona algebra nad Cm(G) je prosta, kompletna i atomiéna relaciona algebra
sa funkcionalnim atomima. Izomorfna je sa k-tom ”subpower” od Ca(Q), pa je
i kompletno reprezentabilna.

Sledeca teorema i njena posledica kazu da su, do na esencijalni izomorfizam,
algebre iz prethodne teoreme jedine proste relacione algebre koje su atomic¢ne
sa funkcionalnim atomima.

Teorema 4.17 Prosta relaciona algebra je kompletna i atomicéna sa funkcional-
nim atomima ako i samo ako je izomorfna sa k-tom matricnom relacionom al-
gebrom nad Cm(QG) ili, §to je ekvivalentno, sa k-tom "subpower” od Ca(QG), za
neki kardinalni broj k > 0 i neku grupu G.

Dokaz. Vidi [1]. O

Posledica 4.18 Prosta relaciona algebra je atomicna sa funkcionalnim ato-
mima ako i samo ako je esencijalno izomorfna sa matricnom relacionom alge-

brom, nad algebrom kompleksa neke grupe G, ili, ekvivalentno, sa ”subpower”
od Ca(Q).
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4.4 Alternativni opis atomicnih relacionih
algebri sa funkcionalnim atomima

U ovom delu da¢emo drugaciji opis za proste relacione algebre koje su atomic¢ne
sa funkcionalnim atomima. Taj opis ¢e nas u slede¢em poglavlju dovesti do
konstrukcije klase primera prostih relacionih algebri koje su funkcionalno guste
i koje su bez atoma.

Posmatrajmo grupu (G,o,~!,.) i njenu proizvoljnu podgrupu H. Desni
koseti od H su skupovi oblika Hog = {hog : h € H}, za g € G, i oni
formiraju particiju na G. Broj ovakvih desnih koseta nazivamo indeks podgrupe
H. Ry ={(g,9of) : g € G}, zasvako f € G, je Cayleyeva reprezentacija, koja je
permutacija skupa G. Cayleyeva reprezentacija elementa iz G formira particiju
na G x G. Svaka Cayleyeva reprezentacija preslikava svaki desni koset od H
bijektivno u drugi koset od H. Preciznije, 2 slika koset H o g, bijektivno, u
koset Hogo f, jer Rf(hog) = hogo f, za svaki element h € H. Razlicite
restrikcije Ry na desne kosete od H su, odatle, bijekcije izmedu ovih koseta.
Ako je K takav koset, piSemo Ry [ K, za restrikciju Ry na K.

Lema 4.19 Neka je G grupa i H podgrupa grupe G. Skup svih restrikcija
Cayleyeve reprezentacije Ry (za f € G) na desne kosete od H je skup atoma
(proste) podalgebre algebre Re(G), koja je kompletna i atomicna sa funkcional-
nim atomima.

Dokaz. Neka je W skup restrikcija Cayleyevih reprezentacija elemenata iz G
na desne kosete od H. Proverom potvrdujemo da vaze uslovi teoreme 3.7 (za
detalje vidi [1]). Koristeéi teoremu 3.7 zaklju¢ujemo da je skup svih unija pod-
skupova iz W kompletan poduniverzum od Re(G) i atomi ovog poduniverzuma
su relacije u W. Svaka od ovih relacija je bijekcija, pa je odgovarajuc¢a kom-
pletna podalgebra od Re(G) atomi¢na sa funkcionalnim atomima. Podalgebra
je prosta, jer je Re(G) prosta, a podalgebra proste relacione algebre je prosta
(vidi tvrdenje 2.42). O

Oznac¢imo podalgebru iz prethodne leme sa F(G, H). Kada je H cela grupa,
to jest G = H, ova podalgebra je zapravo Cayleyeva reprezentacija Ca(G) grupe
algebre kompleksa Cm(G). Drugi ekstrem, kada je H = {.}, podalgebra se
poklapa sa skupovnom relacionom algebrom Re(G). Iz teoreme 4.17 i prethodne
leme sledi da je F(G, H) izomorfno sa matri¢nom relacionom algebrom nad
algebrom kompleksa neke grupe.

Teorema 4.20 Ako je G grupa i H njena podgrupa indeksa k, tada je F(G, H)
izomorfno k-toj matricnoj relacionoj algebri nad Cm(H) ili, ekvivalentno, k-toj
“subpower” od Ca(H).

Dokaz. Vidi [1]. O

Sada se lako proverava da su relacione algebre F(G, H) dovoljne da reprezen-
tuju sve proste relacione algebre koje su kompletne i atomi¢ne sa funkcionalnim
atomima.

Teorema 4.21 Prosta relaciona algebra je kompletna i atomicéna sa funkcional-
nim atomima ako i samo ako je izomorfna sa relacionom algebrom oblika
F(G,H), za neku grupu G i neku njenu podgrupu H .
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Dokaz. Vidi [1]. O

Posledica 4.22 Prosta relaciona algebra je atomicna sa funkcionalnim atom-
ima ako i samo ako je esencijalno izomorfna sa F(G, H), za neki grupu G i
neku njenu podgrupu H.

Konstrukcija algebri F(G, H) daje nam uvid u konstrukeiju prostih, neinte-
gralnih relacionih algebri koje su atomicne sa funkcionalnim atomima. Krenemo
od algebre kompleksa grupe G, koja je integralna relaciona algebra. Kao sto
smo ve¢ pokazali, Cm(G) je izomorfno Cayleyevoj reprezentaciji Ca(G), koje
se poklapa sa F(G,G). Tada delimo svaki atom- i posebno svaki podjedini¢ni
atom- u Ca(G) u nekoliko delova uvodeéi odgovarajuéu podgrupu H da formi-
ramo F(G, H). Tacan broj delova u koje se svaki atom deli zavisi od indeksa H
u G. Ekstremni slucaj, kada je H = {¢}, zavrsava se skupovnom relacionom al-
gebrom Re(G) ali, generalno, dobijamo prostu, neintegralnu atomiénu relacionu
algebru sa funkcionalnim atomima koja lezi izmedu Ca(G) i Re(G).

4.5 Funkcionalno guste relacione algebre
bez atoma

Problem opisa svih prostih, funkcionalno gustih relacionih algebri je i dalje
otvoren. Ovde ¢e biti izlozena konstrukcija jedne zanimljive klase primera i
zatim razmatran jedan konkretan primer konstrukcije. Vra¢amo se relacionim
algebrama F (G, H) konstruisanim u prethodnom poglavlju. Algebra F(G, H)
je atomi¢na po lemi 4.19. Da bismo konstruisali algebru bez atoma neophodno
je da uspostavimo vezu izmedu F(G, H) i F(G, K), za razlicite podgrupe H i
K grupe G.

Lema 4.23 Ako je H podgrupa grupa grupe G i K podgrupa grupe H, tada je
F(G, H) odgovarajuéa podalgebra algebre F(G, K) i svaki atom iz F(G,H) je
podeljen u F(G, K) u uniju onoliko atoma koliki je indeks K u H.

Dokaz. Pretpostavimo da je K indeksa k u H, to jest, pretpostavimo da K ima
 desnih koseta u H (gde je k kardinalni broj). Za svaki desni koset H' pogrupe
H u G postoji k razlicitih desnih koseta K u G, koji su sadrzani u H', i H' je
unija ovih desnih koseta. Odatle:

Ry [ H' = J{Rs | K’ : K’ je deni koset od K i K’ C H'}.

Sledi da je svaki atom u F(G, H) unija x atoma iz F(G, K). Kako je F(G, K)
zatvorena za unije, svaki atom- pa i svaki element- u F(G, H) pripada F(G, K).
Obe algebre su kompletne podalgebre algebre Re(G), pa su operacije u F(G, H)
i F(G, K) restrikcije odgovarajuéih operacija u Re(G). Zakljucak: F(G, H) je
kompletna podalgebra algebre F(G, K). To je odgovarajué¢a podalgebra jer ni
jedan atom u F(G, K) ne pripada F(G, H). O

Nazovimo (beskonacan) skup (H; : i € I) podgrupa grupe G strogo na
dole usmeren sistem ako za svaki par indeksa ¢ i j postoji indeks k takav da
je Hj prava podgrupa od H; i od H;. Uzimajudi da je i = j pokazuje se da
svaka podgrupa u skupu ima odgovaraju¢u podgrupu u sistemu.
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Teorema 4.24 Ako je (H; : i € I) strogo na dole usmeren sistem podgrupa
grupe G, tada je (F(G, H;) :i € I) (strogo na gore) usmeren sistem kompletnih
podalgebri algebre Re(G). Unija ovog sistema je (prosta) podalgebra od Re(G)
koja je funkcionalno gusta i bez atoma.

Dokaz. Lema 4.19, prethodna lema i hipoteza da je (H; : i € I) strogo na dole
usmeren sistem podalgebri algebre GG, implicira da je

(F(G,Hy) :ie1) (4.28)

sistem kompletnih podalgebri algebre Re(G) koji je strogo (na gore) usmeren
sistem, u smislu da za svaki par indeksa 7 i j postoji indeks k takav da su
(F(G,H;) i (F(G, Hj) odgovarajuée podalgebre algebre (F(G, Hy). Unija sis-
tema u (4.28)- zvacemo je U- je podalgebra algebre Re(G) (jer je unija us-
merenog sistema podalgebri uvek podalgebra). Specijalno, & mora biti prosta
jer je Re(G) prosta.

Da bismo pokazali da je U bez atoma posmatrajmo proizvoljnu, nenula
relaciju R iz U. Kako je U unija sistema iz (4.28), relacija R mora pripa-
dati F(G, H;), za neki indeks 7. Odatle, R mora biti iznad nekog atoma S u
atomicnoj algebri F(G, H;). Neka je k indeks iz I takav da je Hj odgovarajuca
podgrupa grupe H;, koja ima k koseta u H; (2 < k). Relacije R i S pripadaju
F(G,Hy) i S je podeljeno u uniju k atoma iz (F(G, Hy), po prethodnoj lemi.
Odatle, R ne moze biti atom u (F(G, Hy), pa ne moze biti ni atom u R.

Kona¢no, U je funkcionalno gusta jer unija proizvoljnog usmerenog sistema
funkcionalno gustih relacionih algebri je funkcionalno gusta. Detaljnije, nenula
relacija R iz U pripada F(G, H;) za neki indeks 4, pa je iznad nenula funkcije T'
iz. F(G, H;), zbog funkcionalne gustine F(G, H;). Relacija T pripada U, pa je
R iznad nenula funkcije 7" u U. O

Kao konkretan primer konstrukcije iz prethodne teoreme uzmimo da je G
grupa Z celih brojeva sa sabiranjem i Hy = Z. U ovom sluc¢aju F(Z, Hp) je
upravo Cayleyeva reprezentacija grupe algebre kompleksa Cm(G). Atomi u
F(Z, Hp) su Cayleyeve reprezentacije celih brojeva k, to jest, to su funkcije Ry,
definisane sa Ry (m) = m+ k, za svaki ceo broj m. Operacije relacione inverzije
i relacione kompozicije na atomima iz F(Z, Hy) definisane su formulama R;l =
R_; i Ry | Ry = Ry, za cele brojeve k i l.

Neka je H; podgrupa grupe Z koja sadrzi parne brojeve. Koseti od H; su
skupovi oblika K; = {m € Z : m =i(mod 2)}, za i = 0,1, to jest, to su skupovi
parnih i neparnih brojeva. Atomi u algebri F(Z, Hy) su restrikcije Ry | Ko
i Ry | K1, za cele brojeve k. Za i = 0,1, funkcija Ry preslikava koset K;
bijektivno u koset K;, kada je ¢ parno, a K; bijektivno preslikava u K;_;, kada
je ¢ neparno.

Svaki atom Ry u F(Z, Hp) je podeljen u uniju dva atoma Ry | Ko i Ry |
Ky, u F(Z,H;). Inverzni elementi od atoma u F(Z, Hy) dati su formulama
(R, | K;)™ ' = R, | K;i (R | K;)™' = R_p | Ki_;, u zavisnosti od
toga da li je k paran ili neparan. Na primer, (R | K;)™' = R4 | K; i
(Rs | K1)™' = R_3 | Ko.

Kompozicija dva atoma u F(Z, Hy) data je formulama (R | K;) | (R; |
Ki) =Ry | Kii (R | K;) | (R | K1—;) = 0, kada je i paran, a sa (Ry [ K;) |
(R 1 K;) =01 (R | Ky) | (R | K1i—;) = Rrq; | K, kada je i neparan. Na
primer, (R5 rKo) ‘ (R4 rK()) = @ i (R5 rKl) | (R4 {KQ) = Rg [Kl
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Neka je sada Hy podgrupa grupe Z koja sadrzi brojeve deljive sa 4. Koseti
1, to jest, 5 je binarni zapis brojeva izmedu 0 i 3. Na primer, ako jei =7 =1,
tada je ij binarni zapis broja 3 i K113 = {m € Z : m = 3(mod 4)}.

Atomi relacione algebre F(Z, Hz) su restrikcije Ry | K;j. Ako su ij, i'j' i
17, 7", respektivno, binarni zapisi ostataka pri deljenju sa 4 brojeva k, [, m i
ako je ij +i'j’ = i”j” u binarnoj aritmetici po modulu 4 (tako da je k+1 =
m(mod 4)), tada funkcija Ry, preslikava koset K ;/, bijektivno, u koset K;»;».
Na primer, kada je k kongruentno sa 3 po modulu 4, funkcija Ry bijektivno
preslikava Koo u K11, Ko1 u Koo, K10 u Ko7 1 K11 u Kj jer, binarni zapis broja
3 je 11, pa imamo 00+11=11, 014+11=00, 10+11=01 i 114+11=10, u binarnoj
aritmetici, po modulu 4.

Atom (Ry | K;) iz F(Z,H;) deli se na uniju dva atoma (R [ Ko;) i
(Ri | K1;) uw F(Z,Hs). Na primer, skup K; neparnih brojeva je disjunktna
unija skupa Ky brojeva kongruentnih sa 1 po modulu 4 i skupa K1 brojeva
kongruentni sa 3 po modulu 4, pa je atom (R; | K;) iz F(Z, H;) podeljen u
uniju dva atoma (R | Ko1) i (R7 | K11) u F(Z, Hs). Formule za izracunavanje
inverznih elemenata i relacionih kompozicija atoma iz F(Z, Hs) su sli¢ne kao
formule za F(Z, Hy), ali su komplikovanije da se izraze uopsteno. Par primera
trebalo bi da bude dovoljno da ilustruju glavnu ideju. Funkcija R; slika Kig
u K01, a funkcija R slika, Kip u [(007 pa je (R? r KIO)_l = R_~ r Koy i
(Rs | K19)™' = R—g | Koo. Takode, (R7 | Ki0) | (Rs | Ko1) = Ris | Ky i
(R7 [Klo) ‘ (R6 [Klj) = @, ako je 1 7é 0 ili ] 7£ 1.

Generalno, neka je H,, podgrupa grupe Z koja sadrzi brojeve deljive sa 2.
Koseti od H,, su skupovi K, = {m € Z : m = a(mod 2™)}, gde je a niz od n
nula i jedinica koji je binarni zapis za brojeve izmedu o i 2" — 1. Na primer, 101
je binarni zapis broja 5, pa je K191 koset podgrupe Hjs koji sadrzi brojeve koji
su kongruentni sa 5 po modulu 8. (U ovom primeru n = 3, pa je 2" = 8). Ako
je broj k kongruentan sa 6 po modulu &8, tada funkcija Ry, preslikava koset K1g1
bijektivno u koset Kg11. Atom Ry | K, iz F(Z, H,) deli se u uniju dva atoma
Ry | Koo 1 R | K1o uw F(Z,H,41). Na primer, atom Ry | Ky01 iz F(Z, H3)
deli se u uniju dva atoma Ry [ Koi01 1 Ri | K1101 u F(Z, Hy).

Niz Hy, Hy, Hs, ... formira strogo na dole usmeren lanac podgrupa grupe Z,
pa niz F(Z,Hy),F(Z,H,),F(Z,Hs), ... formira strogo na gore usmeren lanac
kompletnih podalgebri algebre Re(Z). Unija ovog rastuéeg lanca je primer
proste, funkcionalno guste, bezatomne podalgebre algebre Re(Z).

4.6 Funkcionalno guste relacione algebre sa
Booleovom algebrom idealnih elemenata
bez atoma

U prethodnom poglavlju videli smo neke primere funkcionalno gustih relacionih
algebri bez atoma. Dati primeri su proste algebre, pa odatle sledi da su nji-
hove Booleove algebre idealnih elemenata dvoelementne. Znamo iz teoreme 4.9
da proizvoljna funkcionalno gusta relaciona algebra moze imati jedan faktor
bez atoma koji je funkcionalno gust i ima Booleovu algebru idealnih elemenata
bez atoma. Problem opisivanja svih funkcionalno gustih relacionih algebri sa
Booleovom algebrom idealnih elemenata bez atoma je, takode, jo§ uvek otvoren.
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Ponovo se zadovoljavamo predstavljanjem klase primera i zatim prelazimo na
konkretan primer.

Pocinjemo sa proizvoljnom relacionom algebrom I/ i prozvoljnim beskona¢nim
skupom I. Za konkretizaciju uzetemo da je I skup prirodnih brojeva, samo
zato §to to pojednostavljuje zapis. Posmatrajmo Iti direktan proizvod U’.
Definisemo strogo rastuéi niz By, By, Ba, ... podalgebri algebre U!, sa osobi-
nom da se svaki element iz B, u B,+1 deli na sumu bar dva disjunktna nenula
elementa.

Fiksirajmo prirodan broj n. Za svaki element r, iz kona¢nog proizvoda

2" definigemo element 7 u beskonaénom proizvodu U, sa 7(i) = r;, gde je
0 <j<2"ii=j(mod?2"). Na primer, ako je n = 0, tada je r funkcija sa
domenom {0} i ro = p je element iz U, tako da vazi ¥ = (p,p,p,...). Ako je
n = 1, r je funkcija sa domenom {0,1}, a rg = p i r1 = ¢ su elementi iz U,
pa u ovom slu¢aju je 7 = (p,q,p,q,...). Generalno, 7 je element u U’ dobijen
nastavljanjem r na samog sebe beskona¢no mnogo puta.

Skup B,, elemenata oblika 7, zarizU?", je poduniverzum od U'. Zaista, B,
sadrzi identicki element 1’ = (1/,1/,1’,...), u U, i B, je zatvoren za operacije
iz U! jer su ove operacije definisane po koordinatama sa:

F4+5=t za t=r+s,
7=t za t=—r,
Pt=3 za t=r;s,

’\’:tA za t=r1r"

(Operacije levo izvode se u 4!, a one desno u u .) Podalgebra algebre U7, ¢iji je
univerzum B,,- obelezavaéemo je sa B,- je izomorfna sa U?", i to izomorfizmom
koji 7 preslikava u 7, za svaki element 7 iz 42" . Odatle imamo da B,, nasleduje
sve osobine od 42", Na primer, ako je r idealni element u 242", tada je 7 idealni
element u B,,. Takode, ako U ima osobinu neke gustocée, kao sto je funkcionalna,
tada je ima i 42", pa i B,.

Svaki element iz B,, pripada B,41. Zaista, ako je r element iz U?" i ako
je s element iz Z/ITH, definisan sa s; = 7, za 0 < j < 2" 14 = j(mod 27)
(pa je s element nastao nadovezivanjem r na samog sebe), tada se element 7 iz
B,, poklapa sa elementom § iz B,1. Operacije u B, i B,11 su, po definiciji,
restrikcije odgovarajuéijh operacija iz U?. Sledi da B, mora biti podalgebra
algebre B,11. Svaki nenula element 7 iz B,, je podeljen u B,,;+1 na zbir dva
disjunktna nenula elementa. Zaista, ako je s element iz Z/lznﬂ, koji je upravo
definisan (tako da je 7 = 3), i ako su ¢ i u elementi iz 42" definisani sa:

b ] osi ako je 0 <1 <27,
T 1 0, akoje 2" << 27t

w 0, akoje 0<17<2™,
71 s, akoje 27 < g < 27t

tada su t i v nenula elementi iz Z/12"+1, koji su disjunktni i imaju s za njihov
zbir. Sledi da su ¢ i @ nenula elementi iz Bni1, koji su disjunktni i imaju § za
njihov zbir. Kako je 5 koincidentno sa 7, 7 moZemo zapisati kao disjunktan zbir
nenula elemenata ¢ i 4. Primetimo da ako je 7 nenula idealni element iz 42",
tada su t i u idealni elementi u L{ZWH, i zato je nenula idealni element 7 iz B,
podeljen u By, 11 na zbir dva disjunktna nenula idealna elementa tia.
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Niz By, By, Bs, ... formira strogo rastuéi lanac podalgebri algebre U’ sa os-
obinom da je svaki nenula element u B,, podeljen u zbir dva disjunktna nenula
elementa iz B,11, a svaki nenula idealni element u B,, je podeljen u zbir dva
disjunktna nenula idealna elementa iz B,41. Dalje sledi da ako U/ ima osobinu
neke gustine, kao §to je funkcionalna, tada je ima i svaka B,, algebra u lancu, i
unija lanca nasleduje ovu osobinu gustine.

Teorema 4.25 Ako je U netrivijalna relaciona algebra i I skup prirodnih bro-
jeva, tada je unija lanca By, B1,Ba, ..., podalgebri algebre U (konstruisanih u
prethodnom razmatranju), podalgebra algebre U!, koja je bez atoma i nema ide-
alnih atoma. Ako je U funkcionalno gusta, tada je i unija lanca funkcionalno
qusta.

Da bismo dobili konkretan primer fukncionalno guste relacione algebre koja
nema idealnih atoma uzmimo da je U bilo koja prosta, funkcionalno gusta rela-
ciona algebra (atomicna ili bez atoma) ili neprazan proizvod takvih algebri. Na
primer, & moze biti algebra kompleksa neke fiksne grupe.
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Zakljucak

Videli smo da pitanje reprezentabilnosti relacionih algebri uopste nije trivijalno.
U uvodnom delu o mrezama data je teorema sa dokazom da je svaka distribu-
tivna mreza izomorfna sa podmrezom partitivnog skupa P(A), za neki skup A.
Isto tako za Booleove algebre dat je dokaz da se svaka Booleova algebra moze
utopiti u neku Booleovu skupovnu algebru. A poznata je i Cayleyeva teorema
o reprezentabilnosti grupa, koja kaze da je svaka grupa izomorfna sa nekom
grupom permutacija.

Zasto se za relacione algebre ne moze dokazati slicna teorema o reprezentabil-
nosti? Americki matematicar Lyndon uspeo je 1950. godine da konstruise alge-
bru koja je zadvoljavala sve aksiome Tarskog, ali nije izomorfna ni jednoj algebri
binarnih relacija. Lyndon je pronasao nereprezentabilnu relacionu algebru.

Da li na operacije unije, preseka, komplementa, proizvoda i inverzije mozemo
dodati jos neke operacije na skupu binarnih relacija? B. Biré i R. Maddux su
dokazali da ne postoji ni jedno konac¢no ”lepo” prosirenje jezika relacionih algebri
tako da klasa reprezentabilnih algebri ima kona¢nu bazu identiteta.

S obzirom na ovakvo stanje stvari napravljen je drugaciji pristup reprezenta-
bilnosti relacionih algebri, preko algebri kompleksa i atomi¢nih struktura. U
skladu sa tim pristupom u radu je navedena teorema o reprezentabilnosti atomi-
¢nih relacionih algebri, kod kojih je svaki atom funkcionalni element.

Jos§ jedna klasa relacionih algebri koje su reprezentabilne su funkcionalno
guste relacione algebre. Pored teoreme koja to dokazuje, u radu je naveden
i jedan strukturni opis za proste, funkcionalno guste relacione algebre koji
dokazuje da su one ili atomicne ili bez atoma. Takode, data je i teorema o
dekompoziciji funkcionalno gustih relacionih algebri.

U poslednjim poglavljima ovaj rad se bavi opisivanjem, kako funkcionalno
gustih relacionih algebri (atomic¢nih sa funkcionalnim atomima ili bez atoma),
tako i funkcionalno gustih relacionih algebri sa Booleovom algebrom idealnih
elemenata bez atoma.

Relacione algebre su nezgodne pa se postavlja pitanje Sta se dobija za uzvrat.
Chin i Tarski su 1951. godine uocili da relacione algebre mogu zauzeti znacajno
mesto u matematickim istrazivanjima. U njihovom radu navedeno je: ”Izvod-
ljivost matematickog tvrdenja iz datog skupa aksioma moze se svesti na pokazi-
vanje da neka jednakost vazi u svakoj relacionoj algebri identicki.”
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Tu ideju su Taski i Givant i realizovali u svojoj knjizi ” A Formalization of
Set Theory Without Variables”. Tu je dat jedan nov formalizam koji ne sadrzi
promenljive, kvantifikatore, iskazne veznike, a usko je povezan sa jednakosnom
teorijom relacionih algebri. Pokazalo se da se teorija skupova i aritmetika mogu
formulisati na ovom formalizmu, §to samo govori o tome koliko je on zapravo
jak.
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