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Predgovor

Ve¢ prilikom prvog susreta sa Galoisovim vezama tokom kursa Univerzalne
algebre na osnovnim studijama, bila sam fascinirana njihovom sustinskom
jednostavnoséu, a opet s druge strane veoma Sirokim spektrom primene.
Otuda je moja velika zelja bila da u master radu pisem ,nesto o Galoisovim
vezama’. S obzirom da moja mentorka, profesorica Rozalija Madaras-Siladi,
i ja isprva bas i nismo znali kako bi to moglo da izgleda, na neko vreme smo
odustali od te ideje.

Medutim, sudbina je htela da mi jedan od prvih radnih zadataka, kao
saradnika u nastavi na Fakultetu tehnickih nauka, bude drzanje vezbi na
predmetu Algebra, za studente Geodezije, na kom je predmetni nastavnik
profesorica Jovanka Pantovi¢. Nakon samo mesec dana saradnje na pred-
metu, ona mi je, na moje neizmerno odusevljenje, ponudila da budem koautor
u radu koji su pisali ona i Hajime Machida. Tema su bili maksimalni hiper-
klonovi, za ¢ije je potpunije razumevanje bilo neophodno vratiti se nekoliko
koraka unazad i posvetiti paznju prouc¢avanju klonova. Ali, tada sam shvatila
da sam indirektnim putem ipak stigla do Galoisovih veza i da moja prvobitna
zelja ima izglednu Sansu da bude realizovana. To se, na moje veliko zado-
voljstvo, i desilo, a rezultat tog rada se sada nalazi pred vama.

* * *

Ovom prilikom bih zelela da se zahvalim profesorici Jovanki Pantovié,
koja me je uvela u zanimljivi svet klonova, na divnoj saradnji kako u nauci,
tako i u nastavi, kao i na bezrezervnoj moralnoj i logistickoj podrsci pri izradi
ovog rada.

Takode bih se zahvalila ¢lanovima komisije Maji Pech i Petru Dapicu,
koji su izuzetno korisnim sugestijama doprineli poboljsanju ovog rada.
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Veliku zahvalnost dugujem svojoj mentorki, profesorici Rozaliji Madaras-
Siladi, ne samo na pomoc¢i tokom pisanja rada, ve¢ prevashodno zato sto je
verovala u mene i kada sam ja dizala ruke od svega, i $to me je u vise navrata
sprecila da odustanem od univerzitetske karijere.

Iznad svega, hvala mojoj porodici i prijateljima na ljubavi, strpljenju i
razumevanju.

Novi Sad, maj 2012. Jelena Coli¢
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Glava 1

Uvod

Kada cujemo re¢ klon, sigurno ¢emo pre pomisliti na biologiju ili nau¢nu
fantastiku nego na matematiku. Klon je rec¢ grckog porekla i znaci ,grancica”,
Sto u bioloskom smislu aludira na moguénost da se ,kloniranjem”od jedne
grancice dobije ¢itavo drvo. U svetu matematike klon predstavlja operacijsku
strukturu i to onu koja je zatvorena u odnosu na kompoziciju operacija. Zato
se smatra da je engleska re¢ clone zapravo skrac¢enica od " closed one”ili
"closed operation nmetwork”. Iako je termin klon usao u Siru upotrebu
tek poslednjih nekoliko decenija, prvi rezultati teorije klonova datiraju jos
s pocetka proslog veka.

Klonovi se, kao sto ¢emo kasnije videti, mogu definisati na vise nacina,
ali svakako je najinteresantnije predstavljanje klona kao skupa svih operacija
koje ¢uvaju sve relacije iz nekog skupa. U ovom pristupu sustinsku ulogu
igra jedna Galoisova veza. Galoisove veze su veoma mocan alat kojim se
sluze mnoge grane matematike. One znatno pojednostavljuju probleme jer
povezuju razlic¢ite matematicke objekte, a zapravo se vrlo lako definisu. Naziv
potice od poznate veze izmedu elemenata (a) nekog polja i automorfizama
() tog polja, takvih da je m(a) = a, koju je opisao Evariste Galois. Inspi-
risan ovim rezultatom, Marc Krasner je dosao do veze izmedu permutacija i
relacija na nekom skupu. Ovo je bila polazna tacka u istrazivanjima koja su
tridesetak godina kasnije dovela do jedne od najpoznatijih Galoisovih veza
(Pol, Inv), izmedu skupa operacija i skupa relacija na nekom datom skupu.
Nju su opisali Bondarcuk, Kaluznin, Kotov i Romov, i nezavisno Geiger.

Moglo bi se re¢i da je osnovni problem teorije klonova opis mreze svih
klonova na datom skupu. Medutim, do sada je jedino kompletno opisana
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mreza klonova na dvoelementnom skupu, za Sta je zasluzan Emil Leon Post.
Kako ve¢ mreza klonova na troelementnom skupu ima neprebrojivo mnogo
elemenata, vrlo je izvesno da su pokusaji da se u potpunosti opisu mreze
klonova u opstem sluc¢aju bez mnogo izgleda za uspeh. Zato se istrazivanja
okrec¢u ka ispitivanju nekih delova tih mreza. Jedan od moguéih pravaca je
opis atoma i koatoma. Rezultat dobijen pri prouc¢avanju koatoma, koje jos
nazivamo i maksimalni klonovi, svakako je jedan od najimpresivnijih u teoriji
klonova. Naime, Ivo Rosenberg je pokazao da su svi mogué¢i maksimalni
klonovi na datom skupu oblika Polp, pri cemu p pripada jednoj od samo
Sest klasa relacija. Ovaj izuzetni rezultat inspirisao je mnoge istrazivace u
oblasti da pokusaju da otkriju slicne karakterizacije i za neke druge delove
mreze klonova, kao i za mreze objekata koji predsavljaju uopstenja pojma
klona (hiperklonovi, parcijalni klonovi...). Ovaj rad samo je mali korak u
tom smeru.

Hiperoperacije su preslikavanja koja svakoj n-torki elemenata nekog skupa
pridruzuju neki neprazan podskup tog skupa. One igraju bitnu ulogu u
modeliranju nedeterministickih procesa. Zbog sve vece ekspanzije oblasti
teorijskog racunarstva, javila se potreba za razvojem algebarske teorije hiper-
struktura.

U [18] i [19] Rosenberg uvodi pojam hiperklona kao poduniverzuma alge-
bre koja je prosirenje algebre O4 = (Oa;*,(, 7, A, %) na slucaj hiperope-
racija. Hiperklon se ekvivalentno moze definisati i kao skup hiperoperacija
koji sadrzi sve projekcije i zatvoren je u odnosu na kompoziciju. Skup svih
hiperklonova ¢ini algebarsku mrezu u odnosu na skupovnu inkluziju, ¢iji je
najmanji element skup svih projekcija, a najveéi element skup svih hiper-
operacija. Ova mreza je dosta slozenija od mreze klonova, pa je realno
ocekivati da se samo neki njeni delovi mogu u potpunosti sagledati. Cilj

ovog rada je opiSe neke od koatoma ove mreze.

S obzirom na temu ovog rada, akcenat je stavljen na hiperklonove, dok
je o klonovima rec¢eno samo ono najneophodnije da bi se razumeli navedeni
rezultati iz teorije hiperklonova. Vise detalja o teoriji klonova moze se naci,
na primer, u [14], [21], [9] i [13].

Rad se sastoji iz tri dela.

U prvom delu su navedene oznake, kao i neke dobro poznate definicije i
teoreme koje ¢e biti koris¢éene u ostatku rada. Posebno je izdvojena Galo-



isova veza kao jedan od fundamentalnih alata u proucavanju mreza klonova
i hiperklonova.

U drugom delu je dat uporedni pregled nekih rezultata iz teorije klonova
i hiperklonova. Na pocetku navodimo nekoliko razli¢itih na¢ina za uvodenje
pojma klona i hiperklona, i ispitujemo neke od osnovnih osobina, direktno
izvedenih iz ovih definicija. Nastavljamo sa predstavljanjem mreze klonova
i mreze hiperklonova na dvoelementnom skupu. U tre¢em poglavlju najpre
uvodimo Galoisovu vezu (Pol, Inv) i pokazujemo da su zatvoreni skupovi
operatora Pol Inv upravo klonovi operacija, dok su zatvoreni skupovi opera-
tora Inv Pol relacijski klonovi, a zatim navodimo nekoliko Galoisovih veza
izmedu relacija i hiperoperacija, koje su definisane u [2], [16], [20], [6] i [4], i
ispitujemo medusobne odnose zatvorenih skupova za ove veze.

Tre¢i deo je posvecéen koatomima mreza klonova i hiperklonova. Prvo
predstavljamo jedan od najznacajnijih rezultata teorije klonova - Rosen-
bergovu klasifikaciju maksimalnih klonova, uz skicu dokaza. U nastavku
dajemo kriterijum koji treba da zadovolji skup hPolp da bi bio maksimalan
hiperklon. Koristeci taj kriterijum, u naredna cetiri poglavlja pokazujemo
da je hPolp maksimalan hiperklon u slucaju da je p ograniceno parcijalno
uredenje, netrivijalna relacija ekvivalencije, centralna, odnosno regularna
relacija. Poglavlja 4.4-4.6 se baziraju na rezultatima iz [11], dok je poglavlje
4.3 zasnovano na radovima [3] i [4] u kojima je potpisnik ovih redova jedan
od koautora.
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Osnovni pojmovi

Ovde ¢emo samo navesti najvaznije algebarske pojmove i tvrdenja koja
¢emo u radu koristiti. Vise detalja se moze pronaci u [12].

2.1 Oznake

Neka je N = {1,2,...} skup prirodnih brojeva. Za dati skup A neka
je P(A) partitivni skup, tj. skup svih podskupova skupa A. Sa |A| ¢emo

oznacavati kardinalnost skupa A. Direktan proizvod skupova Ay, ..., A,, za
n>1ljeA x---xA,={(a1,...,a,): a; € Aj;i € {1,...,n}}. Specijalno,
ako je Ay =...= A, = A, onda umesto A; x --- x A, piSemo A™.

Operacije ¢emo oznacavati malim slovima latinice (f, g, h,...), a relacije
malim grékim slovima (p, 0,0, ...). Specijalno, relaciju ekvivalencije oznaca-
vamo sa ¢, pri ¢emu je C, klasa ekvivalencije nekog elementa x, a relaciju
poretka ¢emo u nekim slucajevima oznaciti sa < . Arnost operacija i relacija
oznacavamo sa ar.

Uredeni par A = (A, F) je algebra ako je A proizvoljan neprazan skup,
a F je skup operacija na A. Skup A je nosaé¢ (univerzum), a F je skup
fundamentalnih operacija algebre A.
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2.2 Mreze

Mreza se moze definisati kao ureden skup (A, <) takav da za sve z,y € A
postoje inf{x, y} i sup{z,y}. S druge strane mreza se moze posmatrati i kao
algebra (A, A, V), pri ¢emu binarne operacije A i V na A zadovoljavaju uslove
komutativnoti, asocijativnosti, idempotentnosti i apsorpcije.

U mrezi sa najmanjim elementom 0 i najveéim elementom 1, elemente
koji neposredno pokrivaju 0 zovemo atomima, a elemente koje neposredno
pokriva 1 zovemo koatomima.

Posto ¢emo u ovom radu vise puta koristiti pojmove kompletne i alge-
barske mreze, u nastavku navodimo njihove definicije i osnovna svojstva.

Definicija 2.2.1 Mreza (A, <) je kompletna ako za svako X C A postoje
inf X ¢ sup X.

Teorema 2.2.1 Za ureden skup (A, <) sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) (A, <) je kompletna mreza.
(2) (A, <) ima najmangi element i postoji sup X, za sve ) # X C A.
(3) (A, <) ima najvedi element i postoji inf X, za sve ) # X C A.

Definicija 2.2.2 Preslikavanje C : P(A) — P(A) se naziva operator zatva-
ranja ako za sve X, Y C A vazi:

(C1) X C O(X)
(02) X CY = C(X) CC(Y)
(C3) C(C(X)) = C(X).

Skup X C A je zatvoren ako je C(X) = X. Skup svih zatvorenih skupova
ureden skupovnom inkluzijom oznacavamo sa Le.

Teorema 2.2.2 Neka je C operator zatvaranja na skupu A. Tada je (Lo, C)
kompletna mrezZa.

Ako je C operator zatvaranja na A, 1Y C A je zatvoren skup tako da je
Y = C(X), onda kazemo da X generise Y. Skup Y je konacno generisan
ako postoji konacan skup koji ga generise.
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Definicija 2.2.3 Neka je (A, <) mreza. Tada za element a € A kaZemo da
je kompaktan ako za sve X C A za koje postoji sup X i a < sup X, postoji
konacan skup B C A za koji je a < sup B.

Mreza je kompaktno generisana ako je svaki element supremum kom-
paktnih elemenata.

Mreza je algebarska ako je kompletna i+ kompaktno generisana.

Definicija 2.2.4 Operator zatvaranja C na skupu A je algebarski opera-
tor zatvaranja ako za sve X C A vaZi

(C4) C(X)=U{C(Y):Y C X iY jekonacan}.

Teorema 2.2.3 Ako je C' algebarski operator zatvaranja, onda je (Lc,C)
algebarska mreZa, pri cemu su kompaktni elementi tacno konacno generisani
podskupovi od A.

Teorema 2.2.4 (Birkhoff-Frink) Svaka algebarska mreza izomorfna je mrezi
poduniverzuma neke algebre.

2.3 Galoisova veza

Definicija 2.3.1 Galoisova veza izmedu skupova A i B je par preslika-
vanja (o, 3), gde su a : P(A) — P(B) i 8 : P(B) — P(A), tako da za sve
X, X1, X, € P(A) 1Y, Y1,Ys € P(B) vazi
(Z) X1 g Xg = O./(Xl) 2 O{(X2)7
Y1 €Yo = B(Y1) 2 B(Ya);

(i) X C B(a(X)),
Y < a(B(Y)).

Teorema 2.3.1 Neka je (o, 5) Galoisova veza izmedu skupova A © B. Tada
vazi:

(1) afa = aiBaf =3

(2) af i Ba su operatori zatvaranja na B odnosno na A;

(3) Zatvoreni skupovi operatora Sa su upravo skupovi oblika 5(Y'), za neko
Y C B, a zatvoreni skupovi operatora af3 su upravo skupovi oblika
a(X), za neko X C A.
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Dokaz.

(1) Neka je X € A. Prema drugoj osobini Galoisove veze imamo X C
B(a(X)). Kada na ovu nejednakost primenimo «, na osnovu prve oso-
bine dobijamo a(X) 2 «a(fa(X)). Kada ponovo primenimo drugu
osobinu, ali ovoga puta na skup «(X), dobijamo i obrnutu inkluziju
o(X) C (X))

(2) Pokazimo da je fa operator zatvaranja na A. Analogno se dokazuje da
je 1 a8 operator zatvaranja na B. Neka su X, X1, Xy € P(A).

(C1) Zbog druge osobine Galoisove veze imamo X C Sa(X) .

(C2) Ako su X; i Xy podskupovi od A, onda su «(X;) i a(X2) pod-
skupovi od B, pa dvostrukom primenom osobine (7) dobijamo

X1 € Xo= a(Xy) 2 a(Xy) = fa(X;) C Ba(X).

(C3) Kada na afa(X) = a(X), sto vazi prema (1), primenimo presli-
kavanje (3, dobijamo Sa(fa(X)) = fa(X).

(3) Trivijalno vazi.

O

U nastavku ¢emo pokazati kako se moze definisati Galoisova veza izmedu
proizvoljnih skupova A i B.

Teorema 2.3.2 Neka su A i B neprazni skupovi i neka je R C A x B.
Definisimo preslikavanja

R :P(A) > P(B) i R:P(B)— P(A)
na sledeci nacin

(X
(Y

= {yeB:(VreX)(z,y) R}, XCA

-
R
—

R = {re€eA:(WeY)(r,y € R}, Y CB.

~— —

Tada je par (1_%>, ﬁ) Galoisova veza izmedu skupova A 1 B.
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Dokaz. Dokazacemo da par (ﬁ,%) zadovoljava uslove (i) 1 (i) iz defini-
cije 2.3.1. Neka su X, X7, X, € P(A) i Y. Y1,Y, € P(B).

(1) Neka je X1 € Xoiy € ]—%>(X2). Tada za sve x € X, vazi (z,y) € R.

(x
Medutim, zbog X; C X5 je za sve x € X; zadovoljeno (z,y) € R, tj.
H

Slicno se pokazuje da Y; C Y, implicira <R?(Y1) . <E(Yg)
(#7) Imamo
— — —
R(R(X))={zeA:(vye R(X))(z,y) € R}.

Tada je X C <E(]—%(X)) jer su u I—%(X) sadrzani bas oni y € B takvi
da za sve z € X vazi (z,y) € R.

Slicno, Y € R(R(Y)).

— =
Par (R, R) nazivamo i Galoisova veza indukovana relacijom R.
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Klonovi i hiperklonovi

Tako je hiperklon zapravo uopstenje pojma klona, ne mogu se svi rezul-
tati iz teorije klonova direktno preneti na slucaj hiperklonova. U ovoj glavi
¢emo prikazati neke pokusSaje da se mreza hiperklonova potopi u mrezu
klonova, koji, nazalost, nemaju zeljeni efekat. Jos jedna poteskoca proizilazi
iz ¢injenice da se saglasnost relacije sa hiperoperacijom moze definisati na
razli¢ite nacine. Ovde ¢emo takode prezentovati neke od tih moguéih Ga-
loisovih veza i ispitati njihove medusobne odnose.

3.1 Osnovne definicije i osobine

Postoji vise nacina da se uvedu pojmovi klona i hiperklona. U ovom
poglavlju ¢emo predstaviti neke od njih i navesti osnovna svojstva koja iz tih
definicija proisticu.

3.1.1 Pojam klona

U c¢itavom radu ¢emo smatrati da je osnovni skup A konacan sa bar dva
elementa. Preslikavanje f : A™ — A nazivamo n-arna operacija na A. Neka
je OXL) = A1 skup svih n-arnih operacija na A,n > 1,1 Ox = U5, OX”)
skup svih finitarnih operacija na A. Za F C O, neka je F™ = F N Ol(qn).

Napomena. Ako je n = 0 onda se nularna operacija f : {#} — A moze
identifikovati sa elementom a € A za koji je f(0) = a. Medutim, ovakve
operacije se mogu zameniti unarnim konstantnim operacijama. Tako se

11
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umesto prethodno pomenute nularne operacije posmatra unarna operacija
cq : A — Adatasa c,(z) = a, za sve x € A.

Oznacimo sa 7" i-tu n-arnu projekciju:
T (T, o Ty ey Tp) = T,
i neka je 114 skup svih projekcija svih kona¢nih arnosti skupa A.

Neka su f € O%) ig1,...,0n € Oim). Kompozicija operacija figy,...,0n
je m-arna operacija f(g1,. .. gn) definisana na sledeéi nacin

flar, - gn)(@1, o xm) = flgi(xe, .oy @m), oo g, o ).

Definicija 3.1.1 Skup C' C O4 se naziva klon operacija na A ako sadrzi
sve projekcije na A 1 zatvoren je u odnosu na kompoziciju operacija, tj. ako

feC™ig,...g,€C™ ondaif(gi,...gn) €C.

Primer 3.1.1 Naredni skupovi predstavijaju klonove operacija:
1) Skup O4 svih operacija na skupu A;
2) Skup 14 svih projekcija na skupu A;

3) Skup svih idempotentnih operacija na skupu A (f je idempotentna ako
vazi f(z,...,x) =x, za sve x € A).

Dokazimo sledec¢e jednostavno tvrdenje.
Tvrdenje 3.1.1 Presek proizvoljne familije klonova je klon.

Dokaz. Neka je C; € Oy, 1 € I C N, proizvoljna familija klonova. Oznac¢imo

C = C;. Kako Iy C C;, zasve i € I, to je lI4 C () C; = C. Pokazimo
iel iel

jos da je C' zatvoren u odnosu na kompoziciju operacija. Neka je f € C™ i

G- .. gn € C™. Tada imamo

f?glw"gneczﬂci <:><Vi€[>fagla'--79neci
iel
< (Viel) f(g1,---,9n) € C; (jer je svako C; klon)
<§f(gla"'7g’rl) S ncz:C

i€l



3.1. OSNOVNE DEFINICIJE I OSOBINE 13

Dakle, C'= (N C; je klon. O

icl

Sada za proizvoljan skup operacija F' mozemo odrediti najmanji klon koji
sadrzi F' na sledec¢i nacin

:ﬂ{C:FgCiC’jeklon}.

Za (F) jos kazemo da je generisan skupom F. Klon C je konacno generisan
ako vazi C'= ({f1,..., fu}), za neke f; € Oy4.

Definicija 3.1.2 Za skup F C O4 kaZemo da je kompletan ako vazi
(F) = Oa,.

Definicija klona se moze posmatrati i u kontekstu univerzalne algebre.
Naime, svaki klon C' na skupu A je zapravo skup termovskih operacija alge-

bre A = (A, C). S druge strane, skup termovskih operacija proizvoljne alge-
bre A = (A, F) ¢ini klon na skupu A.

Medutim, ovo nisu jedine definicije klona operacija. Slede¢a teorema
predstavlja motivaciju za jos jedan nacin uvodenja ovog pojma.

Teorema 3.1.1 Svi klonovi operacija na skupu A ¢ine algebarsku mrezu L 4
u odnosu na skupovnu inkluziju. Najmangi element te mreZe je 114, a najveci
O 4. Mrezne operacije su definisane sa

CiNCy=C1NCy 1 CyVCy=(CLUCy).

Dokaz. Dokazatemo da je ( ) : P(Oa) — P(Oy4) algebarski operator zat-
varanja.

(C1) Uslov F C (F) je trivijalno zadovoljen.

(C2) Pokazujemo da F C G povlaci (F) C ( ). Neka je g € (F). Tada
postoje f,g1,...,9, € F tako da je g = f(g1,-..,9n). Medutim,
fagla"'agneGapaJeg_f(gl7"'agn) < >

(C3) Kako je oc¢igledno (F') najmanji klon koji sadrzi (F'), dobijamo ((F)) =
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(C4) Pokazimo da vazi
(F) = J{(G) : G C F i G je konacan}.

Pretpostavimo da neka operacija g pripada (F). Tada postoje ope-
racije f,91,...,9, € F tako da je ¢ = f(g1,...,9,). Uzmimo G =
{f,q1,--.,9n}. Trivijalno, g € (G), pri ¢emu je G C F i |G| = n+
1. S druge strane, ako g € |J{(G) : G C F i G je konacan}, onda
postoji neki konacan podskup G od F' takav da g € (G), $to implicira
postojanje f,g1,...,g, € G takvih da je g = f(g1,-..,9n). Medutim,
fyg1,- -, gn su istovremeno u F, pa je g = f(g1,...,9n) € (F).

Dakle, £, je algebarska mreza. [J

Na osnovu prethodne teoreme i teoreme Birkhoff-Frinka jasno je da je
C C O4 klon ako i samo ako je poduniverzum neke algebre. U nastavku
eksplicitno navodimo takvu algebru. Uvedimo unarne operacije ¢, 7, A i bi-

narnu operaciju * na Oy, pri cemu ¢emo, zbog jednostavnosti zapisa, slike
ovih operacija oznacavati sa:

Cf=C(f), 7f=71(f), Af=A), [rg=x(f9)
o ZafEOS) neka je (f =7f=Af = f;
e zafc 01(4"),71 > 2 neka su (f,7f € O%),Af € 01(4"71) definisane sa

(), 20y yxy) = fae, ..., Tp, 1)
(Tf)(x1, 20,23, ..., ) = f(xo, 21, 23,...,2,)

(Af) (@1, 22, Tno1) = f(@1, 21, T2, -0 T
e za f € Oﬁ,”) ige Oim) neka je fxg € OX’””‘” definisana sa
(f*g)(:El? vy Ty T415 - - - 7xm+n*1) = f(g(xh v 7xm)>xm+l> v 7xm+n*1)'

Teorema 3.1.2 Skup C C Oy4 je klon ako @ samo ako je poduniverzum alge-
bre OA = (OA7 *, C? T, A7 Tr%)

Dokaz. (=) Pretpostavimo da je C' C O4 klon. Tada je I14 C C, pa imamo
72 € C, a posto je C takode zatvoreno u odnosu na kompoziciju operacija,
za f € C™1igeC™ vazi
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Cf = f(WEL?"'?WZ?W?)?

vf = f(ry,my, wh, ... w0,
Af = f(ﬂ?_177r?_177rg_17'"’W:Ll:%) i
frg=flglap™=t o apin= ) =t e,

(<) Ako je C poduniverzum algebre O 4, treba pokazati da se sve projekcije
i kompozicije mogu prikazati pomocu operacija {*,¢, 7, A, 72}

Pokazimo indukcijom po n € N da za sve i € {1,...,n} vazi n}' € C.

Zan =1 imamo 7! = An?, jer za sve z; € A vazi
1 1>
2 2 1
(A7) (z1) = 71 (01, 21) = 21 = 7y (21).
Zan =2 je w2 = 7177, jer za sve x1, o € A vazi
J 2 1> )

(777%)@17 Ty) = W%(%, T1) =Tp = W§($1,$2)-

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n — 1, tj. za svako i € {1,...,n — 1} je
e C.
Tada za svako i € {1,...,n — 1} imamo 7' = 77 * 7" jer za proizvoljne
T1y..., 2, €A vazi
2 n—1 2/ _n—1 _ 2
(mp xm ) (@1, mn) = m(m T (@1, @), ) = T (@5, Tn)
n
= x; =m0 (1, ..., Tp).
Takode je 77 = 72 * 77" jer za sve xy,...,x, € A vaii
2 n—1 2/, n—1 2
(my w7 W@y, oy xpn) = (w7 (T, 1), ) = Ty (21, Tp)
n
= x, =7 (X1, .., Tp).

Dokazaéemo da je C' zatvoren u odnosu na kompoziciju. Neka su f € C™
ig1,...,gn € C"™. Posmatra¢emo kompoziciju f(gi,...,gn) kao (n-m)-arnu
operaciju, umesto kao operaciju iz O;m), tj. uzeéemo

flo(zy, .ozl ogn(@® o 2™)) = flgr, . gn)(2y, .yt 2
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(gornjim indeksima su oznacene kopije istih promenljivih). Jednostavno se
pokazuje da se od ove kompozicije moze dobiti uobic¢ajena m-arna pomocu
operacija (,7 i A. Na primer,
TCAczAf(JCl,ZUz) = TCA(2f(:1:1, T1,2) = TCAf(22, 21, 71)
TCf (22, X2, 21, 21) = T f (22, 21, 71, X2)

— f(thL'Q,xl,l'Q).

Sada ¢emo indukcijom po n pokazati da je

fQg, - gn) = CC(- - C(Cf * gn) * Gn1---) * g2) * g1.

Dokazimo da vazi za n = 1.

(Cfxg)(wr,. . vm) = Cf(gu(@r,. .o 2m))
= flor(z1, .., zp))
= flg1)(x1,...,Tm).

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n — 1. Tada imamo

CCC CCf*gn) ¥ gn1--)*xg2)x g1 = (Cf *xgn)(g1,-- > 9n-1)
= Cf(gnaglw"agnfl)
= f(91:-- 1 Gn—1,9n)-

Dakle, svaki poduniverzum algebre O 4 sadrzi sve projekcije i zatvoren je
u odnosu na kompoziciju operacija, sto znaci da je klon. [

3.1.2 Pojam hiperklona

Neka je P(A) partitivni skup od A i neka je P = P(A)\{0}. Preslikavanje
f + A" — P} nazivamo n-arna hiperoperacija na A. Neka je HI(:) = (P
skup svih m-arnih hiperoperacija na A, n > 1, a Hy = Un21 Hﬁln) skup svih
finitarnih hiperoperacija na A. Za F C H4 oznac¢imo F™ = F N Hg").

U slu¢aju da su sve vrednosti n-arne hiperoperacije jednoelementni skupovi,
mozemo je posmatrati kao n-arnu operaciju (ako svaki singlton {a} izjedna¢imo
sa elementom a). Zato ¢emo poistovetiti skup svih operacija sa skupom svih
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hiperoperacija ¢ije su vrednosti singltoni i oba skupa ¢emo oznacavati sa O 4.

Oznac¢imo sa 7" i-tu n-arnu (hiper)projekciju:

T (T, o Ty ey Tp) = i}
Neka su f € HXL) 191, ..., g € ngm), m,n € N. Kompozicija hiper-
operacija f i gi, ..., g, je m-arna hiperoperacija f[gi, ..., gn| data sa
flov, - gnl(@n, o aom) = U fyye). (30)
Yi € gi(w1,. .., Tm)
1< <n

Lako se uocava da se kompozicija hiperoperacija poklapa sa kompozicijom
operacija ako se primenjuje na hiperoperacije Cije su vrednosti singltoni,
odnosno za f,q1,...,gn € O4 imamo flg1,..., 9, = f(g1,- -, 9n)-

Definicija 3.1.3 Skup hiperoperacija koji sadrzi sve projekcije i zatvoren je
u odnosu na kompoziciju nazivamo hiperklon.

Primer 3.1.2 Skupovi svih projekcija 11y, svih operacija Oy 1 svih hiper-
operacija Ha na skupu A su hiperklonov.

Kao i u sluc¢aju klonova, presek proizvoljne familije hiperklonova je ponovo
hiperklon, pa za svaki skup F' C H 4 mozemo odrediti najmanji hiperklon koji
ga sadrzi, kao presek svih hiperklonova koji su nadskupovi od F. Oznac¢imo
takav hiperklon sa (F'),,. Jasno, ako je F' C O4, onda vazi (F), = (F).

Teorema analogna teoremi 3.1.1 vazi i za hiperklonove.

Teorema 3.1.3 Neka je LY skup svih hiperklonova na skupu A. Tada je
(L, C) algebarska mreza. Najmangi element te mreze je 4, a najveéi Hy.
Mrezne operacije su definisane sa

CiNyCo=C1NCy i CpVy Cy=(CyUCy)y.
Primetimo da za C,Cy € Oy vazi

ClAhCQZgl/\CQ 1 Cl\/h02201VCg,
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pa je mreza klonova L4 podmreza mreze hiperklonova £".

Kako je mreza hiperklonova algebarska, i hiperklonove mozemo posma-
trati kao poduniverzume neke algebre. Definisimo unarne operacije ¢, 7, A i
binarnu operaciju o na H4:

. zafGHS)nekaje(f:Tf:Af:f;
o zafe€ Hi”),n > 2, neka su (f,7f € H;"),Af € Hg"_l) date sa
()1, w0y yxn) = fae,. .., 20, 21)

(Tf)(x1, 0,3, . . ) = f(xo, 21, T3,...,2p)

(Af>(x17x27 s 7:1:%71) = f(ajl,ﬂfl,ﬂfg, s 7‘rn71);

ezafecHYige H" nekaje foge H™ ™ data sa

(fog)(xla-"7xm7xm+17---axm+n—1) - U f(yyl'm—ﬁ-la---axm—i-n—l)'
y€Y(T1,-,Tm)

Jasno, restrikcija operacije o na Oy4 je zapravo operacija %, tj. za f,g € Oy
vazi fog= f*g.

Slicno kao u slucaju klonova se dokazuje

Teorema 3.1.4 Skup C' C Hy je hiperklon ako i samo ako je poduniverzum
algebre Ha = (Ha;0,(, 7, A, 72).

3.1.3 Operacije indukovane hiperoperacijama

Do sad smo posmatrali neka svojstva klonova koja se direktno prenose
na hiperklonove. No, svakako bi bilo pogresno pretpostaviti da se hiper-
klonovi u nekom smislu mogu poistovetiti sa klonovima, odnosno da svaka
osobina hiperklonova ima svoj analogon u slucaju klonova. U nastavku ¢emo
predstaviti jedan nacin da svakoj hiperoperaciji pridruzimo odgovarajuéu
operaciju. Naime, svaka hiperoperacija na skupu A indukuje operaciju na
skupu P}, odnosno mozemo definisati preslikavanje

#: Hy — Ops, datosa #(f) = f#,
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gde je za sve Ay, ..., A, € P}
f#(Ala"'7An):U{f(alu'”?an>:aiGA'Ulgign}‘

Ako je F' C Hy, oznacimo F# = {f# . f € F}.

Napomena. Primetimo da za f € Hin) 191,...,9n € Hﬁlm) vazi

flors - gnl(x1, .. yzm) = f#(gl(xl, ey )y Gn( T, T),

pa ¢emo u ostatku rada, kada nam to bude zgodno, koristiti ovaj zapis umesto
(3.1).

U ovom obliku je hiperoperacije ispitivao Rosenberg u [18] i [19], a Pdschel
i Drescher su u [6] naveli neke prednosti i nedostatke ovakvog pristupa.

Tako se na prvi pogled ¢ini da bi preslikavanje # moglo biti potapanje
algebre (H 4; O,C,T,A,?‘(‘%A) u (Ops; *,C,T,A,Wf’PA), to nije potpuno tacno,
tj. vazi

Tvrdenje 3.1.2 [18] Preslikavanje # : Hyx — Op: dato sa #(f) = f* je

monomorfizam iz (Ha;o0,(, T, W%’A) u (Ops; %, ¢, 7, ﬂf’P;‘). U opstem slucaju
ne vazi (Af)* = Af7.
Dokaz. Pokazimo najpre da je # injektivno.

Neka za proizvoljne f,g € Hy vazi #(f) = #(g). To znaci da za sve
Ay, A, € P imamo f#(Ay, ..., A,) = g7 (A1,..., A,), pa to vazi i za
proizvoljne singltone, tj.

FHa), ... {a}) = g% ({ai},... . {a,}), zasve ay,..., a, € A.

Odavde je f(ay,...,a,) =g(a1,...,a,), zasve ay,...,a, € A, paje f =g.
U nastavku ¢emo pokazati da je # saglasno sa operacijama o, i 7.

Neka f € HXL) ige HS"X Zbog jednostavnosti zapisa, oznacimo
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p=m+n—1. Tada zasve A;,..., A, € P} imamo

(fon)*(Ar...,4) = (H(fog)a,....q)) 1a; € A, 1< i <p}
= U{f(y,am+1,...,ap):aieAi,lgigp,
y € glay,...,an)}
= f#(U{g(al,...,am) ca; € Ay 1 <i <m},
Airs o A)
= 9" (AL, AR, Ayr, -, AY)
= (ffxg")(AL,..., A).

Neka je f € Hy. Tada za sve Ay, ..., A, € P} vazi
(CHH(AL.. A = (JCflaraz,... a0) ra; € Ay, 1< i <n)

= U{f(a%'--;anyal):aieAi, 1§Z§n}
fH(Ag, o An, A)

CfF(Ar, ... Ay).
Dakle, (¢Cf)# = (f#. Sliécno se pokazuje i (7f)# = 7f#. Trivijalno vazi
#(m) = m "

. . P
Stoga je # monomorfizam iz (H;o0,(, T, Wf’A) u (Opy;,¢, 7, Wf’ 4.

Medutim, generalno ne vazi (Af)# = Af#. Naime, zasve Ay,..., A, 1 €
P} je
AN#(AL. L Ay) = (HAf(ar, o anm) rai€ A 1<i<n— 1}
= U{f(al,al,...,an):aiEAi, 1<i<n-1}
dok je
AFHY (A An ) = FH(AL AL A

= Jif@sal,. . an) s dh ) € Ay, a; € A,
2<i<n-—1},

pri ¢emu af i af mogu biti razliciti elementi iz A;. Na primer, neka je f
binarna hiperoperacija na {0, 1} data sa
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fl 0 1
0 {0} {1}
1]{0,1} {0}

i neka je A; = {0,1}. Tada imamo

(AfF) (A1) = f7(A, A = f(0,0)U f(0,1) U f(1,0)U f(1,1) = {0,1},
(ANF(A) = Af0)UAS(L) = f(0,0)U f(1,1) = {0}.

O

Iz prethodnog tvrdenja neposredno zakljucujemo da ako je C' hiperklon
na A, onda C# ne mora biti klon na P}, s obzirom da u op$tem slucaju nije
zatvoren u odnosu na operaciju A.

Preslikavanje # nije sirjektivno jer za proizvoljno f € Op; ne mozemo
uvek naéi f' € H, takvo da je f = (f/)7”.

Primer 3.1.3 Neka je A={0,1} i f € Og:z definisano sa

{op {1} {o.1}
Fl{oy {013 {1}~

Pretpostavimo da postoji f' € Hy tako da je f = (f')¥. Stoga mora biti
1(0) = f({0}) =40} @ f/(1) = f({1}) = {0,1}. Medutim, tada dobijamo

(f)*({0.1}) = F(0) U f(1) = {01} # {1} = f({0,1}),
odnosno f # (f)*.




22 GLAVA 3. KLONOVI I HIPERKLONOVI

3.2 Mreze klonova i hiperklonova

Videli smo da su i mreza klonova i mreza hiperklonova algebarske. Medu-
tim, one se po mnogo ¢emu i razlikuju. Na pocetku ovog poglavlja ¢emo dati
jednu jednostavnu vezu izmedu pomenutih mreza, koja nije mrezni homomor-
fizam. Potom ¢emo rec¢i nekoliko reci o mrezama klonova i hiperklonova na
dvoelementnom skupu i pokazati da mreza hiperklonova na skupu A = {0, 1}
ima kardinalnost kontinuum.

Tvrdenje 3.2.1 Ako je C' C Hy hiperklon, onda je C N O 4 klon.

Dokaz. Skup C N Oy sadrzi sve projekcije jer svaki hiperklon sadrzi sve
projekcije. Neka su f € C™WNO4ig1,...,9, € C™ NOy. Posto se kom-
pozicija hiperoperacija poklapa sa kompozicijom operacija ako se primenjuje
na hiperoperacije ¢ije su vrednosti singltoni (i kompozicija operacija je uvek
operacija), a znamo da je C' zatvoreno u odnosu na kompoziciju, onda je i
CNO 4 zatvoreno u odnosu na kompoziciju, tj. vazi f(gi,...,g,) € C™NO 4,
¢ime smo pokazali da je C'N O4 klon. [J

Sada imamo vezu izmedu mreze hiperklonova i mreze klonova
@ : LY — L4, datosa o(C) = CNOy,.

Ocigledno je ¢ saglasno sa C, ali nije mrezni homomorfizam. Naime, ¢ se
slaze sa A jer je za sve C1,Cy € L

QO(Cl /\h CQ) = gp(C’l N CQ) = (Cl N CQ) N OA
= (C1NOA)N(CanOy)
= ¢(C1) Np(C2) = p(C1) A p(Cy).

Za operaciju V imamo
(p(Cl \/h 02) = (Cl \/h CQ) N OA = <Cl U Cg>h N OA,
(,0(01) V QO(CQ) = (Cl N OA) V (Cg N OA) = <(01 U 02) N OA>

Ako g € ((C1 U Cs) NOy4), onda postoje f,q1,...,9, € (C1 UCy) NO4 tako
daje g = f(q1,...,9n). Odavde je jasno g € (Cy U Cy), N O4. Dakle, vazi
e(C1) V o(Ca) € (C1 Vi C).

Medutim, ako g € (C; U Cs), N O4, onda je g operacija koja je generisana
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nekim hiperoperacijama iz C U Cy, dok su svi elementi iz ((C; U Cy) N Oy)
generisani operacijama iz C7 U Cy. Stoga, inkluzija o(C; V, Cs) C ¢(CY) V
©(Cq) u opstem sluc¢aju ne mora biti zadovoljena jer je moguce da kompozicija
hiperoperacija koje nisu u O4 bude u O4, Sto ¢emo pokazati u slede¢em
primeru.

Primer 3.2.1 Neka je A ={0,1,2}, i neka su f € Hj(f) i g1,92 € HS) date

EOROE SN S
Uy g oo ot 0 0
2| {0} {1} {2} 9 [ {1} {0,1} {2}

Tada ocigledno g1,92 € Ha \ Oa, ali za g = f[g1, g2] imamo

Flor, 92)(0) = f7(92(0), 92(0)) = f*({1},{1})
= JL,1)={1},

1) =
flor,e2)(1) = f#(a(1), 92(1)) = f#({0},{0,1})
0)

= f(0,00U f(0,1) = {0},
flor, 92l(2) = f7(91(2), 92(2)) = f7({0,2},{2})
= f<72)Uf(272):{2}7

odnosno g je u O 4.

Znacajna razlika izmedu mreze klonova i mreze hiperklonova na nekom
skupu A uocava se ve¢ u slucaju kada je A dvoelementni skup.

Naime, E.L. Post je 1920. godine u dodatku svoje doktorske disertacije
(8to je kasnije objavljeno i 1941. godine u monografiji Two-valued Iterative
Systems of Mathematical Logic) u potpunosti opisao mrezu klonova ope-
racija na dvoelementnom skupu i pokazao da tih klonova ima prebrojivo
mnogo. Medutim, H. Machida je u [10] dokazao da je mreza hiperklonova na
dvoelementnom skupu kardinalnosti kontinuum. Ovaj rezultat ¢emo detalj-
nije predstaviti u nastavku poglavlja.

Za A =1{0,1} je H, prebrojiv, pa je
L] < |P(Hy)| = 2Hal = ¢. (3.2)
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Dakle, da bismo pokazali da je kardinalnost mreze L% bas ¢, dovoljno je
pronaci kontinuum razli¢itih hiperklonova na A. U tu svrhu ¢emo definisati
sledeé¢u familiju hiperoperacija.

Definicija 3.2.1 Za svakon > 1, neka je g, n-arna hiperoperacija na {0, 1}
data sa

(z 2,) = {1}, zax;+ ...+, <1,
IniTLy - In) = {0,1}, inace.

Oznacimo G ={g, :n>1} i G, =G\ {gn}, n > L

Lema 3.2.1 Za svako n > 1, vazi g, & (Gn)n.

Dokaz. Oznac¢imo sa Ily skup svih projekcija na {0,1}. Primetimo da za
svaku m-arnu hiperoperaciju f € (G,), \ Ils, i za sve aq, ..., a,, € {0,1} vazi
1€ f(ar,...,am).

Pretpostavimo da g,, € (G,)n. Tada za neko m # n postoje gm, b1, ..., hm €
(Gn)p tako da je

gn = gm[hh .. 7hm]

Razlikujemo sledece slucajeve:

1) Postoje razliciti 4,5 € {1,...,m} takvi da h;,h; € (G,)n \ Ilo. Na
osnovu definicije operacije g,, zakljucujemo da vazi

gm(xh . 7xm) - gm(‘rﬂ(l)) . 7x7r(m))7

gde je 7 proizvoljna permutacija skupa {1,...,m}. Zato ¢emo zbog
jednostavnosti zapisa pretpostaviti da hy, he € (G,)p \ IIo. Tada za
0=(0,...,0) dobijamo

{1} = 9a(0) = gm[h1, ha, D3, ..., hin] (0)
i (h1(0), ha(0), h3(0), - . ., hn(0))
g5, ({1}, {1}, h5(0), . . ., h(0))
{0, 1},

1)

Sto nije moguce.
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2)

Postoji ta¢no jedno h; € (G,)p \ Il;. Kao i u prethodnom slucaju
mozemo uzeti da je h; = hy. Tada hy € Iy, tj. hy = T, za neko
j€{l,...,n}. Neka je a = (ai,...,a,), tako dajea; =1ia, =0, za

fefl i\ ).
{1} = gn(a)

Gmlha, 7, 7, my (@)

= gﬁ(hl(&),ﬂ?(&),wg(&),...,W;Lm(d))
giﬁ({l}, {1}7 TTRRE 7ajm)

- {O’ ]'}7

Sto takode nije moguce.

U

Pretpostavimo {hi,...,hy,} C Ils. Tada postoje iy, ..., 4, € {1,...,n}
tako da

gn(x1, .y xn) = g Ty, - x,)-
Ako postoje razliciti j,k € {1,...,m}, takvi da je i; = ix, tada za n-
torku @ = (ay,...,a,), takvudajea; =lia,=0,zal € {1,...,n}\
{i;}, dobijamo

{1} = gn(@) = gm(as,...,1,...,1,... a;,) = {0,1}.

Sto je ocigledno nemoguce.

Druga moguénost je da su svi iy, ..., %, medusobno razli¢iti. Odavde,
posto je gn # gm, sledi m < n, pa postoji j € {1,...,n} \ {i1,...,im}
Izaberimo n-torku @ = (a4, ..., a,), tako daje a; = a;;, =1ia, =0, za

te{l,...,n}\{j,i1}. Tada je

{Oa 1} = gTL(a) = gm(ain s 7aim) = {1}7

pa ponovo imamo kontradikciju.

Dakle, za sve moguce slucajeve pretpostavka da g, € (G,), dovodi do kon-
tradikcije, Sto znaci da g, ¢ (G,)p. O

Sada jednostavno mozemo dokazati sledecu teoremu.

Teorema 3.2.1 Mreza £?0,1} svih hiperklonova na skupu {0,1} je kardinal-
nosti kontinuum.
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Dokaz. 1z prethodne leme direktno sledi da ako su Fj i F5 razli¢iti neprazni
podskupovi od G, onda oni generisu razli¢ite hiperklonove, tj. (Fy), # (Fa)p.
Kako je G prebojiv, to je |P(G) \ {0}| = ¢, $to znaci da sigurno imamo bar

kontinuum razli¢itih hiperklonova na {0, 1}, pa zbog 3.2 sledi U{‘()J} =c¢ O

3.3 Galoisove veze

Kao sto smo ve¢ napomenuli u uvodu, Galoisove veze su od velike vaznosti
u opisivanju mreza klonova i hiperklonova. U ovom poglavlju éemo najpre
navesti osnovne osobine poznate Galoisove veze (Pol, Inv) izmedu relacija
i operacija na nekom skupu, a zatim ¢emo predstaviti neke od moguéih
Galoisovih veza izmedu relacija i hiperoperacija.

3.3.1 Galoisova veza izmedu relacija i operacija

Za m > 1, m-arna relacija p na A je podskup od A™. Neka je R;m) =
P(A™) skup svih m-arnih relacija na A i neka je Ra = |, Rgm) skup svih
relacija konaénih arnosti na A. Za Q C R4 neka je QU™ = QN Rl(élm).

Ako je p m-arna relacija koja ima k elemenata, mozemo je prikazati u
obliku matrice formata m x k, ¢ije su kolone m-torke iz p. Oznacimo sa p*

skup svih matrica formata m x n na A tako da su kolone svih ovih matrica
elementi relacije p. Dakle, ako

(a11,a21, cee 7am1)7 (a127a22, cee 7am2)7 ceey (alnaa2n> e 7amn) € p,

to mozemo zapisati kao

a1 Q12 Q1n
a1 a22 Qon N
. c p*.
Am1 Am2 ... AOmn
Za matricu M = [a;j|mxn Oznacéimo vrste sa M., ..., My, a kolone sa

M., ..., M.,
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U Oy4 su projekcije trivijalne operacije, dok su trivijalne relacije u R4
dijagonalne relacije, koje definiSemo na sledeéi nacin: za proizvoljnu relaciju
ekvivalencije € na {1,...,n} neka je

One = (21, mn) € A" 1 (Vi, ) ((4,]) € € = w3 = 1)}

Relaciju £ ¢emo zapisivati tako Sto ¢emo navesti sve njene klase sa bar dva
elementa. Oznac¢imo sa A4 skup svih dijagonalnih relacija svih arnosti.

Primer 3.3.1 1) 6%, 5 = {(a1,1) : a1 € A};

2) 51;{1,2} = {(a1,a1,0a3) : a1,a3 € A};
3) o = A"

Za razliku od klonova operacija za koje je uobic¢ajeno da se definisu kao
skupovi operacija koji sadrze sve projekcije i zatvoreni su u odnosu na kom-
pozicije, klonovi relacija se ceS¢e opisuju kao poduniverzumi neke algebre.
U tu svrhu uveséemo nekoliko operacija na relacijama iz R4, i to unarne
operacije (, 7, pr i binarne operacije N, X, pri ¢emu ¢emo slike ovih operacija
oznacavati sa:

Cp=2C(p), Tp="1(p), prp=npr(p), p1Npas=N(p1,p2), p1 %X pa = X(p1,p2).

o ZapeR(Al) ili p=0 nekaje Cp=7p=piprp=>0;
e zapeE R(Am), m > 2, neka su (p, 7p € R(Am) iprp € R;m_l) definisane sa
Cp={(ar,as,...,an) € A™: (as,...,am,a1) € p};
7p = {(a1,a9,as,...,ay) € A™ : (a,a1,as,...,ay) € p};
prp={(as,...,an) € A" : (3a; € A)(ay,as,...,a,) € p};
® 7a p1,p2 € Rxn) neka je py N ps € R(Am) definisano sa
p1Np2={(ai,...,an) € A™: (a1,...,am) € p1i(a1,...,am) € p2};
o so o € RO (n) , (m-+n) ,
pr€ R,y ipr€ Ry nekaje py X py € Ry definisano sa

pP1 X pg = {(al,...,am,bl,...,bn)EAm+":(a1,...,am)€p1i
(bl, ce 7bn) S pg}.
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Spomenimo ovde jo$ neke operacije na relacijama, koje ¢emo kasnije kori-
stiti, a koje se mogu izraziti preko gore navednih operacija. Poznato je da
je simetri¢na grupa S, svih permutacija skupa {1,...,m} generisana trans-
pozicijom (1 2) i ciklickom permutacijom (1 2...m). Otuda se proizvoljna
permutacija koordinata moze dobiti odgovaraju¢om primenom operacija 7
i (. Sada pomocu permutacije koordinata i operacije pr mozemo izraziti
projekciju na proizvoljne koordinate, u oznaci pry, . ;,, gde je {i1,... iz} C

{1,...,m}.

Definicija 3.3.1 Swvaki poduniverzum algebre
RA - (RAa X, mv Ca T, pr, 52;{1,2})
je relacijski klon na A.

Jednostavno se moze pokazati da je presek proizvoljne neprazne fami-
lije relacijskih klonova takode relacijski klon. Otuda za svaki skup ) C R4
postoji najmanji relacijski klon koji ga sadrzi. Kazemo da je to relacijski klon
generisan sa @) i oznacavamo ga sa (Q),.

Uvedimo jos$ jednu oznaku koja ¢e nam u nastavku znatno uprostiti zapis.
Neka je f € Ol(f) i M = [a;j]mxn- Tada je

f(an, ai2, ... ,am)
fon=| e o ) O F M), FO).
f(amh Am2, - - - aamn>

Definicija 3.3.2 Relacija p € R(Am) je saglasna sa operacijom f € OXL) ako
za svaku matricu M € p* vazi f(M) € p. KaZemo jos i da operacija f Euva
relaciju p.

Primer 3.3.2 1) Relacija (52‘;{172} je saglasna sa svim operacijama na A.

2) Proizvoljna projekcija i € 114 ¢uva svaku relaciju na A.

3) Ako je < relacija poretka na skupu A, koja je saglasna sa operacijom
f, onda je f monotona u odnosu na relaciju <.
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4) Relacija ekvivalencije € na skupu A koja je saglasna sa operacijom f
jeste kongruencija algebre (A, f).

5) Idempotentne operacije cuvaju sve unarne relacije.

Oznacimo sa Polp skup svih operacija na A koje cuvaju relaciju p, a sa
Inv f skup svih relacija na A koje su saglasne sa operacijom f. Sada mozemo
definisati preslikavanja

Pol : P(R4) — P(O4) 1 Inv:P(O4) — P(Ra)
na sledeci nacin:

Pol@Q = ﬂPolp:{feOA:féuvasvakopEQ}, Q C Ry
PER

InvF = ﬂ Invf={p€ Ra:pjesaglasno sa svim f € F'}, ' C Oyu.
feF

Na osnovu teoreme 2.3.2 je par (Pol, Inv) Galoisova veza izmedu relacija
i operacija, odakle sledi da su Pol Inv i Inv Pol operatori zatvaranja i da su
njihovi zatvoreni skupovi upravo skupovi oblika Pol (), odnosno Inv F, za

nekngRAiFQOA.

Jednostavno se pokazuje da je Pol (Q klon operacija, za svako ) C Ry, a
Inv F' je relacijski klon, za svako F' C O4. Medutim, vazi i obrnuto, tj. svaki
klon je oblika Pol ) za neki skup relacija @), i svaki relacijski klon je oblika
Inv F', za neki skup operacija F', sto su za oba slucaja dokazali 1969. godine
Bondarc¢uk, Kaluznin, Kotov i Romov u [1], a za slucaj relacijskih klonova je
nezavisno dokazao i Geiger 1968. godine u [7].

Teorema 3.3.1 (1) Neka je C C O4 klon operacija. Tada je C = Pol Inv C.
(2) Ako je Q C Ra relacijski klon, onda vazi QQ = Inv Pol Q.

Dokaz. Naveséemo samo osnovnu ideju dokaza.

(1) Neka je C klon. Kako nejednakost C' C Pol InvC vazi za svaku
Galoisovu vezu, dovoljno je pokazati da za proizvoljnu n-arnu operaciju g €
Pol Inv C imamo g € C'. Da bismo to uradili najpre konstruisemo matricu M



30 GLAVA 3. KLONOVI I HIPERKLONOVI

¢ije su vrste sve n-torke iz A", date u leksikografskom poretku, i definisSemo
relaciju

Gu(C) = {f(M): f e C™}.

Zatim se pokaze da G,,(C) € InvC, sto znaci da g ¢uva G,(C). Odavde je
g(M) = f(M), za neko f € C™, ali na osnovu konstrukcije matrice M to
znaci da je g = f, tj. g € C.

(2) Kao i u prethodnom slucaju @ C Inv Pol(@Q uvek vazi, pa treba
pokazati Inv Pol (Q C (). Ako ozna¢imo Pol () = C, pokazuje se da za svako
n € Nvazi G,(C) =T, gde je

T, =( {0 €Ra:ar(f) =|A"i M €6},

pri ¢emu je M matrica iz definicije G, (C), $to znaci da G,(C) € InvC.
Koriste¢i ovu ¢injenicu dokazuje se da ako p € Inv Pol C, onda p € Q). UJ

Kao direktnu posledicu prethodne teoreme dobijamo da su zatvoreni
skupovi operatora Pol Inv upravo klonovi operacija, a zatvoreni skupovi ope-
ratora Inv Pol su svi relacijski klonovi.

Posledica 3.3.1 Neka su F C Oy 1 QQ € Ry. Tada vazi:
(1) (F) = PolInvF.

(2) (Q), = Inv Pol Q.
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3.3.2 Galoisove veze izmedu relacija i hiperoperacija

U nastavku ovog poglavlja ¢emo prikazati nekoliko nacina da se po-
jam saglasnosti relacije sa operacijom prosSiri na saglasnost relacije sa hiper-
operacijom.

NADOLE ZATVORENI HIPERKLONOVI

U ovom delu ¢emo predstaviti jednu Galoisovu vezu izmedu relacija i
hiperoperacija, ¢iji zatvoreni skupovi su hiperklonovi koji sadrze sve hiper-
podoperacije svojih elemenata. Ovu vezu su nezavisno proucavali Borner
u [2] i Romov u [16], s tim $to Bérner pomenute hiperklonove zove nadole
zatvorenim, a kod Romova su oni restrikcijski zatvoreni. Mi ¢emo se ovde
sluziti Bornerovom terminologijom.

Definicija 3.3.3 Ako f,g C Hgn) zadovoljavaju uslov

g(x1, ..., x) C f(z1,. .., 20)

za sve (z1, ..., x,) € A", onda za g kaZemo da je hiper-podoperacija od
f, odnosno f je hiper-nadoperacija od g, u oznaci g C f.

Lako se vidi da je kompozicija hiperoperacija monotona u odnosu na C,
tj. akosu f', f € Hﬁln) igl,g € Hﬁ{“’, i=1,...,n, takvida f' C fig. C g,
zasvei € {1,...,n}, onda je

f/[gllv"'agiz] - f[glw--agn]'

Neka je F' C Hy4. Oznac¢imo sa | F'| skup svih hiper-podoperacija eleme-
nata iz F', tj.
|Fl={g€Hs:3f€F)gCf}

Odmah mozemo dokazati sledece
Tvrdenje 3.3.1 | | : P(Ha) — P(Ha) je algebarski operator zatvaranja.
Dokaz.

(C1) F C |F| vazi jer je svaka hiperoperacija sama sebi hiper-podoperacija.
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(C2) Neka je FF C G. Ako g € |F], onda postoji f € F tako da je g C f.
Medutim, f je istovremeno u G, pa g € |G|, tj. |F'] C |G].

(C3) Dokazimo da je ||F']| = |F]. Inkluzija D vazi zbog (C1). S druge
strane, ako f € || F']|, onda postoji g € | F'| tako da je f C g. Ali tada
postoji i h € F tako da g C h. Dakle, imamo h € F za koje je f C h,
pa je f € | F].

C4) Pokaza¢emo da vazi |F| = G| :G C FiG jekonacan}.

(

(C) Ako g € |F| onda postoji f € F takvo da je ¢ C f. Tada ako
uzmemo G = {f}, dobijamo g € |G|.

(D) Pretpostavimo da g € |J{|G| : G € F'iG je konacan}. Tada
postoji konacan podskup G od F za koji je g € |G|. To znaéi da
postoji f € G takvo da g C f. Medutim, kako je G C F, sledi
feF pajege |F].

O

Definicija 3.3.4 Za skup hiperoperacija F kaZemo da je zatvoren nadole
ako vazi |F| = F. Ako je C C H, hiperklon za koji vazi |C'| = C, onda je
C nadole zatvoren hiperklon.

Napomena. U ostatku poglavlja ¢emo umesto nadole zatvoren hiperklon
pisati NZ hiperklon.

Primer 3.3.3 (1) Za svako F C O4 je |F| = F, pa je trivijalno svaki
klon zapravo NZ hiperklon.

(2) Skup H 4 svih hiperoperacija je NZ hiperklon.

Tvrdenje 3.3.2 Ako je C C H, hiperklon, onda je |C| NZ hiperklon.

Dokaz. Neka je C hiperklon. Trivijalno C' C |C], pa kako C' sadrzi sve
projekcije, to vazi i za |C'|. S druge strane, ako f,¢g1,...,9, € |C], onda
postoje f',¢g},...,q, € C takoda f C f'ig; C g, zasvei € {1,...,n}.
Zbog monotonosti kompozicije sledi f[g1,...,9.] € f'lg},---, 9] € C, pa
flg1s---,ga] € |C]. Dakle, [C] je hiperklon, a zbog idempotentnosti opera-
tora | | to je i NZ hiperklon. [J
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Tvrdenje 3.3.3 Presek proizvoljne familije NZ hiperklonova je takode NZ
hiperklon.

Dokaz. Neka su Cy,i € I hiperklonovi za koje vazi |C;] = C;,i € I, i neka

je C' = (1 C;. Znamo da je C hiperklon, pa treba jos pokazati da sadrzi sve
iel

hiper-podoperacije svojih elemenata. Neka f € C'i g C f. Tada f € C}, za

svet € I,1gC f. Kako su C; NZ hiperklonovi, to znaci da je g € C;, za sve

1 € I, odnosno g € C.

Neka je C C H4 NZ hiperklon. Tada je
£4(C)={|DP]: D CCiD je hiperklon}

skup svih NZ hiper-potklonova od C. Ako je C' = H,, oznaci¢emo sa 51%
skup svih NZ hiperklonova na A.

Prema tvrdenju 3.3.1, Eﬁ je algebarska mreza u odnosu na skupovnu

inkluziju, ¢iji je najmanji element 114, a najveéi Hy. Mrezne operacije na
L% definisemo na sledeéi nacin

Cl /\u ngclﬂCQ 1 Cl VU 02: L<01U02>hJ

Na osnovu definicije operacije Vy vidimo da Eﬁ nije podmreza mreze svih
hiperklonova L%, §to ¢éemo ilustrovati slede¢im primerom.

Primer 3.3.4 Neka su A =1{0,1,2}, Cy = [{/i})n] i Co = [{fa]})n)], gde
su hiperoperacije fi, fo € HS) date sa

0o 1 2

fi] {0y {0} {0,2}
{12y {1} {2}

Mozemo zakljuciti da (Cy U Cy)y, sadrzi hiperoperaciju fo]f1] :

| 0 1 2
f2[f1] ‘ {172} {172} {172}

Jasno je da hiper-podoperacija h hiperoperacije fa[f1], data sa h(x) = {2}, = €
A, pripada |{(Cy U Co)n], ali nije generisana sa Cy U Cy, zato §to ne postoji
kompozicija elemenata iz Cy U Cy pomocéu koje se moze dobiti h(1) = {2}.
Dakle, 01 \/u Cg 7é Cl \/h 02.
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Sada ¢emo navesti jedno moguce prosirenje osobine saglasnosti relacije sa
operacijom na slucaj hiperoperacija, a onda ¢emo pokazati da su za induko-
vanu Galoisovu vezu zatvoreni skupovi upravo NZ hiperklonovi.

Definicija 3.3.5 Neka je p m-arna relacija na A. Relaciju ps datu sa

(Al,...,Am>€ps@A1X"'XAmgpa <A1a7Am)E(PZ)m7

naziwvamo jako prosirenje relacije p.

Primer 3.3.5 Neka je A={0,1} ipe€ R(j) data sa p = < 8

—_ =
~_

Tada je
p :({0} {1} {13 {1} {071})
’ {oy {o} {1} {o,1} {0y /)~

Definicija 3.3.6 Hiperoperacija f € HXL) d-¢uva relaciju p € Rfélm) ako za
svaku matricu M = [a;j|mxn € p*, vazi f(M) = (Ay,..., An) € ps, Ai € P3,
odnosno Ay X -+ x A, C p.

Neka je dPolp skup svih hiperoperacija na A koje d-cuvaju relaciju p,
a dInv f skup svih relacija na A koje d-¢uva hiperoperacija f. Definisimo
preslikavanja

dPol : P(Ra) = P(Ha) 1 dInv:P(Ha) — P(Ra)
na sledeéi nacin:

dPol@Q = () dPolp={f € Ha: f d-cuva svako p € Q}, Q C Ry,
pEQ

dinvF = ﬂ dinv f ={p € Ry :svako f € F d-¢cuva p}, F C Oyu.
fer

Jasno je, prema teoremi 2.3.2, da je par (dPol,dInv) Galoisova veza
izmedu relacija i hiperoperacija.

Tvrdenje 3.3.4 Za proizvoljno QQ C Ry, dPol () je NZ hiperklon.
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Dokaz. Na osnovu tvrdenja 3.3.3 dovoljno je pokazati da je za svako p € Q™)
dPolp NZ hiperklon.

Neka je 7 proizvoljna projekcija i M = [a;j|mxn € p*. Tada je
{ai;}
{ami}

Kako je {an} X -+ % {ami} = {(@1r- ., am)} C p, imamo 77 € dPolp,
odnosno 114 C dPolp.

Neka su
fedPolpnHY, gi,... g, € dPolpn HY.

Prepostavimo da h = f|g1, ..., g,] ¢ dPolp. Tada postoji matrica M formata
mx iz p*, takva da (R(My.), ..., M( M) € ps, tj. h(My) X+ X (M) €
p. Posto je f € dPolp, to znaci da (¢;(Miy),...,9:(Mus)) € ps, za neko
i € {1,...,n}. Medutim, i g; € dPolp, pa zakljué¢ujemo da postoji neka
kolona matrice M koja nije u p, Sto je u suprotnosti sa izborom matrice M.
Dakle, h € dPolp.

Treba jos pokazati da dPolp sadrzi sve hiper-podoperacije svojih eleme-
nata, tj. ako f € dPolp, onda za svaku hiperoperaciju g takvu da je g C f
vazi g € dPolp. Neka je f € dPolp N HXL) i M = [aij]lmxn € p*. Tada
je f(My) X -+ X f(Mpm«) € p. Ako je g hiper-podoperacija od f, onda je
g(M;.) C f(M;.), zasve i € {1,...,m}, odnosno

g(My) X oo X g(Mins) © f(Mis) X oo X f(Mins) € p,
pa g € dPolp. [

Skup dInv F, F' C Hj,4, nije relacijski klon jer u opsem sluc¢aju ne vazi
(52;{1’2} € dPol F.

Primer 3.3.6 Neka je f unarna hiperoperacija na skupu A = {0,1} data sa
({0,1}, {0, 1}, {0}), ali {0, 1}x{0, 1}x{0} € &%, (1, jer, na primer, (0,1,0) ¢
(5:;";{172}, pa (52‘;{172} ¢ dInvf.
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Sledece tvrdenje se dokazuje sliéno kao teorema 3.3.1(1).
Tvrdenje 3.3.5 [2] Nekaje C C Hy NZ hiperklon. Tada je C' = dPol(dInv C').

Dakle, zatvoreni skupovi operatora dPol dInv su upravo NZ hiperklonovi.

HIPERKLONOVI ODREDENI RELACIJOM p,,

Ovde ¢emo navesti jos jedno prosirenje osobine saglasnosti relacije sa
operacijom na slu¢aj hiperoperacija i Galoisovu vezu koja je takvom sagla-
snoséu indukovana. Galois zatvoreni skupovi za ovu vezu ¢e imati bitnu
ulogu u drugom delu ovog rada.

Slede¢u definiciju je dao I.G. Rosenberg u [20].

Definicija 3.3.7 Neka je p m-arna relacija na A. Relaciju p, datu sa
(Al,...,Am) Epw<:>(A1 X XAm)ﬂp;é@, (Al,...,Am) € (P;;)m,
nazivamo slabo proSirenje relacije p.

Ovo zapravo znaci da se p,, sastoji od svih m-torki (A4, ..., A,,) nepraznih
podskupova od A, takvih da (ai,...,a,) € p, za neke a; € A;;i=1,...,m.

Primer 3.3.7 Neka je A={0,1} ip¢€ Rf) data sa p = < 8 (1) 1 ) .
Tada je

) :({0} {0y {1y {1} {1} {01} {0,1} {071}>
S \H{0y {01} {0y {1} {01} {0} {1} {0,1} )~

Definicija 3.3.8 Hiperoperacija f € HIE‘") h-€uva relaciju p € R;m) ako za
svaku matricu M = [aijlmxn € p*, vazi f(M) = (A1,..., An) € pu, Ai € P,
odnosno (A X -+ X A,) N p # 0.

Neka je hPolp skup svih hiperoperacija na A koje h-cuvaju relaciju p,
a hinv f skup svih relacija na A koje h-¢uva hiperoperacija f. Definisimo
preslikavanja

hPol : P(R4) — P(Hs) i hlnv:P(Hs) — P(Ra)
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na sledeéi nacin:
hPolQ = () hPolp={f€ Ha: f h-cuvasvako p € Q}, Q@ C Ra,
pEQ
hinv F = m hinvf={p € Ry :svako f € F h-¢uva p}, F C Oy,.

fer

Na osnovu teoreme 2.3.2, par (hPol, hinv) je Galoisova veza izmedu
skupova R i Hya.

Tvrdenje 3.3.6 [11] Neka je Q proizvoljan skup relacija na A. Tada je
hPol () hiperklon.

Dokaz. S obzirom da je presek proizvoljne familije hiperklonova takode
hiperklon, ako zelimo pokazati da je hPol () hiperklon, dovoljno je utvrditi
da je hPolp hiperklon, za proizvoljno p € ). Ocigledno je da svaka operacija
koja cuva p pripada hPolp, tj. Polp C hPolp, pa se u hPolp nalaze sve
projekcije. Neka su

fFehPolpNnHY, g1,... go € hPolpn HY.

Sliécno kao u dokazu tvrdenja 3.3.12 pokazujemo da flgi,...,g,] € hPolp.
Dakle, hPolp sadrzi sve projekcije i zatvoren je u odnosu na kompoziciju, pa
je zato hiperklon. [

Kao i u slucaju dinv F, skup hinv F' nije relacijski klon, ali ovoga puta
jer nije zatvoren u odnosu na presek relacija, Sto ¢emo prikazati u slede¢em
primeru.

Primer 3.3.8 Neka su py i ps binarne relacije na skupu A = {0,1,2} date

Sa
/001 /011 2
PP=\op12) P27 \o12292)

i neka je f € HS) definisana sa

o1 2
FIHoy fo.1p {1}

Jednostavno se proverava da py,py € hinvf, ali py N ps & hinvf, jer je
(L,2) € prNp2, (f(1), f(2)) = ({0,1},{1}), i

({07 1} X {1}) N (pl N p2) = {(07 1>’ (1’ 1)} N {<O’ O)? (17 2)} = @
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HIPERKLONOVI ODREDENI RELACIJOM p#

Veé smo rekli da su Péschel i Drescher u [6] proucavali operacije na P}
indukovane hiperoperacijama na A. U istom radu, oni su ispitivali relaciju
p? na P} i njome indukovanu Galoisovu vezu, koju éemo predstaviti u ovom
poglavlju.

Definicija 3.3.9 Neka je p m-arna relacija na A. Definisimo relaciju

p? € (P3)™) na sledeéi nacin

(Ay,..., Ap) €p &

& (Vied{l,...,m})(Va € A))(Iay,...,a,) € (A1 x -+ X A,)Np) a; = a.

Primer 3.3.9 Neka je A={0,1} ipe€ R(j) data sa p = < 8 (1) 1 ) .

Tada je

p#:({o} {1y {1y {1y {01} {0,1})
{0y {0y {1} {01} {op {0,1} )~

)

Definicija 3.3.10 Hiperoperacija | € HI(LX" m~cuva relaciju p € R(Am) ako

za svaku matricu M € p*, vazi f(M) € p*.

Oznacimo sa mPolp skup svih hiperoperacija na A koje m-¢uvaju relaciju
p, a sa mInv f skup svih relacija na A koje m-cuva hiperoperacija f. Sada
¢emo definisati preslikavanja

mPol : P(Ry) — P(Ha) 1 minv:P(Ha) — P(Ra)
na sledeé¢i naéin:

mPol Q) = ﬂ mPolp ={f € Hy: f m-¢uva svako p € Q}, Q C Ry,
PEQ

minvF = m mInv f={p € Ry :svako f € F m-cuva p}, F C Oy4.
fer

Kao direktnu posledicu teoreme 2.3.2 dobijamo da je i par (mPol, mInv)
Galoisova veza izmedu skupova R i Hy.

Tvrdenje 3.3.7 [6] Ako je Q C Ry, onda je mPol Q) hiperklon.
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Dokaz. Ideja dokaza je ista kao kod tvrdenja 3.3.6. [

Skup mlInv F' nije relacijski klon, a razlog je, kao i u slucaju hinv F,
¢injenica da nije zatvoren u odnosu na presek relacija, sto ¢emo pokazati i
slede¢im primerom.

Primer 3.3.10 Neka su py i ps binarne relacije na skupu A = {0, 1,2, 3}

date sa
112233 (00 33
131313) P2712 13 )

(0
p1 = 2

i neka je f € H{Sll) definisana sa

112 2
1 313

w O

o 1 2 3
FIo2y {1y {13y {34

Jednostavno se proverava da py, po € minvf. Medutim, p1 Npy & mInvf, jer

(0,2) € p1Npy, ali (£(0), f(2)) = ({0,2},{1,3}) & (p1 N p2)*, posto zax =0
ne postogi y € {1,3} tako da (z,y) € p1 N pa.

PREMA GORE ZATVORENI HIPERKLONOVI

Inspirisani rezultatima Bornera (predstavljenim u poglavlju Nadole zatvo-
reni hiperklonovi), koji je posmatrao hiperklonove koji sadrze sve hiper-
podoperacije svojih elemenata, opisali smo sve hiperklonove koji sadrze samo
hiper-nadoperacije svojih (totalnih) operacija. U ovom poglavlju prikazac¢emo
deo rezultata iz [4].

Za F C Oy, neka je [F'| skup svih hiper-nadoperacija operacija iz F, tj.
[Fl:={f€eHs: (g€ F)gC [}
Jasno, za svako G C Oy vazi
[G]N 04 =G, (3.3)

tj. primenom operatora [ | na proizvoljan skup operacija G ne mogu se
dobiti operacije koje nisu u G, $to implicira da [G'] ne moze biti zatvoreno
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o odnosu na kompoziciju, u slucaju da samo G nije zatvoreno u odnosu na
kompoziciju.

Operator | | zadovoljava i sledece osobine
Tvrdenje 3.3.8 Za proizvoljne F, Fy, Iy, C Oy vazi
(1) F C[F],
(2) Fi € B> & [F] € [F],
(3) [TF1NOa] = [F].
Dokaz.
(1) F C [F] uvek vazi jer za svako g € F' je g C g.
(2) (=) Neka je Iy C Fy. Ako f € [Fi], onda postoji g € F; tako da je
g C f. Medutim, istovremeno je g € Fy, pa f € [Fy].
(<) Ocigledno vazi
|—F1-| g |—F2-| = I_FI-I ﬂOA g [Fg-l ﬂOA
= FCh
(3) Sledi direktno iz (3.3).
[

Definicija 3.3.11 KaZemo da je skup hiperoperacija F' zatvoren prema
gore ako [FNO4| = F. Ako je C C H, hiperklon za koji vazi [CNO 4] = C,
onda je C' prema gore zatvoren hiperklon.

Napomena. U ostatku poglavlja ¢emo umesto prema gore zatvoren hiperklon
pisati PGZ hiperklon.

Tvrdenje 3.3.9 Ako je C C O4 klon, onda je [C'] PGZ hiperklon.

Dokaz. Kako je C' C [C'], to su sve projekcije sadrzane u [C']. Neka su
fig1,--.,9n € [C]. Tada postoje f',g1,...,q, € C takvida f' C f, ¢ C g1,

.5 gh € gn. S obzirom da je C klon vazi f'(g, . ..,g,) € C C [C]. Medutim,
(g, --,9) € flar, - - gn), Paje flgi, - - -5 gn) € [C]. Ovim smo pokazali da
je [C] hiperklon, za svaki klon C, a kao direktnu posledicu tvrdenja 3.3.8(3)
dobijamo da je [C'| PGZ hiperklon. O

Iz tvrdenja 3.2.1 direktno sledi
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Tvrdenje 3.3.10 Neka je C' C Hy PGZ hiperklon. Tada je C'N O4 klon.

Prethodno tvrdenje i definicija PGZ hiperklona impliciraju da za svaki
PGZ hiperklon C postoji klon D, tako da je C'= [D]. Taj klon D je upravo
C'NOg,.

Za klon C' C Oy, skup
£h(C):={[D]:DCCiD jeklon}

je skup svih PGZ hiper-potklonova od [C']. U slucaju C = Oy4, oznaci¢emo
sa /JLT1 skup svih PGZ hiperklonova na A. Primetimo da presek PGZ hiper-
klonova nije uvek PGZ hiperklon, sto ¢emo ilustrovati slede¢im primerom.

Primer 3.3.11 Neka su A ={0,1}, Cy = [({g1})] i C2 = [({92})], gde su

operacije g1 i go date sa

g1 g2
0] 1 1
110 1

Ako je f € HS) takvo da f(0) = {1} i f(1) = {0,1}, onda je f € C, N Cy,
ali ne postoji g € (C1 N Cy) N Oy takvo da je g C f.

Definisimo binarne operacije A i V4 na skupu £ sa
[Cil Ay [Col = [CiN Gl 1 [CL] Vg [Co] = [{(CLU Cy),
gde su [C}] i [Cy] proizvoljni elementi iz £T.
Tvrdenje 3.3.11 U uredenom skupu (L7, C) vazi
[C] Ag [Co] = if{[C1], [C2]} i [Ch] vy [Co] =sup{[C1], [Ca]},

Dokaz. Primetimo da za proizvoljne nagore zatvorene hiperklonove [C;] i
[C3], na osnovu poznatih osobina skupova i tvrdenja 3.3.8(2), vazi

[CNC] C IO i [CiNCy] C [Cl

[C1] S [(CLUCy)] 1 [Co] € [(CrUCy)],
tj. [C1]A4[C2] je donje, a [C1] V4] Ca] je gornje ogranicenje skupa {[C1], [Ca] }.
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Neka su D i E proizvoljni klonovi takvi da je [D] donje, i [E] gornje
ogranicenje skupa {[C1], [Cs]}, odnosno imamo

[DT S [Ch] 1 [D] <G,
[CL CI[E] 1 [Ce] C[ET.
Tada prema tvrdenja 3.3.8(2) zaklju¢ujemo da je
DCCi i DCCy i C1CFE i1 C3CFE

odakle sledi
DCCinCy i CtuCy, CE,

1 na osnovu osobina mreze klonova
(C1UCy) C(E) =E,
pa ponovo zbog tvrdenja 3.3.8(2) dobijamo
[D] C[CinCy] 1 [{CHUCy)] C [E].

Otuda je [Cy] Ay [Ca] najveée donje, a [Cy] V4 [Cq] je najmanje gornje
ogranicenje skupa {[C}], [C2]}, §to je i trebalo dokazati. [J

Dakle, (L%, C) je mreza. Sta vise, kako je Hy = [O4] ocigledno naj-
veéi element te mreze i svaki neprazan podskup od LE ima infimum (zaista,
inf{[C;] : C;jeklon,i € I} = [ﬂ Ci—‘, sto se dokazuje isto kao u slucaju

iel
I ={1,2}), to je na osnovu teoreme 2.2.1 (L%, C) kompletna mreza.

Prema tome, skup £2 ¢ini kompletnu mrezu u odnosu na skupovnu
inkluziju. Najmanji element te mreze je [I14], a najveéi H4. Mrezne ope-
racije na L7 su definisane sa

[Cil A [Co] = [CiNCo] i [Cr] V4 [Co] = [(CLUCy)].

Primetimo da, na osnovu definicije operacije A4 i primera 3.3.11, 52 nije
podmreza mreze svih hiperklonova £%.

Sledeéa teorema pokazuje da je mreza klonova izomorfna mrezi 52, sto
implicira da je ETIL algebarska mreza.
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Teorema 3.3.2 Mreza L4 klonova na A izomorfna je mrezi EE PGZ hiper-
klonova na A.

Dokaz. Pokaza¢emo da je trazeni izomorfizam
A:Ly— LN, datsa C— [C].
Preslikavanje A je injektivno jer za proizvoljne C7, Cy € L4 vazi
AC) =A(Ce) = [Ci] =[Cy]

= [Cl-‘ N OA = ’VCQ—I N OA

= Cl = Cg
Takode, A je sirjektivno jer za svaki PGZ hiperklon D vazi [DNO4| = D, a
DNOyjeklon, tj. D=XADNO,).
Ostaje nam joS da pokazemo da je A homomorfizam, tj. da se slaze sa
mreznim operacijama, a to vazi jer za sve C,Cy € L4 imamo

)\(Cl N CQ) = )\(Cl N 02) = [Cl N CQ—‘ == (CI—I /\ﬂ ’702—‘,
A(CLV C2) = A((C1U Cy)) = [(C1U Cy)] = [C1] Vy [Cal.

U nastavku ¢emo definisati jos jednu Galoisovu vezu izmedu skupova R4
i Hy.

Definicija 3.3.12 Za hiperoperaciju f kaZemo da u-éuva relaciju p ako
postoji podoperacija g od f koja cuva p.

Neka je uPolp skup svih hiperoperacija na A koje u-cuvaju relaciju p, a
ulnv f skup svih relacija na A koje d-¢uva hiperoperacija f. Primetimo da
vazi

uPolp={f € Ha: (3g € Polp)g C f} = [Polp].
Definisimo preslikavanja
uPol : P(Ra) — P(Hx) 1 ulnv:P(Hs) — P(Ra)
na sledeci nacin:

uPol Q) = ﬂ uPolp ={f € Ha : f u-¢uva svako p € Q}, Q C Ra,

pe@

uwlnvFF = ﬂ ulnv f ={p € Ry : svako f € F u-cuva p}, F C Oa,.
feF
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Prema teoremi 2.3.2 par (uPol,ulnv) je Galoisova veza izmedu relacija i
hiperoperacija.

Tvrdenje 3.3.12 Za proizvoljno QQ C R, uPol Q) je hiperklon.
Dokaz. Ocigledno je zadovoljeno
uPol Q = () uPolp = () [Polp].
PEQ pPEQ

Kako je Polp klon, to je prema tvrdenju 3.3.9 [Polp| hiperklon, a presek
proizvoljne familije hiperklonova je takode hiperklon. [J

Skup ulnv f nije relacijski klon posto nije zatvoren u odnosu na direktan
proizvod relacija, Sto ¢emo pokazati u slede¢em primeru.

Primer 3.3.12 Neka je A = {0, 1,2}, neka su p1,p2 € Ra date sa

01 2 Lo
n={21 9 p2=| 22
01
i neka je hiperoperacija f na A definisana sa

| 0 1 2
FIy {012} {12}

Jednostavno se pokazuje da su gy, gs € OS) date sa

01 2

|l 2 1,

|1 0 2

podoperacije od f takve da g1 € Polpy i g3 € Polps, tj. p1,p2 € ulnv f.
Medutim, py x pa ¢ ulnv f. Naime, imamo

0011 2 2
22112 2
p1 X po = 1 01010
2 2 2 2 2 2
010101

~—
—~

i za svaku podoperaciju g od f vazi (g(0),g(2),9(1),49(2),9(0)) = (a,b, ¢, b,a),
za neke a,b,c € A, pri cemu je jedini element iz p1 X pg oblika (a,b,c,b,a)
upravo (0,2,1,2,0). No, (g(0),9(2), g(1), 9(2), 9(0)) # (0,2,1,2,0), posto je
g9(0) = 1.

)
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ODNOSI SKUPOVA dPolp, hPolp, mPolp T uPolp

Nakon predstavljanja nekoliko mogucih Galoisovih veza izmedu relacija
i hiperoperacija, prirodno se namece pitanje u kakvom su odnosu skupovi
hiperoperacija koji na neki od navedenih nacina ¢uvaju datu relaciju p.

Skupovi dPolp, hPolp i mPolp su dobijeni pomoéu relacija ps, pw i p7,
respektivno. Na osnovu definicija ovih relacija jednostavno se zakljucuje da
je zadovoljeno

ps S p* C pu.
Obrnute inkluzije u opstem slucaju ne vaze, kao sto ¢emo videti u narednom
primeru.

Primer 3.3.13 Neka je p binarna relacija na skupu A ={0,1,2} data sa

/(0012
p‘(0122)
Tada ({0,2},{0,1,2}) € p* \ ps, jer (0,0),(2,2),(0,1) € p (. za svako x €
{0,2} postoji y € {0,1,2} tako da (x,y) € p, i za svako y € {0,1,2} postoji
x € {0,2} tako da (x,y) € p), ali {0,2} x {0,1,2} € ps posto (0,2) & p.
Takode, ({0,1},{2}) € pu \ p*, s obzirom da je ({0,1} x {2}) Np = {(1,2)},
ali za x = 0 ne postoji y € {2} tako da (x,y) € p.

Sada je jasno da za proizvoljno p € R4 vazi

dPolp C mPolp C hPolp

dok obrnute inkluzije ne moraju biti zadovoljene.

Ostaje nam jos da ispitamo odnose skupa uwPolp sa dPolp, mPolp i
hPolp.

Ako f € dPolpN Hﬁl"), onda za svako g € Oﬁln) takvo da je g C f i svaku
matricu M = [a;j]mxn € p* imamo

g(Ml*) X X g(Mm*) g f(Ml*) X X f(Mm*) g P

Sto znaci da svaka podoperacija hiperoperacije f € dPolp ¢uva p, pa [ €
uPolp, odnosno
dPolp C uPolp.
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Medutim, uPolp C dPolp ne mora da vazi, Sto ¢emo ilustrovati slede¢im
primerom.

Primer 3.3.14 Neka je p binarna relacija na skupu A = {0,1,2} data u
primeru 3.53.13, i neka je f unarna hiperoperacija na A definisana sa

| 0 12
Fl{0.17 {0.2F {0}
Jednostavno se utvrduje da je g € 01(41), dato sa g(x) = 0, podoperacija od
f koja ¢uva p, pa f € uPolp. S druge strane, (0,1) € p i (f(0), f(1)) =
({0,1},{0,2}), ali {0,1} x {0,2} & p, jer, na primer, (0,2) ¢ p, te stoga
f & dPolp.

Sto se tice odnosa skupova uPolp i mPolp, vazi sledece

mPolp C uPolp.

Naime, ako pretpostavimo da za f € mPolp ne postoji podoperacija koja
cuva p, to bi znacilo da za svaku podoperaciju g od f imamo g ¢ Polp,
tj. za proizvoljnu matricu M € p* sledi g(M) ¢ p. Ali, tada dobijamo
f(M) ¢ p#, sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da f € mPolp. Dakle, za
svaku hiperoperaciju f koja m-¢uva p postoji podoperacija g koja ¢uva p, pa
je f € uPolp.

Inkluzija uPolp C mPolp generalno ne vazi.

Primer 3.3.15 Nekaje A={0,1,2}ip¢€ Rf) definisana u primeru 3.3.13,
i neka je f unarna hiperoperacija na A data sa

| 0 12
f1{0,2} {0,1} {0}

Kao @ u prethodnom primeru g € 01(41), dato sa g(z) = 0, je podoperacija
od f koja ¢uva p, pa f € uPolp. Medutim, (0,1) € p, ali (f(0),f(1)) =
({0,2},{0,1}) ¢ p*, jer za x = 2 ne postoji y € {0,1} tako da (z,y) € p.
Otuda f ¢ mPolp.

Takode, mozemo reé¢i da je

uPolp C hPolp.
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Zaista, ako je f proizvoljna n-arna hiperoperacija iz uPolp, onda postoji
podoperacija g od f koja ¢uva p. To znaci da za svaku matricu M € p*
vazi (g(M1s), ..., g(Mps)) € p, i zasve i € {1,...,m} je g(M;.) C f(M).
Otuda je

(F(M2) X - X (M) O p 0,

odnosno f € hPolp.

Obrnuta inkluzija u opstem slucaju ne mora da vazi, sto ¢emo pokazati
u slede¢em primeru.

Primer 3.3.16 Neka je A = {0,1,2,3}, neka je p binarna relacija na A

data sa
(0 1 2
P=\ 21 3

i neka je f € hPolp N Og) definisana sa

0 1 2 3
Fl{o.2} {1} {1.3} {01}

Pretpostavimo da postoji g C f tako da g € Polp. Posto (0,2) € p i
(F(0), (2)) = ({0,2}, {1,3}), sledi g(2) = 3, a kako je (2,3) € p i (£(2), /(3))
= ({1,3},{0,1}), mora biti g(2) = 1. Dakle, ne postoji podoperacija g od f
koja ¢uva p, pa f ¢ uPolp.

Na kraju mozemo da zaklju¢imo da za proizvoljno p € R4 imamo
dPolp C mPolp C uPolp C hPolp,

pri ¢emu obrnute inkluzije u opstem slucaju ne vaze. Dakle, za datu relaciju
p, hPolp sadrzi sve elemente iz preostala tri skupa, pa ¢emo u narednoj glavi
pokazati da je, za neke specijalne relacije, hPolp koatom mreze hiperklonova.
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Glava 4

Maksimalni klonovi i
maksimalni hiperklonovi

Maksimalni klonovi su veoma vazni jer se pomoc¢u njih moze proveriti da
li je neki skup kompletan ili ne. Time Rosenbergova potpuna karakterizacija
maksimalnih klonova jos vise dobija na znacaju. U ovoj glavi nakon price
o maksimalnim klonovima i predstavljanja Rosenbergove teoreme, prelazimo
na slucaj hiperklonova, i pokazujemo da su skupovi hiperoperacija koji h-
cuvaju neke od Rosenbergovih relacija upravo maksimalni hiperklonovi.

4.1 Maksimalni klonovi

U ovom poglavlju ¢emo uvesti pojam maksimalnog klona i predstaviti
nekoliko potrebnih i dovoljnih uslova da klon bude maksimalan, od kojih je
svakako najznacajnija Rosenbergova klasifikacija maksimalnih klonova.

Definicija 4.1.1 Klon M C O4 je maksimalan ako za svaki klon C takav
da je M C C C Oy vazi C =M ili C = Oy.

Pokazac¢emo jedan jednostavan uslov maksimalnosti klona.

Tvrdenje 4.1.1 Klon M je maksimalan ako i samo ako je M # Oy i za sve
f € OA\M vazi <MU {f}) = OA.

Dokaz. (=) Neka je M maksimalan klon i neka je f € O4\ M. Pretpostavimo
da (M U{f}) # O4. Tada je

M C (MU{f}) COu,

49
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Sto je u suprotnosti sa maksimalnoséu M.

(<) Neka je C klon takav da je M C C' C O4. Pretpostavimo da je
C # M ineka je f € C'\ M. Sada imamo

CCOa=(MU{f}) C(CU{f})=(C)=C,

odnosno C' = Oy, $to znaci da je M maksimalan klon. [

Poznato je da postoji kona¢no mnogo maksimalnih klonova na kona¢nom
skupu A, i svaki pravi potklon od O4 je sadrzan u nekom maksimalnom
klonu. Odavde zakljucujemo da je Sto preciznija karakterizacija maksimal-
nih klonova veoma vazna, s obzirom da je skup F' C O4 kompletan ako i
samo ako nije sadrzan ni u jednom maksimalnom klonu na A.

Sledeée tvrdenje nam pokazuje da je svaki maksimalan klon potpuno
odreden nekom nedijagonalnom relacijom.

Tvrdenje 4.1.2 (Kuznecov 1961, [8])
(1) Ako je PolQ = Oy, onda je Q C Ay.

(2) Klon C # O, je maksimalan klon ako i samo ako je C = Polp, za
svako p € InvC'\ Ay.

Kao s$to smo ve¢ ranije pominjali, E.L.. Post je odredio sve klonove na
dvoelementnom skupu, pa samim tim i 5 maksimalnih. Napori da se odrede
svi maksimalni klonovi na kona¢nom skupu sa bar tri elementa poceli su
sredinom proslog veka. Tako je S.V. Yablonski pronasao svih 18 maksi-
malnih klonova na troelementnom skupu, dok je A.I. Mal’cev pokazao da
na cetvoroelementnom skupu postoje 82 maksimalna klona. Medutim, I.G.
Rosenberg je bio prvi koji uspeo da 1970. godine opise sve maksimalne
klonove na proizvoljnom kona¢nom skupu.

Sada ¢emo predstaviti Sest klasa relacija na skupu A koje ¢emo koristiti
u formulaciji Rosenbergove teoreme. Ove relacije se ¢esto nazivaju Rosen-
bergove relacige.

(R1) Ogranicena parcijalna uredenja. Ovo su relacije poretka na A sa naj-
manjim i najveéim elementom.
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Permutacione relacije. Ovo su relacije oblika p = {(z,7(x)) : © € A},
gde je m permutacija bez fiksnih tacaka ¢iji su svi ciklusi iste proste
duzine p.

Afine relacije. Ovo su relacije oblika
pP= {(a17a2aa3a CL4) L ap -+ a9 = ag + CL4}7

gde je (A, +, —,0) Abelova p-grupa (to znaci da je pxr = 0, zasve x € A,
odakle je |A| = p™, gde je p prost broj i m € N).

Netrivijalne relacije ekvivalencije. Ovo su relacije ekvivalencije na A
razlicite od 63% = {(x, 1) : x € A} i A%

Centralne relacije. Sve unarne relacije su centralne relacije. Za m-
arnu relaciju p, m > 2, kazemo da je totalno refleksivna ako sadrzi sve
m-torke iz A™ u kojima se neke koordinate ponavljaju, t;j.

(X1, xm) €Ep e (Fi,J)(i #J 1z =x5).

Relacija p je totalno simetricna ako

(1, .. Tm) € p = (Tr)s - - - Trim)) € P,

za proizvoljnu permutaciju 7 skupa {1,...,m}. Centar C(p) je skup
svih elemenata ¢ € A takvih da vazi (¢, za,...,Ty) € p,zasve Ta, ..., Ty
€ A. Relacija p # A™ je centralna ako je totalno refleksivna, totalno
simetri¢na i ima neprazan centar.

Regularne relacije. Neka je © = {61, ...,60,} familija relacija ekviva-
lencije. Kazemo da je © m-reqularna familija ako svako 6#; ima tacno
m klasa, i ako je A; proizvoljna klasa od 6;,i € {1,2,...,h}, onda
NA; # (0. m-arna relacija p # A™ je m-reqularna, za m > 3 ako postoji
m-regularna familija © takva da je (x1,...,2,) € p ako i samo ako za
sve 0 € © postoje razliciti ¢ i j takvi da je (z;, z;) € 6.

Primer 4.1.1 Navescemo po jedan primer relacije iz svake od gore nave-
denih klasa na skupu A ={0,1,2}.

00011 2

(R1) p1 = ( 012129 ) je jedna relacija poretka na skupu A, gde

je nagmangi element 0, a najveci 2.
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(R2) py = ( (2) (1) ? ) je relacija koja odgovara permutaciji m = (02 1). 7

je permutacija bez fiksnih tacaka, sa jednim ciklusom duzine 3.

(R3) p3 = {(ay,as,as3,a4) € A*: a; + ay = az +aq}, pri cemu je + sabiranje
po modulu 3.

(R4) ps = ( 8 1 3 (1) é > je jedna netrivijalna relacija ekvivalencije na

skupu A, éije su klase {0,1} i {2}.

pPs = je centralna relacyja na skupu A, jer je
o= (8120302 s o i s 4

ocigledno (totalno) refleksivna i (totalno) simetricéna, i njen centralni
element je 0.

(R6) Jedina m-reqularna relacija na skupu A je ona za slucajm =3 ih =1,

. ‘ .y g . g 1 2 3
pri cemu je odgovarajuca relacija ekvivalencije 0 = ( 0 ), sto

01 2
00112 2
naci da jeps=A3\| 1 2 0 2 0 1
21 2 010

Pre nego sto predemo na Rosenbergovu teoremu, uveséemo jos neke pojmo-
ve 1 navesti (bez dokaza) tvrdenja koja igraju bitnu ulogu u dokazu teoreme.

Definicija 4.1.2 Algebra A = (A, F) je

e primalna ako je svaka funkcija na A istovremeno term operacija alge-
bre A;

e preprimalna ako nije primalna, ali za svaku funkciju f koja nije term
operacija na A, algebra (A, F U{f}) je primalna.

Takode mozemo reéi da je algebra A = (A, F') primalna ako je F' kompletan
skup, tj. (F) = Og4, a da je preprimalna ako je (F) maksimalan klon na
skupu A.

Definicija 4.1.3 Konacéna algebra (A, F') je kvaziprimalna ako ¢ samo ako
je (F) = Pol Q, pri ¢emu je Q skup svih relacija oblika

p=A{(z h(z)) 2z € A},
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gde je h izomorfizam izmedu podalgebri od (A, F).
Definicija 4.1.4 Ternarna operacija p koja zadovoljava uslov

p(z,y,y) =p(y,y,v) =2

naziva se Mal’cevljeva operacija.

Tvrdenje 4.1.3 (a) (Quackenbush [15]) Ako za svaku Rosenbergovu relaciju
p vazi F ¢ Polp, onda (F) sadrzi Mal’cevljevu operaciju.

(b) (McKenzie) Ako je (A, F') prosta konacna algebra bez pravih podalgebri
i koja sadrzi Mal’cevljevu term operaciju, tada je (A, F') kvaziprimalna,
ili postogi Abelova p-grupa (A, +) sa sledecim svojstvom:

za svako f € F postoji a € A i endomorfizmi €; na (A, +) tako da je
f(xlv K 7:EN) = 6l(xl) +... .+ gn(xn) +a.

Teorema 4.1.1 (Rosenberg 1970, [17]) Klon M je maksimalan ako i samo
ako je oblika Polp gde je p relacija iz jedne od klasa (R1)-(R6).

Napomena. Rosenbergov dokaz ove teoreme je veoma komplikovan, a kako ni
kasniji kra¢i dokazi [Quackenbush (1979), Lau (1992)] nisu bas jednostavni,
ovde ¢emo navesti samo skicu dokaza koja se zasniva na dokazu Quacken-
busha, a koja je preuzeta iz [13].

Dokaz.

(<) Pokazujemo da je Polp maksimalan klon za svaku Rosenbergovu
relaciju p. Da¢emo dokaz u slucaju relacija iz (R1), ali osnovna ideja je ista
i za ostale slucajeve.

Neka je p Rosenbergova relacijai C' = Polp. Tada je prema tvrdenju 4.1.2
(1) C # Oy, a prema istom tvrdenju pod (2), da bi C' bio maksimalan
dovoljno je pokazati da za sve o € InvC' \ Ay vazi C' = Polo. Ovo je pak
ekvivalentno ¢injenici da p € (o), za svako o € InvC \ Ay.

(—) Ako je C = Polo, onda je prema posledici 3.3.1(2)
InvC = Inv Polo = (o),

a kako je p € Inv C, imamo p € (o).
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(«—) Neka p € (o). Tada je C' = Polp O Polo. S druge strane, o € InvC,
pa je C' C Polo.

Neka je < ograniceno parcijalno uredenje na A, sa najmanjim elemen-
tom O i najveéim elementom 1 i neka je C' = Pol{<}. Pokazimo da za
proizvoljno o € Inv C\ Ay vazi <€ (o). Bez ogranicenja opstosti mozemo
pretpostaviti da o zadovoljava uslov

(3, )@ #71 (V(x,...,x,) €0) z; = ). (4.1)

Pretpostavimo najpre da postoje s # t, tako da je prg (o) C < . Pokazimo
da je tada <= pry(o). Neka je a < b ineka (p1,...,p,) € o tako da je
ps < p¢ (takvi ps i p; postoje zbog uslova (4.1)). Definisimo operaciju
f A — A na slede¢i nacin

_Ja T=ps
flz) = { b, inace.
Ocigledno f € Pol{<} = C, a s obzirom da ¢ € InvC, sledi da f ¢uva

o. Zato je (f(p1),...,f(pn)) € o, pa vazi (f(ps), f(p:)) = (a,b) € pry(o).
Dakle, <= pry(o) € (o).

S druge strane, pretpostavimo da za sve s # t vazi prg(o) € < . Neka
je |o| = m i oznacimo elemente iz o sa (pj,...,pim), za i € {1,...,m}.
Za svako j € {1,...,n} neka je x; = (p1j,...,Pm;j)- Neka je (q1,...,qn)
proizvoljna n-torka iz A™ i definiSimo operaciju g : A™ — A na slede¢i nacin

qis (yla"'aym) =X

9, ym) =9 00 G ym) X501 (U1, Ym) # X5)
1, inace,

gde je
(@1r s ) < (oo ym) & (Vi€ {1, m}) @ < i
Oznacimo sa X,Y i Z slede¢e podskupove od A™:

X = {x1,...,%,};

Y {(r, - ym) € AT (3N (W1, Um) X501 (W15 Ym) # X5) 15
Z = A"\ (XUY).
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Na osnovu pretpostavke da je pry(o) € <, za sve s # t, zaklju¢ujemo da ne
postoje i # j tako da je x; < x;, §to znaci da su skupovi X, Y i Z medusobno
disjunktni, odnosno g je dobro definisano. Pokazimo da g € Pol{<}. Neka
jex=(x1,...,2m) < (Y1,---,Ym) = y. Razmatramo sledeée moguénosti:

e Ako x,y € X, onda postoji ¢ tako da je x = y = x;. Odavde je
(9(x), 9()) = (gi,a1) € <, jer je < refleksivna relacija.

U slucaju da x € Y, imamo (g(x), g(y)) = (0,9(y)) € <, s obzirom da
je 0 najmanji element.

Iz y € Z, dobijamo (g(x),g(y)) = (9(x),1) €<, posto je 1 najveci
element.

Slucaj x € X,y € Y nije moguc¢ jer bi to znacilo da postoje x;,x; € X
takvi da je x; <y < x;, tj. x; <Xx;.

e xc Ziye XUY implicira da postoji x; € X tako da je x < x;, sto
bi znacilo da x € Y, a to nije moguce jer Y N Z = (.

Dakle, g € Pol{<}. Otuda g ¢uva i o, pa je (qi,...,q,) € 0, a kako je ova
n-torka proizvoljno izabrana, sledi da je 0 = A", §to je nemoguce jer o & A 4.

(=) Pretpostavimo da postoji maksimalan klon C koji nije oblika Polp za
neku Rosenbergovu relaciju p. Tada za svaku Rosenbergovu relaciju p sledi
C ¢ Polp, jer na osnovu suprotnog smera znamo da je Polp maksimalan
klon. Sada prema tvrdenju 4.1.3(a) C sadrzi Mal’cevljevu operaciju.

Specijalno, kako C' ¢ Polp, za proizvoljnu relaciju ekvivalencije p sledi
da je (A, C) prosta algebra, jer za svaku netrivijalnu relaciju ekvivalencije p
postoji operacija f € C' s kojom nije saglasna, Sto znaci da algebra (A, C)
nema netrivijalnih kongruencija.

Takode, posto C' € Polp, za proizvoljnu centralnu relaciju p, onda (A, C')
nema pravih podalgebri. Naime, za proizvoljno () # B C A mozemo uzeti

centralnu relaciju p ¢iji je centar bas B, pa posto postoji operacija f € C
koja ne ¢uva p, onda ni B nece biti zatvoreno u odnosu na f.

Ovim smo pokazali da (A, C) zadovoljava uslove tvrdenja 4.1.3(b), pa
imamo da je (A, C') kvaziprimalna ili postoji Abelova p-grupa (A, +) takva
da za svako f € C postoji a € A i endomorfizmi ¢; na (A, +) tako da je
flzy, ... xn) = e1(z1) + ... + en(zy) + a. Druga mogucénost implicira da
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je C C Polp, gde je p iz (R3), sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da je
C ¢ Polp, za sve Rosenbergove relacije. Dakle, (A, C) je kvaziprimalna.

Kako (A, C') nema pravih podalgebri, sledi da su jedini izomorfizmi izmedu
podalgebri od (A, C') zapravo automorfizmi algebre (A, C'). Uzmimo proizvolj-
no ¢ € Aut(A,C). Neka je B skup svih fiksnih tacaka automorfizma .
Jasno, B je podalgebra od (A, C) jer za proizvoljne zy,...,z, € Bi f € C
imamo

f(xlv ce ,l’n) = f(gp(xl)v x '7@(56”)) = 90<f<x17 s ,l‘n)),

Sto znaci da f(xq,...,2,) € B. Posto (A, C) nema pravih podalgebri, sledi
da je B =0ili B = A, odnosno ¢ nema fiksnih tacaka ili je ¢ = id. Ako
pretpostavimo da je ¢ # id, onda je ¢ permutacija bez fiksnih tacaka. Neka
je k duzina najkraceg ciklusa od ¢ i neka su

(an,...,alk),...,(anl...,ank)

svi najkraéi ciklusi od ¢. Tada je {ai1,...,G1k,---,Qn1-..,ank} skup svih
fiksnih tacaka preslikavanja o* € Aut(A, C), sto znaci da je {ayy, ..., am} =
A. Posto ¢ nema fiksnih tacaka, to je k > 1, pa postoji prost broj p tako da
je k = p-m, za neko m € N. Ali tada, s obzirom da je k& duzina najkraceg
ciklusa u ¢, a m < k, dobijamo da je ¢™ automorfizam od (A, C') bez fiksnih
tacaka reda p ((¢™)P = ¢* = id), pa je C C Polp, za p iz (R2), §to je
kontradikcija sa pretpostavkom da C' € Polp za sve Rosenbergove relacije p.
Dakle, Aut(A4, C) = {id}.

Sada, na osnovu definicije kvaziprimalne algebre vazi C' = Pol{0}*} =
O, odnosno (A, C) je primalna algebra, ali to je nemoguce jer je C' maksi-
malan klon. [

Primer 4.1.2 Maksimalni klonovi na dvoelementnom skupu A = {0, 1}.

(R1) Jedino ograniceno parcijalno uredenje na A je p = ( 8 ? i ) . Tada

je M = Polp skup svih monotonih operacija na A.

(R2) Jedina relacija iz ove klase odgovara permutaciji m = (0 1), ).

a ( (1) (1) > , pa je S = Polp skup svih samodualnih operacija na A.
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(R3) Jedina relacija iz ove klase je
P = {(951,962,9037964) e A*: T, + To = 13 +$4}7

gde je + sabiranje po modulu 2. Tada je L = Polp skup svih linearnih
operacija na A.

(R4) Ne postoji netrivijalna relacija ekvivalencije na A.

(R5) Postoje 2 centralne relacije na A. To su unarne relacije py = (0) @
p1 = (1). Tada je Ty = Polpy skup svih operacija f takvih da je
f(0,...,0) =0, dok je Ty = Polpy skup svih operacija f takvih da je
f@a,...;)1) =1

(R6) Ne postoji h-reqularna relacija na A.

4.2 Maksimalni hiperklonovi

Nakon definicije, naves¢emo jedan primer maksimalnog hiperklona, a po-
tom ¢emo dati kriterijum maksimalnosti koji ¢emo koristiti u ostataku ovog
rada kako bismo dobili jos neke koatome mreze hiperklonova.

Definicija 4.2.1 Hiperklon M C H 4 je maksimalan ako za svaki hiperklon
C takav da je M C C C Hy vazi C =M ili C = Hy.

U narednom tvrdenju ¢emo prikazati jedan specijalan maksimalan hiperklon.
Dokaz ovog tvrdenja je preuzet iz [5].

Tvrdenje 4.2.1 Klon svih operacija na skupu A je maksimalan hiperklon,
tj. za svako f € Ha\ Oy vazi (Oa U{f})n = Ha.

Dokaz. Ako je f proizvoljna n-arna hiperoperacija iz H4 \ O4, onda postoji
bar jedna n-torka a = (ay,...,a,) € A" takva da je f(a) = {co,...,cp_1} 1
p =2

Inkluzija (Oa U{f})n € Ha je ocigledna jer je H, hiperklon, a f € Hy
i 04 C Hu. Pokazimo da vazi i Hy € (O4 U{f})n. Neka je h proizvoljna
m-arna hiperoperacija iz H 4. Definisimo preslikavanja fi,..., f, € Oim) i

g€ OY"™ na sledeéi nacin.
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Ako je h(z1,...,2m) = {do,d1,...,d;—1} zaneko ¢ > 1, onda za sve
ie{l,...,n} nekaje fi(xy,...,zn) = {a;} i

g(xla---7xm7607"'7607co> = {dO}
g(x1, ... T, Coy - oy Coy C1) = {d}
g(xla"')xn’ucp—la"'?cp—lacp—l) = {dq—l}

gde je ¢ € N broj takav da je

pl < max  |h(zy,...,xm)| < P8
(1,0 zm)EA™
Preciznije, g(x1,...,Zm,¢ip,y..., ¢, ,,¢i,) = {d;} pri cemu je

. pt T dp 4 ip®,  za apt a4 i <g-—1
B qg—1, inace.

Da bismo kompletirali definiciju operacije g, za sve (21, ..., 2¢) & {co, .., cp_1}*
mozemo uzeti g(z1,...,Tm, 21, .., 20) = {d4—1}, Sto ne utice na dokaz.
Sada mozemo dokazati da je

h:g[w{”,...,Wﬁ,f[fl,...,fn],...,f[fl,...,an,

sto implicira da h € (Oa U {f})n. Za h(zy,...,2m) = {do,d1,...,dg—1},

imamo

g[ﬂ{”,...,ﬂz, f[fl,...,fn],...,f[fl,...,fn]}(ml,...,:pm):
= g#({xl},...,{xm},{co,...,cp_l},...,{co,...,cp_l})
= g(x1,...,Tm,Co,...,c0) Ug(x1,. ., Tm,Co-..,C0,C1)U...
U9, Ty Cpe1y e, G, Cpt)

= {do,dl, cen pdq—l} = h(a:l, NP ,Im).

U narednoj teoremi dajemo kriterijum koji treba da zadovolji hiperklon
hPolp (definisan u poglavlju Hiperklonovi odredeni relacijom p,,) da bi bio
maksimalan hiperklon.
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Teorema 4.2.1 [11] Neka je Polp maksimalan klon na A takav da

(vf € Ha\ hPolp) 3f € O\ Polp) f' € (PolpU{f}.  (42)
Tada je hPolp maksimalan hiperklon.

Dokaz. Neka je p C A™ takva da je Polp maksimalan klon na A i neka
je f € Ha \ hPolp. Tada prema (4.2) postoji f' € O4 \ Polp tako da
'€ (Polp U {f})n. Posto je Polp maksimalan klon i f' ¢ Polp, imamo
(Polp U {f'}) = Oa. Neka je cs m-arna konstantna operacija takva da je
ca(xy, ..., x,) = A, za sve (x1,...,x,) € A" Jasno je da ca € hPolp jer je
p# 0, pavazi (A,...,A) € p,. S obzirom da je O4 maksimalan hiperklon
(tvrdenje 4.2.1), imamo (O4 U {ca}), = Ha. Stoga,

Hy = (OaU{cat)n = (PolpU{f}U{cat)n C
S (PolpU{f}U{cat)n © (hPolpU{f})n € Ha,

pa je otuda (hPolp U {f})r, = Ha, tj. hPolp je maksimalan hiperklon. [J

U naredna cetiri poglavlja ¢emo pokazati da je hPolp maksimalan hiper-
klon u slucaju da je p ograniceno parcijalno uredenje, netrivijalna relacija
ekvivalencije, centralna, odnosno regularna relacija.

4.3 Hiperklonovi odredeni ogranicenim
parcijalnim uredenjima

U ovom poglavlju, koje je bazirano na rezultatima iz [3] i [4], ¢emo
pokazati da je za svako ograni¢eno parcijalno uredenje p hiperklon hPolp
maksimalan jer zadovoljava uslove teoreme 4.2.1, odnosno za svaku hiper-
operaciju f koja nije u hPolp odredi¢emo operaciju f’ koja ne ¢uva p, a
koja se moze predstaviti kao kompozicija nekih operacija iz Polp i f. Posto
f & hPolp, to znaci da postoji matrica M ¢ije su kolone uredeni parovi iz p,
takva da je f(M) = (B,C), pri ¢emu B,C € Pj, tako da nijedan element
iz B nije u relaciji ni sa jednim elementom iz C. Koriste¢i skupove B i C'
konstruisa¢emo operacije iz Polp preko kojih ¢emo izraziti operaciju f’.

Neka je p € R4 ogranic¢eno parcijalno uredenje na skupu A, ¢iji je naj-
manji element 0, a najveéi 1. Neka su B i C neprazni podskupovi od A takvi
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daje (BxC)Np = (). Kako je p refleksivna relacija, to znaci da je BNC = ().
Izaberimo proizvoljne b € Bic € C u slucaju daje (Cx B)Np =10, au
suprotnom biramo b € B i ¢ € C takve da je (¢,b) € p. Definisimo sledece
skupove:

B = {zeA:(V,z)epi(x,b") €p zaneke V',V € B},

C'" = {zeA:(d,z)epi(x,) €p zaneke ¢, " € C},

C" = {zecA:x¢gBi(d,x)epi(z,VV)ep zancke V' € B
ideCh,

G = {zeA:xgBUC'UC"i((V,z)€p zaneke V' € B
ili (d,x) € pzaneked € C"UC")}

L = {ze€A:x¢gBUC'UC"i((x,0)€p zaneke I/ € B

ili (x,d)€p zaneke ¢ € C"UC")}.
Lema 4.3.1 Za proizvoljne b € B' i c € C" U C" vazi (b,c) & p.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje b € B"ice C"UC” takvi da je (b, c) € p.
Imamo dve moguénosti.

e Akojece (', ondazanekot € Bic € C imamo (V',b), (b, c), (c,c) €
p. Odavde, zbog tranzitivnosti relacije p, sledi (0/,c) € p, za b’ € B i
¢ € C, sto je u suprotnosti sa izborom skupova B i C.

e Ako je c € C”, onda postoje v, 0" € B tako da su (0',b), (b, ¢), (c, V") €
p, odnosno (¥, c), (¢,b") € p. Medutim, ovo bi znacilo da je ¢ € B, s§to
je nemoguce jer je B'NC" = ().

O

Definisimo unarnu operaciju g na slede¢i nacin:

(b, r€B
c, recug”
glx)=¢ 1, z€G (4.3)
0, x€L
\ T, inace.

Tvrdenje 4.3.1 Operacija g € 01(41) je dobro definisana.
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Dokaz. Treba pokazati da su skupovi B, C" U C”,G i L po parovima dis-
junktni. Kako prema definiciji skupova G i L vazi

(GuUL)N(B'uC'UC”) =1,
ostaje nam jo$ da proverimo da li je B'N(C'UC")=01GNL=.

e B’'i(C” su disjunktni po definiciji skupa C”. Pretpostavimo da postoji
x € B'NC’'. Tada imamo (¢, x),(x,V') € p, zaneke V¥ € Bicd € C,
odakle je x € C”, §to je nemoguce.

e Ako bismo imali x € G N L, to bi znacilo da postoje V', 0" € B i
d, " e C"UC” tako da

(t,z)ep ili (,2)€p) i ((x,0")€p ili (z,c)€p).
Moguce je:

1) (0, z),(z,b") € p, odakle je z € B’, sto je nemoguce zbog (G U
Lyn B = {;

2) (V,x),(x,d") € p, sto povlaci (/,") € p,zab € BC B'id €
C'"UC”, a to je nemogucée zbog leme 4.3.1;

3) (d,z),(x,0") € p. Zad € C"UC" postoji ¢; € C tako da je
(c1,c) € p, odnosno (c1,x), (z,b") € p, zaneke V" € Bic¢ € C,
odakle je x € C", §to je u suprotnosti sa definicijom G i L;

4) (d,x),(z,d") € p. Za € C"UC” postoji ¢; € C tako da je
(c1,) € p. Ako je ¢’ € C', uzeemo ¢y € C' tako da je (¢, c3) € p,
a ako je " € C", uzetemo by € B tako da je (¢’,by) € p. U
svakom slucaju dobijamo z € C"UC", §to je ponovo kontradikcija
sa definicijom skupova G'i L.

Operacija ¢ je jedna od operacija koje ¢emo koristiti za definisanje f’ €
Oa \ Polp, pa nam je bitno da g ¢uva p, $to éemo u nastavku i pokazati.
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Lema 4.3.2 Neka je g definisana sa (4.3). Tada je g € Polp.

Dokaz. Neka su x,y € A. U zavisnosti od toga kojim od gore definisanih
podskupova skupa A pripadaju x i y, razlikujemo sledece slucajeve:

| 2\y | B [C’uC”| G | L [inace]

B’ 1 2 3 4 )
c'uc” 6 7 8 9 10
G 11 12 13 14 15

L 16 17 18 19 20
inace 21 22 23 24 25

Pokaza¢emo da u svakom od ovih 25 slucajeva ili (z,y) ¢ p, ili ako (z,y) € p,
onda i (g(x),9(y)) € p-

1) Neka z,y € B’ i pretpostavimo da (z,y) € p. Tada (g(x),9(y)) =
(b,b) € p, jer je p refleksivna relacija.

2) Akox € B'iye C'"UC”, onda (x,y) ¢ p zbog leme 4.3.1.

3) Zax € B'iy € G, ako (z,y) € p, onda (g(z),g(y)) = (b,1) € p, posto
je 1 najvedi element.

4) Neka x € B’ iy € L, i pretpostavimo da (z,y) € p. Tada imamo
slede¢e mogucnosti:

(a) Postoji ¢ € C"UC” tako da (y,c') € p. Ali tada (z,d) € p za
xre B ideC"Ul”, stoje nemogule zbog leme 4.3.1.

(b) Postoje v, 0" € B tako da (V',x), (x,y), (y,b") € p, sto bi znacilo
dayeB.

5) Uslucajudaz e B'iy¢ BUC'UC"UGU L iz (x,y) € p bi sledilo
dayeG.

6) Ako x € C"UC" iy € B, onda (c,x),(z,y),(y,b) € p, te stoga
(d,V) € p, zaneko ¢ € C'iV € B. S obzirom na to kako smo izabrali
be Bice C,sledi (g(x),g(y)) = (¢, b) € p.

7) Iz (z,y) € pzaz,y € C'"UC” sledi (g(z),9(y)) = (¢,c) € p, zbog
refleksivnosti relacije p.
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8) Zax € C'UC" iy € G, kao uslucaju 3 (z,y) € p povladi (g(x), g(y)) =
(¢, 1) € p.

9) Akoz € C"UC",y € Li (x,y) € p, razmatramo sledece slucajeve:

(c,x), (z,y), (y,0) € p, zaneke V/ € B' i € C, $to znaci da je

(d y),(y,b')ep,zabl e Bid e C,tj. ye (.

(b) (¢, x),(x,y),(y, ") € p, zaneke ¢ € C'ic" € C"UC”. Tada je
(,y), (y, ") €p,zad e Cicd € C"UC”, odakle je y € C"UC".

10) Nekaz € C'UC" iy ¢ B'UC'UC"UGUL. Tada iz (z,y) € p dobijamo
y € G.

11) Za x € G iy € B’ pretpostavimo da (x,y) € p. Tada imamo:

(a) Postoje O,V € B tako da (V, ), (x,y), (y,b") € p, paje x € B'.

(b) Postoje ¢ € C"UC” iV’ € B tako da (¢, x), (z,y), (y,b") € p,
odnosno (", ), (d,x), (z,b") € p, za neke ' € C,d € C"UC" i
b’ € B. Otuda je x € C”.

12) x e GAye C'"UC" © (x e GAye C')V (z € GAy € ("), pa
razlikujemo cetiri slucaja

(a) (V,x),(z,y),(y,c") € p,zaneked € Bic" € C, odnosno (V/, ") €
p,zall € Bicd" € C, ali to nije moguée na osnovu izbora skupova
BidC.

(b) Postoje ¢ € C'UC" i € C tako da (c, z), (x,y), (y,") € p, pa
postoji i ¢ € C takav da je ", ) € p, tj. (", x), (z,c") € p, za
neke ', " € C, te je x € C".

(c) Vazi (V,x),(x,y),(y,b") € p, za neke ', V" € B, paje x € B'.

(d) Postoje ¢ € C"UC” i V" € B tako da (¢, ), (z,y), (y,b") € p.
Tada je x € C".

13) Ako z,y € G'i (x,y) € p, onda (g(x),9(y)) = (1,1) € p.

14) Neka x € G iy € L. Tada na osnovu definicije skupova G i L imamo
slede¢e mogucnosti:

(a) Postoje v',0" € B, tako da (0, z), (x,y), (y,b") € p, odakle sledi
da je x € B'.



64GLAVA 4. MAKSIMALNI KLONOVII MAKSIMALNI HIPERKLONOVI

(b) Zaneke b/ € Bicd € C"UC” vazi (V,z),(z,y), (y,c") € p, Sto
znaci da je (b, ") € p,zat/ € B"i” € C"UC” a to nije moguce
zbog leme 4.3.1.

(c) (d,x),(x,y), (y,b") € p, za neke ¢ € C"UC" 1 V" € B, povlaci
z e

(d) Postoje ¢, € C"UC” tako da (¢, x), (z,y), (y,c") € p. Iz ovog
uslova dobijamo x € C"U C”.

15) Zax e Giy¢ BUC'"UC"UGU L iz (z,y) € p bisledilo da y € G.

16) Akox € Liy € B’, onda (z,y) € p povlaci (g(x),g(y)) = (0,b) € p,
jer je 0 najmanji element.

17) Sliéno kao u prethodnom slucaju za z € L iy € C' U C” imamo
(z,y) € p= (9(2), 9(y)) = (0,¢) € p.

18) Ako z € L,y € G i (z,y) € p, onda je (g(v),9(y)) = (0,1), sto je
ocigledno u p.

19) U slucaju da (z,y) € p za x,y € L, imamo (g(z), g(y)) = (0,0) € p.

20) Nekaz € Liy ¢ BUC'UC"UGU L. Tada kao u slucajevima 15 i
16 iz (z,y) € p dobijamo (g(z),g(y)) = (0,y) € p.

21) Zax ¢ BUC'"UC"UGULiye B pretpostavka (z,y) € p implicira
x € L.

22) Kao u prethodnom slucaju iz (z,y) € pzaxz ¢ BUC'UC"UGU L i
y € C'"UC”, dobijamo x € L.

23) Akox ¢ BUC'"UC"UGUL iy € G, onda kao u slucajevima 3 i 8
imamo da iz (z,y) € p sledi (g(z),9(y)) = (z,1) € p.

24) Zax ¢ BUC'UC"UGULiye L, (x,y) € ppovlaci x € L.

25) Ako (z,y) € pzaxz,y ¢ B UC'"UC" UG U L, onda trivijalno vazi
(9(x),9(y)) = (z,y) € p.
Radi preglednosti, ponovo navodimo tabelu sa pocetka dokaza, gde su sa v'

oznaceni slucajevi u kojima (z,y) € p implicira (g(z),g(y)) € p, a sa x svi
oni sluc¢ajevi u kojima pretpostavka da (z,y) € p dovodi do kontradikcije.
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| 2\y | B [C’uC”| G | L |inace]
B’ v X v X X
c'uc” v v v X X
G X X v X X
L v v v v v
inace X X v X v

Sada mozemo pokazati da hPolp zadovoljava uslove teoreme 4.2.1 ako je
p ograniceno parcijalno uredenje.

Tvrdenje 4.3.2 Neka je p C A? netrivijalno ograniceno parcijalno uredenge
na A. Tada je hPolp maksimalan hiperklon na A.

Dokaz. Nekaje f € H\hPolp hiperoperacija arnosti n. Tada postoji matrica

. a; az ... Qp *
M_[bl by ... bn}ef’

takva da je f(M) = (B,C), pri cemu za sve b € Bic € C vazi (b,c) & p.

Definigimo operacije f; € 01(41), za svako ¢ € {1,...,n}, na sledeéi na¢in
a;, v=0
filz) = { b;, inace.

Sada ¢emo dokazati da fi,..., f, € Polp. Za (x,y) € p imamo

(a;,a;), zaxz=y=20
(fz(x)7fz<y)) - (aivbi)> za iL’:Oiy#O )
(bi,b;), za x# 0,y #0.

paje (fi(z), fily)) € pzasvei € {1,...,n}.

Neka je g operacija definisana sa (4.3). Posto na osnovu leme 4.3.2 znamo
da je g € Polp, mozemo definisati operaciju f’ € (Polp U {f}), sa

[ =glflfis- - fall-
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Tada za proizvoljno x € A vazi

fl@) = glflfi...- full(@)
= g (flfi- - fl (@)
= g#(f#(fl(x)>afn($)))

Iz ove definicije sledi

f10) = g*(f*(f1(0),..., f2(0)))
g (f*({ar},... {an}))
g#(f(ala Cy )
g*(B) = {b}
fll@) = g7 (f*(fil@),..., fu(2)))
= g (f*({bri},-- - {ba}))
= g#(f(bla bn))

g*(C)={c}, x#0.
Kako je 0 najmanji element, imamo (0, z) € p za svako x € A. Ako je z # 0

dobijamo (f'(0), f'(x)) = (b,c) € p. Dakle, f" € O4 \ Polp.

Dakle, pokazali smo da kada je p ograniceno parcijalno uredenje, onda za
svako f € Hy \ hPolp postoji f' € O4 \ Polp tako da je f' € (PolpU{f})n,
pa na osnovu teoreme 4.2.1 sledi da je hPolp maksimalan hiperklon. [J

Primer 4.3.1 Neka je A = {0,1,2,3,4} i neka je ograniceno parcijalno
uredenje p € R4 dato sa

(0123400001123
P=\ 01234123 42444)

Ako uzmemo M = [ (1) i } eptife Hf) takvo da f(M) = ({1,2},{3}) ¢

Pw, moZemo definisati operacije fi, fo, g € OS)

01 2 3
fi]0 1
fa]2 4
g |0 1

PRY BN QS| BN
NN TN P B

1
4
3
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Jasno, fi, f2,9 € Polp i za operaciju ' = g[f[f1. fo]] vazi

F(0) = glflfr, f]](0) = g7 (f*(£1(0), f2(0)))
= g"(/*({0}.{2})) = g"({1.2})
= g(1)Ug2) = {1},

P = glflf, L) = g" (F7 (A1), (1))
= g (ff({1}.{4}) = o ({3}) = {3}.

Dakle, (0,1) € p, ali (f'(0), f'(1)) = (1,3) & p, te je f' € O\ Polp.

4.4 Hiperklonovi odredeni relacijama
ekvivalencije

U ovom poglavlju ¢emo, kao i u prethodnom, pokazati da je hPolp maksi-
malan hiperklon ako je p netrivijalna relacija ekvivalencije, tako Sto ¢emo
utvrditi da hPolp zadovoljava uslove teoreme 4.2.1. Ovoga puta konstrukcija
operacija iz Polp potrebnih za definisanje operacije ' ¢ Polp je znatno
jednostavnija, pa odmah mozemo prec¢i na dokaz sledec¢eg tvrdenja.

Napomena. Kako bi ovaj rad bio sto kompletniji, dokaz sledeé¢eg tvrdenja,
kao i dokazi dva sli¢cna tvrdenja u narednim poglavljima, su preuzeti iz [11],
pri cemu su ovde neki koraci u dokazima detaljnije objasnjeni.

Tvrdenje 4.4.1 Neka je p C A? netrivijalna relacija ekvivalencije na A.
Tada je hPolp maksimalan hiperklon na A.

Dokaz. Pretpostavimo da f € Ha \ hPolp. To znaci da postoji matrica

ay ag ... Qp

M = by by ... b,

ep’

tako da vazi f(M) = (A, B) € py, tj. imamo (A" x B")Np = 0.

Pretpostavimo da postoji x € A’ N B’. Tada zbog refleksivnosti relacije
p sledi (z,2) € (A" x B’) N p, $to nije moguée. Otuda, A’ N B’ = 0, pa



68GLAVA 4. MAKSIMALNI KLONOVII MAKSIMALNI HIPERKLONOVI

sigurno postoji ¢ € {1,...,n} tako da a; # b;. Ozna¢imo a = a; i b = b;. Za
j =1,...,n definiSemo operacije f; € Og)
aj, r=a
file)=q bj, x=0
aj, 1nace.

Pokazimo da je f; € Polp, za j =1,...,n. Neka (z,y) € p. Tada je moguce:
1) z,y € A\ {b} = (fj(x), fi(y)) = (aj,a;) € p, jer je p refleksivna,;
2) x=y=0b= (f;(2), f;(y)) = (b;,b;) € p, jer je p refleksivna;
3) v € A\{b}, y =b= (f;(2), f5(y)) = (a;,b;) € p;
4) z=b,y € A\{b} = (fi(2), f;(y)) = (bj,a;) € p, Jer je p simetricna.

Oznacimo sa C; klasu ekvivalencije relacije p koja sadrzi element g. Za
proizvoljno izabrane o’ € A’ 1V € B’ definiSemo operaciju g € 01(41) na sledeci
nacin

a, veC, zanckoqge A’
gx)=< b, ze€C, zanckoq € B’

a’, inace.

Zbog (A',B’) ¢ p, operacija g je dobro definisana jer ne postoje z € A’
iy € B koji su u istoj klasi. Specijalno, (a’,b") ¢ p. Pretpostavimo da
g & Polp, tj. postoji (x,y) € ptako da (g(z), g(y)) & p. Kako je p refleksivna,
imamo (g(z),g(y)) € {(«',V),(V/,a')}, a to bi znacilo da x 1 y nisu u istoj
klasi ekvivalencije, ¢ime dolazimo do kontradikcije jer (x,y) € p. Dakle,
g € Polp.

Sada f' € (Polp U {f}), mozemo definisati sa

fr=glflfrs - fal]-
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Tada je f' € OS) i vazi

fa) = glflfr,- - fnll(a)

g* (f*(fi(a), ..., fula)))
= g"(f"({ar},... . {an}))
g"(A) = {d'},

F'®) = glflf,- - fall(0)

= g7 (f7(hi0),.... fa(0)))
= g"(f*({bi}, .- {ba}))
= ¢"(B)={V}.

Kako (a,b) € p, a (a/,V) & p, sledi da f" ¢ Polp.

Posto smo za proizvoljnu hiperoperaciju f ¢ hPolp odredili operaciju
f' ¢ Polp, koja je kompozicija f i nekih operacija iz Polp, na osnovu teo-
reme 4.2.1 zakljucujemo da je hPolp maksimalan hiperklon. []

Primer 4.4.1 Neka je p relacija ekvivalencije na A ={0,1,2} ¢ije su klase

{0,1} i {2}, #.
(01201
P=\o1210)

: : 1 2
Uzmimo da je M = [O 9

F(M) = ({2},{0,1}), $to nije u pu, pa f & hPolp. Neka su fi, fz,g € OF
date sa

] € p* 1 f binarna hiperoperacija takva da

(001 2
A0 11
L2 2 2
g |1 1 2

Tada za operaciju f* = g[f[f1, fo] ] vazi (1,0) € p i (f'(1), f'(0)) = (2,1) & p,
odnosno f" ¢ Polp.
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4.5 Hiperklonovi odredeni centralnim
relacijama

Koristec¢i se istom osnovnom idejom kao i u prethodnim slucajevima,
dokazacemo da je hPolp maksimalan hiperklon ukoliko je p centralna relacija.

Tvrdenje 4.5.1 Neka je p C A™, m > 1, centralna relacija na A. Tada je
hPolp maksimalan hiperklon na A.

Dokaz. Ako uzmemo f ¢ hPolp, onda postoji matrica

a1 a1 ... Qip
921 929 ... Qop

M = . o . € p*
Am1 Am2 ... Qmp

tako da vazi f(M) = (A1, Ay, ..., An) ¢ pw. Primetimo da su skupovi

Ay, ..., Ay po parovima disjunktni, jer bismo u sluc¢aju da postoji a € A;NA;,
za neke razlicite i,j € {1,...,m}, a zbog totalne refleksivnosti p, imali
(1'1,...,$7;_1,6L,...,ZL'j_l,a,,...,ZL'm) €p, T €< Ak,

odnosno (A; X --- x A;,) N p # 0, Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da
(A1, ..., An) € pu.

Izaberimo medusobno razli¢ite elemente ¢ € C(p) i ba, ..., b, € A. Posto
je p centralna relacija, sledi (¢, ba,...,b,) € p. Za i = 1,...,n definisimo
operacije f; € 01(41) na slede¢i nacin

a1, T =2°¢C
filz) =19 ap, 2=by, 2<k<m
¢, 1nace.

Pokazimo da vazi fi,..., f, € Polp. Neka je (z1,...,2,) € p. Tada imamo
slede¢e mogucénosti.

1) Ako postoji j € {1,...,m} tako da z; ¢ {c,ba,...,by}, onda je

fl(x]) = G L= 17 <., N, pa vazi (fl(xl)v s 7f7,($m)) € p, jer .je ¢ cen-
tralni element i p je totalno simetricna relacija.
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2) U slucaju da su zy,...,2, € {¢,bs,..., by}, ali postoje neki j # k
takvi da je z; = wy, tada je fi(z;) = fi(zx),i = 1,...,n, te je zbog
totalne refleksivnosti (f;(z1), ..., fi(xm)) € p.

3) Ostaje nam jos slucaj kada su svi z; uskupu {c, b, . .., b, }, i medusobno
su razliciti. Tada vazi {f;(z1), ..., fi(zm)} = {awi, - .., am:}, pa kako je
(@14, .-, ami) € p i p je totalno simetri¢na relacija, to je i m-torka
(filx1), - filwm)) w p.
Za proizvoljno izabrane d; € Ay,dy € A, ..., d,, € A,, definiSemo opera-
ciju g € 01(41)
dl, S Al
dQ, T € AQ
g(x) = .
dy,, T€A,
c, inace.
Dokazacemo da g € Polp. Pretpostavimo suprotno, da postoji (z1, ..., z,) €

p tako da (g(x1),...,9(zn)) ¢ p. Ako postoji x; ¢ A; U...U A, onda
je g(xz;) = ¢, pa posto je ¢ € C(p) i p je totalno simetricna, dobijamo
(9(x1),...,9(xn)) € p. Dakle, mora biti {xy,...,z,} € A3 U...U A,,.
Ako pak za neke i # j vazi x;,x; € Ay, imamo g¢(x;) = g(x;) = d, pa
zbog totalne refleksivnosti relacije p sledi (g(z1),...,9(x,)) € p. Na osnovu
prethodnih zakljucaka i cinjenice da je p totalno simetri¢na, mozemo pret-
postaviti da x; € A;, za i = 1,...,m. Ali tada zbog (A1,..., An) ¢ pw sledi

(T1,...,xm) & p.
Neka je f € (Polp U {f}), definisano sa

f=glflfr,-- - fal]-
Ocigledno je f' € OS) i vazi
file) = g"(f*(file),- - fal0)))
= g (fF({an},... . {an})) = g7 (A4) = {d:},
f(b2) = 9#(f#(f1(bz)a---afn(bz)))
= g7 (f"({an}, .. {a2.})) = ¢%(As) = {da},

g (FF(fi(om), -, fa(bm)))
g* (f*{ami}, - {amn})) = g7 (Am) = {dmn}.
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Znamoda (¢, by, ..., by) € p,akako (dy,...,dy) € Ayx.. . xAni1 (A, ..., An) ¢
Pw, sledi da (dy, ..., d,) ¢ p. Prema tome [’ ¢ Polp.

Prema tome, pokazali smo da hPolp u slucaju kada je p centralna relacija,
zadovoljava uslove teoreme 4.2.1, pa je hPolp maksimalan hiperklon. [J

Primer 4.5.1 Neka je p centralna relacija na A = {0,1,2} sa centrom

C(p) = {0}, t.
/(0120102
P=Vo121020)

Neka je M = {(1) g } epife Hf) takva da f(M) = ({1},{2}). Tada
f & hPolp. Ako zadamo operacije f1, fa,g9 € 01(41) sa
001 2
fill 0 0
f2l0 2 0
g0 2 1

i definisemo operaciju f' = g[f|f1, f2] ], onda imamo (0,1) € p, ali (f'(0), f'(1)) =
(2,1) & p, $to znaci da f' ¢ Polp.

4.6 Hiperklonovi odredeni regularnim
relacijama
U ovom poglavlju pokazujemo da je hPolp maksimalan hiperklon i u
slucaju kad je p regularna relacija.

Podsetimo se:
Relacija p C A™,m > 3, je m-regularna ako postoji neprazna familija
© = {0y, ...,6,} relacija ekvivalencije na A, koja zadovoljava sledeée uslove:

1) svako 0;,1 <i < h, ima ta¢no m klasa ekvivalencije,

2) ako je A; proizvoljna klasa ekvivalencije relacije 6;, za svakoi € {1, ..., h},
tada je A; # 0,
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3) (ai,...,an) € p ako i samo ako za svako 1 < i < h postoje 1 < k <
¢ < m tako da (ay, as) € 0;.

Pokazacemo da je svaka m-regularna relacija totalno refleksivna i totalno
simetri¢na. Naime, sve m-torke (aq, ..., a,,) takve da postoje 1 <i < j<m
za koje je x; = x; su u p, s obzirom da je (x;,z;), zbog refleksivnosti,
u svakoj relaciji iz ©. S druge strane, ako je (ai,...,a,) € p, onda i
(Ar(1)s -+ Ar@my) € p, gde je 7 proizvoljna permutacija elemenata skupa
{1,...,m}, jer za ¢ € {1,...,h} postoje k # ( tako da (ax,a,) € 6;, a
ar, g € {Gr1),- .., Qr(my } 1 0; je simetricna.

Tvrdenje 4.6.1 Neka je p C A™,m > 3, m-reqularna relacija na A. Tada
je hPolp maksimalan hiperklon na A.

Dokaz. Neka je f proizvoljna hiperoperacija koja nije u hPolp. Tada postoji
matrica

aiq ai12 ... QA1p
a21 a92 ... Qop

M= . . . €p’
Am1 Am2 ... (Omn

tako da vazi f(M) = (A1, Ag, ..., Ap) € pu-

Kao sto smo ve¢ imali u slucaju centralnih relacija, zbog totalne reflek-
sivnosti relacije p skupovi Ay, ..., A,, su po parovima disjunktni.

Izaberimo proizvoljne razlicite elemente dy, ..., d,, € A, takve da je
(dy, ....dw) € p. Za j = 1,...,n definiSemo operacije f; € OS) na slededi

nacin
' o aij, xr = dz
fj(ﬁ) - { 14, inace.
Pokazimo da fi,..., f, € Polp. Neka je (z1,...,z,) € p. Ako postoje
1 <k < ¢ < mtako da je xy = xy, onda je i f;(xx) = f;j(ze), pa zbog
totalne refleksivnosti p imamo (f;(x1),..., fj(zm)) € p. Akosusvizy, ..., Ty
medusobno razliciti, moguéi su sledeci slucajevi:

1) {z1,...,xn} ={d1,...,dn}, pa posto je p totalno simetricna, mozemo
pretpostaviti da je (x1,...,2,) = (di,...,dy), a tada za sve j =
1,...,n vazi

(fi(z1), s fi(zm)) = (fildr), ..., fi(dm)) = (a1, .-, amg) € p;
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2) Postoji tacno jedno k € {1,...,m} tako da x & {dy,...,d,}, Sto znadi
da je f;(zx) = a1;. U zavisnosti od toga da li dy pripada {z1,..., 2}
ili ne, moze se desiti da (f;(x1),..., f;(z,)) ima dve iste koordinate,
pa jeste u p zbog totalne refleksivnosti, ili je

Ui(xn), .o, filwm)} = {aw, . amg},

Sto zbog totalne simetri¢nosti implicira (f;(x1),. .., fj(zm)) € p;

3) Postoje k # ( takvi da zy, xp ¢ {dy,...,dy}. Tada je f;(zx) = fi(ze) =
aij, a otuda (f;(x1),..., fj(xm)) € p, zbog totalne refleksivnosti p.

Dakle, f; € Polp, zasve j =1,...,n.

Ako by € Ay, by € Ay, ... b, € Ay, onda vazi (by,...,b,) ¢ p. Tada,
posto je p m-regularna relacija postoji relacija ekvivalencije 8* takva da za
sve i # j vazi (b;,b;) ¢ 6*. Kako su by, ..., b, proizvoljno izabrani elementi
skupova Ay, ..., Ay, sledi da za sve i # j ne postoje x € A; iy € A; takvi
da je (z,y) € 0%, tj. njihove klase ekvivalencije su disjunktne. Ozna¢imo sa
Oy klasu ekvivalencije relacije 6* koja sadrzi ¢ i definisimo operaciju g € OS)

(b1, v€ (), zanckoq € Ay
by, x € Cy, zanekoq € Ay

bm, =€ Cy, zanekoq € Ay,

{0y, inace.

Operacija g je dobro definisana jer su sve klase ekvivalencije koje se pojavljuju
u definiciji, kao $to smo ve¢ rekli, medusobno disjunktne. Pretpostavimo da
g ¢ Polp, odnosno postoji (x1,...,2,) € p tako da (g(x1),...,g9(zm)) & p.
Ako bismo za neke z; i z; imali g(z;) = g(x;), onda bismo, zbog totalne
refleksivnosti, dobili (g(x1),...,9(zn)) € p. Dakle, g(z1),...,9(xm) su ra-
zliciti elementi, pa mora biti {g(z1),...,9(xm)} = {b1,...,bn}. To znaci da
su xq, ..., T, iz razlicitih klasa od 6*, Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom
da (z1,...,2y,) € p. Zakljucujemo da je g € Polp.

Definisimo f’ € (Polp U {f})n sa
[ =glflfrs - fal]-
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Jasno, f' € 01(41) i zbog A; C L,J4 Cy vazi
qEA;

#(f#(fl(dl)a cee 7fn<d1)))
#(f*{ant, ... {aw})) = g¥ (A1) = {b},
fds) = g"(f7(fi(da), ..., fu(d2)))

= g (f"({an}, ... {asn})) = g7 (A) = {b:},

fild) = g
g

g#(f#(fl(dm)v ceey fn(dm)))
= g"(f*({am}, - {am})) = g% (An) = {bu}-
S obzirom da (di, ...,dn) € p, a (by,...,bn) & p, sledi f' ¢ Polp.
Pokazali smo da za svako f € Hy \ hPolp postoji f' € O4 \ Polp takvo

da f" € (PolpU{f})n, pa prema teoremi 4.2.1 dobijamo da je hPolp maski-
malan hiperklon. [J

Primer 4.6.1 Neka je p reqularna relacija na A = {0, 1,2, 3}, koja odgovara
relaciji ekvivalencije sa klasama {0,1},{2} i {3}, #.

002233112233
p=A*\1230302231312].
323020323121

0 1
Ako je M = [ 2 1 ] € p* i f binarna hiperoperacija takva da
1 3
f(M) = ({3},{0,1},{2}), onda f ¢ hPolp. Neka su fi, fa,g € OS) date sa
001 2 3
fila2 1.0 0
fl1 3 1 1
g1 1 2 3

Definisimo operaciju f* = g[f[f1, o] ]. Tada (3,0,1) € p, a (f'(3), f'(0), /(1)) =
(3,1,2) & p, pa f" ¢ Polp.
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Glava 5
Zakljucak

U ovom radu smo ispitivali neke sli¢nosti i razlike izmedu klonova i hiper-
klonova, pri ¢emu smo posebnu paznju posvetili nekim od moguéih Galoisovih
veza izmedu relacija i hiperoperacija. Osim toga smo dokazali da skupovi
hiperoperacija koje h-cuvaju relacije iz Rosenbegovih klasa (R1) i (R4)-(R6)
predstavljaju maksimalne hiperklonove. Ostaje da se proveri da li isto vazi
i za relacije iz klasa (R2) i (R3). Medutim, ¢ak i ako bi se ispostavilo da je
to tacno, vrlo je verovatno da time ne bismo okarakterisali sve maksimalne
hiperklonove, s obzirom da sigurno postoji jos nacina da se definise Galoisova
veza izmedu relacija i hiperoperacija osim onih koji su ove navedeni, pa
bi za takvu vezu neki od zatvorenih skupova takode mogli biti maksimalni
hiperklonovi.

7
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