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Predgovor

Pri izu¢avanju multialgebri, veé¢ kod definisanja vrednosti terma ¢iji je rang vedi
od jedan, javlja se potreba za tzv. stepenim strukturama tj. da se date operacije
podignu na nivo partitivnog skupa. Takode, pri izuc¢avanju stepenih struktura
algebri, prirodno je proSiriti pricu na stepene strukture multialgebri zbog nekih
”lepih” osobina koje one poseduju. Ovaj rad ¢e se baviti ovim i njima bliskim
pojmovima, koji su po svemu sudeéi u neraskidivoj vezi.

Prvo poglavlje rada je podeljeno u Cetiri sekcije i sadrzi osnovne definicije
pojmova kojima ¢emo se u nastavku baviti, a to su multialgebre i multioperacije
definisane na njima, termi i njihove vrednosti na multialgebrama, stepene stru-
kture i drugo. Dacemo primere nekih specijalnih klasa multialgebri koje su
analogne onima kod univerzalnih algebri, a to su hipergrupoidi, semihipergrupe,
hipergrupe, hiperprsteni, kao i genericke multialgebre.

Druga, treca i cetvrta glava su rezervisane za neke pojmove usko vezane
za multialgebre, a to su homomorfizmi, podmultialgebre i slobodne multialge-
bre. Bavi¢emo se osnovnim osobinama po uzoru na [12] i [13], i uporediti ih sa
analognim pojmovima koji se javljaju kod univerzalnih algebri.

U petoj glavi ¢emo se podsetiti najvaznijih pojmova vezanih za Booleove
algebre sa operatorima i pozabaviti se jo§ jednim znacajnim tvrdenjem koje
govori da je stepena struktura svake multialgebre dobra Booleova algebra sa
operatorima, ali i obrnuto, svaka dobra Booleova algebra sa operatorima je ste-
pena struktura neke multialgebre, $to je rezultat Jonssona i Tarskog. Literatura
na koju se oslanja ova glava je [3], [23], [24].

Veé iz definicije faktor-multialgebre univerzalne algebre bice jasno da je u
pitanju multialgebra, ali nije tako trivijalno da vazi i obrnuto, tj. da je svaka
multialgebra u stvari faktor-multialgebra neke univerzalne algebre. Za ovaj
rezultat iz 1962. godine zasluzan je G. Grétzer (videti [21]) i ovo tvrdenje
predstavlja glavnu temu Seste glave.

Sedma glava se bavi faktor-multialgebrama i u njoj éemo dati opis tzv. fun-
damentalne relacije, tj. najmanje relacije ekvivalencije na multialgebri za koju je
faktor-multialgebra univerzalna algebra, kao i neke primere i rezultate iz radova
[26], [27], [29] i [33].

Poslednja, osma glava je podeljena u tri sekcije, sadrzi najvaznije rezultate
radova [32] i [36], kao i opis najmanje relacije ekvivalencije multialgebre za
koju je faktor-multialgebra univerzalna algebra koja zadovoljava dati identitet,
odnosno, skup identiteta.

Na kraju, zelela bih da se zahvalim dr Ivici Bosnjaku i dr Petru Papi¢u na
savetima i korisnim sugestijama.

Zatim, zahvalila bih se na pruzenoj podrsci svojim roditeljima, Biljani i
Vladisavu, prijateljima i svima koji su na bilo koji nac¢in doprineli izradi ovog



master rada.

Nesumnjivo, najvec¢u zahvalnost dugujem svom mentoru dr Roz4liji Madarasz
Szilagyi, kako na odabiru ovako zanimljive teme, tako i na azurnosti i svesrdnoj
pomodi.

Novi Sad, septembar 2012. Marijana Lazié



Glava 1

Osnovni pojmovi

1.1 Uvod

Neformalno rec¢eno, multialgebra je skup A sa kolekcijom multioperacija F pri
¢emu pod pojmom ”multioperacija” podrazumevamo preslikavanje koje svakoj
n-torci elemenata iz A pridruzuje neki podskup od A. Nekada ¢emo dozvoliti
da to bude i prazan skup, a nekada ne. Pojam multialgebre je opstiji od pojma
algebre, odnosno, univerzalne algebre i parcijalne algebre su specijalni slucajevi
multialgebri (videti [22]).

Primere multioperacija sre¢emo npr. kod mreza sa komplementiranjem jer
je operacija koja elementu z dodeljuje skup svih njegovih komplemenata, u
stvari, multioperacija. Kao primer binarne multioperacije na modularnoj mrezi
sa komplementiranjem L mozemo navesti preslikavanje koje elementima a,b € L
opredeljuje neprazan skup a—b={z € L | anbNz =0A(aNb)Uz = a}. Ova
multioperacija se ¢esto koristi u geometriji. Zatim, u teoriji grupa, mnozenje
koseta aH -bH gde H nije normalna podgrupa. Sem toga, multialgebre srecemo
u kompjuterskim naukama kao i u teoriji automata. Naime, nedeterministicki
automat je nista drugo do multialgebra, pa multialgebre mogu biti matematicki
modeli nedeterministickih procesa. Iako se pojam multialgebre pojavio pre vise
od 70 godina u radovima Dreshera i Orea (videti [16]), u zadnjih 30 godina se ova
tema znatno intenzivnije izucava i povezuje sa drugim oblastima matematike i
informatike (videti [10] i [39]), a najprirodnija veza je naravno sa univerzalnim
algebrama. Tako na primer, mozemo posmatrati u kom obliku se pojmovi poput
homomorfizama, podstruktura i slobodnih struktura javljaju kod multialgebri.
Naime, medu prve radove na ovu temu spada Pickettov rad [34]. Zatim, u [12]
nalazimo tri vrste homomorfizama koje prirodno indukuju tri vrste slobodnih
objekata. Tu nalazimo neke rezultate vezane za konkretne klase multialgebri,
koji ¢e biti dokazani u ovom radu. Opis jedne vrste slobodnih objekata nad
klasom regularnih multialgebri je dat u [13], kao i dokaz egzistencije odredene
vrste slobodnih objekata u klasi a—ograni¢enih regularnih objekata, gde je «
nenula kardinal. Postoji veliki broj radova vezanih za specijalne klase multialge-
bri i njihove osobine (videti npr. [7], [9], [16], [25] koji se bave multistrukturama
analognim grupoidu, semigrupi, grupi i prstenu, kao i [35] koji se bavi generickim
multialgebrama i moguénoséu njihove aksiomatizacije).

Jedan od najznacajnijih radova na kojima se zasniva ovaj rad je svakako
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Grétzerov [21] koji nam daje eksplicitan opis multialgebri, a u vezi sa faktor
strukturama. Iz ovog rada jasno sledi da su multialgebre prirodno prosirenje
univerzalnih algebri. Iz pitanja koja se namecu iz Grétzerove teoreme proizisla
je potreba za proucavanjem identiteta na multialgebrama. Kako identiteti odre-
duju neke multistrukture i kako se ponaSaju pri nekim konstrukcijama multi-
algebri mozemo videti u brojnim primerima i napomenama iz [33], ¢iju teorijsku
pozadinu nalazimo u [26], [28], [29], [30], [31], [32]. U ovim radovima se C. Pelea
i saradnici bave raznim pojmovima i fenomenima vezanim za multialgebre i
idenitete, pa kao jedan znacajan pojam izdvajamo najmanju relaciju ekviva-
lencije za koju je faktor multialgebra univerzalna algebra koja zadovoljava dati
identitet (detaljan opis ove relacije je dat u [32]). Medu prvim radovima na ovu
temu je [17] gde je prikazana najmanja relacija ekvivalencije na (semi)hipergrupi
za koju je faktor-(semi)hipergrupa komutativna (semi)grupa. Kao znacajan
rezultat dobijamo da je klasa svih relacija ekvivalencije za koje je faktor-multi-
algebra univerzalna algebra, algebarski sistem zatvaranja. Kao uopStenje ove
relacije, u [36] dobijamo opis najmanje relacije ekvivalencije multialgebre za koju
je faktor-multialgebra univerzalna algebra koja zadovoljava skup identiteta.

Tema koja se u poslednje vreme intenzivno izucava su tzv. hiperklonovi,
skupovi multioperacija sa specijalnim osobinama. Kako se u ovom radu neéemo
baviti njima, upuéujemo na nedavno odbranjen master rad [11]. Da su multi-
algebre savremena tema koja se izucava sa razli¢itih aspekata, svedoce i radovi
[1] i [2], objavljeni u poslednje dve godine, u kojima se definise nova fazi multi-
operacija i daje veza izmedu fazi multialgebri i fazi algebri.

Sto se tice stepenih struktura, postoje tri osnovna nacina njihovog formi-
ranja. Prirodno progirenje multioperacije f na skupu A, na operaciju f™ na
njegovom partitivnom skupu P(A) sreéemo kod mnoZenja koseta u teoriji grupa.
Ovo bi bio prvi nac¢in formiranja stepenih struktura i interesantne rezultate do-
bijene ovom konstrukcijom mozemo naéi u radovima [15], [18], [37].

Drugi nac¢in konstruisanja stepenih struktura bi bio stepenovanje relacijskih
struktura predstavljeno u radu [23] Jénssona i Tarskog gde nalazimo korisne
rezultate sa stanovista univerzalne algebre, na primer teorema reprezentacije za
Booleove algebre sa operatorima, ¢iji ¢éemo kompletan dokaz dati u ovom radu.
Za vise o ovom tipu konstrukcije, pogledati i [19].

Ako prihvatimo Whitneyjevu definiciju n—arne stepene relacije, kao u [40] i
[20], dobiéemo stepenu relacijsku strukturu siroko primenjenu u kompjuterskim
naukama.

1.2 Multialgebre - osnovne definicije

Definicija 1.1 Neka je A neprazan skup i F neprazna disjunktna unija skupova
Fn,n €N (koji ne moraju svi biti neprazni) tzv. tip (multioperacija). Elemente
od F ¢emo zvati funkcijski simboli (operacijski simboli) i reéi éemo da su
arnosti n ili n—arni ako pripadaju F,,. Svako preslikavanje iz A™ w fami-
liju svih podskupova od A, u oznaci P(A), zvaéemo multioperacija arnosti n
(n—arna) na A.

Nekada ¢emo kao rezultat multioperacije dozvoljavati samo neprazne skupo-
ve 1 tada éemo koristiti oznaku P*(A4) = P(A) \ {0}.
Kako bismo se intuitivno priblizili multialgebrama, pre definicije dacemo



njihov neformalan opis. Naime, multialgebra je neprazan skup na kome su
definisane neke multioperacije.

Definicija 1.2 KaZemo da je A multialgebra tipa F sa nosacem A # 0 ako
je A preslikavange iz F u familiju multioperacija na A. Ako f € F, onda je
A(f) n—arna multioperacija za koju kaZemo da je interpretacija funkcijskog
simbola f u A i obelezavamo sa f.

U literaturi se, sem " multialgebre”, sre¢u i inazivi: polialgebre, hiperalgebre,
a za zadat tip JF, poli—F —algebre. Skup svih multialgebri tipa F sa nosatem
A ¢éemo oznacavati sa F(A).

Ako ne pravimo razliku izmedu elemena z i singltona {z}, svaka univerzalna
algebra je multialgebra. Takode, ako prihvatimo da i prazan skup moze biti
rezultat multioperacije, onda su i parcijalne algebre specijalne multialgebre ob-
lika A € F(A) kod kojih je za svako f € F,,z € A", |fA(x)] < 1.

Svaku multialgebru mozemo posmatrati kao relacijsku strukturu i obrnuto,
jer mozemo uspostaviti bijekciju izmedu multioperacija na A i n + 1—arnih
relacija na A. Naime, relaciji R C A™t! odgovara n—arna multioperacija f#
data sa

Yy e fR(.Z‘o, R ,xn_l) = (1‘0, ey Tp—1, y) € R.

Primetimo da je nularna multioperacija podskup od A.

Definicija 1.3 Multialgebra A € F(A) je regularna ako za sve n € N, f €
Fn,x € A" vazi da je

A (@) # 0.
Klasu svih regularnih multialgebri tipa F éemo oznacavati sa Reg (F), a klasu

onih koje su pri tom a—ogranicene za neki kardinalni broj o, tj. za sve n €
N, f € Fp,z € A" je |fA(z)| < a, sa Reg[F,al.

Uvedimo jos neke oznake za klase multialgebri. Klasu svih multialgebri tipa
F, tj. poli—F—algebri ¢emo oznacavati sa Mult(F), klasu univerzalnih algebri
sa Ual(F), a parcijalnih sa Parc(F).

Definicija 1.4 Za multialgebru A € F(A) éemo reéi da je jediniéna multi-
algebra na A i oznacavati je sa e(A) ako je za sven €N, f € F,,x € A™,

fAz) = A.

Skup svih jedinicnih multialgebri tipa F éemo oznacavati sa E(F).
Za multialgebru A € F(A) éemo reéi da je singularna multialgebra na
A i oznacavati je sa o(A) ako je za sven €N, f € F,,x € A",

fAx) = 0.

Skup svih singularnih multialgebri tipa F éemo oznacavati sa O(F).
Za multialgebru A € F(A) kaZemo da je konstanta ako postoji skup M C A
takav da je za sven € N, f € F,,,x € A",

fAx) = M.

Ako takvu multialgebru oznacéimo sa (A, M), jasno je da je o(A) = (A,0) i
e(A) = (A, A). Klasu svih konstanti (konstantnih multialgebri) éemo oznacavati

sa Con(F).
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Ako je K klasa multialgebri tipa F i o kardinalni broj, tada é¢emo sa KT
oznacavati klasu KN Reg(F), sa K(a) klasu {A € F(A)NK | |A] < a} isa K[q]
klasu {A € F(A)NK | |A] < a}.

Kada je ocigledno o kom tipu multioperacija se radi, iz pomenutih oznaka
¢emo izostavljati simbol F.

Ako na F(A) definiSemo prirodno uredenje < na sledeéi na¢in: za A, B €
F(A) vazi

A<B < fAx)C fB(x)zasveneN, fe Fnzec A",

dobijamo da je (F(A), <) kompletna Booleova mreza €iji je najmanji element
o(A), a najvedi e(A).

Definicija 1.5 Neka je F neki tip multioperacija i X skup simbola (promen-
ljivih), disjunktan sa F. Termi tipa F nad X su definisani na sledeéi nacin:

1. Promenljive (elementi od X ) i nularni funkcijski simboli (elementi od Fy)
su termi tipa F nad X;

2. Ako su tg,...,tn,_1 termi tipa F nad X i f € F,,n € N, onda je to i
f(t07 cee 7tn—1);

3. Svi termi nastaju konacnim brojem primena pravila 1. i 2.

Skup svih termova tipa F nad X éemo oznacavati sa Tr(X), a ako je jasno
o kom tipu je reé, pisacemo samo T(X). KaZemo da je term n—aran ako su
mu sve promenljive u skupu {xq,...,Tn_1} @ tada pisSemo t = t(xg,...,Tn_1).
SI?u)p svth n—arnih termova tipa F nad X éemo oznacavati sa TJ(I-") (X), odnosno
T\ (X).

Za X ¢emo najceSée uzimati neki prebrojiv skup ¢ije éemo elemente oznaca-
vati sa xg,r1,%2... ili x,y,2... pa netemo posebno napominjati nad kojim
skupom su termi definisani.

Definicija 1.6 Rang (ili kompleksnost) terma t € Tx(X) je preslikavangje
rang : T(X) = N definisano na sledeéi nacin:

1. ako t € X U Fy, onda je rang(t) = 0;

2. ako jet = f(to,...,tn—1) gdejen € N, f € Fu to,...,tn_1 € Tr(X) onda

je
rang(t) = max{rang(t;) | i € {0,...,n —1}} + 1.

Termi su sintakticki objekti pa uvodimo njihovu interpretaciju u nekoj multi-
algebri. Medutim, ve¢ kod vrednosti terma ranga dva do¢i ¢emo do ”problema”,
te moramo svaku m—arnu multioperaciju f na A progiriti na partitivni skup
P(A). Naime, definisimo operaciju f* : P(A)™ — P(A) na slede¢i nacin: za
Xoyoooy Xp1 € P(A) je

FH(Xo, o Xn1) = J{f @0,y n1) | (Vi €0, n = 1})z; € X3}

Ovo prosirenje éemo Cesto oznacavati isto sa f.



Definicija 1.7 Neka je t = t(zg,...,2n—1) n—aran term (n € N) tipa F nad
skupom X i A € F(A) multialgebra. Termovsko preslikavanje indukovano
sa t u A je preslikavanje t* : A — P(A) definisano na sledeci nacin:

1. Ako jet =x; € X za nekoi € {0,...,n— 1}, onda je t*(ag,...,an_1) =

{a;} za sve ag,...,an—1 € A;
2. Ako jet =c € Fy, onda je t*(ag,...,an_1) = {cA} za sve ag,...,an_1 €
A;
3. Ako jet = f(to,- .. tm_1) gde jem € N, f € Furto, .. tm_1 € TE(X)
onda je za sve ag,...,ap_1 € A
t4ag, ... an_1) = (fF g a0, ... an_1), .. tA_(ag,...,an_1)).

Definicija 1.8 Multioperacija g : A™ — P(A) je termovska (izvedena) mul-
tioperacija multialgebre A ako postoji term t € TJ(T") (X) takav da je g = tA.
Skup svih termovskih funkcija algebre A éemo oznacavati sa Clo(A), a skup svih
n—arnih termouvskih funkcija algebre A sa Clo,(A).

Definicija 1.9 Za preslikavanje p : A — P(A) kaZemo da je polinomna
funkcija multialgebre A ako je p termovska funkcija one multialgebre koja
se dobija od multialgebre A dodavanjem svakog elementa a € A kao nove nu-
larne multioperacije, konstante. Skup svih polinomnih funkcija multialgebre A
(arnosti n) éemo oznacavati sa Pol?(A) (Pol2(A)).

Identiteti na multialgebrama mogu biti zadovoljeni na dva na¢ina. Neka su
t1,ty € T (X). Kazemo da je na A zadovoljen (jak) identitet ¢; = ¢, ako za
sve ag,...,0np_1 € A vazi

t{‘(ao, . ,an_l) = t“;l(a,o, e ,an_l).

Kazemo da je na A zadovoljen slab identitet ¢y Nty # () ako za sve ag, . .., an_1
iz A vazi

t(ao, ..., an_1) Nt3'(ag, ..., an_1) # 0.
Cesto ¢emo za term i njegovu interpretaciju koristiti istu oznaku, zbog jedno-
stavnosti.

1.3 Primeri multialgebri

Kako smo pri proucavanju univerzalnih algebri veliku paznju posvetili struktu-
rama kao $to su semigrupe, grupe i prsteni, prirodno je ocekivati da ¢e se medu
multialgebrama naéi analogni pojmovi, i to dve vrste u zavisnosti od toga da li
su trazeni identiteti koji ih definisu zadovoljeni u slabom ili jakom smislu.

Primer 1. Hipergrupoid je multialgebra (A,-) pri ¢emu je - binarna
multioperacija na A (videti [7], I1.7, p. 41). Asocijativan hipergrupoid zovemo
semihipergrupa. Hipergrupoid na kome je zadovoljena slaba asocijativnost
zovemo H,—semigrupa.

Primer 2. Semihipergrupu (A4, -) na kojoj vazi uslov da za sve a € A

a-A=A-a=A



zovemo hipergrupa, dok je H,—grupa H,—semigrupa na kojoj vazi pomenuti
uslov.

Primer 3. Hiperprsten je multistruktura (R, +, ) takva da je
1. (R,+) je hipergrupa;

2. (R,-) je semihipergrupa;

3. zasve x,y,z € R je

z-(y+z) = vytu-z

<
+
N
~
8
I

Yy-r+z2-T.

Primer 4. H,—prsten je hiperstruktura (R, +, ) za koju je
1. (R,+) je H,—grupa;

2. (R,-) je H,—semigrupa;

3. zasve x,y,2 € R je

z-(y+z2)Nz-y+x-2 # 0,
(y+2z2)-znNy-z+z-z # 0.

Primer 5. Ako je A = (A, F) univerzalna algebra i X C A, onda sa (X) 4
oznac¢avamo nosa¢ podalgebre od A generisane sa X.

Ako je A = (A, F) univerzalna algebra, onda multialgebru G(A) = (4, X)
gdeje X ={p1,...,pn,-.. ar(p,) =n>1lizasven>1,ag,...,ap_1 €A

Pg(A)(ao, cosan—1) = ({aos - an—1h)a

zovemo genericka multialgebra koja odgovara algebri A.

Neka je Racun I predikatski racun tipa F u kom su atomarne formule oblika
t1 = tog, gde su t; ity termi tipa F a = interpretiramo kao jednakost skupova, a
Racun II onaj kod kog su atomarne formule oblika ¢; C t5 gde su t; i to ponovo
termi tipa F a C interpretiramo kao uobi¢ajenu inkluziju medu skupovima.

Teorema 1.10 Klasa svih generickih multialgebri se u Racunu I ne moZe aksio-
matizovati.

Dokaz. Ideja dokaza se sastoji u tome da damo primere dve multialgebre istog
tipa X, od kojih je jedna genericka a druga nije, a obe zadovoljavaju iste for-
mule prvog reda u Racunu I. To Ce znaciti da ne postoji skup formula prvog
reda u Racunu I koje definiSu klasu generickih multialgebri unutar klase svih
multialgebri tipa Y.

Koristi¢emo standardne oznake za skupove prirodnih brojeva N i celih bro-
jeva Z.

Neka je A = (Z, g, h) algebra u kojoj su g i h unarne operacije definisane na
slededi nacin: za svako a € Z

gla)=a+1, h(a)=a-1.
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Za odgovarajuéu genericku multialgebru G(A) = (A, X)) vazi da je za sve n >
l,ap,...,an_1 € 7
P9 (ag,... a0 1) =Z.

Neka je sada A’ = (Z, X)) multialgebra takva da za sve n > 1,aq,...,an_1 €
7. vazi
pﬁ (agy...,an—1) =N.

Primetimo da A’ nije genericka multialgebra jer npr. {—1} ¢ pf'(—1), a

za svaka dva terma t; = ti(xo,...,Tn-1) 1 ta = t2(zo,...,Tn_1) tipa X i
ag,---,0an—1 € Z vazi da je
A A
tf( )(ao,...,an_l) tg( )(ag,...,an_l)
T
t'ft (ao, ey an_1> = t‘;‘ (ao, N ,an_l),
te su G(A) i A’ trazene multialgebre koje potvrduju teoremu. O

Teorema 1.11 Klasa svih generickih multialgebri se moZe aksiomatizovati u
Racunu II. Stavise, B je genericka multialgebra ako i samo ako je tipa X =

{p1,--,Pn,--- har(pn) =n > 1 i zadovoljava sledeéi sistem formula:
(P1) x; C pp(T0,. - Tiye oy Tn_1), 2a sven >1,i€{0,...,n—1};
(P2) pn(zoy-  Tn-1) Cpr(Wo,---,Yk_1), za sve n,k > 1, i sve zg,...,Tp_1,

Yo, .- Yk—1 takve da je {1'07 s 7$n71} c {907 s 7yk71};

(P3) Pn(ﬂfo, e 7wn727pm(y07 e aymfl)) = pn+m71($0, e 7xn72uy07~-~>ym71)
za sven,m > 1.

Dokaz. (=) Sledi iz definicije genericke multialgebre.

(<) Neka je B proizvoljna multialgebra sa nosacem A koja zadovoljava formule
(P1) — (P3). Pokazimo da postoji multialgebra A takva da je B = G(A). Za
pocetak definisimo preslikavanje ¢ : P(A) — P(A) tako da za sve X C A

X) = J{pE(ao, .. an-1) [n > Lag, ... an1 € X}
i pokazimo da je ¢ algebarski operator zatvaranja, tj. da za sve X,Y C A vazi:
Cl) X C p(X);
02) X CY = ¢(X) C o(Y);
) p(p(X)) = ¢(X);
) o(X) =U{p(Z) | Z C X, Z konacan skup}.

(
(
(C3
(C4

Kako na B vazi (P1), vazi i (C1), zatim zbog (P2) vazi (C2), a iz definicije
preslikavanja ¢ sledi da vazi (C4). Imajuéi u vidu da vazi (C1) i (C2), jasno



10

je da je ¢(X) C p(p(X)). Da inkluzija vazi i u suprotnom smeru, pokazujemo
koristeéi (P3).
ep(X)) = (J5ao,...,an-1) In>1a0,... 001 € p(X)}

= U{pS(G/Oa cee 70'1'7,—1) | n Z 1a ag,..-,0npn—1 € U{pi(bOa ey bm—l)
| m > 1,b0,...,bn_1 S X}}
U{pf(co7...,ck,1) |k>1,co,...,c6-1 € X}

= »(X)

Sada prema teoremi Birkhoffa i Frinka postoji algebra A takva da je mreza

zatvorenih skupova za ¢, koja je izomorfna nekoj algebarskoj mrezi, izomorfna

mrezi poduniverzuma od A, pa za svako X C A vazi da je ¢(X) = (X) 4. Kako
je 90({0’07 s 7an—1}) = pf(am s ,an—l)a dobijamo da je B= g("4) U

N

1.4 Stepene strukture

Stepene stukture predstavljaju prirodno prosirenje odnosa medu elementima
nekog skupa na nivo podskupova istog. Prema Birkhoffu, pojam stepene struk-
ture poti¢e od Frobeniusa. On je za proizvoljnu grupu (G, -) definisao operaciju
nad podskupovima skupa G, tj. za sve H, K C G

HK ={hk|heHkeK}

Primetimo da su koseti u teoriji grupa oblika aN gde je N normalna pod-
grupa od @G, sto je ba§ proizvod skupova {a} i N. Sem u teoriji grupa, ste-
pene strukture se javljaju i u mnogim drugim oblastima. Na primer, operacije
medu idealima disrtibutivnih mreza su ”stepeni” odgovaraju¢ih operacija mreze.
Zatim, u teoriji formalnih jezika, proizvod dva jezika je prosirenje operacije
konkatenacije medu re¢ima, dok u intervalnoj aritmetici, znac¢ajnoj za analizu
greske kod numerickih izra¢unavanja, kada su nam umesto tacnih numerickih
vrednosti nekih tacaka poznati intervali u kojima leze, prirodno je izvoditi
racunske operacije nad tim intervalima.

Znamo da svaka multioperacija f na A indukuje operaciju f* na P(A). Na
taj nac¢in svakoj multialgebri A € F(A) mozemo pridruziti njenu tzv. stepenu

algebru P(A) = (P(A),{fT | f € F}).

Definicija 1.12 Stepena struktura multialgebre A € F(A), koju oznaca-
vamo sa P(A), jeste univerzalna algebra sa nosacem P(A), istog tipa kao A,
pri cemu su fundamentalne operacije definisane na sledeci nacin:

1. ako je ar(f) =0, tj. f: A® = A je konstanta, onda je fFA) : P(A)°? —
P(A) i
FPO0) = {140)}

2. ako je ar(f) = n > 1, onda fFA) . P(A)" — P(A) tako da za sve
Xo,..., Xn—1 € P(A) vazi

fP(A)(XOa ey anl) = U{fA(.’Em - ,In,:[) | (VZ (S {0, cee,n — 1}>$Z S Xz}
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Kako su univerzalne algebre specijalan slu¢aj multialgebri, to za A € Ual(F),
n>1,feF,Xo,...,Xn-1 € P(A) definicija postaje:

FPA(Xo, .., Xn1) = {f M0,y 2n1) | (Vi€ {0,...,n—1})z; € X3}

Dakle, vidimo da je fP() = (fA)*,

Nekad se za nosa¢ stepene algebre uzima skup svih nepraznih podskupova
od A, u oznaci P*(A), pa ako je A regularna multialgebra, onda tu strukturu
oznacavamo sa P*(A). Stepene strukture zovemo jos i algebre kompleksa ili
global algebre, a u literaturi se sreée i oznaka Cm(A).

Kako je P*(A) univerzalna algebra, mozemo konstruisati algebru n—arnih
polinomnih funkcija

(Poll)" (D (P (A)), F)

koju éemo oznacavati isto kao i njen nosac, ili samo Pol,(P*(A)). Zatim, sa
Pol2(P*(A)) éemo oznacavati njen poduniverzum generisan sa

{cg|ac Ayu{el|ie€{0,...,n—1}},
gde su ¢, el : P*(A)™ — P*(A) preslikavanja definisana na sledeéi nag¢in:
c(Aoy..yAp—1) ={a} iel(Ao,..., An_1) = A;.
Jasno je da je skup n—arnih termovskih funkcija na P*(A), Clo,(P*(A)), pod-

univerzum od Pol2 (P*(A)) generisan sa {e? | i € {0,...,n — 1}}.

Nekada nam stepenovanje funkcija nije dovoljno da bismo dobili odgovore na
neka pitanja, pa se javlja potreba da i relacije podignemo na nivo partitivnog
skupa. U radu [14] je to uéinjeno na sledeéi nacin: ako je (A, <) konacan
parcijalno ureden skup i X,Y C A onda je

X <Y <« postoji injektivno preslikavanje o : X — Y
takvo da za sve x € X vazi z < ¢(z).

Tada je (P(A), <) ponovo parcijalno ureden skup.
Opstu definiciju n—arne stepene relacije daje Whitney u [40].

Definicija 1.13 Za n—arnu relaciju R na A definisimo n — 1—arnu operaciju

Ri,kG {0,...,n— 1} na P(A) tako da je za sve Xo, ..., Xg—1, Xkt1,-.,Xn

R;(Xm oy Xpe 1, Xig1, -5 X)) = {ar | Bwo € Xo) - (Frp—1 € Xj1)
(E|£E]H_1 € Xk+1) ce (El‘n S X")(.TE(),. ey L1, Ty Thogly - - - ,l‘n) € R}

Pomoéu ovih funkcija wvodimo relaciju RT C P(A)" tako da je za sve

Xo,.o s Xp1 C A

(X(]w"?anl) €R+ <~ XO gRg(leXQa"'vanl)a
X1 C R} (X0, X2, .., Xp_1),

Xoo1 CRY (X1, Xs,..., Xp_2).

Konacno, stepena (relacijska) struktura relacijske strukture A =

(A, R) jeste P(A) = (P(A),{R* | R € R}).
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Ako je R C A? binarna relacija, onda njoj odgovarajuéa binarna relacija Rt
na P(A) ima sledeéi oblik: za sve X, Y C A

XRYY <= (Vze X)FyeY)zRyA (Vy € Y)(3xr € X)zRy.

Primetimo da stepenovanje binarnih relacija odgovara stepenovanju binarnih
operacija.

Tvrdenje 1.14 Neka je R C A? binarna relacija i neka je f : A — A operacija
koja odgovara R tj. za sve x,y € A vazi

zRy <= f(z)=y.
Tada relaciji RT™ C P(A)? odgovara funkcija f+ : P(A) — P(A), tj. za sve

X, Y CAje
XRY = ff(X)=Y.

Dokaz. Neka su X, Y C A. Vazi:

XRTY (Vz e X)(Jy e Y)zRy A (Vy € Y)(Tx € X)zRy
(Ve e X)(FyeY)f(z) =yn(VyeY)ETr e X)f(z) =y
fHX)CYAY C fH(X)

frx) =Yy

1ot

O

Definicija 1.15 Stepena struktura operacijsko-relacijske strukture A=(A,F,R)
je P(A) = (P(A){fT | f € FL{RT | R € R}) gde su f* i R kao u
Definicijama 1.12 i 1.13, redom.

Postoje brojni radovi koji se bave ispitivanjem identiteta invarijantnih u
odnosu na konstrukciju stepenovanja, tj. koji identiteti koji su zadovoljeni na
A vaZe i na njenoj stepenoj strukturi P(A) (videti npr. [3], [18], [38]).



Glava 2

Homomorfizmi multialgebri

Podsetimo se definicije homomorfizma univerzalnih algebri.

Definicija 2.1 Neka su A = (A, F),B = (B,F) univerzalne algebre tipa F.
Preslikavanje h : A — B zovemo homomorfizam iz A u B ako za sve n €
N, f e F,,a0,-..,0,_1 € A vaZi

h(fA(aOv ) an—l)) = fB(h(a0)7 ) h(an—l))'
Skup svih homomorfizama iz A u B éemo oznacavati sa H(A, B).

U ovoj Glavi ¢emo se najvise oslanjati na [12], pa ¢emo kod multialgebri
razlikovati tri vrste homomorfizama. Za univerzalne algebre, koje su specijalan
sluc¢aj multialgebri, one ¢e se poklapati sa uobic¢ajenim homomorfizmom.

Radi jednostavnosti, a bez opasnosti da moze do¢i do zabune, usvoji¢emo
dogovor da ako homomorfizam h iz A u B indukuje preslikavanje iz P(A) u P(B)
iiz A" u B™, i njih ¢emo oznacavati sa h, tj. umesto preslikavanja h : A™ — B,
takvog da je za svako ag,...,a,_1 € A

h(ao, ey an,l) = (h(a0)7 ey h(anfl))

pisa¢emo h, kao i umesto preslikavanja ht : P(A) — P(B) takvog da je za sve
ApC A
ht(Ag) = {h(a) | a € Ag}.

Definicija 2.2 Neka su A € F(A),B € F(B),h : A - B ii € {1,2,3}.
Kazemo da je h : A — B i—homomorfizam ako za svakon € N, f € F,,x €
A™ wvazi uslov (Hi), gde su:

(H1) h(fA(x)) = fP(h(x));
(H2) h(fA(x)) C fP(h(x));
(H3) h(fA(x)) 2 f(h()).
Skup svih i—homomorfizama h : A — B éemo oznacavati sa Hi(A, B).

U slucaju n = 0, kada je fA(x) = fA, uslovi (H1) — (H3) postaju h(f4) =
B R(fA) C fB,h(fA) D fB, respektivno.

13
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Tvrdenje 2.3 Za A, B € Ual(F) vazi
Hi(A,B) = Ha(A, B) = H3(A,B) = H(A, B).

Dokaz. Kod univerzalnih algebri, f € F je operacija, tj. slika elemente skupa
u elemente skupa (odnosno jednoé¢lane podskupove) pa se u ovom slucaju je-
dnakost i inkluzija poklapaju. O

Znamo da za homomorfizme univerzalnih algebri vazi da im je kompozicija
ponovo homomorfizam, i isto vazi i za multialgebre.

Tvrdenje 2.4 Za svako i € {1,2,3}, kompozicija dva i—homomorfizma je
i—homomorfizam.

Dokaz. Pokazatemo za i = 2, dok su ostali slucajevi analogni. Neka su
Ae F(A),B e F(B),C e F(C),h: A— B,g: B— C,h € Ha(AB),g €
Ho(B,C),n € N, f € F,,x € A”. Tada go h : A — C pa koristeéi definiciju

2—homomorfizma dobijamo:
(goh)(fA() = g(h(f*(x)))
9(f8(n(x)))
Flo(n(@))) = f((g 0 h)(2)).

NN

O

Ako posmatramo odnos izmedu ove tri vrste homomorfizama, lako uo¢avamo

da ako je h : A — B 1—homomorfizam, onda je 2—homomorfizam i 3—homo-
morfizam, a vazi i obrnuto.

Tvrdenje 2.5 Ako su A€ F(A),B € F(B), onda je
Hl(.A, B) = HQ(A, B) NHs(A, B).

Dokaz.
(S)Ako je h € H1(A,B), jasno je da h € Ho(A,B) i h € H3(A, B).
(2)Ako h € Hao(A,B)NH3(A,B), ineN, feF,,x € A", onda je

h(fA(x)) € fB(h(x)) € h(f*(2))
pa je h(fA(x)) = fP(h(x)) tj. h € Hi(A, B). O

Da postoje 2—homomorfizmi koji nisu 3—homomorfizmi, i obrnuto, pokazuje
sledeéi primer.

Primer. Ako je A #0,1: A — A identicko preslikavanje, tada je 1 : e(A) —
0(A) 3—homomorfizam koji nije 2—homomorfizam jer je

L[ (2)) = A2 0= oD (1(2)),
al:o(A) — e(A) je 2—homomorfizam koji nije 3—homomorfizam jer je
1o (@) =0 ¢ A= AN (1(x)).
O

Tvrdenje 2.6 Neka je A € F(A),B € F(B),h: A — B. Za svaki term t €
TJ(T") (X) iz € A™ vazi:
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1. h e Hi(A,B) = h(tA(z)) = tB(h(x));
2. h € Ha(A, B) = h(tA(z)) C tB(h(x));
3. h € Hs(A,B) = h(tA(z)) 2 t3(h(z)).

Dokaz. Posmatracemo samo drugi slucaj, a ostalo se dokazuje analogno. Neka
h € Ha(A,B) tj. zasven €N, f € Fn,x = (ao,...,a,_1) € A" vazi h(f*(z)) C
fB(h(x)). Koristimo indukciju po slozenosti terma ¢.
1° Ako je t = x; € X,i € {0,...,n — 1}, onda je h(t*(ag,...,an_1)) =
{h(a;)} = tB(h(ag), ..., han_1)).
2° Ako je t = f € Fo, onda je h(t*(x)) = h(fA) C B = fB(h(x)).

3° Pretpostavimo da za tg,...,t,_1 € T}n) (X) vazi tvrdenje i neka je za
f € Fm, t=f(to,...,tm-1). Tada je

h(th (@) = h(fAt - o) (@)
= WA (), b1 (2)))
C fPh(te™ (@), ... h(ty 1 ()
C SRS (h()), .. th 1 (M(2))) = t5(h(x)).

O

Tvrdenje 2.7 Ako A, A1, As € F(A),B,B1,By € F(B) i Ay < A2, By < By,
tada vaZi:

1. Ako h € HQ(AQ,B), onda h\Al S 7‘[2(./41,3);

2. Ako h € H3(Ay,B), onda za ekstenziju h preslikavanja h na Ay vaZi da
h e H3(A2,B);

3. Ako h € Ha(A,By), onda za preslikavanje h' : A — Bs, takvo da je
h(a) = W' (a), za sve a € A, vazi da je h' € Hao(A, Bs);

4. Ako h € H3(A, Bs), onda za presliavanje h' : A — By, takvo da je h(a) =
h'(a), za sve a € A, vazi da je h' € Hz(A,By).

Dokaz. 1. Neka je h € Ha(Az,B). Tadazan €N, f € F,,x € A" vazi
h(f72 (@) € fP(h(x)).

Kako je A1 < As, tozasven € N, f € Fp,x € A" C A", fA(x) C fA2(x)

pa
h(f (@) © h(f2 (@) C f5(R(x)).

Ostalo se analogno dokazuje. O
Tvrdenje 2.8 Neka je A€ F(A),B € F(B). Vazi sledece:
1. Ako je A= o(A) ili B = e(B), tada je
Ho(A,B) = BA

(gde je sa B4 oznacen skup svih preslikavanja iz A u B);
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2. Ako je B = o(B) onda je

Ho(A,B) # 0 ako i samo ako A = o(A);

3. Ako je B = o(B) onda je

Hs(A,B) = BA:

4. Ako je A= e(A) i h: A — B sirjekcija, onda

h e H3(A7 8)7

5. Ako je Hz(A,B) # 0 i B regularna multialgebra, tada je i A regularna;

6. Ako postoji sirjekcija h € Ha(A,B) i ako je A regularna multialgebra,
onda je i B regularna.

Dokaz.
1. Neka je A= o(A). Tada h € Hza(A, B) ako i samo ako

zasven €N, feF,,xec A", 0= h(fA(UC)) C fB(n(x))

ako i samo ako h € BA.
Sli¢no, ako je B = e(B), onda h € Ha(A, B) ako i samo ako

zasven €N, fe Fn xe A" h(fA(x)) C fB(h(z)) =B

ako i samo ako h € BA.
2. Neka je B = o(B). Postoji h € Ha(A, B) ako i samo ako

zasven €N, f € Fp,x € A", h(fA(x)) C fB(h(z)) =0

ako i samo ako zasve n € N, f € F,,x € A", fA(x) = 0 tj. A= o(A).
3. Ako je B= o(B) onda h € H3(A, B) ako i samo ako

zasven €N, f € Fp,z € A" h(fA(x)) D fB(h(z)) =0

ako i samo ako je h € BA.
4. Neka je A = e(A) i h : A — B sirjekcija. Tada za svako n € N, f €
Fn,x € A"
B (h(w)) € B = h(A) = h(f*()).
5. Neka postoji h : A — B,h € H3(A,B)izasven € N, f € F,,x €
B", fB(x) # (). Tada je i

h(f4 (@) 2 fE(h(x)) # 0

zasven €N, f € Fp,x € A" pai fA(z) # 0

6. Neka postoji sirjekcija h € Ha(A, B) i neka je A regularna multialgebra.
Tada za svako y € B™ postoji x € A™ tako da je y = h(z) i zasvakon € N, f €
Fn vazi

0 # h(fA(z)) C fB(h(z)) = fB(y)

pa je i B regularna. O
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Definicija 2.9 Neka je A € F(A),B € F(B) i neka je h : A — B bije-
kcija. KaZemo da je h : A — B i—izomorfizam ako h € H;(A,B),h~ ! €
Hi(B,A),ie{1,2,3}.

Tvrdenje 2.10 Kompozicija dva i—izomorfizma je ponovo i—izomorfizam, i €
{1,2,3}.
Dokaz. Direktno sledi iz Tvrdenja 2.4. O
Tvrdenje 2.11 Neka je A € F(A),B € F(B) i h: A— B bijekcija. Tada

a) h € Hi(A,B) < h™' € Hi(B, A);

b) h € Ha(A,B) < h~! e H3(B,A).

Dokaz.
a) h € Hi(A, B) ako i samo ako za svakon € N, f € F,,,z € A",

h(fA(@)) = fE(h(x))
ako i samo ako za svakon € N, f € F,,,y € B",
R (P () = R (P (M () = A (A(ART @) = fART (1)
ako i samo ako h™1 € H1(B, A).
b) h € Ha(A, B) ako i samo ako za svakon € N, f € F,,,x € A",
h(fA(x)) € FP(h(x))
ako i samo ako za svakon € N, f € F,,,y € B",
R (B (y) = A (PR (9))) 2 A (AT (W) = A (y)
ako i samo ako h™! € H3(BB, A). O

Tvrdenje 2.12 Neka je A € F(A),B € F(B) i h: A — B bijekcija. Sledeéi
uslovi su ekvivalentni:

a) h € Hi(A,B);

b) h je 1—izomorfizam;
¢) h je 2—izomorfizam;
d) h je 3—izomorfizam.

Dokaz. Da je a) <= b), sledi iz definicije 1—izomorfizma i Tvrdenja 2.11a, a
da je ¢) <= d) sledi iz Tvrdenja 2.11b. Jasno da b) = ¢) i b) = d). Ostaje jos
da se pokaze da npr. c¢) implicira b). Ako vazi ¢), znamo da vazi i d) pa zbog
Tvrdenja 2.5 imamo da vazi i b). O

Na osnovu Tvrdenja refhom13 zakljucujemo da postoji samo jedna vrsta
izomorfizma medu multialgebrama, pa ¢emo u nastavku umesto i—izomorfizam,
1 € {1,2,3} govoriti samo izomorfizam. Kao i u sluéaju univerzalnih algebri,
ako postoji izomorfizam h izmedu A i B, reéi ¢emo da su A i B izomorfne
multialgebre i to zapisujemo sa

AXB.

Znamo da kod univerzalnih algebri vazi da je jezgro svakog homomorfizma
relacija kongruencije, i obrnuto, da je svaka kongruencija jezgro nekog (priro-
dnog) homomorfizma.
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Definicija 2.13 Ako je A € F(A),B € F(B), onda za relaciju ekvivalencije
~ na A kaZemo da je i—kongruencija ako postoji h € H;(A,B) tako da je ~
jezgro od h, tj. za sve x,y € A je

vy < hix) = hly).

Tvrdenje 2.14 Za i = 2 i i = 3, svaka ekvivalencija na A je i—kongruencija

na A€ F(A).
Dokaz. Neka je A € F(A) i = relacija ekvivalencije na A. Oznacimo sa
T={yeA|z~y},

klasu ekvivalencije kojoj pripada x i sa A={7|x EﬁA} koli¢nicki skup, a sa
h : x — T odgovarajuce prirodno preslikavanje iz A u A. Tada

h € Ha(A, e(A)) NHs(A, o(A))
i ~ je jezgro preslikavanja h, §to je trebalo pokazati. O

Iz Tvrdenja 2.14 vidimo da nam samo 1—kongruencija moze biti od znacaja.
Stoga ¢emo u nastavku umesto 1—Fkongruencija govoriti kongruencija i sli¢no,
homomorfizam umesto 1—homomorfizam.

Definicija 2.15 Ako je =~ relacija ekvivalencije na A, definisimo binarnu rela-
cigu na P*(A) = P(A)/{0} koju éemo isto oznacavati sa =, na sledeéi nacin:
za sve X, Y C A

XrY < VMzeX)WeY)(FTueY)(veX)(z~uAy==nv).

Tvrdenje 2.16 Relacija ekvivalencije =~ na A je kongruencija na A € F(A)
ako i samo ako za sven > 1,f € F,,x € A™ vazi

ey = )= ).

Dokaz.

(=) Neka je ~ C A? kongruencija na A € F(A). To znaci da postoji
h € Hi(A B),B e F(B)idaje~ jezgrood h. Nekasun € N, f € F,,,z,y € A™.
Ako je x = y, onda je h(z) = h(y), pa i

h(fA(x)) = fE(h(x)) = F5(h(y)) = h(f4(y)

iz cega sledi da je fA(z) =~ fA(y).

(<) Neka je sada ~ C A? relacija ekvivalencije za koju vazi » ~ y =
fA2) = fA(y) zasve n €N, f € F,,z,y € A™. Definidimo algebru A € F(A)
tako da za svakon € N, f € F,,x € A"

FA@) = {a|ue fAa)

Sada se lako vidi da je A dobro definisano i da je relacija ~ kongruencija jer je
jezgro 1—homomorfizma h : A — A, h(a) = @, za sve a € A. O

Tvrdenje 2.17 Presek dve kongruencije ne mora biti kongruencija.
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Dokaz. Neka je A = {b,c,by,ba,c1,c0}, F = F1 = {f} 1 A€ F(A). Neka je
jos fA(b) = {b1, b2}, fA(c) = {c1, 2}, fA(DL) = fA(b2) = fA(er) = fA(c2) = 0.
Ako je

A/zl = {{bv C}7 {b1,02}, {b27cl}}7A/%2 = {{b,c}, {b1701}7 {bQ’CQ}}a

tada su &2 i /2 kongruencije na A, ali njihov presek = nije kongruencija. Naime,

~cali fAb) = {b1,bo} % {c1,c2} = fA(c). O
U radu [27] definisan je pojam idealne ekvivalencije.

Definicija 2.18 Ako je A € F(A), za relaciju ekvivalencije 0 na A kaZemo da
je idealna ekvivalencija na A ako za sven € N, f € F,,,a9,...,an-1,b0,...,
bp—1 € A vazi da

ako a € f*(ag,...,an_1) i a;0b;,i€{0,...,n—1}
onda postoji b € fA(bo, ... ,bu_1), tako da a@b.

Tvrdenje 2.19 Za proizvoljnu relaciju ekvivalencije na nekom skupu A vazi da
je idealna na A € F(A) ako i samo ako je kongruencija na A.

Dokaz.
(=) Neka je 6 idealna ekvivalencija na A € F(A), i neka sun > 1,f €
Frs X0y -y Tne1,Y0,--->Yn—1 € A tako da je x; 0y;,i € {0,...,n — 1}, tj.

(.1'0, e 71‘71—1) 0 (907 .. '7yn—1)~

Tada za svako = € fA(zo,...,7,_1) i za svako y € f*(yo,---,Yn_1), Prema
definiciji idealne relacije ekvivalencije, postoj u € f*(yo,...,¥n_1) i postoji
v e fA(xo,...,zn_1) tako da je

zOu i ybo

pa je po Definiciji 2.15

FAos - 1) 0 FA Yoy - Yn1)

§to prema Tvrdenju 2.16 znaci da je 6 kongruencija.
(<) Neka je &~ kongruencija na A € F(A), odnosno, prema Tvrdenju 2.16
za sve n > 1,f € fn,ao,...,an_l,bo,...,bn_l € A vazi

(ags- -y an_1) =~ (bos- - bp_1) = fHMag,...,an_1)~ fA(bo,-.., bu1)-
Tada ako a € fA(ag,...,an_1)1a; =~ b,i €{0,...,n—1}
postoji b € fA(bo7 ceoybp—1), tako da a = b,
§to znaci da je = idealna ekvivalencija na A. O

Definicija 2.20 Ako je A skup, P*(A) familija nepraznih podskupova od A i 0
relacija ekvivalencije na A, onda sa 0 oznacavamo relaciju na P*(A) definisanu
na sledeéi nacin:

X0Y <= (VzeX)FyeY)zly A (VyeY)3re X)xly.
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Kako je 8 ekvivalencija na A, lako se vidi da je 6 relacija ekvivalencije na

P*(A).

Tvrdenje 2.21 Relacija ekvivalencije 0 na multialgebri A € F(A) je idealna
ako i samo ako je 6 kongruencija na P*(A) = F(P*(A)).

Dokaz.
(=) Neka je ¢ idealna ekvivalencija na A, neka su X;,Y; C A neprazni i
X;0Y; zasve i€ {0,...,n—1}. Treba pokazati da je za f € F,

A Xy, X 1) 0 fA (Yo, ..., Y1),
pa neka a € fA(Xo, ..., Xp—1). To znaci da postoje z9 € Xo,...,pn—1 € Xp—1

da a € fA(zo,...,7,_1). Kako je X;0Y; za svako i € {0,...,n — 1}, postoje
Yo € Yo, ..., Yn—1 € Y,,_1 tako da je

Zo eyOa sy Tp—1 eynfla
pa po definiciji idealne ekvivalencije imamo da postoji b € f*(yo,...,yn_1) C
fAY,, ..., Y, 1) takvo da je a6b.
Analogno se dokazuje da za svako b € fA(Yp,...,Y,_1) postoji element

ac fAXo,... ; Xy—1) tako da je a0b.
(«) Nek je sada 6 kongruencija na P*(A),inekasun € N, f € F,,a,xo, ...,
Tpn-1,Y0,---,Yn—1 € A takvi da je

ac fAxo,. .. xp_1) i x;0y;ie{0,...,n—1}.

Tada je {x;} 0 {y;},i € {0,...,n — 1} pa kako je 6 kongruencija na P*(A), onda

Je B

fA({xO}a ey {xn—l}) afA({y0}7 sy {yn—l})7
§to znaci da za dato a € fA(zo,...,2,_1) postoji b € fA(yo,...,yn_1) za koje
jeafb. O

Primetimo da se definicije 2.15 i 2.20 poklapaju, pa imajuéi u vidu Tvrdenje
2.19, prethodno Tvrdenje mozemo posmatrati na sledeéi nacin:

Posledica 2.22 Relacija ekvivalencije = na A je kongruencija na A ako i samo
ako je =~ kongruencija na P*(A).

Posledica 2.23 a) Ako je A € F(A) multialgebra, 0 idealna ekvivalencija na
A it e Clo,(P*(A)),n €N, tada za svako f € Fp, i X;,Y; € P(A) za koje vaZi
X;0Y;,i€{0,...,n—1} imamo

HXoy ..oy, Xn1) 0 (Yo, ..., Y 1).

b) Ako je A € F(A) multialgebra, 6 idealna ekvivalencija na A it €
Clo,(P*(A)),n €N, tada za svako f € Fp, iz, y; € A, x;0y;,1 € {0,...,n—1}

mamo

t(.’ﬂo, e ,l’n_l) 0 t(yo, . ,yn_l).
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Dokaz. a) Tvrdenje pokazujemo indukcijom po slozenosti termovske funkcije
t € Clo,(P*(A)).
1° Neka je t = el za neko i € {0,...,n — 1}. Tada je

H X0, Xno1) = X: 0Y; =t(Yo, ...,V 1).

2° Neka tvrdenje vazi za funkcije to, ..., tm—1 € Clo,(P*(A)),m € N i neka
jet = f(to,...,tm—1) za neko f € Fp,. Uzmimo a € ¢(Xop,...,X,—1) i nadimo
b e t(Yy,...,Y,_1) takvo da je a @b, a analogno se za dato b € t(Yo,...,Yn_1)
trazi a € t(Xo,...,Xpn—1) daje afb. Iz

aGt(Xo,...,Xn_l) == f(t(),...,tm_l)(Xo,...,Xn_l) =
= f(to(Xo,- s Xn-1)y--stm-1(X0,.. ., Xn-1))

sledi da postoje
2o € to(Xoy ooy Xn1)y oo s Tine1 € tm—1(Xoy .-+, Xn—1)
takvi da a € f(xg,...,2m—1). Prema indukcijskoj hipotezi, postoje
yo €to(Yo, -y Yn-1)s oy Ym—1 Etm-1 Y0, .-, Yn_1)
tako da x; 0y;,i € {0,...,n — 1}, a kako je 0 idealna ekvivalencija, postoji

bEf(yo,...,yn_l) g f(t(](}/()a-~-7Yn—1)7~-~7tm—1(YO7~-~7Yn—1))
flto, s tm—1)(Yo, ..., Yuo1) = t(Yo, ..., Yn 1)

tako da je a6b.
b) Analogno. O



Glava 3

Podmultialgebre

Podsetimo se nekih pojmova iz univerzalne algebre.

Definicija 3.1 Ako je A= (A, F) algebra tipa F, onda za skup B C A kaZemo
da je poduniverzum od A ako je B zatvoren u odnosu na sve fundamentalne
operacije algebre A tj. za sven € N, f € Fp,xg,...,2n—1 € B vaZi da

fA('r()v"wxn—l) € B.

Ako su A = (A, F) i B = (B,F) algebre istog tipa F, kazemo da je B
podalgebra od A ako su sve fundamentalne operacije od B restrikcije funda-
mentalnih operacija od A tj. za sve f € F,

15 = .
Analogni pojmovi javljaju se i kod multialgebri.

Definicija 3.2 Neka su A € F(A),B € F(B) multialgebre tipa F i neka je B C
A. KazZemo da je B podmultialgebra od A ako za svakon € N, f € F,,,x € B"

vaZL
fE@) = fA ().
Kazemo da je B podobjekat od A € F(A) ako je zatvoren u odnosu na sve
fundamentalne operacije multialgebre A, tj. za sven € N, f € F,,,x € B",

fA@) € B,
Skup svih podmultialgebri od A éemo oznacavati sa S(A).
Primetimo da je prazan skup podobjekat svake multialgebre.

Sem ove, u literaturi sreéemo jos neke vrste podmultialgebri. Naime, neka
su A € F(A),B € F(B) multialgebre tipa F i B C A. Kazemo da je B slaba
podmultialgebra od A ako za svako n € N, f € F,,,x € B™ vazi

fAa)£0 = fA)n fBa) £0.
Kazemo da je B relativna podmultialgebra od A ako za svakon € N, f € F,,

vazi

reB" = fB(x)=fA2)NB,

22
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i B je slaba relativna podmultialgebra od A ako za sve n € N, f € F,, vazi
reB" = fB(x)C fAx)NB.

U ovom radu ¢emo se baviti samo podmultialgebrama iz Definicije 3.2, kao
u [12].

Tvrdenje 3.3 Ako je Ac F(A),Be S(A)ite TJ(T") (X), onda je za sve x €
An

Dokaz. Indukcijom po slozenosti terma t € T}")(X) za proizvoljno xz = (by, .. .,
b,—1) € B™ dobijamo:

1° Akojet = x; € X,i € {0,...,n—1},t5(bo,...,bp_1) = {b;} C B C A,
onda je t3(bg, ..., bp_1) = {bi} = t*(bo,...,bp_1).

2° Ako je t = f € Fo, onda je tB(x) = fB(x) = fB = fA = fA(z) = t(2).

3° Ako za terme tq, ..., tm_1 € T}”)(X),n € Nvazi tvrdenjeiza f € Fy,,t =
flto, .. tm—1) € T}n)(X), onda je

) = fPto®,... tme 15)(50)
= fPt® (@), ...t ()
= AP (@), tmB(2)
= At (@), tma (@) = ().

Tvrdenje 3.4 Za A€ F(A),B € F(B) vazi:
a) iz A= o(A) sledi da B € S(A) ako i samo ako B = o(B);
b) iz A= e(A) sledi da B € S(A) ako i samo ako B = A.

Dokaz.
a) Neka je A = o(A). Tada B € S(A) ako i samo ako za svako n € N, f €

Frn,x € B™ vazi
fP(x) = fAz) =0

ako i samo ako B = o(B).
b) Neka je A = e(A). Tada je B € S(A) ako i samo ako za svakon € N, f €

Fn,x € B™ vazi
fB)=fAz)=A
ako 1 samo ako B = A. O

Tvrdenje 3.5 Za A€ F(A) i 0 # B C A postoji najvise jedna podmultialgebra
B e F(B) od A, i to, postoji ako i samo ako je B podobjekat od A tj. vaZi

fA(x) € B, za svakon € N, f € F,,x € B". (3.1)
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Dokaz. Ako bi postojale dve podmultialgebre B, B; € F(B) od A, onda bismo
za svako n € N, f € F,,,z € B"™ imali

fBz) = fA(x) = 5 (x)

paje B= B;.
Ako postoji B € F(B)NS(A), onda je zasven €N, f € F,,,x € B"

fAz) = fP(z) € B.

I obrnuto, ako vazi (3.1) onda je trazena podmultialgebra B € F(B), ona za
koju vazi da je za svakon € N, f € F,,,x € B"

P (@) = fA().

O

Dakle, svaki neprazan podobjekat B od A je nosa¢ jedinstvene podmulti-

algebre B od A, i obrnuto, nosa¢ svake podmultialgebre je podobjekat. Prazan
skup je podobjekat svake multialgebre.

Tvrdenje 3.6 Ako je B podobjekat od A € F(A), onda je t*(x) C B, za sve
terme t € T}n) (X) i elemente x € B™.

Dokaz. Sledi iz Tvrdenja 3.3 i uslova (3.1). O
Tvrdenje 3.7 Za A € F(A), skup S(A) je algebarski sistem zatvaranja na A.

Dokaz. Neka je {B; | i € I'} proizvoljna familija podmultialgebri od .A. Pokazimo
da je njihov presek podmultialgebra od A. Ako je Fo # 0, onda je taj presek
neprazan. U suprotnom, znamo da je prazan skup podobjekat svake multialge-
bre, pa tvrdenje trivijalno vazi.

Ako je B; = (B;, F) zasve i € I, onda je {B; | i € I} familija podobjekata
od A, pajezasvakoi € I,n e N, f € F,,z € B;",

fAx) C By,

azaz€(),e; Bi"

icl
fAx) C ﬂ B;,

iel
te je (,c; B: takode podobjekat od A, i

r]li'zi(rWI%,]ﬂ E(SCA)

i€l i€l

Na slican nac¢in nalazimo da je i J;c; Bi = (U,;e; Bis F) € S(A). O

Na isti na¢in kao sto smo kod univerzalnih algebri formirali poduniverzum
generisan nekim skupom, ovde formiramo tzv. podobjekat generisan datim
skupom. Naime, ako je A € F(A) multialgebra i § # X C A, prema Tvrdenju
3.7 vidimo da postoji najmanji podobjekat B od A koji sadrzi skup X. PiSemo
B = (X) 4 i kazemo da je podobjekat (X) 4 generisan sa X. Jasno,

(X)a =B C A|B podobjekat od A, X C B}.
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Ako postoji, najmanji podobjekat od A je (0) 4. Vazi da je (0} 4 = () ako i samo
ako 4 nema nularnih multioperacija. Ako A ima nularne multioperacije i uniju
skupova njihovih slika ozna¢imo sa Ag, onda je

0 # (0)a = (Ao)a-
Primetimo da za podobjekat B od A vazi da je (B) 4 = B. Kada je jasno koja
multialgebra je u pitanju, umesto (X) 4 pisa¢emo (X).
Setimo se da smo za svaku univerzalnu algebru A = (4, F) 1 X C A imali
da je (X) = Upen Xk, pri cemu je
Xo=X,

Xk+1 :Xku{fA(a()a"'aan—l) |n€N7f €F7L7a07"'aan—l €Xk}7k eN.
Slicno vazi i za multialgebre.
Tvrdenje 3.8 Neka je A € F(A) multialebra i X C A. Tada je (X) = Uyen Xk
pri cemu je
Xo =X,
Xk+1 = XkU(U{fA(‘rm o 7:1771—1) | ne Naf S ]:nvaj()a sy Tp—1 € Xk})ak e N.

Dokaz. Oznacimo M = J,.cy X i pokazimo da je (X) = M.

(©)Kako je X = Xy C M, to je (X) C (M). Pokazimo da je (M) = M tj.
da je M € F(M) podmultialgebra multialgebre A.

Neka je n € N, f € Fp,w0,..., 01 € M = {J,,cy X&- Tada, kako je

XoCX;C---CXpC..,
sledi da postoji m € N tako da zq,...,T,—1 € X, Sto daje da
fA((EO7 v 7xn71) - Xm+1 - M

§to je i trebalo dokazati.

(2)Da je M C (X), pokaza¢emo indukcijom po k € N.

1° Jasno da Xy = X C (X).

2° Pretpostavimo da Xj C (X) i pokazimo da onda X;41 C (X). Ako z €
Xk41 imamo dve moguénosti. Prva je da x € X} pa po indukcijskoj pretpostavci
z € (X), a druga da postoje n € N, f € F,,x0,...,2n—1 € X C (X) takvi
da x € fA(zo,...,2n_1), Pa kako je (X) podmultialgebra od A, onda vazi da
x € (X). O

Teorema 3.9 (/34]) P*(B) je podmultialgebra od P*(A) ako i samo ako je B
podmultialgebra A.

Dokaz. Sledi iz definicije podmultialgebre. O

Tvrdenje 3.10 a) Neka je A€ F(A) multialgebra, B € S(A) i termovska
funkcija t € Clo,(P*(A)),n € N. Ako su By, ...,B,_1 € P*(B), onda

t(Bo,...,Bn_1) C B.

b) Neka je A€ F(A) multialgebra, B € S(A) it € Clo,(P*(A)),n € N.
Ako su bg,...,b,_1 € B, onda

t(bos .. bu1) C B.
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Dokaz.
a) Indukcijom po slozenosti n—arne termovske funkcije ¢ dobijamo:
1° Neka je t = e} za neko i € {0,...,n — 1}. Tada je

t(BO7'-'7Bn—1) =B, CB

2° Neka za tg, ..., t;m_1 € Clo,(P*(A)) vazi tvrdenje i neka je f € F,,,m €
Nit= f(to,...,tm-1). Tada je

t(Bo,...,anl) = f<t07~-~7tm71)(BOw--;anl)
= f(tO(B()?"'anfl)v"'7tm71(BOM";anl))~

pa iz indukcijske pretpostavke, Cinjenice da B € S(A) i Teoreme 3.9 sledi
tvrdenje.
b) Analogno. O

Teorema 3.11 Ako je A € F(A) multialgebra i ) # X C A, onda je
(X)a = J{t(@o, ..., zn1) | n €Nt € Cloy(P*(A)),z0, ..., 2n_1 € X}.
Dokaz. Uvedimo oznaku
M = U{t(xo, cosZn—1) | n €Nt € Clo,(P*(A)), zg, ..., Tn-1 € X}

i dokazimo da je (X) = M.
(2) Iz Tvrdenja 3.10b sledi da je M C (X).
(C) Kako za svako z € X mozemo uzeti t = e} pa

xz =t(z) € M,

to je X C M pa (X) C (M). Pokazimo da je (M) = M tj. da je M podobjekat
od A.

Neka je n € N, f € Fn,co,...,¢n1 € M. Za sve i € {0,...,n — 1} tada
postoji m; € N,t; € Cloy,, (P*(A)),z),...,z}, _, € X tako da je

ci € ti(xh, ... xh, ).

Prema Gritzeru, za svaku n—arnu termovsku funkciju ¢ nad P*(A) i za svako
m > n postoji m—arna termovska funkcija [ nad P*(A) tako da je

(Ao, An1) = 1(Ag, ..., Ap_1).

Stoga postoje lg, ..., ln—1 € Cloy,(P*(A)),m=mo+...mp_11Yo,..-,Ym—1 €
X takvi da
c; € li(yOa e ay'fVL—l)a

i€{0,...,n—1}. Tada je

fleos o yen—1) S flloos-- - Ym=1) - ln—1(¥0,- - - s Ym—1))
= f(l()v"‘vlnfl)(yov'”7ym71)7
a kako f(lg,...,ln—1) € Clop(P*(A)),m € N;iyo,...,¥m-1 € X, to je

f(CO7"'7Cn—1) c M.
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Tvrdenje 3.12 Akoje Ac F(A), A" € F(A")ih: A— A injektivni 1—homo-
morfizam, tada je B = h(A) podobjekat od A’ takav da je odgovarajuda pod-
algebra B € F(B) izomorfna sa A.

Dokaz. Neka je n € N, f € F,,y € B™. Tada postoji z € A" takvo da je
y = h(z) pa je
() = 17 (h(x)) = h(f*(2)) € h(A) = B,
pa je B podobjekat od A’. Kako je h : A — h(A) bijektivni homomorfizam,
sledi da je
A= B.
Od

Tvrdenje 3.13 Neka su A = (A, F) i B = (B, F) univerzalne algebre istog
tipa i ¢ : A — B homomorfizam. Tada vaZi:

1. Homomorfna slika poduniverzuma od A je poduniverzum od B.
2. Inverzna slika poduniverzuma od B je poduniverzum od A.
Sliéno vazi i za multialgebre.

Tvrdenje 3.14 1. 1—homomorfna slika podobjekta je podobjekat i neprazna
inwverzna 1—homomorfna slika podobjekta je podobjekat;

2. 3—homomorfna slika podobjekta je podobjekat;

3. Neprazna inverzna 2—homomorfna slika podobjekta je podobjekat.

Dokaz.

a) Neka su A € F(A), B € F(B) multialgebre takve da postoji 1—homomor-
fizam h : A — B. Ako je A; podobjekat od A, ondajezan € N, f € F,,z € A"
FE(h(z)) = h(f(x)) € h(Ay)

pa je h(A;) podobjekat od B.

Ako je B; podobjekat od B, onda za a € h=*(B;)" imamo da je

h(f*4(a)) = fB(h(a)) C B,
pa je
fAa) S h7H(BY).

b) Ako je h : A — B 3—homomorfizam i A; podobjekat od A, onda je za

neN, feF,ze A" zadovoljeno
FB(h(x)) C h(fA(x)) C h(A)

tj. h(A71) je podobjekat od B.
¢) Sli¢no. O

Primer. Neka je |[A| > 210 # B C A.
Tada je 1 : o(A) — e(A) 2—homomorfizam, a B podobjekat od o(A) ali
1(B) = B nije podobjekat od e(A) jer za svakon € N, f € F,,x € B"

f¢N(x)=A2B.

Takode, 1 : e(A) — o(A) je 3—homomorfizam, B = 171(B) inverzna 3—ho-
momorfna slika podobjekta B od o(A), ali nije podobjekat od e(A) iz istog
razloga. O



Glava 4

Slobodne multialgebre

U ovoj Glavi éemo prezentovati rezultate radova [12] i [13].

Definicija 4.1 Nekaje A € F(A),C € F(C)iB C A. KaZemo da je B i—baza
od A nad C ako B generise A tj. (B)a = A i za svako preslikavanje h : B — C
postoji ekstenzija g : A — C koja je i—homomorfizam iz A u C.

Primetimo da se u sluc¢aju univerzalnih algebri, kako se svi i—homomorfizmi,
i € {1,2,3} poklapaju sa uobic¢ajenim homomorfizmom, i i—baze, i € {1,2,3}
poklapaju sa uobi¢ajenom bazom od A nad C.

Definicija 4.2 Ako je K klasa multialgebri tipa F, kaZemo da je B i—baza od
A nad K ako je B i—baza od A nad svakom multialgebrom iz K,i € {1,2,3}.

Ako je A element klase K i B i—baza od A nad K, kaZemo da je B i—baza
od AuKk,ie{l,23}

Kazemo da je A i—slobodna multialgebra nad C ako postoji i—baza B
od A nad C, odnosno, A je i—slobodna nad K ako je i—slobodna nad svakom
multialgebrom iz IKC, specijalno, ako A € K, kaZemo da je A i—slobodna u IC,
1€{1,2,3}.

Podsetimo se nekih osobina slobodnih univerzalnih algebri.

Tvrdenje 4.3 Neka je U univerzalna algebra i IKC klasa univerzalnih algebri, pri
céemu je U slobodna algebra nad K sa bazom X. Tada za sve algebre A € K i
sve p : X — A postoji jedinstvena ekstenzija p : U — A koja je homomorfizam
izU u A.

Tvrdenje 4.4 Neka je K klasa univerzalnih algebri i Uy, Us slobodne algebre u
K nad X1, X, respektivno. Ako vazi | X1| = |Xa| onda vazi i Uy = Us.

U slucaju multialgebri, tvrdenja analogna Tvrdenju 4.3 i Tvrdenju 4.4 ne
vaze. Naime, §to se tice Tvrdenja 4.3, najceSée umesto jedinstvenog proSirenja
dobijamo beskonaéno mnogo, a za Tvrdenje 4.4 postoji dosta primera i—slobo-
dnih multialgebri sa ekvipotentnim i—bazama koje nisu izomorfne.

Tvrdenje 4.5 Neka su K i L klase multialgebri takve da je I C L i ako je A
i—slobodna multialgebra nad L, onda je i—slobodna i nad K, i € {1,2,3}.

28
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Dokaz. Sledi iz definicije i—slobodnih multialgebri nad klasom multialgebri,
ie€{l,2,3}. O

Tvrdenje 4.6 Neka su A € F(A),C € F(C),D € F(D) multialgebre tipa F i
B C A. Ako je B 2—baza od A nad C i D podmultialgebra od C, onda je B i
2—baza od A nad D.

Dokaz. Ako h : B — D C C onda postoji 2—homomorfizam g iz A u C
koji prosiruje h, pa kako je D podmultialgebra od C, dobijamo da je inverzna
slika od D, podobjekat od A koji sadrzi B, pa je to bas (B) = A, tj. za sve
x€ A" g(x) € D" pajezasven €N, f € F,,x € A"

g(f(@)) € fC(g(x)) = fP(g(x)),
odnosno, g : A — D je trazeno 2—homomorfno progirenje. O

Tvrdenje 4.7 Ako je B 1—baza od A nad C, onda je B ii—baza od A nad C,
1€ {2,3}.

Dokaz. Sledi iz definicije i ¢injenice da je svaki 1—homomorfizam i i—homomor-
fizam, i € {2,3}. O

Tvrdenje 4.8 Singularna multialgebra o(A) je 2—slobodna nad svakom multi-
algebrom B (a time i nad svakom klasom multialgebri). Ako je |A| > 2, tada je
A jedinstvena 2—baza od o(A) nad B, dok u slucaju kada je A jednoelementni
skup, imamo dve 2—baze od o(A) nad B, a to su () i A.

Dokaz. Ako je |A| > 1, znamo da je Ha(0(A), B) = B pa je svako preslikavanje
iz A u B 2—homomorfizam, i jasno, A generise A, medutim, ako je |[A] =110
generise A. O

Tvrdenje 4.9 Neka je K klasa multialgebri, D € K neregularna multialgebra
tipa F i A 2—slobodna multialgebra nad K sa 2—bazom B C A. Ako je

|B| > |D| ili ako je B beskonacan skup,
onda je i A neregularna multialgebra.
Dokaz. Kako D nije regularna, postoje ng € N, fo € F,,,d € D™ tako da je
foP(d) = 0.
Neka je h : B — D. Bez obzira da li ispunjen uslov da je |B| > |D] ili je B
beskonacan skup, uvek mozemo naéi b € B™ takvo da je h(b) = d. Takode
znamo da postoji g : A — D koje prosiruje h i koje je 2—homomorfizam iz A u
D, te je zang € N, fo € Fp,,b € B™ zadovoljeno
9(fo™(9)) € fo (g(b)) = foP(d) = 0
paje fo(b) = 0 tj. ni A nije regularna multialgebra. O

Tvrdenje 4.10 Neka je B € F(B) multialgebra koja ima singularnu podmulti-
algebru. Tada je A € F(A) 2—slobodna nad B ako i samo ako je A = o(A).
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Dokaz. Neka je D C Bio(D) € S(B). Ako je A 2—slobodna nad B onda je, na
osnovu Tvrdenja 4.6, A 2—slobodna i nad o(D), pa tada postoji 2—homomor-
fizam h iz A u o(D) §to prema Tvrdenju 2.8 (slucaj 2.) znaci da je A = o(A), i
obrnuto. O

Tvrdenje 4.11 Ako je K € {Mult, Con, Mult(c), Con(a), Mult[3], Con|[B]},
i B kardinali, « > 0, onda je A € F(A) 2—slobodna nad (ili u) K ako i samo
ako je A = o(A).

Dokaz. Sledi iz prethodnog tvrdenja jer za svako K iz datog skupa i svako B € K
postoji singularni podobjekat. O

Tvrdenje 4.12 Za A € F(A), svaki skup B C A koji generise A je 2—baza od
A nad klasom jedinicnih multialgebri £.
Specijalno, za A = e(A), svaki skup B C A je 2—baza od A u E.

Dokaz. Sledi na osnovu ranije dokazanog Tvrdenja 2.8, koje govori da je
Ha(A, ¢(C)) = C,

a ako je pri tom A = e(A), svaki podskup od A generise A na osnovu Tvrdenja
3.8. O

Tvrdenje 4.13 Svaka konstantna multialgebra (A, M) je 2—slobodna u klasi
konstantnih multialgebri Con™, pri cemu je B C A 2—baza od (A, M) u Con™
ako i samo ako je B= A\ M.

Dokaz.
(<) Neka je (C,N) € Con™ i B= A\ M. Kako je

(B) = J{t(zo, ..., 2n1) | n € N,t € Clon(P*(A, M)),z,...,2n1 € B},

to je (X) = BUM = A. Ako je h : B — C proizvoljno, tada preslikavanje
g : A — C koje elementima iz B opredeljuje iste elemente koje im dodeljuje
preslikavanje h a elemente iz M slika u elemente iz N, jeste 2—homomorfizam
jer je za svakon € N, f € F,,,z € A"

g(fA(x)) = g(M) € N = [ (g(x)).

(=) Neka je (C,N) € Con™ i B C A 2—baza od (A, M) nad (C,N). Tada
B generie A pa mora sadrzati A\ M, ali i ne moze sadrzati ni jedan element iz
M jer u suprotnom za preslikavanje hg : B — C koje bi taj element slikalo van
N ne bi bilo zadovoljeno

g(M) = g(f*(x)) C f(g(z)) = N, zasvakon €N, f € F,,,z € A",
gde je g odgovarajuce 2—homomorfno prosirenje od hy. O

Tvrdenje 4.14 Za A € F(A), svaki skup B C A koji generise A je 3—baza od
A nad klasom singularnih multialgebri O. Specijalno, A = o(A) je slobodna u
0.
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Dokaz. Sledi na osnovu ranije dokazanog Tvrdenja 2.8 koje kaze da je
Hs(A, o(B)) = B4,
i za slucaj A = o(A), da je tada
Ha(o(A), o(B)) # 0.
O

Tvrdenje 4.15 Ako postoji multialgebra A koja nije reqularna, a koja je 3—slo-
bodna nad klasom multialgebri IC, onda ni jedna multialgebra C € K nije regu-
larna.

Dokaz. Kako A nije regularna, postojin € N, f € F,,,x € A" tako da je
fA (@) = 0.
Tada za svako C € K i g 3—homomorfizam iz A u C vazi da je

0= g(f*(x)) 2 fC(9(x))
pa C nije regularna multialgebra. O

Tvrdenje 4.16 Neka je A € F(A) slobodna multialgebra nad klasom K, sa
bazom ) # B C A, i neka u K postoji reqularna multialgebra. Za svako
D € F(D)NK vazi: ako je B beskonacan skup ili ako je konacan ali |B| > |D|,
onda je D regularna multialgebra.

Dokaz. Kako u K postoji regularna multialgebra, prema Tvrdenju 4.15 1 A je
regularna. Ako je D € F(D) N K, i preslikavanje h : B — D proizvoljno, onda
iz uslova da je B beskonacno, kao i iz uslova da je konacno i |B| > |D|, sledi
da za svako n € N, d € D™ postoji b € B™ takvo da je h(b) = d. Tada za svako
f € F, i homomorfno prosirenje g : A — D od h vazi

FP(d) = fP(g(b) = g(f4 (b)) # 0.

O

Tvrdenje 4.17 Neka je o beskonacan kardinal, K = {e(A) | |[A] < a} i L =
O UK. Tada vazi:

1. e(D) je slobodna multialgebra u IC ako i samo ako je |D| = « i
B C D je baza od e(D) u K ako i samo ako je |D\ B| = a.

2. Svaka e(A) € K je 2—slobodna u K i svaki skup B C A je 2—baza od e(A)
u IC.

3. Multialgebra A € L je 3—slobodna u L ako i samo ako je slobodna u K.

4. Ne postoji slobodna multialgebra u L.
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Dokaz.

1.

(=) Neka je e(D) slobodna u K sa bazom B C D. Tada je e(D) slobodna
multialgebra i za e(C) € K, gde je |C| = «, pa za proizvoljno h : B — C postoji
homomorfna ekstenzija g : e(D) — ¢(C) tj. zasve n € N, f € F,,,x € D"

9(D) = g(fP)(x)) = f49(g(x)) = C

§to nam daje o = |C| < |D| tj. |D| = a.

(<) Neka je |D| = a, e(D),e(C) € Ki D1 C D konacan skup. Tada D,
generiSe D i za svako preslikavanje h : D1 — C, postoji pros§irenje g : D — C
takvo da je g(D) = C pa vazi i homomorfnost: za sve n € N, f € F,,,x € D"

g(f4P(x)) = g(D) = C = f4P) (g(x)).

Drugi deo tvrdenja sledi iz ovoga, jer je B C D baza od e¢(D) u K ako i
samo ako je e(D) slobodna u K ako i samo ako je |D| = a i u dokazu smera
(«) vidimo da mora biti |[D \ B| = «a da bi postojalo homomorfno prosirenje.

2. Posledica Tvrdenja 4.12.

3.

(=) Neka je A € L 3—slobodna u £ sa 3—bazom B C A. Postoje dve
mogucnosti: 1° A € Li2° A€ O.

1° Ako A € K i C € F(C) N K proizvoljno, kao i h : B — C, tada postoji
3—homomorfizam g : A — C koji pro§iruje h. Za svakon € N, f € F,,,x € A"
vazi

g9(A) = g(f* () 2 f(9(x)) = C
pa kako je i g(A) C C, to je g 1—homomorfizam.

2° Ako bi bilo A € O, onda bi za svako C € K i svaki homomorfizam
g: A— C vazilo

0=g(f4(x)) 2 f(9(x)) = C
tj. C =0, pa ovaj slucaj odbacujemo.

(<) Ako je A slobodna u K onda je i 3—slobodna u K, pa ostaje da se
pokaze da je i 3—slobodna nad O, a to nam govori Tvrdenje 4.14.

4. Ako bismo pretpostavili da postoji slobodna multialgebra A u £ imali
bismo dve moguénosti: A € K ili A € O.

Ako je A = e(A) € K onda na osnovu 1. i Tvrdenja 4.16 dobijamo da
su elementi iz O regularne multialgebre, a ako je A = 0o(A4) € O, na osnovu
Tvrdenja 4.15 dobijamo da multialgebre iz K nisu regularne, pa u oba slucaja
odbacijemo polaznu pretpostavku. O

Tvrdenje 4.18 Ako K € {£, Con, Mult, Reg, Con™}, onda ne postoje 3—slo-
bodne multialgebre nad K.

Dokaz. Pokazimo da ne postoje 3—slobodne multialgebre nad &, pa kako sve
druge navedene klase sadrze &, tvrdenje ¢e vaziti i za njih.

Naime, ako pretpostavimo da je A € F(A) trazena slobodna multialgebra
nad £ i e(M) € &€ takvo da je |A| < |[M], onda zan € N, f € F,,x € A" i
3—homomorfizam h : A — e(M) vazi da je

M = M) (h(z)) C h(f4(x)) C h(A)

Sto povlaci |A| > | M|, pa odbacujemo polaznu pretpostavku. O
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Tvrdenje 4.19 Ako su « i 8 kardinali, o > 0, onda ne postoji slobodna multi-
algebra nad klasom

K € {&, Con, Mult, Reg, Mult(c), Mult[3], Con[S], Con™}.
Dokaz. Sledi iz Tvrdenja 4.17 i 4.18. O

Tvrdenje 4.20 Neka je o beskonacan kardinal i IC klasa svih nesingularnih
multialgebri A € F(A) takvih da je |A| < a. Tada je A 3—slobodna multialgebra
u KC ako i samo ako je A= e(A) i |A| = a.
U tom sluéaju je B 3—baza od e(A) u K ako i samo ako je |A\ B| = a.
Klasa K nema 2—slobodnu multialgebru u IC.

Dokaz.
(=) Neka je A 3—slobodna u K. Kako i e(A) € K, postoji 3—homomorfizam
g: A—e(A), takav dajezasven € N, f € F,,,x € A"

g(fA (@) 2 M (g(x)) = A

§to znaci da je fA(z) = A, odnosno, A = e(A). Na osnovu Tvrdenja 4.14 sledi
da je A 3—slobodna i nad O pa sada mozemo primeniti Tvrdenje 4.17 (slucaj
3. islucaj 1.) paje |A| = .

(<) Ako je A = e(A) i|A| = @, onda A € K i svaki skup B C A generise
A. Posmatrajmo B C A za koji je |A\ B] = a. Za svako h : B — C, gde je
C € F(C) N K postoji prosirenje g : A — C takvo da je g(A) = C pa za sve
neN, feF,,ze A" vazi

9(fA(x) = g(A) = C 2 f(g())

pa je A 3—slobodna u K.
Iz dokaza je jasno da je B 3—baza od e(A) u K ako i samo ako je |A\ B| = «,
a iz Tvrdenja 4.10 da K nema 2—slobodnu multialgebru u K. a

U nastavku ¢emo se baviti 2—slobodnim multialgebrama nad klasom regu-
larnih multialgebri tipa F (Reg(F)).

Definicija 4.21 Neka je F neki tip algebri © X skup promenljivih tako da je
Tr(X) neprazan skup. Tada algebru istog tipa F ¢iji je nosaé Tr(X) zovemo
termovska algebra tipa F nad X (i oznacavamo isto kao nosaé, Tr(X))
ako je za sven € N, f € Fu to,...,tn—1 € Tr(X)

FEEE (g, tno1) = ftoy .. tno1).

Jasno je da algebra T'x(()) postoji ako i samo ako je Fy # (), kao i da je
Trx(X) skup generisan sa X.
Ako uvedemo oznaku

B, ={teTr(B)|rang(t) <n},neN
tada je
By=BUJFy, izaneN
Bn+1:BnU{f(t0,...,tk,1)|k€N,f€fk7t¢€Bn zasvei6{07...,k—1}}
i

T#(B) = J{Bn | n € N}.
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Tvrdenje 4.22 B je 2—baza od Tr(B) u Reg(F).

Dokaz. Neka je A € F(A) regularna multialgebra i h : B — A proizvoljno.
Definisimo preslikavanja h,, za n € N:

ho = h

izan>1
hn+1|Bn = h'ru
a za sve f(lfo, . 7tk,1) S Bn+1 \ B,

hn+1(f(t0, Ce ,tk_l)) S f'A(hn(to), ey hn(tk—l))-

Tada je
g=Jhn:Tr(B) = A
neN
2—homomorfna ekstenzija od h iz T#(B) u A. O

Primetimo da je 2—homomorfizam ¢ iz dokaza Tvrdenja 4.22 jedinstven
samo ako je A univerzalna algebra.

Tvrdenje 4.23 Neka je A € F(A), skup B generise A i neka postoji 2—homo-
morfizam h : A — Tx(B) koji je progirenje identickog preslikavanja 1 : B — B.
Tada je B 2—baza od A nad Reg(F).

Dokaz. AkojeC € F(C)NReg(F)ig: B — C proizvoljno, prema Tvrdenju 4.22
znamo da postoji g : Tr(B) — C prosirenje preslikavanja g koje je 2—homomorfi-
zam pa je i go h : A — C prosirenje od g koje je 2—homomorfizam kao kom-
pozicija dva 2—homomorfizma. O

Tvrdenje 4.24 Neka je A € F(A),0 # B C A i neka postoji 2—homomorfizam
h: A — Tx(B) koji proiruje identicko preslikavanje 1 : B — B. Tada za svako
t € Tr(B) vazi da je
h(th) C {t}.

Dokaz. Kako t € Tr(B) = |U{Bn | n € N}, postoji n € N tako da ¢t € B,, pa
tvrdenje dokazujemo indukcijom po n.

1° Zan = 0 imamo t € By = BU Fy pa je h(t*) C {t}.

2° Pretpostavimo da za terme iz B, vazi tvrdenje i pokazimo da vazi i za
terme iz Bp+1. Neka je t € B,y \ Bn. Tada postoje termi tg,...,t,—1 € By
takvi da je t = f(to,...,tm—1) za neko f € F,,,. Tada je

h(th) = h(fA (b, .. tm1™) C F7 B (h(te?), . .. h(tm—1™)),
a po indukecijskoj pretpostavci imamo da je za sve i € {0,...,m — 1}
h(t:*) € {t:},
odakle sledi da je h(t4) C {t}. O

Primetimo da ako bismo Tvrdenju 4.24 dodali uslov A € Reg(F), onda bi
vazilo da je za svako t € Tr(B)
h(t?) =t

i h bi bio 1—homomorfizam.
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Tvrdenje 4.25 Neka je A € F(A) i B generise A. Ako za svaka dva terma
u,v € Tr(B) vazi

ANt £0 = u=v, (4.1)
onda je B 2—baza od A nad Reg(F).

Dokaz. Pokazimo da postoji 2—homomorfizam h : A — Tx(B) koji prosiruje
identicko preslikavanje 1 : B — B. Za svako a € A, kako B generise A, postoji
term t € Tx(B) takav da a € t*, koji je jedinstven na osnovu uslova (4.1),
pa ako definisemo h(a) = t, dobi¢emo trazeni 2—homomorfizam. Primenom
Tvrdenja 4.23 dobijamo da je B 2—baza od A nad Reg(F). U slucaju da je
A € Reg(F), h je 1—homomorfizam. O

Teorema 4.26 Neka je A€ F(A) i # B C A. Tada je B 2—baza od A nad
Reg(F) ako i samo ako za svako a € A postoji jedinstven term t € Tr(B) takav
da je a € tA.

Dokaz. Sledi iz Tvrdenja 4.24 i 4.25. O

Posledica 4.27 Svaka 2—slobodna multialgebra nad Reg(F) ima jedinstvenu
2—bazu.

Dokaz. Neka je A € F(A) 2—slobodna multialgebra nad Reg(F) sa 2—bazama
B i Bs, gde je By najmanji skup koji generise A. Pretpostavimo da je By C Bo,
tj. postoji b € By \ By. Tada

zatyo=b € Tr(By) vazida b € o,
ali kako By generiSe A, znamo da postoji

t1 € Tr(B1) CTx(B3),b#t; tako da je b € A

Dolazimo u kontradikeciju sa Teoremom 4.26 jer b € t1%* N t2™ pa odbacujemo
polaznu pretpostavku i dobijamo By = Bs. O



Glava 5

Stepene strukture
multialgebri i Booleove
algebre sa operatorima

Da bismo izucavali stepene strukture multialgebri, mozemo svaku multialge-
bru posmatrati kao relacijsku strukturu. Pojam stepenih struktura relacijskih
struktura prvi put sreéemo u radu [23] Jénssona i Tarskog. Pokazademo da
ako stepenoj strukturi relacijske strukture dodamo skupovno-teoretske operacije
U, N, ~ dobi¢emo Booleovu algebru sa operatorima.

Definicija 5.1 Stepena struktura relacijske strukture A = (A, R) je alge-
bra ¢iji je nosacé P(A) i skup fundamentalnih operacija {R' | R € R} definisanih
na sledeéi nacin: za R € R,41 imamo da je RT : P(A)" — P(A) tako da za
Xo,..., X, 1 € P(A) vazi

RY(Xo,..., Xn_1) =
={yeA|(Vie{0,....,n—1})(3z; € Xi)(z0,...,Tn_1,y) € R}.

Primetimo da je za R € Ri(n = 0), R C A, pa je R" nularna operacija ¢ija
je vrednost R € P(A).

Svaku univerzalnu algebru A = (A, F) moZemo posmatrati kao relacijsku
strukturu tako $to ¢emo za svaku operaciju f € F,, definisati relaciju R(f) na
A arnosti n + 1 tako da je za sve ag,...,an_1,a0 € A

(agy...,an-1,a) € R(f) < f(ao,...,an—1) = a.
Tada na stepenoj strukturi vazi da za sve X, ..., X,,—1 € P(A),
R(AHT (X0, s Xn_1)={z € A| (Vie{0,...,n—1})(3z; € X;)
flxo, .. san1) =2} = fT(Xo,..., Xn_1).

Kod multialgebri je slicna situacija. Naime, razlika je u tome $to relaciju
R(f) na A arnosti n + 1, koja odgovara multioperaciji f € F,, definisemo tako
da za sve ag,...,a,_1,a € A

(agy... an-1,a) € R(f) < a€ f(ag,...,an—1),

36
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pa Definiciju 5.1 mozemo posmatrati kao definiciju stepene strukture multi-
algebre (videti Definiciju 1.12).

U nastavku ¢emo pod stepenom strukturom relacijske strukture A4 = (4, R)
podrazumevati At = (P(A),U,N, 7, {R" | R € R}).

Podsetimo se nekih definicija i tvrdenja vezanih za Booleove algebre.

Definicija 5.2 Struktura (B,+,-,,0,1) je Booleova algebra ako su + i -
binarne operacije, ' unarna i 0,1 nularne i vaze uslovi:

1. (B,+,") je distributivna mreza;
2.2-0=04x+1=1, za svex € B;
S x-2'=04x+2" =1, za sve v € B.

Ako za x,y € B vazi da je x + y = y, piSemo x < y.

Ako za skup elemenata {z; | ¢« € I} iz B postoje supremum i infimum,
oznacavamo ih redom sa Y {xz; |i € I'} i [[{z;|¢ € I}.

Za proizvoljan skup X, algebra B(X) = (P(X),U,Nn, ~,0, X) je Booleova
algebra i zovemo je Booleova skupovna algebra. Ako smatramo da je pod-
algebra Booleove algebre B svaki neprazan podskup od B koji je zatvoren za
sve operacije iz B, lako je videti da je svaka podalgebra Booleove algebre ponovo
Booleova algebra. Podalgebre Booleovih skupovnih algebri ¢emo zvati algebre
skupova.

Tvrdenje 5.3 Svaka Booleova algebra je izomorfna nekoj algebri skupova.
Dokaz ovog Tvrdenja se moze naéi u radu [8].

Definicija 5.4 U Booleovoj algebri B, element a € B,a # 0 je atom ako za
svako x € B vazi x-a =0 ili x-a = a. Skup svih atoma Booleove algebre cemo
oznacavati sa Atg.

Booleova algebra je atomarna ako za svaki element x € B,z # 0 postoji
atom a tako da vazi a < x.

Booleova algebra je kompletna ako svaki podskup od B ima infimum i supre-
mum u B.

Ako je B kompletna atomarna Boleova algebra, onda za svako z € B vazi
dajex =) {ac Atg|a <z}

Tvrdenje 5.5 Svaka Booleova algebra se moze potopiti u kompletnu atomarnu
Booleovu algebru.

Dokaz. Ako je B=(B,+,-,,0,1) Booleova algebra, tada je trazena kompletna
atomarna Booleova algebra B(B) = (P(B),U,N, ~, 0, B), a odgovarajudée pota-
panje je id : B — B(B),id(b) = {b} za b € B. Svaka Booleova skupovna algebra
je kompletna jer je supremum, odnosno infimum proizvoljne familije elemenata
bas njihova unija, odnosno presek, i atomarna je, pri ¢emu skup atoma ¢ini skup
svih jednoelementnih podskupova od B (Atg = {{b} | b € B}). O
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Definicija 5.6 Neka je B Booleova algebra i f : B™ — B. Za f kaZemo da je
operator ako je aditivan po svakom svom argumentu tj.

f@o,..,> {wili€{0,...,k=1}},... 2p 1) =
ZZ{f(xo,--.,yi,...,xn_l) |ie{0,...,k—1}}

Ako je f operator i za svaki indeksni skup I za koji postoji > {y; | i € I} u
B, vazi

f(xo,...,Z{yi |Z'€I},...,£L'n,1) :Z{f($07...7yi,...,$n,1) |i€]},

onda kaZemo da je f kompletno aditivan operator.
Ako je f operator i za sve ag, . ..,a,_1 € B vaZi da ako je a; = 0 za neko i €
{0,...,n—1} onda f(ag,...,an—1) =0, kaZemo da je f normalan operator.

Konac¢no dolazimo do pojma Booleovih algebri sa operatorima. U nastavku
¢emo koristiti skracenicu BAO, a za Booleove algebre, BA.

Definicija 5.7 Booleova algebra sa operatorima je struktura
B: (B7+a'a/a0717{fi | ? S I})

éiji je redukt BI(B) = (B,+,-,,0,1) Booleova algebra, a operacije f;,i € I
operatori od Bl(B).

Ako je pri tom BlU(B) atomarna BA, reéi éemo da je B atomarna BAO
i skup atoma algebre Bl(B) oznaciti sa Atp; Ako je BI(B) kompletna BA i za
svako © € I, f; je kompletno aditivan operator, kaZemo da je B kompletna
BAO; Ako je za svako i € I, f; normalan operator, kaZemo da je B normalna
BAO. BAO koja je kompletna, normalna i atomarna zovemo dobra BAQO.

Tvrdenje 5.8 Svaka BAO se moZe potopiti u kompletnu atomarnu BAO.

Dokaz. Sliéno kao u Teoremi 5.5, za B = (B,+,-,,0,1,{f; | i € I}) trazena
BAO je B(B) = (P(B),uU,n, ~,0, B, {f;" |i € I}). O

Tvrdenje 5.9 Svaka normalna BAO se moZe potopiti u dobru BAO.

Dokaz. Sledi direktno iz prethodnog tvrdenja i definicije dobre BAO (Definicija
5.7). O
Konag¢no, dolazimo do tvrdenja pomenutog na pocetku.

Teorema 5.10 Stepena struktura svake multialgebre je dobra BAO.

Dokaz. Neka stepenoj strukturi multialgebre A € F(A) odgovara stepena stru-
ktura relacijske strukture (4, R),

AT = (P(4),u,n, 7,0, A, {R" | R e R}).

Jasno je da je redukt BI(A1) = (P(4),U,N, ~,0, A) kompletna atomarna BA,
a R je za svako R € R po definiciji kompletno aditivan i normalan operator.
O

Jonsson i Tarski su u [23] dokazali da vazi i obrnuto, tj. da je svaka dobra
BAO stepena struktura neke multialgebre.



39

Definicija 5.11 Atomicna struktura kompletne atomarne BAO B sa sku-
pom operatora F, jeste multialgebra

At = (Atg,{f | f € F})

gde je za f € F, operacija f definisana tako da za sve by, ...,b,_1 € Atg vaZi

f(bo, ey bn—l) = {a € Atp | a < f(bo, ey bn—l)}-
Teorema 5.12 Svaka dobra BAO je stepena struktura neke multialgebre.

Dokaz. Neka je B = (B,+,-,,0,1,F) dobra BAO sa atomi¢nom strukturom
Atz i neka je preslikavanje ¢ : B — P(Atp) definisano na sledeéi nac¢in: za
be B

o(b) = {a € Atp | a < b}.

Pokazimo da je ¢ izomorfizam iz B u Atgt. Veé¢ smo pomenuli da je za svako
x iz kompletne atomarne BA,

x:Z{aeAtB|a§x}

pa to vazi i u naSem slucaju te odatle vidimo da je ¢ bijekcija. Treba jos pokazati
homomorfnost, tj. da za svakon € N, f € F,,,bg,...,bp_1 € B vazi

Qo(f(boa ceey bn—l)) = fAJr(QO(bO)v ceey (P(bn—l))

Jednakost je trivijalno zadovoljena u slucaju kada je b; = 0 za neko i €
{0,...,n — 1}, na osnovu definicije normalnog operatora i fT, pa mozemo sada
pretpostaviti da je b; # 0 za svako i € {0,...,n — 1}.

(C) Nekajea € p(f(bg,...,bn-1)). Prema definiciji preslikavanja ¢, to znaci
da

a€ Atgia< f(b()7 . ,bn_l).

Pokazimo da a € f*(o(bg),...,o(bn_1)) tj. dazasvakoi € {0,...,n—1} postoji
x; € p(b;) tako da je a € f(xo,...,2n-1), odnosno, a < f(zg,...,Tn_1).

Kako je a < f(bg,...,bp—1)1b; € Bzasvei € {0,...,n— 1} pa je b; =
> (bi), to je

a < f(ebo), - p(bn-1)),
pri ¢emu je o(b;), ¢ € {0,...,n — 1} neprazan skup jer je b; # 0. Neka je
@(b;) ={xji | k € I;}. Znamo da je f kompletno aditivan operator, pa vazi da
je
k;€l;

3 000 S elbn1) = S @okas s ) 1255 )
Po definiciji atoma mora vaziti

a - f(w()ko, e ,x(n,l)kn_l) =a ili (8 f(.’]?OkO, ey x(n,l)kn_l) =0.

Zelimo da pokazemo da postoje z; € p(b;),i € {0,...,n — 1} takvi da je a <
flxoy...,xn-1) tj. a- f(zo,...,2n—1) = a. Pretpostavimo suprotno, da je za
sve x; € p(b;),1 €{0,...,n—1}, a- f(xo,...,2n—1) = 0. Tada bismo dobili da
je

CL'f(bOw..,bn,l) = a-Z{f(kao,...,x(n_l)kn_l) | kj S Ij,j S {0,...,71— 1}}
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=Y a - {f(@okes- - T(n-tyhn_s) | kj € I;,§ €{0,...,n—1}} =0
Sto je u kontradikeiji sa polaznim uslovom da je a < f(bg,...,bn_1).
(2) Neka je
ac f+(§0(b0), ceey @(bn—l))
To znac¢i da a € Atp i postoje x; € p(b;) za sve i € {0,...,n — 1} tako da je
a < f(zo,...,xzn—1). Iz aditivnosti operatora f sledi njegova monotonost, a iz

x; € o(b;) sledi da je x; < b; zasve i € {0,...,n— 1}, pa je

a S f(xo, . ,l’n,l) S f(bo, ey bnfl)

tj. a € (f(bg,...,bn_1))- O



Glava 6

Reprezentacija multialgebri
kao uopstenih faktor algebri

Definicija 6.1 Neka je A neprazan skup i 0 relacija ekvivalencije na A. Ako
klasu ekvivalencije kojoj pripada x oznacimo sa x/6 (ili 6(zx)), onda je A/0 =
{z/0 | © € A}. Faktor-multialgebra univerzalne algebre A = (A, F) po
modulu 0, u oznaci A/8, jeste multialgebra tipa F sa nosadem A/ pri cemu
f € F, interpretiramo na sledeéi nacin:

A% a0/0,. .. an—1/0) = {f*(bo, ... ,bu_1)/0 | aibb;,i € {0,...,n—1}} (6.1)

Ako je A € F(A) multialgebra, interpretacija funkcijskog simbola f € F, u
A/6 ima formu:

f‘A/e(QO/aa"'vanfl/g) :{b/0 | befA(bOv“'abnfl)vaiabi;i € {Oaan_]'}}

Ako je fA operacija i 6 kongruencija, nije tesko videti da je tada i fA/¢
operacija.

Vidimo da je faktor-multialgebra svake univerzalne algebre multialgebra, a
G. Griétzer je 1962. godine dokazao da vazi i obrnuto.

Teorema 6.2 ([21]) Svaka multialgebra je faktor-multialgebra neke univerzalne
algebre po modulu odgovarajuce relacije ekvivalencije, tj. za svaku multialgebru
A postoji univerzalna algebra B i relacija ekvivalencije 0 na A tako da je A =2

B/6.

Ovo tvrdenje ¢emo dokazati pomocu dve leme, od kojih ée jedna dati obja-
$njenje za slucaj kada imamo konac¢no mnogo multioperacija, a druga ako ih
ima beskona¢no mnogo.

Ideja dokaza se sastoji u tome da, ako je A € F(A) multialgebra i f unarna
multioperacija, za a € A, f(a) iskoristimo kao indeksni skup kako bismo napra-
vili kopije elementa a. Na tom uvecanom skupu definiSemo operaciju f tako
da je za = € f(a), f(a,) = x. Slicna konstrukeija se koristi i ako f nije unarna
multioperacija.

Lema 6.3 Neka je A € F(A) multialgebra i g multioperacija na A. Tada
postoji multialgebra A, € F(Ay) i relacija ekvivalencije 8 na A, tako da je
Ay/0 =2 A i g je operacija na Ay. Takode, sve operacije f na A su operacije i
na Ag.
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Dokaz. Razlikujemo dva slucaja: kada je g unarna multioperacija i kada je
n—arna za n > 1.
I slucaj: Neka g : A — P(A). Definisimo skup

Ay ={(a,b) |a € A be g(a)}

i, koristeéi Aksiomu izbora, unarnu operaciju g; : A — A tako da je g1(a) € g(a)
za svako a € A, i pomoc¢u nje operaciju g na A, (g : Ay — Ay) tako da je za sve
(a,b) € Ay

9((a,b)) = (b, 91(b)). (6.2)
Kako b € g(a) C Aig1(b) € g(b), toje (b,g1(b)) € A, pa g na Ag jeste operacija.
Ako je f: A" — A multioperacija na A onda definiSemo multioperaciju f na
Ag sa

f((agyb0)y - (an—1,bn—1)) = {(c,g1(c)) | c € flag,-..,an-1)}, (6.3)

za sve (ag,bo),...(an—1,bn—1) € Ay. Jasno, ako je f operacija na A, onda je
operacija i na A,.
Trazenu relaciju ekvivalencije § na A, ¢emo definisati tako da je

(a,b)0(c,d) & a=c. (6.4)
Pokazimo da je preslikavanje ¢ : A,/ — A, definisano sa
©((a,0)/0) = a (6.5)

izomorfizam struktura A,/6 i A.
Iz (6.4) sledi da je ¢ injektivno preslikavanje, dok je sirjektivnost ocigledna.

Ostaje da se pokaze da je za svaku n—arnu funkciju f i ag,...,an—1 € 44
e(f((ao,b0)/0, - .. (an—1,bn-1)/0)) = f(((a0,b0)/0), ... p((an-1,bn-1)/0)) =
= f((l(), e ,an,l).

Za g je ovo ispunjeno jer je

(o((a.5)/0)) = o({g(e.)/6 | (c.d)b(a,b)}) “HY

= ¢({9(d. 91(4))/0 | d € g()}) "= {d] d € gla)} = g(a),
a i za proizvoljno f dokaz ide sli¢no.

II slucaj: Radi jednostavnosti, pretpostaviéemo da je g binarna multioperacija
na A (g: A2 — P(A)). Neka su elementi od A dobro uredeni ag,ay,...,a,,...,
% € Wy, 1 g1 1 A2 — A operacija takva da je g1(a,b) € g(a,b) (kao u Slucaju I
koristimo Aksiomu izbora). Defini§imo skup

Ay ={(b,b1,ba,...,b,r...) | bE A b, € g(b,a,.) za sve 32 < wq}

i binarnu operaciju g : A92 — A, tako da za b = (b,b1,ba,...,b,c...),c =
(c,c1,¢9,..0,C5...) € Ay, ako je ¢ = a,,, vazi

g(b,¢) = (bs, 91(bse,a1), 91(bse, a2), ... ).
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Iz b, € A1 gi(bs, ;) € g(bs,ai),i = 1,2,... sledi da je g(b,c) € Ay. Jasno
je da je g operacija jer je za ¢ = a,, prva koordinata od g(b,c), a to je b,,
jedinstveni element iz A.

Ako je f : A — A multioperacija na A, onda na A, definiSemo multi-
operaciju f tako da je za sve b!,... ,b" € 4,

f(bla"'abn) = {(bagl(bval)agl(ban)v"') | be f(bla-"abn)}a

pa ako je f operacija na A, onda je f operacija i na A,.
Relaciju 6 na A, definiSemo na sledeci nacin:

(b,bl,bg,...,)9(0,01,62,...) <~ b=c

i to je relacija ekvivalencije.
Kona¢no, definisimo preslikavanje ¢ : A;/6 — A tako da je

@((b,b1,ba,...)/0) =D

i pokazimo da je to izomorfizam iz A,/6 u A. Injektivnost sledi iz definicije
relacije 6, sirjektivnost je ocigledna a homomorfnost se dokazuje sli¢cno kao u

Slucaju I.

Za slucaj kada je g n—arna operacija na A,n > 2, i elementi od A"~! su
dobro uredeni ag,a,...,0,:,..., ¥ < wy pri cemu je a,, = (al,...,a? 1),
elementi od Ay su ponovo nizovi b = (b, b1, b2, ..., b, ...), 22 < wa za koje vazi
da je za svako » < Wa, by, € g(b,al,,...,a%" ). Ostatak ide analogno slu¢aju
n=2. O
Lema 6.4 Neka su date multialgebre Ay, Aa, ... A, ..., 3¢ < X i neka je na

svakoj A, za svako 31 < s definisana relacija ekvivalencije 07 takva da je
A JO7 2 A, i za 300 < e < 2 wvaZi 01 - 072 =077
Tada postoji multialtialgebra Ay i na njoj relacije ekvivalencije @,,, s < X\ tako
da je
Ay/P,. = A, za svako »x < A
Dokaz. Definisimo Ay kao skup
Ay ={(ar1,a2,...,05,...) | a5 € Asya,, = a, /070 300 < 52,3 < A}

Ako su a’ = (a%,ab...) € Ay,i = 1,2,...,n i f n—arna multioperacija na

A,., < )\, onda je f na Ay defnisana na sledeéi nacin: za al,...a"

flal, ... a™) = {(b1,ba, ... bye,...) | by € flak, ... a%), 2 < A).

Transfinitnom indukcijom se moze pokazati da je f(al,..., a") # 0.
Relaciju ekvivalencije @,, na A definiSemo tako da je

ald,a? — ai( = ai
Tada je preslikavanje ¢ : Ay/®,. — A,. definisano sa
o((ar,a2, ... 050, ...)/P,) = a,,

trazeni izomorfizam izmedu struktura A, /®,, i A,.. O
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Posledica 6.5 Ako je multioperacija f operacija od nekog A,. pa na dalje, onda
je f operacija i na Ay.

Dokaz. Sledi iz definicije multioperacije f na Aj. O

Dokaz Teoreme 6.2. Za multialgebru A = (A, F) pokazacemo konstrukciju
trazene univerzalne algebre B gde ¢emo primeniti rezultate Leme 6.3 i Leme
6.4.

Naime, neka je skup svih multioperacija na A dobro ureden

flaf?v"'vf%w'w 7 < Wq-

Za svako A < w, ¢emo definisati skup Ay, algebru Ay sa nosacem A i relaciju
ekvivalencije 6, na A, tako da je

Ar/On= A

isvako f,,s < A je operacija na Ay. Prvo ¢emo uzeti A; = Ay, i 6 kao u Lemi
6.3, zatim Ay = (A1)y, i 05 ekvivalencija za koju je As/0 =2 A;. Relaciju 62
definisemo kao kompletnu inverznu sliku od 6; po modulu 63 tj.

a92b A CL/H% (91 b/é@

Tako nastavljamo postupak dok ne dodemo do grani¢nog kardinala w i tada
primenjujemo Lemu 6.4. Dobijamo algebru B, i nastavljamo A,, = (B.)y,. Na
kraju dolazimo do algebre A, i relacije ekvivalencije 6, na A, tako da je

Apo /00, = A O

Posledica 6.6 Ako je multialgebra A = (A, F) konacéna (skupovi A i F su
konacni), tada postoji konacéna algebra B = (B,F) i relacija ekvivalencije § C
B? tako da je B/ = A.



Glava 7

Faktor-multialgebre i
fundamentalna relacija
multialgebre

U radovima C. Pelea i saradnika najvise paznje je posveceno faktor-multialge-
brama, pa ¢emo se u ovoj i slede¢oj Glavi baviti ovom temom. Naime, u Glavi
7 ¢emo predstaviti najinteresantnije i najznacajnije rezultate iz [26], [27], [29],
[33], a u Glavi 8 iz radova [32] i [36].

Videli smo (Definicija 6.1) da je faktor-multialgebra multialgebre A = (A, F)
po modulu relacije ekvivalencije p C A2, multialgebra

Alp=(A/p,F)
takva da jezan € N, f € F,,a0,...,an,-1 € A
FAP(ao/p, - san_1/p) ={b/p|be fADo,. .. ,bn1),aipb;,0<i<n—1},
odnosno, ako je A univerzalna algebra

fA/p(CLO/pv" '7an—1/p) = {b/p | b= fA(b07"~7bn—l)7a’ipbiaO < [ <n-— 1}

Takode smo zakljuéili (Teorema 6.2) da ne samo da je faktor-multialgebra svake
univerzalne algebre multialgebra, nego vazi i obrnuto, tj. svaka multialgebra je
faktor-algebra neke univerzalne algebre.

U sekciji 1.2. smo napomenuli da identitet na multialgebri moze biti zado-
voljen u slabom i jakom smislu. Primetimo da ako je na univerzalnoj algebri
B € F(B) zadovoljen identitet t; = to, gde su t; i to termi tipa F, tada je na
multialgebri B/p zadovoljen slab identitet ¢; Nte # (). Naime, ako su t; i o
n—arni termi i by, ...,b,_1 € B, tada je

t1(bo, -+ bn—1) = t2"(bo, -, bn 1) = b € B,
pa
b/p € ti™?(bo/p, ..., bu—1/p) Nta™/?(bo/p, .- b 1/p).

Neki identiteti imaju osobinu da ako su zadovoljeni na univerzalnoj algebri,
zadovoljeni su u jakom smislu i na njenoj faktor multialgebri. Takvi su npr.
identiteti koji opisuju komutativnost.
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U nastavku ¢emo zbog jednostavnosti istu oznaku koristiti za term i njegovu
interpretaciju u multialgebri, kao i za funkcijski simbol i njegovu interpretaciju,
a iz konteksta ¢e biti jasno na Sta se data oznaka odnosi.

Primer. Neka je B univerzalna algebra iz F(B),n € N,f € F,i0 € S,
(permutacija skupa {0,...,n — 1}), i neka na B vazi identitet
f(JU(), ey an_l) = f(l‘g(o), e ,Q?U(n_l)).

Pokazademo da identitet vazi i na B/p, tj. da je za sve by,...,b,—1 € B

f(bO/P; AR bnfl/p) = f(ba(O)/p’ R ba(nfl)/p)-

(C) Neka jec/p € f(bo/p,-..,bn-1/p). Po definiciji multioperacije f na B/p
sledi da postoje cg,...,c,—1 € B takvi da

bipci,i€{0,...,n—1}ic= f(co,...,cn-1)

Po pretpostavci

c= f(co,--sn-1) = f(Co(0)s -1 Co(n—1))

a kako je by (0) P Co(0)s - -+ s Do(n—1) P Co(n—1), OPet po definiciji multioperacije f
imamo da
C/p S f(bU(O)/p7 ceey bo’(nfl)/p)-
(D) Na B takode vazi i

f(xa—1(0)7 [N 73,'0—1(”_1)) = f(xo, . ,Z‘n_l),

pa analognim razmatranjem dobijamo i obrnutu inkluziju. O

Pogledajmo sada kako izgledaju faktor-multialgebre nekih poznatih stru-
ktura.

1) Faktor-multialgebra semigrupe
Neka je (S, -) semigrupa i p relacija ekvivalencije na S. Kako na (S, -) vazi asoci-
jativnost, na (S/p,-) ée ona vaziti u slabom smislu. Strukturu (S/p, ) na kojoj
vazi slaba asocijaivnost smo veé¢ predstavili u Primeru 1 i to je H,—semigrupa.

2) Faktor-multialgebra grupe
Neka je (G, ) grupa i p relacija ekvivalencije na G. Definisimo na G operacije
/ 1\ na sledeéi naéin:

bja={yeG|b=y-atia\b={zeG|b=a-x}.

Operacije su dobro definisane jer u grupi (G,-) jednacine b =y-aib=a-x
uvek imaju resenje koje je jedinstveno.

Stoga grupu (G, -) mozemo posmatrati kao univerzalnu algebru (G, -, /,\) na
kojoj vaze sledeéi identiteti:

(LL'O . 1’1) cXo = X0 (£E1 . I]'JQ),

1 =0 (xo\z1), 21 = (x1/20) - o,

T = .’Eo\((EO . 5[’1)7 Tr1 = (.’El . (E(ﬁ/l’o.
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Na multialgebri (G/p,-, /,\), gornji identiteti ¢e biti zadovoljeni u slabom smi-
slu.
Znamo da je (G/p,-) H,—semigrupa, kao i da je za svako a € G

a/p-Glp=G/p=G/p-a/p,

pa je ova hiperstruktura H,—grupa.
U opstem slucaju H,—grupa nema jedini¢ni element, ali u nasem slucaju,
ako je 1 € G jedinica u G, tada za svako a € G vazi

a/p € a/p-1/p N 1/p-a/p,
tj. na G/p vaze slabi identiteti
x0~1ﬂx0#®i1-xoﬂx07€®.

Takode, svaka klasa ekvivalencije a/p € G/p ima inverzni element u G/p.
Naime, ako sa a~! ozna¢imo inverzni element od a u G, onda vazi

lp € a/p-a~t/p 0 a=t/p-afp.

Jasno, ako je G Abelova grupa, onda i na H,—gupi G/p vazi komutativnost.
3) Faktor-multialgebra prstena

Neka je (R,+,-) prsten i p relacija ekvivalencije na R. Kako je (R, +) Abelova

grupa, struktura (R/p, +) ¢e biti H,—grupa, kako je (R, -) semigrupa, (R/p, ") je

H,—semigrupa i kako na (R, +, -) vazi jaka distributivnost, na R/p je zadovoljen

slab oblik, tj. za sve a,b,c € R/p je

a-(b+c)N(a-b+a-c)#0,

(b+c)-an(b-a+c-a)#0

Sto znaci da je (R/p,+,-) H,—prsten.

Kako je (R,+) Abelova grupa, multioperacija + ¢e u H,—prstenu biti ko-
mutativna.

4) Faktor-multialgebra mreze
Faktor-multialgebra mreze ne mora biti hipermreza jer na njoj svojstvo apsor-
pcije nije zadovoljeno u jakom smislu.

Definicija 7.1 Neka je A neprazan skup i P*(A) familija nepraznih podskupova
od A. Za relaciju ekvivalencije p na A definigimo relaciju p na P*(A) tako da
je za X, Y € P*(A)

XpY <= (VzeX)(VyeY) zpy.
Drugim rec¢ima, za X,Y € P*(A) je
(X,)Y)ep < X xY Cp.

Kako je relacija p simetri¢na i tranzitivna, ove osobine ée vaziti i za relaciju p,
medutim, u opstem slucaju p neée biti refleksivna. Na primer, ako posmatramo
relaciju 04 = {(a,a) | a € A} na A, lako se vidi da je §4 refleksivna samo u
slucéaju |A] = 1.



48
Teorema 7.2 Neka je A € F(A) ip relacija ekvivalencije na A. Sledeéi uslovi
su ekvivalentni:

a) A/p je univerzalna algebra;

b) Ako je n € N, f € Fn,a,b,xo,...,2,—1 € A, apb, tada za svako i €
{0,...,n — 1} vazi

fl@o...@imi,a, @1, Tn—1) D f(To - T, b, Tig1s o, Tpo1);

c) Akojem €N, f € Fpn x4,y € A,z py; za svei € {0,...,n— 1}, tada vazi
f(l'Oa"'a'rnfl) Ef(yov"wynfl);

d) Ako jen € N,p € Pol2(P*(A)),zs,y; € A, x; py; za svei € {0,...,n—1},
tada vazi 7
p(To,- s Tn—1) PP(Yo,- - -+ Yn—1)-

Dokaz.
(a = b) Neka je A/p univerzalna algebra, n € N, f € Fy,,a,b,20,...,Zp-1 €

A, apb, i
x € f(IO oo Lj—1,Qy Tj4 1y - 7l‘n_1) i [ES f(l‘o . .xi_l,b7l‘i+17. .. ,In_l).

Tada je
a

z/p = f(xo/p...wiz1/p,a/p,Tit1/p;s- .. Tn-1/p)

apb a)
L f(xo/p...xio1/p,b/pTix1/py. . Tas1/p) = y/p

=

tj. xzpy, sto daje
f(iL’() e L1,y T4-1y -- ,.’ﬂn_l) ? f(lL'o e L1, b, Lit1y--- ,ZL’n_l).

(b=c) Nekajen e N, f € Fo,z;,y; € A,x;py; zasvei € {0,...,n— 1}
Tada, koristeéi tranzitivnost relacije p dobijamo

f@o, 1,22 . xn1) P f(Yyo,1,22...20-1) P

? flwo,yi,%2...Tn_1) P ...

ﬁ f(yanlayZ-..SCn—l) ﬁ f(y()aylayQ'“yn—l)'
(¢ = a) Pretpostavimo da je za neke n € N, f € F,,,a,b,x0,...,2,-1 € A

a/p;b/p € f(zo/p...Tn-1/p)

i pokazimo da je a/p = b/p. Po definiciji multioperacije f vazi da postoje
ag, ...y an-1,00,...,bp_1 € A tako da je a;pxz; pb;,i € {0,...,n—1} i

a € f(a(), ey an_l), be f(b()7 ey bn—1)~
Kako prema c¢) vazi

f(al)a"'aanfl) ﬁf(bOw"abnfl)
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to po definiciji relacije p znaéi da je a pb.

(d = ¢) Jasno, jer se interpretacije svih funkeijskih simbola iz F nalaze u
Pol#(P*(A)).

(c = d) Neka vazi c) i neka je n € N,p € Pol2{(P*(A)),xi,y; € A, x; pyi za
sve i € {0,...,n — 1}. Tvrdenje pokazujemo indukcijom po slozenosti n—arne
polinomne funkcije p.

1° Ako je p=cl,a € A, onda je

CZ(IITO .. .$n_1) = aﬁa = CZ(yO .. -yn—l)-
2° Akojep=-el',i € {0,...,n— 1}, onda je

e Ty Tn_1) =% pYi = (Yo - Yn_1)-

3° Neka tvrdenje vazi za po,...,pm_1 € Pol(P*(A)) i neka je za neko
fej:’map:f(p()a"wpmfl)- Iz

xr € p(xo .. -xn—l) = f(po, Ce ,pm_l)(xo . -xn—l) =
= flpo(zo.. -Tn-1),- -, Pm-1(T0 .. -Tn-1))

i analogno,

y € pWo---Yn-1)=f®o, - Pm-1)Y0 - Yn-1) =
= f(ro(yo---Yn=1)s--,Pm-1(Y0---Yn-1)),

sledi da postoje z(y ...z, 1,95 - - Ym_1, takvi da

2, €pi(xo. . Tn-1),9 €pi(Yo---Yn-1),i € {0,...,m —1}

/

z € f(@h- - @m_1)s YE FWH- - Ym—1),
a po indukcijskoj pretpostavci je @} pyl, pa koristeéi uslov ¢) dobijamo da je
flag. 1) P (Yo Yrt)

iz ¢ega direktno sledi da je z py §to je i trebalo pokazati. O

Za relaciju ekvivalencije p na semihipergrupi (.5, -) kazemo da je jako regu-
larna ako za sve a,b,x € S gde je apb vazi

a-xpb-x i x-apx-b.

Primenjujuéi Teoremu 7.2 i to (b = a) u slucaju n = 2, f(xg,z1) = xo - 21,
dobijamo da za sve jako regularne relacije ekvivalencije semihipergrupa vazi da
je (S/p,-) grupoid, a kako se i svojstvo asocijativnosti prenosi, to je semigrupa.

Definicija 7.3 Skup svih relacija ekvivalencije multialgebre A za koje je faktor-
multialgebra A/p univerzalna algebra oznacavamo sa Eyq(A).

Za Ae F(A)ipe Eu(A) operacije na A/p su definisane na slede¢i naéin:
akoje ne N7f e]:n?a07"-;anfl € A7 ibe f(a()?"'aanfl)? ta'daje

f(ao/p""van—l/p) = b/p
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Lema 7.4 Za A € F(A), skup E..(A) je algebarski sistem zatvaranja na A2.

Dokaz. Pokazimo prvo da je presek proizvoljne familije relacija {p; | i € I}
iz. Eyq(A) ponovo u FEyq(A), koriste¢i Teoremu 7.2c. Neka je n € N, f €
Fn, T, Y5 € Aje{0,...,n—1} i

(zj,y;) € ﬂ Pis
i€l

Sto znaci da zasvakoi € I,j € {0,...,n—1},(z;,y;) € pi, pa kako p; € E,4(A)
za sve 1 € I, to je
f(@o, - xn—1) Pi f(Yo,---sYn—1)-

Za proizvoljno © € f(xg,...,Tn—1) 1Yy € f(Yo,--,Yn—1) vaZi x p;y za sve i € I,
t.
(x,y) € ﬂpiv
i€l

Sto znaci da _
(f(xo, cesTn—1)s f (Yo, - - - ,yn_1)> € ﬂ Di.
iel
Dakle, (;c; pi € Eua(A).
Pokazimo zatim da je i unija proizvoljne usmerene familije relacija {p; | i €

I} iz Eyuo(A) u Eyu(A), ponovo koristeéi Teoremu 7.2c. Neka je n € N, f €
Frizjy; €A, j€{0,...n—1}i

(xj,y;) € Ljpi7 zasve j € {0,...,n— 1},
iel

Sto znaci da za svako j € {0,...,n — 1} postoji i; € I tako da je

(r5,y5) € Pij-

Kako je uredeni skup ({p; | ¢ € I}, C) usmeren i I # ), postoji m € I tako da
jezasve j € {0,...,n—1},p;; C pm tj.

(75,95) € pm-

Kako p,, € Eyq(A), vazi

f(x07 s 7xn—1) p:m f(yOa s 7yn—1)7
§to po definiciji relacije p,, znaci da za proizvoljne = € f(zg,...,Tn_1) 1y €
f(yoy .-y Yn—1) vazi
(z,y) € pm C | pi-
i€l
Dakle,
(f(m(b e 7xn71)7 f(y07 cee 7yn71)> S U Pis
i€l

t.] Uie] Pi S Eua(A)' O
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Posledica 7.5 Za A< F(A),R C A2, najmanja relacija ekvivalencije na A
koja sadrzi relaciju R i za koju je faktor-multialgebra univerzalna algebra je

o(R) = ({p € EualA) | R C p}.

Veé smo konstatovali da relacija E nije refleksivna ako skup A ima vise od
jednog elementa, pa u tom slucéaju ako A € F(A) nije univerzalna algebra, ni
d4 nije najmanji element u Ey,(A).

Definicija 7.6 Fundamentalna relacija na multialgebri A je najmangi ele-
ment familije E,q(A), i oznacavaéemo je sa o (ili oy ).

Reprezentacija fundamentalne relacije
multialgebre

Definicija 7.7 Neka je A € F(A). Relacija o/ na nepraznom skupu A je tran-
zitivno zatvaranje relacije o« C A? definisane na sledeéi nacin: za x,y € A,

zoy <= postojen € N,p € Pol(P*(A)),a0,...,an_1 € A
tako da x,y € p(ag,...,an-1).

Primetimo da je relacija a refleksivna (za p = e}, a € p(a) za svako a € A) i
refleksivna, te je njeno tranzitivno zatvaranje relacija ekvivalencije na A.

Lema 7.8 Ako je A€ F(A),a,b€ A, f € Pol(P*(A)), onda

iz ad'b sledi  f(a)d f(b).

Dokaz. Neka je aca’b. To znaci da postoje m € N, zg, ..., 2,,_1 tako da je
Aa=2Zg 2] Q ... & Zy—1 = b.
Za proizvoljno j € {0,...,m—2} imamo da je z; « ;11 tj. postoje n; € N,p; €

Pol;?j (P*(A)),a0,...,an,—1 € A tako da

zj, zj+1 € pjaog, ..., an;—1).

Tada
f(Zj)a f(zj+1) c f(pj(a’07 cee 7(1774].,1)),

pa za proizvoljne u; € f(z;),uj+1 € f(zj41) vazi
uj, ujr1 € f(pjlao, ..., an;-1))
a kako je fop; € Pol;?j (P*(A)), to je u;j a uji1. Sada je

Ug XU O ... X Um—1,
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odnosno ug & Um—1,1 ug € f(z0) = f(a), um—1 € f(zm—1) = f(b) proizvoljni,
pa dobijamo

fla) @ f(b).

O

Lema 7.9 Neka je A € F(A) i p relacija ekvivalencije na A takva da je A/p
univerzalna algebra. Tada za svako n € N,p € Pol{(P*(A)),ao,...,a,-1 € A
vazi da
ako x,y € plag,...,an—1) onda xpy.

Dokaz. Tvrdenje ¢emo dokazati indukcijom po slozenosti n—arne polinomne
funkcije p, n € N.

1° Ako je p=cll,a € A, onda z,y € c(ag,...an—1) = a daje z = a =y, pa
zpy.

2° Akojep=el',i € {0,...,n — 1}, onda z,y € e'(ao,...,an—1) = a; daje
T = a; =y Sto opet znaci z py.

3° Neka za py, ...,pm—1 € Pol?}(P*(A)) vazi trvdenje i neka je n € N, f €
Fm. Pokazimo da tvrdenje vazi i za f(po,...,pm_1) € Pol?(P*(A)). Ako

x,Yy € f(po,...pm,l)(ao,...,an,l) =
= f(po(ao,...,an,l),...,pm,l(ao,...,an,l))

za neke ag,...,a,—1 € A, to znac¢i da postoje xg,...,Tm—_1,Y0,---,Ym—1 € A
takvi da je z;,y; € pi(ag,--.,an-1),i € {0,...,m —1} i

x € f(xo, -, Tm=1); YE f(Wos--+sYm—1)-

Po indukcijskoj pretpostavei, za sve i € {0,...,m — 1} vazi x; p y;, i kako je
A/p univerzalna algebra pa je

f@o/p,--sam/p) =x/p T fYo/p;-- ym-1/p) =y/p;
tojex/p=y/ptj. xpy. O

Teorema 7.10 Za A € F(A), relacija o' iz Definicije 7.7 je najmanja relacija
ekvivalencije na A za koju je faktor-multialgebra univerzalna algebra, tj. o' je
fundamentalna relacija na multialgebri A.

Dokaz. Veé smo zakljucili da je o' relacija ekvivalencije na A. Pokazimo da je
A/a’ univerzalna algebra. Neka sun € N, f € F,,x,y,a0,...,04,-1 € A1

x/d y/d € flap/ ... an_1/d).
Tada postoje xg, ..., Tn_1,Y0,---,Yn—1 € A takvi da
z € f(xo,...,an-1) 1 YE f(Yo, - Yn-1) (7.1)

pri ¢emu je
! ! ! /
ZTo & ag & Yo, --- Tp—1 & Apn-1 & Yn—1
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Kako je ; o/ y; i f(cy,,...,cl._,,€b,ch ..,c ) € Polf(P*(A)) za svako

Tiq1? " ) T —1
i €40,...,n— 1}, to primenom Leme 7.8 dobijamo

f(zo, 21,22 ... xpo1) o f(yo,21,22...Tpo1)
f(y0,$1,$2...xn_1) @ f(yo,yl,arg...xn_l)
F@Wosyts - Un—2,2n-1) &  f(Yo,Y1s-- s Yn—2,Yn—1)-

Imajudéi u vidu tranzitivnost relacije o i (7.1), dobijamo da je xa'y tj.
zfa/ =y/d,

Sto znaci da je f operacija na A/a’ a A/a’ univerzalna algebra.

Pokazimo jo$ da je o/ najmanja relacija na A sa trazenim osobinama. Naime,
neka je p relacija ekvivalencije na A i neka je A/p univerzalna algebra. Tada je
a C p jer ako xay,x,y € A, po definiciji

postoji n € N, p € Pold(P*(A)), ao,...,an—1 € A da z,y € p(ag, ..., an_1),

a prema Lemi 7.9 tada je z py. Kako je o’ najmanja relacija ekvivalencije koja
sadrzi «, to je o C p. O



Glava 8

Faktor-multialgebre i
identiteti

8.1 Faktor-multialgebre i jedan identitet

Ako na multialgebri A vazZi slab identitet gNr # 0, ¢, € T}n)(X), n € N, tada
a* sadrzi relaciju
Ry = {(z,y) € A% |2 € qag, ..., an—1),y € (a0, --,an_1),a0,---,an-1 € A}.
Naime, ako (z,y) € Ry, onda postoje ao, ..., an,—1 € A tako da je
xz € qlag,...,an—1), y<r(ag,...,an—1),
a kako znamo da postoji b € A takvo da je
beqlag,...,an—1)N7r(ag,...,an—1),

ondajerzabay, tj. xa"y.
Tada na A/a* (koja je univerzalna algebra) vazi jak identitet ¢ = r jer za
ag, .. .,0n-1 € A vazi da je
glao/a”, ... an—1/a”) =bg/a”, by €qlao,... ,an-1),
r(ag/a™,...,an_1/a") =b./a", by €r(ag,...,an-1),
pa je by/a* = b, /a* jer
(bg,br) € Ryr C .

U slucaju da na multialgebri A nije zadovoljen slab identitet ¢ N r # 0, a
zelimo da faktor-multialgebra od A bude univerzalna algebra na kojoj ¢ée vaziti
identitet ¢ = r, koristi¢emo odgovarajucu relaciju iz E,,(A) koja sadrzi Rg,. I
obrnuto, svaka relacija p € E,,(A) za koju je na A/p zadovoljen identitet ¢ = r,
sadrzi relaciju Ry,-. Stoga je

a(Ry) = (P € BualA) | Ry € p)

najmanja relacija ekvivalencije za koju je A/a (R, ) univerzalna algebra na kojoj
vazi identitet ¢ = r. Ovu relaciju ¢emo jos oznacavati sa ag,.
Primetimo da je o* = a(@) = a(da) = o . (xo je promenljiva iz X) i

ToXo
a* Cay, zasve q,1 € T}n)(X).

54
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Lema 8.1 Kompozicija dve polinomne funkcije iz Pol{(P*(A)) je polinomna
funkcija iz Pol{(P*(A)).

Dokaz Neka f,p € Poli(P*(A)). Tada fop: P*(A) — P*(A). Tvrdenje éemo
pokazati indukcijom po slozenosti polinomne funkcije.
1°Akoje f=cl,ac Ai X € P*(A), tada je

o p(X

)=
paje fop=ck ePolA(P*( ))-
2° Ako je f = e} i X € P*(A), tada je

fop(X) =eh(p(X)) = p(X),

paje fop=p e Poli{(P*(A)).
3° Neka jen € N, f € F, i pretpostavimo da za f0,..., "1 € Pol{(P*(A))
vazi da je

flop=p € Polf(P*(A)), " lop=p._ € Polf(P*(A)).
Neka je f = fu(f°,..., f*1). Vazi:

(fop)(X) = fulf% s, 77D @X)) = fu(fO (X)), [P H(P(X)) =
= fn(pO(X)a cee apn—l(X)) = fn(p07~ .- 7pn—1)(X)7

paje fop= fu(po,...,pn1) € Poli!(P*(A)) 0

Teorema 8.2 Neka je A € F(A ) neN qgre T(")( X). Relacija o, je tranzi-
tivno zatvarange relacije og, C A? definisane na sledeéi nacin: za :c ,y€e A

Tagy <= postoje p € Pol{(P*(A)),aq,...an_1 € A tako da
x €p(q(ag,...,an-1)),y € p(r(ag,...,an—1)) ili
x € p(r(ag,...,an-1)),y € p(q(ag,...,an-1)).

Dokaz. Oznacimo tranzitivno zatvaranje relacije g, sa oz i pokazimo da je
/

Qgr = 0, Dokaz ¢emo sprovesti u nekoliko koraka.

(1. korak) Pokazujemo da je oy, relacija ekvivalencije koja sadrzi Ry,. Re-
fleksivnost relacije agr je zadovoljena jer za svako a € A, a aqr a zbog polinomne
funkcije p = ¢f. Simetriénost relacije oy je oCigledna, pa je a ~ hajmanja relacija
ekvivalencije kOJa sadrzi age. Ako x Ry y, onda za p = e} dobljamo Ty Pa
je Ry C agr C oy,

(2. korak) Neka je f € Poli(P*(A)),a,b € Aiaal,b. Pokazatemo da je
f(a)ag, f(b). Naime, iz a o, b sledi da postoje zo, ..., zm—1 € A takvi da je
a = 20 Olgr 21 Ogr - - . Olgy Zm—1 = b.
Za proizvoljno j € {0,...,m — 2} vazi zj oy zj41 Sto znaci da postoji p €
PolX(P*(A)) i ag,...,a,_1 € A tako da
zj € p(q(ag,...,an-1)) , 2zj+1 € p(r(ao,...,an—1)) ili
zj € p(r(ag, .. an-1)) , zj+1 € p(glag,...,an—1)).
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Prema Lemi 8.1 p’ = f o p € Pol{*(P*(A)) pa je

f(zj) gp,(q(a()v"')an—l)) ) f( ) gp(’r(a()a""an—l)) ili
f(ZJ) - p’(r(ao, s 7an*1)) ) f( ) Cp (Q(ao» EER anfl))

Sto znai da za svako u; € f(z;) i ujt1 € f(zj41) vazi uj ogr ujy1. Kako ovo
vazi za sve j € {0,...,m — 2}, to je

%) Oé;r Um—1,
pri cemu je o € f(20) = £(a) i 1 € f(zm_1) = F(B), 4

fla)ad, f(b).

(8. korak) Dalje pokazujemo da je faktor-multialgebra A/aj, univerzalna
algebra koja zadovoljava identitet ¢ = r. Koristicemo Teoremu 7.2b. Neka je

n € Fnya,b,70,...,2,-1 € Aiaagb Zasvakoi € {0,...,n — 1} mozemo
uzeti
1 1 11 1 A
J(CagseeerCay 19€0sCayyyse - Ca, ) € Poly (P*(A))

i primeniti 2. korak. Dobijamo da je

f(il’,‘o, ey Li—1,A, T4 1y - - ,.’bn_l) qur (xo, . ,ﬂfi_l,b7 Lit1y--- ,l'n_l).
Znamo da Ry, C ay,, pa A/ag, zadovoljava identitet ¢ = 7.

(4. korak) Ostalo je jos da se pokaze da je aj, najmanja medu relacijama
iz Euq(A) za koje faktor- multialgebra zadovoljava identitet ¢ = r. Neka je p
jedna takva relacija. Pokazimo da je oy, C p, i to tako §to ¢emo dokazati da je
agr C p, & znamo da je aqr najmanja relacua ekvivalencije koja sadrzi oy,

Neka je gy i p € Pol{(P*(A)),aq,...,a,—1 € A takvi da je, bez uma-
njenja opstosti,

x € p(q(ag,...,an—1)), y € p(r(ag,...,an-1)).

Dajezpy, dokazaéemo indukcijom po slozenosti polinomne funkcije p.

1° Ako je p=cl,a € A, onda je z = a = y pa zbog refleksivnosti relacije p
vazi x py.

2° Ako je p = e} onda je = € g(ag,...,an-1), y € 7(ag,...,an_1) pa (z,y) €
Ry Cop.

3° Pretpostavimo da tvrdenje vazi za po,...,pm—1 (m € N) i neka je p =
f(o, ..., Pm—1) za neko f € F,,. Tada je

x € plglag,...,an-1)) = f(Po,---,Pm-1)(q(ag,...,an-1)) =
= f(polglao; ... an-1)),-..,Pm-1(q(ao,...,an-1))), i

y € p(r(ag,.--yan-1)) = f(Po,- -y Pm-1)(r(ag,...,an—1)) =
= flpo(r(ao,---yan-1)),---,Pm-1(r(ao,...,an-1))).

pa postoje x; € p;(q(ag,-..,an—1)), vi € pi(r(ag,...,an—1)), i €{0,...,n—1}
takvi da je

xef(x()a"'axn—l)iyef(yOa"'vyn—l)-
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Po indukcijskoj pretpostavci, ; py; zasve i € {0,...,n—1}, akako p € E,,(A),
mozemo iskoristiti ekvivalentan uslov iz Teoreme 7.2 i dobijamo da je

f(x(); R axn—l) ﬁf(y(h s 7y7l—1)
pajezpy. O

Posledica 8.3 Neka je A € F(A) i neka je na A definisana binarna relacija o
na sledeci nacin: za x,y € A

oy <= Ipe€ Poli'(P*(A),Ja € A, z,y € pla).

Tada je fundamentina relacija o multialgebre A tranzitivno zatvarange relacije

o.

Dokaz. Direktno sledi iz Teoreme 8.2 i ¢injenice da je o™ = aj, .. - O
8.2 Faktor-multialgebre po modulu relacije kon-
gruencije i identitet

Neka je B € (B, F) univerzalna algebra tipa F i p C B? relacija ekvivalencije.

Sa pgr, gde su g,r € T}") (X), oznac¢avacemo najmanju relaciju ekvivalencije na
B koja sadrzi p i sve parove

(q(bo, o sbar),r(bo, - .,bn_l)),

bo,...,bhp—1 € B, a sa 0(p,r) najmanju relaciju kongruencije na B sa istom
osobinom. Za x,y € B

x0(pgr)y <= postoje m € N\ {0}, niz z =tg,t1,...,tm = v,
parovi (z;,v;) € pU{(q(bo, ..., bn-1),7(bos--,bn-1)) |
Doy .. bu_1 € B}
i unarne polinomne funkcije p;, ¢ € {1,...,m}
takve da {p;(x;),pi(yi)} = {ti—1,t:}, i € {1,...,m}.

Ako je ¢ = r = 20, tada je 6(pgr) najmanja relacija kongruencije koja sadrzi
p, 1 obelezavamo je sa 0(p).

Lema 8.4 Ako je B = (B,F) univerzalna algebra, p relacija ekvivalencije na
B,neN,pe Polf/p(P*(B/p)),x,y,zo, o'y Zn_1 € B takvi da vaZi

x/p,y/p € p(20/p;-- -, Zn-1/p);
onda je x 0(p) y.

Dokaz. Tvrdenje ¢emo dokazati indukcijom po slozenosti n—arne polinomne
funkcije p.

1° Ako je p = ¢y),,b € B, onda je x/p =b/p =y/p, pa kako je p C (p),
onda x 6(p) y.
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2° Ako je p = el', zaneko i € {0,...,n — 1}. Tada je x/p = z;/p = y/p, pa

77
na isti na¢in dobijamo da je z 0(p)y.

3° Pretpostavimo da tvrdenje vazi za pg,...,pm—1,m € N i neka je p =
f(po,-..,pm—1) zaneko f € Fp, i

z/p,ylp € plzo/py-- s 2n-1/p) = f(Pos--sPm-1)(20/ps - 2n1/p) =
= f(pO(ZO/p7-'-’Zn—l/p)7""pm—l(zo/pv'“)zn—l/p))'

U tom slu¢aju postoje xg, ..., Tm_1,%0,---,Ym—_1 € B takvi da je
xi/p, vi/p € pi(20/py---s2n-1/p), 1€{0,...,m—1} (8.1)

pa
z/p € f(zo/p,- .- Tm-1/p), y/p € f(yo/p,- - Ym-1/p),

§to znaci da postoje elementi xy, ..., 20, 1,44, .-, Yh_1 € B takvi da je za sve
i€{0,...,m—1}

ziph, yipy, 1w =f@h, @ 1)y = f Wl Y1)

Prema indukeijskoj hipotezi, iz uslova (8.1) sledi da je x;0(p)y; za sve i €
{0,...,m—1}, akako je p C O(p) i 6(p) je tranzitivna relacija, vazi i x} 6(p) y;.
Imajuéi u vidu jos da je 6(p) kongruencija na B, vazi da je

f(mé)’ ce x;nfl) H(p) f(y(l)7 e vy;nfl)
tj. z0(p) y. O

Lema 8.5 Ako je B = (B,F) univerzalna algebra, p relacija ekvivalencije na
B,neNqre T](_-n)(X),p € PollB/p(P*(B/p)) 1T, 20,5 2n_1 € B takvi da

z/p €p(a(z0/p;--- zn-1/p)) & y/pE€p(r(zo/p;-.. 2n-1/p)),
onda je x 0(pqr) y-
Dokaz. Tvrdenje dokazujemo indukcijom po slozenosti unarne polinomne fun-
kcije p.

1° Ako je p=c,,,,b € B,ondaje x/p="b/p=1y/p pa (z,y) € p C 0(pg) -
2° Ako je p = e}, onda je

z/p€q(zo/p,-- - 2n-1/p) 1 y/per(zo/p,... 2m-1/p).

Znamo da
Q(Z()v LR Zn—l)/p € q(ZO/p7 LR Zn—l/p) i

(205 2n—1)/p € T(20/p; - - s Zn—1/P)

pa koriste¢i Lemu 8.4 dobijamo da je
x0(p)q(z0y.--y2n—1) 1 yO(p)r(zoy...,2n-1)-
Imajuéi u vidu da je 0(p) C 0(pgr), da je

q(20s -+ 2Zn—1) O(pgr) 7(20, - - - s Zn—1),
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idaje 6(pgr) tranzitivna relacija, dobijamo da je x 0(pgr) y.

3° Pretpostavimo da je tvrdenje zadovoljeno za py,
f(poy-- -y pm—1) za f € Fpy. Znamo da

z/p € plq(zo/p,-

ey Pm_1,m €N ip=
- Zn-1/p)) = f(po;-
f(pO(Q(ZO/p7 EER Zn—l/p))v

s Pm=1)(@(20/p; - -, 2n-1/p)) =
pa postoje xg,

.. ,pm—l(q(ZO/,D, ceey Zn—l/p)))
< Tm—1 € B, takvi da je za sve i € {0,...,m — 1}
z;/p € pi(q(20/p;
i
Analogno, postoje yo,

o 2 /))

(8.2)
z/p € f(@o/p,- - Tm-1/p)-

,Ym—1 € B, dajezasveie€ {0,...,m—1}
vi/p € pi(r(20/p; -, 2n-1/p))
i

y/p € f(Yo/p:-- - Ym-1/p)-
Po definiciji multioperacije f na B/p, postoje xj,
je wipxy, yipy;, 1 €{0,...,m—1}1i

(8.3)

'x:n—layé)a e 'y;n—l € Ba da
x:f(x67"'7x{ffl_1)’ y:f(yé".'7y’lrrl_1)7

a po indukcijskoj pretpostavei, iz uslova (8.2) i (8.3) sledi da je za svako i €
{0,...,m — 1} z; 8(pgr) yi- Kako je p C 0(pgr) 1 kako je 6(pgr) tranzitivna
relacija, dobijamo da je za svako ¢ € {0,...,m — 1}

xi e(pqr) y;
pa primenjujuéi osobine relacije kongruencije 6(pqr) dobijamo
f(il?()a cee a'x,rn—l) G(qu) f(yé)a te 7y:n—1)
tj. 2 0(pgr) -

O
Teorema 8.6 Ako je B = (B, F) univerzalna algebra, p relacija ekvivalencije
na B, n €N, q,r € T;-n)(X)7 onda vazi

(B/p)/ g = B/ 0(pqr)

Dokaz. Definisimo preslikavanje h : (B/p)/a;, — B/ 0(pyr) tako da je za svako
a € B,

h((a/p)/ ) = a 6(p)

Da je h izomorfizam, pokazac¢emo postepeno.

(1.korak) Pokazimo prvo da je h dobro definisano. Neka za a,b € B vazi da
je a/pay,.b/p. Tada postoje m € N, zg, ... 2, € B takvi da je

a/p=zo/pag z1/p0gr ... 0q Zm/p =b/p,
tj. za svako ¢ € {1,...,m} postoje p; € Polf/p(”P*(B/p)) iz,
zi-1/p € pi(a(z5/p,

zi-1/p € pi(r(zo/p;

S

..,2,_1 € Bda
a2 /P, zilp €pi(r(z/p, .. 2 1 /p))
cazh /), mi/pEpilalzh/p, . 21 /p)).

ili
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U oba slucaja, primenjujuéi Lemu 8.5 dobijamo da za svako i € {1,...,m}
zi—1 0(pqr) 7 Pa je zbog tranzitivnosti relacije 0(pqr), 20 0(pgr) 2m- Kako je

(a,20) € p S O(pgr) i (2m,b) € p C 0(pgr),
dobijamo da je a 6(py,) b.

(2.korak) Dalje pokazujemo da je h injektivno preslikavanje. Neka je sada
a6(pgr)b, za neke a,b € B. To zna¢i da postoje m € N\ {0}, niz a =
to,t1,...,t, = b, parovi elemenata

(xi,yi) S pU {(q(bo, .. .,bn_l),’r(bo, .. -abn—l)) | bo,. . ~7bn—1 & B}

i unarne polinomne funkcije p;,7 € {1,...,m} tako da je

{ticn, ti} = {pi(@i),pi(yi)}, i €{l,...,m}.

Tada je i

{ti—1/p.ti/p} = {(pi(zi))/p, (pi(vi))/ p}- (8.4)
Cilj nam je da pokazemo da je t;_1/p o}, t;/p zasvei € {1,...,m} jer ¢e tada
vaziti

a/p=to/pog.tm/p="b/p.
U tom smislu, za proizvoljno i € {1,...,m} posmatrajmo (z;,y;). Razlikujemo

dva slucaja:

a) (wi,yi) € p, tj. zi/p = yi/p. Kako vazi

(pi(x:))/p € pilwi/p) = pi(yi/p) > (pi(yi))/p;

zakljucujemo da je (p;(z:))/p a* (pi(yi))/p, pa zbog Cinjenice da je a* C o,
i uslova (8.4) vazi t;1/p ay,. ti/p.

b)  (zi,yi) = (q(bo,...bp—1),7(bo,...,bn_1)) za neke by,...,bp_1 € B. U
ovom slucaju imamo

wie)lp = (pilalo...bu))) /o € pi(albo,...buo)/p)
- pi(q(bo/,o,...,bn,l/p)) i slicno
(pi(yi))/p = (pi(r(bOw-wbn—l)))/P € pi(r(bo,...,bn_l)/p) C

N

pi(r(00/p.- - bam1/0))

*

pa je (pi(wi))/p agr (pi(yi))/p, a zbog uslova (8.4) i ayr C aj, vazi trazeno,

*

ti1/p o, ti/p.
(3.korak) Jasno je da je h sirjektivno preslikavanje jer za svako a/0(pqr) €
B/0(pgr), postofi (a/p)/ gy € (B/p)] oy tako daje h((a/p)/ a5y ) = a/0(pgr)-

(4.korak) Da bi preslikavanje h bilo izomorfizam, ostalo je da se pokaze da
zasven € N, f € F,,by,...,bp_1 € B vazi
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h(f((bo/ﬂ)/azrw~a(bn1/0)/04:‘”)) -

_f<h<(b0/p)/a;r),...,h((bn_l/p)/aér))

Znamo da je
F((®o/p)/ @ na /)] 0 ) = (b/p)/
zasve b/p € f(bo/p,....bn_1/p), paiza f(by,...,bu_1)/p, te stoga vazi
F(o/0) sy Onr [0)] e ) = (Fbo, o bu1) o) [ iy

odnosno, leva strana jednakosti (8.5) je (f(bo, e bn,1)>/9(pqr) , aiza desnu

stranu imamo
7 (1(@o/0)/ ). (s ) @) ) =
= f(bo/9 Par 7"'7bn—1/0(pq1")) =
(F00,- - ba 1))/ 0o,

pa je h izomorfizam. O

Ako je A € F(A) multialgebra i o* fundamentalna relacija na A, onda uni-
verzalnu algebru A4/a* oznacavamo sa A i zovemo fundamentalna algebra
multialgebre A.

Posledica 8.7 Neka je B = (B, F) univerzalna algebra i p relacija ekvivalencije
na B. Tada je

B/p=B/6(p).

Dokaz. Kako je o* = aj . 1 p = pzyz,, tvrdenje sledi direktno iz Teoreme 8.6
za slucaj ¢ = r = xg. O

Posledica 8.8 Neka je B = (B, F) univerzalna algebra, p relacija ekvivalencije
na Big,re T}”)(X),n € N. Tada je

B/ pgr = B/ 0(pqr) -

Posledica 8.9 Neka je B = (B, F) univerzalna algebra, p relacija ekvivalencije
na B iq,r€ T](_-n)(X),n € N. Tada je

(B/p) = B

Dokaz. Direktno sledi iz Teoreme 8.6 1 Posledice 8.8. O
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8.3 Faktor-multialgebre i skup identiteta

Kako smo veé¢ odredili najmanju relaciju ekvivalencije multialgebre za koju je
faktor-multialgebra univerzalna algebra koja zadovoljava dati identitet, dalje
¢emo se baviti uopsStenjem ovog rezultata, tj. posmatracemo situaciju kada
nam je umesto jednog, dat skup identiteta.

Neka je A € F(A) multialgebra, I indeksni skup i za svako ¢ € I, ¢;,7; su
m;—arni termi tipa F, m; € N. Uvedimo oznake:

IT={q=mri|iel}

Rz = U{qi(ao, cesQy—1) X Ti(@oy .oy Qm,—1) | GOy ey Q-1 € AT € T}
Specijalno, za |I| =1, gde je Z = {¢ = r}, umesto Rz piSemo Ry, .
Lema 8.10 Za multialgebru A € F(A), najmanja relacija ekvivalencije na A

za koju je faktor-multialgebra univerzalna algebra na kojoj vaZe identiteti iz I,
je relacija o Rt).

Dokaz. Kako je
a(Rr) = (1o € BualA) | Rz C p},

treba pokazati da za svaku relaciju p € E,,(A) vazi da su na A/p zadovoljeni
identiteti iz Z ako i samo ako p sadrzi Rz.

(=) Neka p € Eyq(A), neka su na A/p zadovoljeni identiteti iz Z i (z,y) €
Rz. To znadi da postoje ¢ € I,m; € Nyag,...,am,—1 € A da je (z,y) €
(gi(ag,...,am,—1),7i(ag,...,am,~1)), a kako je

z/p=qi(ao/p;-.. am;—1/p) =ri(ao/p,...,am,—1/p) = y/p;
sledi da je xpy.
(<) Neka p € Eyuo(A), Rz C pig; = r; proizvoljan identitet iz Z. Ako je
m; € NJag,...,am,—1 €A1
qi(ao/pv ce 7am7171/p) = $/p, ri(ao/p, sy amifl/p) = y/pa

to znadi da = € g;(ag, ..., am,—1) 1y € ri(ag, ..., am;—1), pa (z,y) € Rz C p tj.

gi(ao/p, .- am,—1/p) = x/p=y/p=ri(ao/p;- .., am,~1/p)-

Primetimo da za slucaj |I| = 1, Lema 8.10 tvrdi da je aj, = a(Ry;).

Posledica 8.11 Ako je A€ F(A),p € Eyuo(A) i na A/p vaZe identiteti iz T,
tada je a(Rz) C p.

Dokaz. Pokazali smo da je E,,(A) algebarski sistem zatvaranja sa operatorom
zatvaranja «, pa tvrdenje vazi zbog Rz C p, Sto je zadovoljeno jer na A/p vaze
identiteti iz Z. O

Napomena. Neka je A € F(A) multialgebra na kojoj vaze identiteti iz Z, bar u
slabom smislu. Tada za svako p € E,q(A), algebra A/p zadovoljava identitete
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iz Z. Naime, ako identitet ¢; N 7r; # @ vazi na A, onda za sve ag, ..., Qm,_1
postoji b € A da

b S Qi(GOa .. -7ami—l) N Ti(aOa s 7ami_1)

pa je

ai(ao/p; - am,—1/p) =b/p=ri(ao/p, ..., am,~1/p)
tj. q; = r; vazi na A/p. Drugim re€ima, za svako p € FE,,(A) vazi da Ry C p,
pa je a* = a(Rz) najmanji element u E,,(A).

Specijalno, ako na A vazi slab identitet g N r # @), onda je o* = o

qr -

Lema 8.12 Za kompletnu mrezu (Eyq(A), C) vazi da je

a(Rz) = \/ Qg

el

Dokaz. Ako je I = (), onda jei Rz = () pa je a()) = a* a to je najmanji element
iz Fyq(A), stoga i supremum svake prazne familije relacija iz E,,(A).

Ako je I # (), onda za svako i € I vazi ... = a(Ry,r,), tj.

., = @({gi(ag, ., am,—1)xX7ri(ao, - - -, am;—1) | a0, -, am,—1 € A}) C a(Rz),
Sto znaci da je a(Rz) gornja granica za familiju {aj, | i € I}. Jo§ treba
pokazati da je najmanja medu gornjim granicama, pa neka je relacija § €
Eyq(A) takva da za svako i € I,a; . C (. Tada je

{qi(a07 MR am,:—l) X Ti(a(), Tt ami—l) ‘ a07 ct 7am¢—1 € A} g Ol;',-i g /87
pa sledi da je Rz C /3, a prema tome «a(Rz) C 3, §to je trebalo pokazati. O

Teorema 8.13 Neka je A € F(A) multialgebra, I # O indeksni skup takav da
za svako i € I, q;,r; su mi—arni termi tipa F i L = {q; = r; | i € I} fami-
lija identiteta. Tada je najmanja relacija ekvivalencije na A za koju je faktor-
multialgebra univerzalna algebra koja zadovoljava identitete iz I, tranzitivno
zatvaranje o relacije ax C A? definisane na sledeéi nacin:

Tary <= postojeic l,p; € Polf(P*(A)),aé, .. .,aim_l cA,
x € pilqi(ay, ... ah, 1)), y€pi(ri(al,... ak, 1)) i
S pi(ri(az)a e ’a’;ni—l)% AS pi(qi(a67 ce ,a’;ni—l)%
tj. o5 = a(Rz).

Dokaz. Kako je a(Rz) najmanja relacija ekvivalencije na A za koju je faktor-
multialgebra univerzalna algebra na kojoj vaze identiteti iz Z, pokazac¢emo da
je ok sadrzano u a(Rz) i poseduje pomenute osobine.

Primetimo prvo da je az = Ujcray,r,, a kako su relacije o, refleksivne i
simetri¢ne za svako ¢ € I, to iste osobne vaze i za az. Stoga je o najmanja
relacija ekvivalencije koja sadrzi sve ag,r,, ¢ € I. Takode vazi da za svako

. * *
i€, ay, Car,pa

* *
U Qgirs < Qaz.
el
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Sem toga, primetimo da je
— * * —
az = U Qg;r; c U Qgir; c \/ Qgiry = OL(RI),
i€l il i€l

a kako je tranzitivno zatvaranje monotono i «(Rz) tranzitivna relacija, vazi
ok C a(Rz).

Da bismo pokazali da o € E,,(A), prvo pokazimo da ako p € Polf(P*(A)),
a,b € A, onda

aayb = p(a)ak pb).
Naime, a o b znaci da postoji s € N\ {0} i zg,...,2s € A tako da je

a=zyQr 21 Q7...a7 Zg = b.

Za svako j € {0,...,s — 1} vazi 2z; az zj41, tj. postoje i € I, p; € Poli*(P*(A))
iaf,...af, _, € Atako da
zj € pi(‘]i(aéa .- 'aaini—l))v Zj41 € pi(ri(aév .- '7afni—1)) ili
zj € pi(riag, - am, 1)), Zi41 €pilgi(ap, - - ap, 1))
Prema Lemi 8.1 znamo da je p, = po p; € Pol{{(P*(A)), pa vazi da
p(zj) Ep;(qi(aéa""a:nifl))’ p(2j+1) Epg(”(aéa"waimfl)) ili
p(z;) € pi(rilag, .- am, 1)), P(zj41) € Pi(gi(ag, - -, an, 1)),
odnosno, za svako u; € p(z;) i ujy1 € p(zj+1), u; oz uj41, pa kako je j €
{0,...,s — 1} bilo proizvoljno, to je
Uy O Us.
Kako su ug € p(z9) = p(a) i us € p(zs) = p(b) takode proizvoljni, dobijamo
trazeno, o
p(a) oz p(b).
Neka je sadan € N, f € F,a,b,20,...2p—1 € A, a o b. Za proizvoljno

i €{0,...,n — 1}, primeni¢emo upravo dokazano pomocno tvrdenje za slucaj
e 1 11 1
P=f(Capr-sCa,_,» €00 Cyoqse s Con )
i dobijamo
f(@o, - wim1,0, i1, Tn—1) aF [Ty, Tim1, b, i1, Tn—1)
§to je ekvivalentno uslovu o € E,q(A). O

Posledica 8.14 Ako na A/ak vaze svi identiteti iz skupa J, onda je
o Caz.
Dokaz. Direktno sledi iz Posledice 8.11. O

Posledica 8.15 Ako na A/ak vaZe svi identiteti iz skupa J, onda je

* N
7,7 = a7



Glava 9

Zakljucak

Ovaj rad se bavi multialgebrama i pojmovima vezanih za njih. Definisane su tri
vrste homomorfizama multialgebri i predstavljene su najvaznije osobine sve tri
vrste kao u [12]. Svaka na prirodan nacin indukuje po jednu vrstu izomorfizama,
medutim, one se poklapaju, tj. imamo samo jednu vrstu izomorfizama. Sem
toga, dobijamo tri vrste slobodnih multialgebri i date su neke njihove opste
osobine, kao i neke koje su vezane za konkretne klase multialgebri. Tako je npr.
u Tvrdenju 4.19 predstavljen iznenadujuéi rezultat iz [12], da ni nad jednom
od klasa &, Con, Mult, Reg, Mult(c), Mult[3], Con[B], Con™ a i B kardinali i
a > 0, ne postoji slobodna multialgebra, ali zato u [13] vidimo da nad Reg
svaka 2—slobodna multialgebra ima jedinstvenu 2—bazu (Posledica 4.27). Dati
su neki rezultati iz [12] i [27] vezani za podmultialgebre kao npr. da je skup
svih podmultialgebri neke multialgebre algebarski sistem zatvaranja na njenom
nosacu (Tvrdenje 3.7).

Stepene strukture su pojam koji je usko vezan za multialgebre. Stepenu
strukturu svake multialgebre mozemo posmatrati kao stepenu strukturu odgo-
varajuce relacijske strukture. Kao najznacajnija tvrdenja vezana za stepene
strukture izdvajamo ona tvrdenja iz [3] koja govore o vezi sa Booleovim alge-
brama sa operatorima. Naime, Teorema 5.10 kaze da je stepena struktura svake
multialgebre dobra Booleova algebra sa operatorima, a vazi i obrnuto, da je
svaka dobra Booleova algebra sa operatorima stepena struktura neke multialge-
bre (dokaz je dat u Teoremi 5.12).

U radu su takode opisane faktor-multialgebre i predstavljene su neke njihove
osobine i rezultati radova [32], [36] i dr. Fundamentalna relacija multialgebre
je najmanja relacija ekvivalencije definisana na nosacu multialgebre za koju je
faktor-multialgebra univerzalna algebra. Dat je opis ove relacije kao i neke oso-
bine skupa svih relacija ekvivalencije za koju je faktor-multialgebra univerzalna
algebra.

U Teoremi 6.2 je dat dokaz teoreme reprezentacije za faktor-multialgebre
z [21], koja kaze da je svaka multialgebra A dobijena kao faktor-multialgebra
neke univerzalne algebre B po modulu odgovarajucée relacije ekvivalencije p na
B. Interesantan rezultat iz [32] je dat u Teoremi 8.6, koji kaze da je univerzalna
algebra (B/p)/ay, na kojoj vazi identitet ¢ = r, izomorfna faktor-strukturi
algebre B po modulu najmanje relacije kongruencije § na B koja sadrzi p i za
koju je na B/6 zadovoljen identitet ¢ = r.

Sledeéi problemi, dati u [21], prirodno se nameéu iz teoreme reprezentacije
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za faktor-multialgebre, a na veéinu jos uvek nemamo potpune odgovore.

Problem 1. Da li je Teorema 6.2 ekvivalentna sa Aksiomom izbora?

Problem 2. Ako je A = (A,-) semihipergrupa, da li postoji semigrupa & =
(S, %) i relacija ekvivalencije § na S tako da je S/0 = A?

Problem 3. Ako je A = (A,-) multialgebra i - binarna komutativna multi-
operacija, da li postoji komutativan grupoid G = (G, ) i relacija ekvivalencije
0 na G tako da je G/0 = A?

Problem 4. Sta su faktor-multialgebre grupe, Abelove grupe, mreze, prstena
itd? Dati odgovarajuci sistem aksioma.

Problem 5. Ako se klasa algebri moze aksiomatizovati, da li se onda i klasa
faktor-multialgebri takode moze aksiomatizovati?

Problem 6. Neka je (A, F) multialgebra i A konac¢an skup. Kada ¢e postojati
konacna algebra ¢ija je to faktor-multialgebra? (Ako je i F konacan skup,
odgovor je dat u Posledici 6.6.)

Problem 7. Neka je (A, F) multialgebra, pri ¢emu je A konacan skup a F
sadrzi i konacne i beskona¢ne multioperacije. Kada postoji algebra (B, F) sa
beskona¢nim operacijama i kona¢nim nosacem B tako da je faktor-multialgebra
algebre (B, F) izomorfna sa (A, F)?



Literatura

[11]

[12]

[13]

Ameri, R., Nozari, T., A connection between categories of (fuzzy) multialge-
bras and (fuzzy) algebras, Ital. J. Pure Appl. Math. No. 27 (2010), 201-208.

Ameri, R., Nozari, T., Fuzzy hyperalgebras, Comput. Math. Appl. 61 (2011),
no. 2, 149-154.

Bosnjak, 1., O algebrama kompleksa, doktorska disertacija, Univerzitet u
Novom Sadu, Novi Sad, 2002.

Bosnjak, 1., Madarasz, Sz. R., On power structures, Algebra and Discrete
Mathematics, No 2 (2003), 14-35.

Brink, C., Power structures and their applications, preprint, Department
of Mathematics, University of Cape Town (1992), pp. 152.

Brink, C., Power structures, Algebra univers. 30 (1993), 177-216.

Bruck, R.H., A survey of binary Systems, Springer-Verlag, Berlin-Gottin-
gen-Heidelberg, 1958.

Burris, S., Sankappanavar, H.P., A course in universal algebra, Springer-
Verlag, New York, 1981.

Campaigne, H., Partition hypergroups, Amer. J. Math. 62, (1940), 599-612.

Corsini, P., Leoreanu, V., Applications of hyperstructure theory, (Kluwer,
Boston, 2003).

Coli¢, J., Neke klase maksimalnih hiperklonova, zavrsni rad, Univerzitet u
Novom Sadu, Novi Sad, 2012.

Cupona, G., Madarész, Sz. R., On poly-algebras, Univ. u Novom Sadu, Zb.
Rad. Prirod.-Mat. Fak. Ser. Mat. 21, 2(1991), 141-156.

Cupona, G., Madarész, Sz. R., Free poly-algebras, Univ. u Novom Sadu,
Zb. Rad. Prirod.-Mat. Fak. Ser. Mat. 23, 2(1993), 245-261.

Czédli, G., Pollék, G., When do coalition lattices?, Acta Sci. Math. (Szeged)
60 (1995) 197-206.

Drapal, A., Globals of unary algebras, Czech. Math. J. 35 (1985), 52-58.

Dresher, M., Ore, M., Theory of multigroups, Amer. J. Math. 60 (1938),
705-733.

67



[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

68

Freni, D., A new characterization of the derived hypergroup via strongly
reqular equivalences, Comm. Algebra 30 (2002), 3977-3989.

Gautam, N.D., The validity of equations of complex algebras, Arch. Math.
Logik Grundlag. 3 (1957), 117-124.

Goldblatt, R., Varieties of complex algebras, Annals of Pure and Applied
Logic 44 (1989), 173-242.

Gratzer, G., Whitney, S., Infinitary varieties of structures closed under the
formation of complex structures, Colloq. Math. 48 (1984), 1-5.

Grétzer, G., A representation theorem for multi-algebras, Arch. Math. No
3 (1962), 452-456.

Grétzer, G., Universal Algebra, Second Ed., Springer-Verlag, New York-
Heidelberg-Berlin, 1979.

Jénsson, B., Tarski, A., Boolean algebras with operators I, II, Amer. J.
Math. 73 (1951) 891-939, 74 (1952) 127-167.

Madarész, Sz. R., Od skupova do univerzalnih algebri, Univerzitet u Novom
Sadu, Novi Sad, 2006.

Pate, R., Rings with multiple-valued operations, Amer. J. Math. 64, (1942),
506-517

Pelea, C., On the fundamental relation of a multialgebra, Ital. J. Pure Appl.
Math., No 10 (2001) 141-146.

Pelea, C., Breaz, S.,Multialgebras and term functions over the algebra of
their nonvoid subsets, Mathematica (Cluj), 44(66) (2001), 143-149.

Pelea, C., On the direct product of multialgebras, Studia Univ. Babes-Bolyai
Math., 48, 2, 2003, 93-98.

Pelea, C., Identities and multialgebras, Ital. J. Pure Appl. Math., No 15,
(2004) 83-92.

Pelea, C., On the fundamental algebra of a direct product of multialgebras,
Ital. J. Pure Appl. Math., 18, 2005, 69-84.

Pelea, C., On the direct limit of a direct system of multialgebras, Discrete
Mathematics, 306, 22, 2006, 2916-1930.

Pelea, C., Purdea, 1., Multialgebras, universal algebras and identities, J.
Aust. Math. Soc. 81 (2006), 121-139.

Pelea, C., Purdea, 1., Identities in multialgebra theory, Proseedings of the
10th International Congress on Algebraic Hyperstructures and Applica-
tions, Brno, 2008, Hoskov4, S..ed., Brno, 2009, 251-266.

Pickett, H. E., Homomorphism and subalgebras, Pacific J. Math, No 21
(1967), 327-342.



69

[35] Pinus, A., Madardsz, Sz. R., On generic multi-algebras, Novi Sad J. Math.
Vol 27, No. 2, 1997, 77-82.

[36] Purdea, I., Stanca, L., Factor multialgebras, univerzal algebras and identi-
ties, 2012. (u Stampi)

[37) Tamura, T., Shafer, J., Power semigroups, Math. Japon. 12 (1967), 25-32.

[38] Vas, L., Madardsz, Sz. R., A note about multi-algebras, power algebras and
identities, IX Conference on Applied Mathematics, D. Herceg, Lj Cvetkovié,
edc., Institute of Mathematics, Novi Sad, 1995, (147-153).

[39] Walicki, M., Wolter, U., Universal multialgebra. New topics in theoretical
computer science , Nova Sci. Publ., New York, 2008, 27-93.

[40] Whitney, S., Théories linéaries, Ph.D. thesis, Université Laval, Québec,
1977.



Biografija

Marijana Lazi¢ je rodena 6. maja 1988. godine u Sapcu, gde je 2003. godine
zavréila osnovnu skolu ”Nata Jelici¢” i upisala Sabacku gimnaziju. Srednju skolu
je zavrsila braneé¢i maturski rad na temu ”Prizma i piramida” 2007. godine i iste
upisala Prirodno-matematicki fakultet u Novom Sadu, odsek za matematiku,
smer profesor matematike. Osnovne studije je zavrsila sa prosetnom ocenom
9.47 i poslednji ispit na osnovnim studijama je polozila u septembru 2011. god.
Iste godine je upisala master akademske studije na mati¢nom fakuletu, modul
nastava matematike. U junu 2012. god. je polozila poslednji ispit na master
studijama i time stekla uslov za odbranu ovog master rada.

Novi Sad, septembar 2012. Marijana Lazi¢

70



71

UNIVERZITET U NOVOM SADU
PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
KLJUCNA DOKUMENTACIJSKA INFORMACIJA

Redni broj: (RBR):

Identifikacioni broj: (IBR):

Tip dokumentacije: (TD): Monografska dokumentacija
Tip zapisa: (TZ): Tekstualni Stampani materijal
Vrsta rada: (VR): Master rad

Autor: (AU): Marijana Lazié

Mentor: (MN): Rozilia Sz. Madarasz

Naslov rada: (NR): Stepene strukture i multialgebre
Jezik publikacije: (JP): srpski (latinica)

Jezik izvoda: (JI): srpski i engleski

Zemlja publikovanja: (ZP): Srbija

Uze geografsko podruéje: (UGP): Vojvodina
Godina: (GO): 2012.

Izdavaé: (IZ): Autorski reprint

Mesto i adresa: (MA): Novi Sad, Departman za matematiku i informatiku,
Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet u Novom Sadu, Trg Dositeja Obra-
dovica 4

Fizicki opis rada: (F0O):9/74/40/0/0/0/0
Nauéna oblast: (NO): Matematika
Nauéna disciplina: (ND): Algebra

Predmetna odrednica/Kljuéne reéi: (PO): Multialgebre, stepene struk-
ture, faktor-strukture, homomorfizmi, slobodne strukture, fundamentalna rela-
cija, identiteti

UDK:

Cuva se: (CU): Biblioteka Departmana za matematiku i informatiku Priro-
dno-matematickog fakulteta Univerziteta u Novom Sadu

Vazna napomena: (VN):

Izvod: (IZ): Ovaj rad se bavi stepenim strukturama i multialgebrama uopste.



72

Dajemo primere multialgebri kao i najvaznije osobine homomorfizama multi-
algebri, podmultialgebri i slobodnih multialgebri. Najznacajnije teoreme u
radu su teorema reprezentacije za Booleove algebre sa operatorima i teorema
reprezentacije za multialgebre. Poslednje dve glave su posvecéene faktor-multi-
algebrama.

Datum prihvatanja teme od strane NN veéa: (DP): 14.6.2012.
Datum odbrane: (DO):
Clanovi komisije: (KO):

Predsednik: dr Ivica Bosnjak, vanredni profesor, Prirodno-matematicki fa-
kultet, Univerzitet u Novom Sadu

Clan: dr Rozédlia Sz. Madardsz, redovni profesor, Prirodno-matematicki
fakultet, Univerzitet u Novom Sadu, mentor

Clan: dr Petar Papié¢, docent, Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet u
Novom Sadu



73

UNIVERSITY OF NOVI SAD
FACULTY OF NATURAL SCIENCES AND MATHEMATICS
KEY WORDS DOCUMENTATION

Accession number: (ANO):

Identification number: (INO):

Document type: (DT): Monographic documentation
Type of record: (TR): Textual printed matter
Contents code: (CC): Master’s thesis

Author: (AU): Marijana Lazié

Mentor: (MN): Rozilia Sz. Madarasz

Title: (TI): Power structures and multialgebras
Language of text: (LT): Serbian (latin)
Language of abstract: (LA): Serbian and English
Country of publication: (CP): Serbia

Locality of publication: (LP): Vojvodina
Publication year: (PY): 2012.

Publisher: (PU): Author’s reprint

Publ. place: (PP): Novi Sad, Departman za matematiku i informatiku,
Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet u Novom Sadu, Trg Dositeja Obra-
dovica 4

Physical description: (PD): 9/74/40/0/0/0/0
Scientific field: (SF): Mathematics
Scientific discipline: (SD): Algebra

Subject/Key words: (SKW): Multialgebras, power structures, factor-stru-
ctures, fundamental relation, homomorphisms, free structures, identities

UC:

Holding data: (HD): The Library of the Department of Mathematics and
Informatics, Faculty of Sciences, University of Novi Sad

Note: (N):

Abstract: (AB): This thesis deals with power structures and multialgebras in
general. We give examples of multialgebras and the most important properties



74

of homomorphisms of multialgebras, submultialgebras and free multialgebras.
The most significant theorems in this paper are a representation theorem for
Boolean algebras with operators and a representation theorem for multialgebras.
Last two chapters are devoted to factor-multialgebras.

Accepted by the Scientific Board on: (ASb): 14.6.2012.
Defended: (DE):
Thesis defend board: (DB):

President: dr Ivica Bosnjak, associate professor, Faculty of Science and
Mathematics, University of Novi Sad

Member: dr Rozilia Sz. Madarasz, full professor, Faculty of Science and
Mathematics, University of Novi Sad, advisor

Member: dr Petar Papié¢, assistant professor, Faculty of Science and Math-
ematics, University of Novi Sad



