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Predgovor

Stepenu strukturu dobijamo ”podizanjem” strukture, koja postoji medu ele-
mentima datog skupa, na nivo podskupova tog skupa. Slicnom konstrukcijom
dobijaju se fazi stepene strukture: operacije i fazi relacije na X proSiruju se na
operacije i fazi relacije na skup F(X) fazi podskupova od X. Za datu algebru
X = (X,F) konstruiSemo stepenu algebru sa nosatem F(X) na dva nacina:
pomocu tenzorskog proizvoda konstruiSuéi na taj nacin fazi stepenu strukturu
F*(X), i pomocu Dekartovog proizvoda konstruisuéi stepenu strukturu F+(X).
Ovaj rad ¢e se baviti obema ovim strukturama.

Prvo poglavlje sadrzi definiciju reziduiranih mreza, kao i definicije nekih
specijalnih klasa reziduiranih mreza. U ovom poglavlju dokazujemo neke os-
novne osobine ovih struktura koje ¢e nam biti od velike vaznosti za proucavanje
fazi struktura u nastavku ovog rada, i navodimo brojne primere.

U drugoj glavi definiSemo neke od klju¢nih pojmova za ovaj rad: fazi pod-
skupove i fazi relacije. U ovoj glavi takode definiSemo i osnovne osobine fazi
relacija: refleksivnost, simetri¢nost i tranzitivnost, kao i fazi preduredenja. Ovoj
klasi fazi relacija bi¢e posveéena posebna paznja u ovom radu. U ovoj glavi
uvodimo i brojne druge pojmove koji ¢e nam biti neophodni za proucavanje fazi
struktura, i dokazujemo brojna tvrdenja.

U trecoj glavi, radi podse¢anja, navodimo definicije ”crisp” stepenih struk-
tura ¢ije su fazi stepene strukture uopstenje. Takode definiSemo i fazi stepene
strukture - najpre fazi stepene algebre u poglavlju 2, a zatim i fazi relacijske
strukture u poglavlju 3.

Cetvrta glava bavi se fazi stepenim relacijama definisanim pomoéu ten-
zorskog proizvoda. Ovde uvodimo definiciju dobre fazi relacije, Hoare dobre
fazi relacije i Smyth dobre fazi relacije, i dokazujemo da su za svako fazi pred-
uredenje R na X sledeca tvrdenja ekvivalentna:

e R je saglasna na X';
e R je Hoare dobra na X’;
e R je Smyth dobra na X,

pri cemu je saglasnost koriS¢ena u ovoj glavi definisana putem multiplikacije
reziduirane mreze.



Peta glava se bavi fazi stepenim strukturama definisanim pomoc¢u Dekar-
tovog proizvoda, i prilikom definisanja Hoare dobre fazi relacije i Smyth dobre
fazi relacije koristimo A-saglasnost (saglasnost definisana pomocéu operacije A
reziduirane mreze). Ovde uopStavamo rezultate Georgescua. Naime, pokazu-
jemo da za svako fazi preduredenje R i za svaku kompletnu reziduiranu mrezu
L vazi:

e Ako je R Smyth dobra na X, tada je R A-saglasna relacija na X,
i ako je £ Hejtingova algebra, tada za svako preduredenje R vazi:

e Ako je R A-saglasna na X, tada je R Hoare dobra na X.

Na kraju zelim da izrazim zahvalnost dr Ivici Bosnjaku i dr Petru Dapicu na
savetima i korisnim sugestijama. Najveéu zahvalnost dugujem svom mentoru,
dr Rozaliji Madarasz Szildgyi, kako na odabiru ovako zanimljive teme, tako i na
azurnosti i svesrdnoj pomodi.

Samir Zahirovié



Uvod

Prema Birkhoffu, pojam stepene algebre poti¢e od Frobeniusa. On je za proizvoljnu
grupu G = (G,-) konstruisao algebru (P(G),0), gde je P(X) partitivni skup
skupa G, a operacija o definisana sa Ho K = {h-k | h € H,k € K}, za
H,K € P(X). Ovakva definicija moze se lako preneti i na algebre sa vise opera-
cija proizvoljne arnosti. Kako se podskup nosaca grupe zove i kompleks, algebre
konstruisane na ovakav nacin ¢esto se nazivaju ”algebre kompleksa”, a takode
se koristi i termin ”global algebre”.

Danas se konstrukcija stepene algebre koristi i u raznim drugim oblastima
matematike. Na primer kod distributivnih mreza operacije medu idealima su
u stvari "stepeni” operacija same mreze. U intervalnoj aritmetici, u cilju anal-
ize greSaka kod numerickih izracunavanja, operacije sa skupa realnih brojeva
prenosimo na odgovarajuce intervale realnih brojeva.

Jedno od osnovnih pitanja teorije stepenih algebri jeste koje se osobine
osnovne strukture prenose na odgovarajuéu stepenu strukturu. Gautam je
pedesetih godina dvadesetog veka dao prvi prilog ovoj temi: on je opisao sve var-
ijetete definisane jednim identitetom koji su zatvoreni u odnosu na formiranje
stepene algebre. Grétzer i Lakser s druge strane, daju odgovor na pitanje koji
se sve identiteti prenose sa verijeteta na odgovarajuéi varijetet stepenih algebri i
koriste taj rezultat da odrede sve varijetete odredene stepenim algebrama grupa
i mreza.

Prirodna generalizacija gore opisanih stepenih algebri jesu stepene algebre
relacijskih struktura. Naime, svaka relacija na X arnosti n + 1 odreduje n + 1
n-arnih operacija na P(X). Ovu konstrukciju upotrebljavaju Jénson i Tarski
pri proucavanju Bulovih algebri sa operatorima.

Relaciji na skupu X mozemo na viSe nacina pridruziti odgovarajucu relaciju
iste arnosti na P(X). Opstu definiciju ”stepene relacije” dao je S. Whitney u
svojoj doktorskoj tezi 1997. godine. Takode, na drugaciji nacin, i G. Czédli i
Pollék, za konacan parcijalno ureden skup (X, <), definisu relaciju na P(X) na
slede¢i nac¢in: A <* B akko postoji injekcija ¢ : A — B takva da vazi z < ¢(z)
za svako z € A. Tako se postize da (P(X),<") takode bude parcijalno ureden
skup.

Chris Brink je prvi autor koji je uvideo nedostatak jednog opstijeg prilaza
ovoj tematici. On je posmatrao stepene konstrukcije kao celovitu oblast koja je
vredna izucavanja sama po sebi.

Danas je podizanje matematicke strukture sa nosac¢a X na partitivni skup
P(X) jedna od klasiénih tema univerzalne algebre. Svaka algebra X = (X, {f €
F}) odreduje stepenu algebru P(X) = (P(X),{fT € F}) istog tipa, i opstije:
svaka struktura X = (X, {f € F},{R € R}) odreduje stepenu strukturu P(X') =
(P(X),{ft € F},{R" € R}), pri ¢emu su f* i Rt "stepena operacija’ i ”ste-
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pena relacija” odredeni operacijom f i relacijom R na X, respektivno. Na
ovakav nacin definisan je pojam stepene algebre, ¢ija je svojstva Brink sis-
tematiéno proucavao u svojim radovima [12] i [13]. Osobine struktura koje
se mogu prenositi na njihove stepene strukture prou¢avane su u [10] i [11], kao
iu 7], [8],1[9]

G. Georgescu je u [4] uopstavao rezultate Rozélije Madardsz i Ivice Bosnjaka
iz [10], [11], [7], [8] i [9] proucavajuéi fazi stepene strukture. On je kao fazi
konjunkciju koristio neprekidnu t-normu, i, u nekim slu¢ajevima, minimum t-
normu. Fazi stepenu strukturu konstruisao je pomoéu Dekartovog proizvoda
fazi podskupova.

H. Lai i D. Zhang su u [5] takode uopstavali rezultate Rozélije Madarész
i Ivice Bosnjaka, ali koristeéi proizvoljnu reziduiranu mrezu kao strukturu is-
tinitosnih vrednosti, a fazi stepene strukture konstruisali su koristeéi tenzorski
proizvod fazi podskupova.

Reziduirane mreze uveli su Ward i Dilworth 1939. godine u [14]. Jos je
nekoliko naziva koriséeno za reziduirane mreze: Birkhoff je koristio naziv ”inte-
gralni komutativni reziduirani [-monoid”, Blyth i Janowitz su koristili su naziv
"reziduirana Abelova semigrupa sa jedinicom”, a Hohle je koristio naziv ”semi-
grupa uredena kao komutativna kompletna mreza”. Pojam BL-algebre uveo
je Hajek u [15] 1998. godine (BL je skradeno ”basic logic”) kao uopstenje
Lukasiewicz, produkt i Godel logike - logickih sistema koji kao konjunkciju imaju
tri osnovne t-norme. MV algebre uveo je Chang u [17] i [18] objavljenim 1958.
i 1959. godine (MV je skra¢eno "many valued”). Nasa definicija MV-algebre je
pojednostavljena verzija originalne Changove definicije, a koju je uveo Mundici
2000. godine u [19]. U ovom radu Mundici detaljno istrazuje MV-algebre. Pro-
dukt algebre uvedene su 1996. godine u [16]. Godelove algebre uveo je Godel
1932. godine, a Heytingove algebre uveo je Heyting 1930. godine. Girardov
(Zirarov) monoid, pojavljuje se u takozvanoj linearnoj logici 1987. godine, koji
je od velikog znacaja za kompjutersku nauku.

Pojam t-norme pojavio se prilikom proucavanja verovatnosnih metrickih
prostora, koji su se do 1964. godine zvali statisticki metricki prostori. T-
norma je skra¢eno ”trougaona norma” (”traingular norm”). Metricke prostore
verovatnocée uveo je Menger 1942. godine u radu ”Statistical metrics” gde su
se pojavili neki postulati sliécni onima od t-normi, a znacajno su ih razradili
Schweiger i Sklar. Upravo su Schweiger i Sklar uveli pojam t-norme 1960. go-
dine u [20]. Primetimo da su u prvobitnom pristupu, vrednosti iz intervala
[0,1] na kome je t-norma definisana bile tumacene kao verovatnoce, a ne kao
istinitosne vrednosti. T-norme su dobro obradene u [21]. Standardne alge-
bre na [0, 1] imaju slede¢u znac¢ajnu osobinu: identitet je tacan u standardnoj
Lukasiewitzevo] (produkt, Godelovoj) algebri akko je on tac¢an na klasi svih
MV-algebri (produkt, Gédelovih). Vazi i analogno tvrdenje za BL-algebre: iden-
titet je tacan u svim reziduiranim mrezama na 0,1 koju odreduje neprekidna
t-norma akko je tacan u svim BL-algebrama. Dok je upotreba t-norme kao
viSevrednosne konjunkcije viSe-manje standardna, postoje takode i drugi pris-
tupi visevrednosnim implikacijama osim reziduuma t-normi.



Glava 1

Rezidulrane mreze

Definicija 1.1 Reziduirana mreza je algebra L = (L,A\,V,*,—,0,1) koja
zadovoljava sledece uslove:

1. (L,A,V,0,1) je ogranicena mreZa;
2. (L,*,1) je komutativan monoid;

3. Swvojstvo adjungovanosti, odnosno:
(Vo,y,z € L)(zxy <2 x<y—2)
gde je < mrezno uredenje.

Uredeni par (x,—) nazivamo adjungovani par. Operaciju * nazivamo mul-
tiplikacija, a — nazivamo reziduum, a takode koristimo i izraz "implikacija™.
L je kompletna reziduirana mreza ako je (L, A, V) kompletna mreza.

Primer 1.2 Neka je R = (R,+,-,0,1) komutationi prsten sa jedinicom, i
obelezimo sa Z(R) skup svih ideala od R. Definisimo operacije x i — na Z(R)
na sledecéi nacin:

n

k=1

I%J{kGRH'kGJmsvakoiGI}.
Tada je (Z(R),N,V, *,—, {0}, R) kompletna reziduirana mreza.

Dokaz. Poznato je da je (Z(R),N, V, {0}, R) kompletna i ograni¢ena mreza, gde
jeIvJ=I+J={i+j|iel,je J}. Naime, ako su su I i J ideali prstena
R, tada trivijalno vazi da je I N J takode ideal prstena R, i da je to najveci
podprsten sadrzan u [ i J. Dalje, poznato je da vazi I,J < R= I+ J IR, te
trivijalno vazi da je I+ J najmanji ideal koji sadrzi I i J, odnosno I+J = IV J.
Ovim smo pokazali da (Z(R),N,V) jeste mreza. Kako za proizvoljnu familiju
ideala {J) | i € I} vazi da je [);c; Ji takode ideal, sledi da je (Z(R),N,V)
kompletna mreza. Trivijalno vazi da su {0} i R najmanji i najveéi element.



Pokazimo zatim da su operacije * i — dobro definisane. Najpre, dokazimo
ovo za *. Naime, ako a,b € I x J, trivijalno vazi a+b € I xJ, i —a € I % J.
Dalje, zaa € IxJizar € Rvazia-r = (3 ,_ ix-ju) 7= pey ((ix-ju) 1) =
Y orey (zk - (Jr - T)) € IxJ,jer jp-r € J za svako k € {1,...,n}, zato sto je J
ideal. Kako je R komutativan prsten, sledi dair-a € I*J. Ovim smo pokazali
da I = J jeste ideal.

Dokazimo da je i operacija — dobro definisana. Ako a,b € I — Jii € I,
tada vazii- (a+b) =i-a+i-be J, tedaa+bel — J. Trivijalno vazi da
akoa € I — J, tada vazi —a € I — J. Dalje, neka a € I — J i neka r € R.
Tada, za svako i € I vazii-(a-7) = (i-a)-r=j-r € J, jer je J ideal, te sledi
a-r €1 — J. Analogno se pokazujeidavaziir-ael — J, tesledidal — J
jeste ideal, te operacije * i — jesu dobro definisane.

Kako je - komutativna i asocijativna operacija, sledi da je i * komutativna i
asocijativna, i lako se uocava i to da je R jedini¢ni element u (Z(R), ). Preostaje
jos da se pokaze da su x i — adjungovane operacije. Neka su I,J, K < R.
Pretpostavimo da vazi I * J < K - tada sledi da za svako ¢ € I i za svako j € J
vazi j-¢ =1-j € K, zbog komutativnosti prstena R. Dakle, za svako i € I vazi
iedJ — K, tesledi I CJ — K, odnosno I < J — K. Pretpostavimo sada da
vazi I < J — K, za neke I, J, K < R. Odavde, za svako i € I i za svako j € J
sledii-j =j-1 € K. Tada, trivijalno za sve i1, ....,i, € [ i za sve j1,...,;Jn € J
vazi > p_(ix - jx) € K, ¢ime je pokazano da (Z(R),N,V,x,—, {0}, R) jeste
kompletna reziduirana mreza. O

Primer 1.3 Algebra ([0,1], A, V,0,1) jeste ogranicena kompletna mreza, gde je
[0, 1] jedinic¢ni interval realnih brojeva, i a A'b = min(a,b) i a V b = max(a,b).
Sledece tri strukture jesu reziduirane mreZe:
1. ([0,1], A, V%, —,0,1), gde je:
e axb=max(a+b—1,0); e a—b=min(l—a+0b,1);

(Lukasijeviceva struktura)

2' ([07 1]7/\7 \/7 *7 %707 1)’ gde je:
e axb=min(a,b); e a—b=1 ako a <b, odnosno
a—>b=>bakoa>b;

(Gedelova struktura)

3' ([07 1]7/\7 \/7 *7 %707 1)7 gde je:
eaxb=a-b; e a—b=1 akoa <b, odnosno
a—>b:§ ako a > b;

(produkt struktura)

Primer 1.4 Neka je L = {ag,a1,...,an} sa uredenjem 0 = ag < a1 < ... <
an =1, 1 vaZi a; N aj = anyin(i,j) © @i V @5 = Gmax(i,j)- Lada sledeéi parovi * i —
determinisu reziduirane mreze:

1. Lukasijeviceva struktura:
® ;% Gj = Umax(i+j—n,0)s ® a; —7 G5 = Gmin(n—i+j,1)75
2. Gedelova struktura:
® G % Aj = min(i,j); e a; —a; =1 akoi<j, odn.
a; — a; = a; akoi> j;



Zan =1 obe ove strukture jesu Bulova algebra.

Primer 1.5 Neka je L = {0,a,b,¢c,1}, i neka je (L,A,V,0,1) mreza sa slike.

Neka je operacija x na L data sa zxy = x ANy, @

neka je — definisana na sledeéi nacin: * — y =y a
zax >y, —>y=1akox <y,a—->b=">01 &
b— a=a. Tada vazi da je struktura
b a
L= (L, V,* —,0,1)
reziduirana mreza. o

Lema 1.6 U reziduiranoj mreZi, operacija * je jednoznacno odredena operaci-
jom —. Takode, operacija — je jednoznacéno odredena operacijom *.

Drugim re¢ima, ukoliko je (L,A,V,0,1) ograni¢ena mreza, i ukoliko je — op-
eracija na L, tada postoji najviSe jedna operacija * na L takva da je £ =
(L, A, V,%,—,0,1) reziduirana mreza. Takode, ukoliko je * operacija na L, tada
postoji najvise jedna operacija — na L, takva da je L = (L,A,V,x,—,0,1)
reziduirana mreza. Dokazimo sada ovu lemu.

Dokaz. Pokazimo da je — jednozna¢no odredena operacijom *. Pretpostavimo
suprotno, tj. da za datu operaciju x postoje dve razlicite operacije —1 i —o,
koje obe zadovoljavaju uslove iz gornje definicije. Dakle, postoje y, z € L takvi
davazi 1 =y —1 2, Toa =y —>2 2 1 1 # x2. Medutim, kako su operacije * i —
adjungovane, za x; vazi:

r1 <y —1 2z akko x1 xy < z akko 1 <y —9 2z akko 1 < 29,

i na analogan nacin pokazemo da je x5 < x1, a odakle sledi z; = 5.
Na slican na¢in moze da se pokaze i da je * jedinstveno odredena operacijom
— - koristedi svojstvo adjungovanosti. O

Definicija 1.7 Neka je L = (L,A,V,*,—,0,1) reziduirana mreza. Tada:
1. L zadovoljava aksiomu prelinearnosti ako zadovoljava identitet
(z—=y)Vvy—z)=1
2. L je deljiva reziduirana mreza ako zadovoljava identitet
rAy=xx*(x —=y);
3. U L vazi zakon dvojne negacije ako L zadovoljava identitet
z = (z —0) = 0;

4. U L vazi zakon idempotentnosti ako je operacija * idempotentna na

L.
U reziduiranoj mrezi, operacija — determiniSe unarnu operaciju —, gde je:
-a=a—0,a €L

koja se zove negacija.



8

Definicija 1.8 1. Integralni komutativni Zirardov monoid je rezidu-
irana mreZa u kojoj vazi zakon dvojne negacije;

2. Hejtingova algebra je reziduirana mreZa u kojoj vazi

T*xYy =Ny,

3. BL-algebra je deljiva reziduirana mreZa u kojoj vazi aksioma preline-
arnosti;

4. MV-algebra je reziduirana mreza koja zadovoljava identitet:

rVy=(z—y) =y

5. II-algebra (ili produkt algebra) je BL algebra koja zadovoljavas:
(z=0)=0<((xx2) = (yx2)) = (= y),
zA(z—0)=0;

6. G-algebra (ili Gedelova algebra) je BL-algebra u kojoj vazi zakon
idempotentnosti.

Definicija 1.9 Neka je L = (L,A,V,*,—,0,1) reziduirana mreZa. Binarna
operacija <> na L, gde je

a<b:=(a—=b)A(b—a)

naziva se bireziduum u L.

Lako se moze primetiti da je <> komutativna operacija na L.

Sve reziduirane mreze iz primera 1.3 i 1.4 zadovoljavaju aksiomu prelin-
earnosti jer su u tim mrezama svaka dva elementa uporediva. Naime, kasnije
¢éemo pokazati da za sve a,b € L vazi a < b < a — b= 1. A kako u ovim
mrezama za svaka dva elementa a,b € L vazi a < b ili b < a, trivijalno vazi i
(a = b)V (b = a) = 1. Sa druge strane, mreza iz primera 1.5 ne zadovoljava
aksiomu prelinearnosti, jer vazi (a — b) V(b = a) = bV a = ¢ # 1. Videli
smo da linearnost mreze koja je redukt reziduirane mreze, jeste dovoljan uslov
da reziduirana mreza zadovoljava aksiomu prelinearnosti. Medutim, to nije i
potreban uslov, sto ilustruje slede¢i primer.

Primer 1.10 Neka je (L,A,V,0,1) ogranicena mreZa Ciji je Haseov dijagram
prikazan na slici. Neka je x operacija na L defin-

isana sa T xy = ¢ Ay, i neka je — definisana na 1
sledeéi nacin: © — y =1 ako x < y, a inace:
a—0=0b b—>0=a b a
l—a=a 1—-b=5b
a—>b=2"b b—a=a 0

i neka je 1 — 0 = 0. Tada je struktura L =
(L,A,V, %, —,0,1) reziduirana mreza.



Primetimo da mreza (L, A,V,0,1) nije linearna, tj L nije linearno ureden
skup, ali reziduirana mreza £ zadovoljava aksiomu prelinearnosti. Naime, ele-
menti a i b nisu uporedivi, ali vazi (b — a) V (e = b) = a Vb =1, a svi ostali
elementi jesu uporedivi, te je za njih gornji izraz uvek jednak 1.

Gedelova struktura iz primera 1.3 jeste reziduirana mreza koja zadovol-
java aksiomu deljivosti (odnosno, ona je deljiva reziduirana mreza). Naime,
za a,b € L akojea <bvaziax(a—b) =ax1l=a=aAb. Sadruge strane,
ukoliko je a > b, tada vazi a *x (a — b) = axb = a A b, te sledi da Gedelova
struktura zaista zadovoljava aksiomu deljivosti. Reziduirana mreza iz primera
1.10 takode zadovoljava aksiomu deljivosti.

Primer 1.11 Neka je (L,A,V,*,—,0,1) struktura takva da je (L,A\,V,0,1)
ogranicena mreza, gde je L = {0,a,1}, i operacije x i — definisane na slededi
nacin:

e rxy=0akoz,y#1,ilxz=xx1=2a za svako x € L; 1
e —>y=1akox <y, ainate:a -0=a,1 —>0=01 a

l—+a=a.
o

Tada je (L,\,V,*,—,0,1) reziduirana mreZa koja zadovoljava
aksiomu prelinearnosti.

Primer 1.12 U Gedelovoj, Lukasijevicevoj i produkt strukturi (iz primera 1.3)
bireziduum je definisan na sledeée nacine:

e Lukasijeviceva struktura: a <> b=1— |a — b|;

o Gedelova struktura: za a =b vazi a <> b=1, i a <> b =min(a,b) inace;

min(a,b)
max(a,b)

e produkt struktura: a <> b=

Primer 1.13 U Gedelovoj, Lukasijevicevoj i produkt strukturi (iz primera 1.3)
negacija je definisana na sledeée nacine:

o Lukasijeviceva struktura: —a =1 — a;

e Gedelova i produkt struktura: =0 =1, i ~a =0 za a # 0.

Odavde jasno sledi da Lukasijeviceva struktura zadovoljava zakon dvojne
negacije, dok kod Gedelove i produkt strukture to nije slucaj.

1.1 Osnovne osobine reziduiranih mreza

Lema 1.14 U svakoj reziduiranoj mrezi, za svako a,b € L vaZi:

1.a—a=1; 6. a—>1=1;
2. axb<b; 7. b<a—b;
3. ax(a—b)<aAnbd; 8. b<a— (axb);
4. a<bakkoa—b=1; 9. 0xa=0;
5 1—=a=a; 10. 0 5 a=1.
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Dokaz. (1) Kako je (L,*,1) monoid, sledi 1 * a = a, $to, na osnovu osobine
adjungovanosti * i —, vazi akko 1 < a — a, a kako je 1 najveéi element mreze
vazi i suprotna nejednakost, te sledi 1 = a — a.

(2) Kako je a — a = 1, i kako je 1 najveéi element reziduirane mreze,
sledi a <1 =5b — b, §to je na osnovu svojstva adjungovanosti ekvivalentno sa
a*xb < b, §to je trebalo pokazati.

(3) Kako je * komutativna operacija, iz nejednakosti (2) iz ove leme, sledi
ax*(a—b)<a.

Takode, kako je a — b < a — b, i na osnovu komutativnosti *, sledi a * (@ —
b) <b.

Dakle, dobili smo da je a * (a — b) jedno donje ogranicenje skupa {a,b}, te
sledi

ax(a—0b) <aAb.

(4) Kako je (L, *,1) monoid, vazi a < b akko 1*a < b akko 1 < a — b, 8to,
s obzirom na to da je 1 najveéi element, vazi akko 1 = a — b.
(5) Koristeéi nejednakost (3) iz ove leme, dobijamo:

lsa=1x(1—a)<aAl=a.

Dokazimo sada da vazi i druga nejednakost. Naime, a < a, odnosno ax1 < a,
§to je ekvivalentno sa a < 1 — a. Time smo dokazali dati identitet.

(6) Kako je 1 najvedi element, vazi a < 1, §to je na osnovu identiteta (4) ove
leme ekvivalentno sa a — 1 = 1.

(7) Kako je bxa < b, sledi b < a — b.

(8) Na osnovu komutativnosti, vazi b* a < a * b, $to je zbog osobine adjun-
govanosti ekvivalentno sa b < a — (a % b), §to je trebalo dokazati.

(9) Kako je 0 najmanji element, trivijalno vazi 0 xa > 0.

Sa druge strane, na osnovu nejednakosti (2) iz ove leme, sledi 0xa < 0 odakle
sledi Oxa =0

(10) Direktna posledica tvrdenja (4) ove leme, jer je 0 najmanji element. O

Lema 1.15 U svakoj reziduiranoj mreZi vazi:
1. Operacija * je izotona na L;

2. Operacija — je antitona po prvom argumentu, a izotona po drugom argu-
mentu.

Dokaz. (1) Pretpostavimo da vazi x < y, za neke z,y € L, i neka z € L.
Na osnovu nejednakosti (8) iz prethodne leme, kao i na osnovu pretpostavke,
vazi
r<y<z—(zxy),

§to je ekvivalentno sa x x z < y x 2z, Sto smo i zeleli pokazati.
(2) Pokazimo najpre da za svako z,y, z € L vazi sledeéa nejednakost:
(z—=y)xly—z)<z—z

To éemo postiéi majorirajudi izraz x * (x — y) * (y — z), koristeé¢i malopre
dokazanu izotonost, i nejednakost a * (a — b) < b:

zx(z =y x(y—2)<yx*x(y—z) <z
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a odakle na osnovu svojstva adjungovanosti operacija — i * sledi da ova nejed-
nakost vazi.

Pokazimo sada antitonost operacije — po prvom argumentu. Pretpostavimo
da su z,y,z € L takvi da vazi < y. Na osnovu stava (4) iz prethodne leme,
slediz »y=1. Sadajey = 2= (x = y) x(y — 2) <z — 2z, ¢ime je pokazan
prvi deo tvrdenja.

Pokazimo izotonost po drugom argumentu. Neka z,y,z € L i neka z <y
Na osnovu nejednakosti (3) prethodne leme sledi:

zx(z—ox)<ax<y
sto je ekvivalentno sa z — = < z — y, ¢ime je i ovo tvrdenje pokazano. O

Primetimo da, ako vazi x1 < xo 1 y1 < yo, tada sledi z1 *x y; < @g * yo, i
analogno za svakin € N: ako vazi (Vi € {1,...,n})z; < y;, tadasledi z1*...xz, <
Y1 * .o X Yp.

Lema 1.16 U svakoj reziduiranoj mrezi L vaZi:
1. (a=b)x(b—oc)<a—c
2. (aeb)x(bec)<a<c
Dokaz. (1) Ova nejednakost je pokazana u dokazu prethodne leme.

(2) Iz definicije operacije <>, i kako je operacija * izotona, sledi sledeéa
nejednakost:

(aeb)xbec)=((a=b)Ab—=a)x((b—=c)AN(c—=D) <

<(a=b)x(b—=c)<a—c

a analogno se pokazuje i sledece: (a <> b) * (b > ¢) < ¢ — a, odakle sledi:
(ad)*x (b c)<c+a,
¢ime smo pokazali tvrdenje. O

Lema 1.17 Ako je L reziduirana mreza, tada, za svako a,b € L vazi:

1. a > b=max{c€ L:axc<b}; 2. axb=min{ce L:a<b— c}.

Dokaz. (1) Kako vazi a* (a — b) < b,sledia — b€ {c€ L:axc<b}, te vazi
nejednakost a — b < sup{c € L : ax ¢ < b}.

Pokazimo da vazi i suprotna nejednakost. Neka je ¢ € L, i neka ono zadovol-
java nejednakost a * ¢ < b. Ovo je ekvivalentno sa ¢ < a — b na osnovu adjun-
govanosti operacija — i *. Iz ovoga sledi, da je a — b gornje ogranicenje skupa
{c€ L:axc<b}, odnosno a — b > sup{c € L : a * ¢ < b}. Dakle, pokazali
smodajea—b=sup{c€ L:axc<b},akakoa —>be {ce L:axc<b}
sledi da je a — b i maksimum ovog skupa.

(2) Ovo se dokazuje analogno kao u dokazu stava (1) ove leme - koristedi se
osobinom adjungovanosti. O
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Lema 1.18 U svakoj reziduiranoj mrezi, ukoliko odgovarajuci infimuma i supre-
mumi postoje, vazi:

Loxx N i = Ve (@ *wi); 4 @5 Nier vi < Nier (@ = 93);

2. ¢ — /\iel Yy = /\iel(x = Yi); 5. Viel(x —y) <xz— viel Yis

3. (\/ie] xl) — Y= /\iel(xi —y); 6. \/iel(x — i) < (/\iel xl) Y.

Dokaz. (1) Kako je * izotona operacija, za svako ig € I vazi: xx\/,c; yi > T*y;,.

Kako ova nejednakost vazi za svako ig € I, sledi x * \/;c; y: > Vo (x % 94).
Pokazimo i drugu stranu nejednakosti. Kako je — izotona po drugom

argumentu, i kako u reziduiranoj mrezi za svako a,b € L vazi nejednakost

a— (axb) >b,sledi v — ;. (x*y;) > 2 = (z*yi,) > Yi,, za svako ig € I.

Kako ovo vazi za svako y;, € I sledi x — \/,o;(x *y:) > V,;c; %, $to je, na

osnovu osobine adjungovanosti * i —, ekvivalentno sa x*\/,c; yi <V, (@*y;).
Iz ove dve nejednakosti sledi z * \/,.; vi = V(7 * y;).

(2) Kako je — izotona po drugom argumentu, za svako ig € I sledi:

x*)/\yigx*)yioa
iel
a kako ovo vazi za svako ig € I, sledi & — A,c; s < N\;er(@ — i)
Na osnovu izotonosti operacije * za proizvoljno ig € I zakljucujemo x %
Nier(@ = i) <z x (z — yo) < yo. Kako ova nejednakost vazi za svako ig € I
sledi = * \,c;(x — y:) < N;cs¥i, Sto je, zbog osobine adjungovanosti — i *

ekvivalentno sa:
/\($—>yi) ST — /\yi:
iel i€l

¢ime smo dokazali datu jednakost.

(3) Kako je — antitona po prvom argumentu za proizvoljno ig € I, sledi
(Viermi) = y < @i, — y, a kako ovo vazi za svako ig, sledi (V,c;2i) =y <
/\ie](xi —Y)-

Dokazimo i suprotnu nejednakost. Na osnovu jednakosti (1) ove leme, i kako
je * izotona dobijamo: (\/,c; @) * Nier(@i = y) = Vijer (zj % Nics(zi = y)) <
Vjer(zj* (z; = y)) <y. Ovo je ekvivalentno sa:

N —y) < <\/ xz) =,

i€l i€l
¢ime smo dokazali i drugu stranu nejednakosti.

(4) Kako je * izotona, za svako ig € I sledi o /\,c; ¥; < T *y;,, a s obzirom
da ovo vazi za svako ig € I, sledi  * A\, ., vi < N\;cp(z*yi).

. (5) Po.kazimo najpre da \{aZi r*\,;c;(® = y:) < V,;cpvi- Naime, na osnovu
Jgdna.koslzl .(l)love leme, sledi x * \/iel(z =y = \/iel(x x (x —y;)) < \/ie[ Yi-
vo Je ekvivalentno sa

\/(x—>yi)§x—>\/yi.

icl iel
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(6) Na osnovu jednakosti (1) ove leme i izotonosti operacije * sledi (A, ¢, 2;) *
Vier@i =) = Vier (Aser i) = @i = 9)) < Vies (@i (2 > 1) <y, sto je

ekvivalentno sa:
V(i —y) < </\ xz) =,

il iel
§to je trebalo dokazati. O

Tvrdenje 1.19 Klasa reziduiranih mreZa je varijetet.

Dokaz. Na osnovu Birkofove HSP teoreme vazi da je klasa reziduiranih mreza
varijetet akko je ona jednakosna klasa algebri, tj postoji skup identiteta X,
takav da vazi £ = Mod(X), gde smo sa £ oznacili klasu reziduiranih mreza.
Drugim rec¢ima, potrebno je pokazati da postoji skup identiteta koji definise
klasu reziduiranh mreza, odnosno, da postoji skup identiteta koji je ekvivalentan
sa uslovima iz definicije 1.1. Iz tog razloga, pokazac¢emo da su uslovi iz definicije
1.1 ekvivalentni sa slede¢im identitima:

1. (zxy) > z=2— (y — 2);

2. (zx(x—=y)Vy=y;

3.z—=(zVy) =1,

4. identiteti koji definisu ogranic¢enu mrezu (L, A, V, 0, 1);
5. identiteti koji definisu komutativni monoid (L, *, 1).

Pokazimo najpre da ovi identiteti vaze u svakoj reziduiranoj mrezi.

(1) Za svako x,y, z € L na osnovu nejednakosti (3) iz leme 1.14 vazi (x * y) *
((xxy) = z) < z, a odakle na osnovu asocijativnosti i komutativnosti operacije
« sledi y x (x % ((x *y) — 2)) < z, §to je na osnovu adjungovanosti operacija —
i * ekvivalentno sa (x xy) = 2z < x — (y = 2).

Pokazimo i drugu nejednakost. Naime, sprovoded¢i slican racun dobijamo
yx(zx(z = (y— 2))) <yx*x(y = 2) < z, §to je ekvivalentno sa z — (y — 2) <
(z *y) — 2, ¢ime je dokazana jednakost (1).

(2) Ovaj identitet ekvivalentan je sa nejednakoséu x x (x — y) < y koja vazi
u svakoj reziduiranoj mrezi.

(3) Kakojex <azVyvazi z = (x Vy) = 1.

Identiteti iz (4) i (5) vaze po definiciji reziduirane mreze.

Pokazimo i suprotno - ako neka algebra zadovoljava ove identitete, onda
je ona reziduirana mreza. Ovde je dovoljno pokazati da skup ovih identiteta
implicira uslov (3) iz definicije reziduiranih mreza.

Najpre ¢emo pokazati da iz gornjih identiteta sledi da vazi: a < b akko
a—b=1

Ako je a < b, tada na osnovu identiteta (3) sledia - b=a — (aVb) = 1.
Takode, ako vazi a — b = 1, tada na osnovu identiteta (2) iz ove leme sledi
aVb=(ax1)Vb=(a*(a—b))Vb=Db, odakle sledi a < b.

Dokazimo sada uslov (3) definicije 1.1. Na osnovu malo pre pokazanog, kao
i na osnovu identiteta (1) u ovom tvrdenju sledi: xxy < z akko (z*y) — z =1
akko ¢ — (y — 2) = 1 akko # < y — 2, ¢ime je pokazano da gornji identiteti
imliciraju uslov (3) iz definicije 1.1.

Uslovi (1) i (2) iz definicije 1.1 trivijalno vaze. O
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1.2 Reziduirane mreze i t-norme

Definicija 1.20 t-norma * je binarna operacija na [0, 1], tj. * : [0,1] — [0,1],
koja zadovoljava sledece uslove:

1. x je komutativna i asocijativna operacija

2. * je izotona po oba argumenta, odnosno vazi:
Va1, 20,y € [0,1))(z1 < o = x1 *xy < Ta *Y)
(Vo,y1,y2 € [0,1]) (11 S y2 = xxy1 S @ *y2.);
3. 1lxx=210xx=0.

t-norma je neprekidna t-norma ako je * : [0,1]% — [0, 1] neprekidno pres-
hikavange.

Navedimo neke primere t-normi.

e Lukasijeviceva t-norma:  *;, y = max{zx +y — 1,0};

e Gedelova (minimum) t-norma: z *g y = min{z, y};

e Produkt t-norma: x *;;y = x - y (pri éemu je - proizvod realnih brojeva).

Primetimo i to da su sve tri gore navedene t-norme neprekidne.

Tvrdenje 1.21 Neka je * sleva neprekidna t-norma i neka je binarna operacija
— definisana na sledeéi nacin:

a—b=sup{c| ax*xc<b}.
Tada je algebra £ = ([0, 1], min, max, *x, —, 0, 1) kompletna reziduirana mreza.

Vazi i obrnuto: ako je £ = ([0, 1], min, max, x, —, 0, 1) kompletna reziduirana
mreZa, tada je x sleva neprekidna t-norma.

Tvrdenje 1.22 Neka je x proizvolyna t-norma. Tada vazi:
Algebra £ = ([0, 1], min, max, *x,—,0,1) je BL-algebra akko je t-norma x
neprekidna.



Glava 2

Fazi podskupovi 1 fazi
relacije

Definicija 2.1 Ako je L kompletna reziduirana mreZa, tada fazi podskup
skupa X jeste proizvoljno preslikavanje A : X — L. Familiju svih fazi pod-
skupova skupa X obeleZavamo sa F(X).

Definicija 2.2 Za A € F(X) kaZemo da je podskup od B € F(X) ako (Vx €
X)A(z) < B(x), sto pisemo A C B ili A< B.

Neka je {A; i € I} familija fazi podskupova skupa X. Unija ove familije
fazi podksupova jeste preslikavanje | J..; A; : X — L, pri cemu za svako v € X
vazi (Uiel A))(x) = viel A;(x).

Presek familije fazi podskupova {A; : i € I} definisemo kao preslikavanje
Nicr Ai : X — L, pri cemu za svako x € X vazi ((;c; Ai)(x) = N\;ep Ai().

Za dati fazi podskup A € F(X) i b € L definiSemo fazi podskup b* A od X,
sa (bx A)(z) = bx* A(x) za svako x € X, i analogno fazi podskup b — A od X
sa (b— A)(x) =b— A(x) za svako x € X.

el

Primetimo da je prethodna definicija dobra, jer je L kompletna mreza, a na
osnovu Cega sledi i da je (F(X),U,N) takode kompletna mreza.

Za dati crisp podskup A skupa X, njegovu karakteristi¢cnu funkciju éemo
obelezavati sa x 4. Dakle, ako = € A tada je xa(z) = 1, a ako z ¢ A tada vazi
xa(x) = 0. Ako je podskup A = {z}, tada njegovu karakteristi¢nu funkciju
obelezavamo sa 1,, a ako je podskup A = {1, ...,z,} - njegovu karakteristi¢nu
funkeciju zapisujemo sa 1;, . .. . Jasno - karakteristicna funkcija se moze pos-
matrati kao preslikavanje x4 : X — L, gde su 0 i 1 najmanji i najveéi elementi
kompletne reziduirane mreze. Na ovaj nacin, partitivni skup P(X) se moze po-
topiti u skup fazi podskupova F(X), te F(X) sadrzi izomorfnu kopiju od P(X).
Iz ovog razloga, u daljem teksu, (P(X),N,U) ¢emo posmatrati kao podmrezu od
(F(X),N,V). Primetimo pritom da je, u ovom smislu, (P(X),N,U) kompletna
podmreza od (F(X),N,U).

Definicija 2.3 Fazi relaciju R iz skupa X u skup Y definisemo kao pres-
likavanje R : X xY — L. Inverzna fazi relacija od R je fazi relacija
R? : Y x X — L, takva da vazi R°P(y,x) = R(x,y), za svako x € X i za
svako y € Y. Ukoliko je R fazi relacija iz skupa X u skup X, kaZemo da je R
fazi relacija na skupu X.

15
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Definicija 2.4 Neka je R fazi relacija na skupu X. Tada:
e R je simetriéna ako vazi (Vx,y € X)R(z,y) = R(y, x),
e R je antisimetri¢na ako vazi R(z,y) = R(y,z) =1 =x =y,
e R jerefleksivna ako vazi (Vo € X)R(z,x) =1,
e R je tranzitivna ako vazi (Va,y,z € X)R(z,y) * R(y, 2) < R(z, 2).

Definicija 2.5 Fazi preduredenje na X je refleksivna i tranzitivna fazi relacija
na X. Ako je R fazi preduredenje na X, onda za (X, R) kaZemo da je fazi pre-
dureden skup

Fazi parcijalno uredenje na X je antisimetricno fazi preduredenje na X.
Dakle refleksivna, antisimetricna i tranzitivna fazi relacija na X.

Fazi ekvivalencija je simetri¢no fazi preduredenje na X, odnosno reflek-
sivna, simetricna i tranzitivna fazi relacija na X.

Fazi relacija jednakosti je simetriéno fazi parcijalno uredenje (refleksivna,
simetricna, antisimetricéna, i tranzitivina fazi relacija na X).

Lema 2.6 Ako je R fazi preduredenje, tada je fazi relacija na X definisana sa
E(z,y) = R(z,y) A R(y, z) fazi ekvivalencija.

Dokaz. Refleksivnost trivijalno vazi, jer je F(z,z) = R(z,2) AR(z,z) = 1A1 =
1, za svako x € X.

Takode za svako z,y € X vazi E(z,y) = R(z,y) A R(y,z) = R(y,z) A
R(z,y) = E(y, ), ¢ime je dokazana simetri¢nost.

Preostaje jos samo da se dokaze tranzitivnost! Neka x,y,z € X, tada vazi:
E(z,y) * E(y,z) = (R(z,y) A R(y,z)) * (R(y,2) A R(z,y)). Kako je % izotona
operacija, 1 kako je R tranzitivna fazi relacija, vazi: (R(z,y)AR(y, z))*(R(y, 2) A
R(z,y)) < R(z,y) * R(y,z) < R(x,z). Analogno se pokazuje i da je E(x,y) *
E(y,z) < R(z,x), te je E(z,y)* E(y, z) donje ogranicenje od {R(z, z), R(z,x)},
pa je E(z,y) *x E(y,2) < R(x,2) A R(z,2) = E(z,z), ¢ime je tranzitivnost
dokazana. O

Kanonicko fazi parcijalno uredenje na L je relacija — definisana sa
— (a,b) = a — b. Na L takode definiemo i relaciju <+ takvu da vazi < (a,b) =
a <> b.

Lema 2.7 — je fazi parcijalno uredenje na L, a < je fazi relacija jednakosti.

Dokaz. Najpre pokazimo da je — parcijalno uredenje na L. Za svako a € L vazi
— (a,a) = a — a =1, ¢ime je pokazana refleksivnost.
Zatim, za svako a,b € L vazi — (a,b) =— (b,a) =lakkoa >b=b—a=1
akko a < bib < a odakle sledi da je a = b, ¢ime je dokazana antisimetri¢nost.
Za svako a,b,c € L vazi — (a,b)x — (bc) =(a—=b)*x(b—¢)<a—c=—
(a,c), ¢ime je pokazano da je relacija — i tranzitivna, te smo dokazali i da je
— fazi parcijalno uredenje na L.

Pokazimo sada da je <> fazi relacija jednakostil Za svako a € L vazi <>
(a,b) = 1 akko a <» b =1 akko (a > b)) A (b — a) =1 akkoa — b =11
b—a=1akkoa <bib < aakko a=Db, ¢ime je pokazano da je <+ antisimetri¢na
fazi relacija.
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Takode za svako a,b,c € L vazi: <> (a,b)x <> (b,c) = (a > b) x (b < ¢) <
a <> ¢ =< (a,c), ¢ime smo pokazali da je <> tranzitivna fazi relacija.

Simetri¢nost fazi relacije <+ sledi iz komutativnosti operacije «+» na L. Kako
vazi a <> a = 1 za svako a € L, refleksivnost takode trivijalno vazi. O

Definicija 2.8 Relaciju S na skupu F(X) definisanu sa

S(A,B) = N (A(z) — B(x))

zeX

nazivamo stepen podskuposti fazi skupova A i B.
Relaciju € na skupu F(X) definisanu sa

e(A,B) = /\ (A(x) + B(x))

reX

nazivamo stepen jednakosti fazi skupova A i B.

Primetimo da je (4, B) = S(A, B) A S°P(A, B). Naime:
e(A,B) = Npex(Alx) © B(x)) = Npex((Al@) = B(x)) A (B(z) —

S(A, B) A S°P(A, B) za svako A, B € F(X).

Napomena: Ponekad éemo stepen podskuposti obelezavati sa Sx ukoliko
zelimo da naznac¢imo na kom skupu je ova fazi relacija definisana, i analogno sa
stepenom jednakosti - ukoliko Zelimo da nazna¢imo na kom skupu je definisan,
obelezavademo ga sa ex. Dakle, Sx i ex su fazi relacije na F(X).

Lema 2.9 S je fazi parcijalno uredenje na F(X), a € je fazi relacija jednakosti
na F(X).

Dokaz. Trivijalno vazi da je S(A4, A) = 1.

Pokazimo da vazi tranzitivnost. Neka A, B,C € F(X), i zg € X. Tada,
kako je * izotona operacija, i kako u reziduiranoj mrezi za sve a,b,c € L vazi
(@—=0b)x(b—c)<a—csledi: S(A,B)*S(B,C) = \,cx(A(x) = B(x)) *
Avex (B@) — C(@) < (Alwo) — Blao) + (Bwo) — Clao) < Awo) -
C(zo). Kako je xq¢ proizvoljan element skupa X, sledi da je S(A, B) x S(B,(C)
donje ogranicenje skupa {A(z) — C(x) | = € X}, te je S(A,B) * S(B,C) <
Npex(A(z) = C(x)) = S(A,C), cime je tranzitivnost dokazana.

Neophodno je jos dokazati i antisimetri¢nost. Neka A, B € F(X), i neka
vazi S(A,B) = S(B,A) = 1. Tada:

N\ (A(x) = B(z)) =1 (Vo € X)A(z) < B(z) & A< B.
reX

Analogno pokazujemo da je B < A, te dobijamo da je A = B.

Pokazimo sad da je e relacija jednakosti na F(X). Refleksivnost ¢ triv-
ijalno vazi. Simetri¢nost sledi iz komutativnosti operacije <». Dokaz tran-
zitivnosti i antisimetri¢nosti fazi relacije € analogan je dokazu tranzitivnosti
i antisimetri¢nosti fazi relacije S. O

Lema 2.10 Ako je relacija R fazi preduredenje, tada je i R°P fazi preduredenje.



18

Dokaz. 1z refleksivnosti R trivijalno sledi i refleksivnost R°P.

Pokazimo da vazi tranzitivnost. Neka z,y,z € X. Tada sledi: R%P(x,y) *
R®(y,z) = R(y,x) * R(z,y) < R(z,2) = R°P(x,z), ¢ime je i tranzitivnost
dokazana, te sledi da je R°P takode fazi preduredenje na X. O

Lema 2.11 Neka A, B,C € F(X). Tada:

1. AC B akko S(A,B)=1; S(A,ANB) = S(A, B);

2. A=B akko £(A, B) = 1; S(A UB,C) = 5(A,C) A S(B,C);

3. e(A,B)+ S(A,C) < S(B,C); 6. S(A,BNC) = S(A,B)AS(A,C)
)

Dokaz. (1) A C B akko (Vo € X)A(z) < B(z) akko (Vm € X)((A(z) —» B(x)) =
1) akko A .y (A(z) — B(z)) = 1 akko S(A,B) =

(2) A= B akko (Vz € X)A(x) = B(z) akko (Vm € X)((A(z) < B(z)) =1)
akko A\, cx(A(z) < B(z)) = 1 akko £(A4, B) =

(3) Neka su A, B,C € F(X) proizvoljni fazi podskupovi od X. Kako je *
izotona operacija na L, i kako je relacija S tranzitivna na F(X) vazi:

e(A,B)xS(A,C) = (S(A,B) AS(B,A)) * S(A,C) < S(B,A) x S(A,C) <
S(B,C), ¢ime je dokazano tvrdenje.

(4) Za svako A, B € F(X) vazi:

S(A,AnNB) = N\ (A@x) = (AN B)(x)) = )\ (A(z) = (A(z) A B(x)) =

zeX zeX
= A (A@) > A@@)) A (Ax) » B(@))) = ) (Al) > B()) = S(4,B),
zeX zeX

jer u reziduiranoj mrezi vazi a — (bAc) = (a = b) A (a — ¢) za sve a,b,c € L,
te je i ovo tvrdenje dokazano.
(5) Za svako A, B,C € F(X) vazi:

S(AUB,C) = /\ ((AUB)(z) = C(z)) = /\ ((A(z) V B(z)) = C(z)) =

xeX zeX
= A (A(z) = C(2)) A (B(x) = C(x))) =
= \ (A@) = C@) A\ (B(z) = C(x)) = S(A,C) AS(B,C),
rzeX rxeX

jer u reziduiranoj mrezi za sve a,b,c € L vazi (aVb) = c=(a = ¢) A (b — ¢).
(6) Kako u reziduiranoj mrezi za sve a,b,c € L vazi a — (bAc¢) = (a —
b) A (a — ¢), za proizvoljne A, B,C € F(X) vazi:

S(A,BNC)= N (Alx) = (BNO)(x) = /\ (Alx) = (B(z) A C(2))) =

reX zeX

A ((A(x) — B(z)) A (A(z) — C(x))) =

zeX

/\ (A(z) = B(x)) A )\ (A(z) = C(x)) = S(A, B) A S(A,C),

reX zeX
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¢ime je ovo tvrdenje dokazano. O

Neka je R fazi relacija na X. Fazi relaciju R™ na skupu X" definiSemo sa

R"((x1, -y Tn)s Y1y -y Un)) = R(x1,91) * oo % R(Tp, Yn)

i,y € X,i € {1,...,n}.

Lema 2.12 Ako je R fazi preduredenje na skupu X, tada je R™ takode fazi
preduredenje na skupu X".

Dokaz. Obelezimo sa T uredenu n-torku (x1,...,x,), i analogno g uredenu n-
torku (Y1, .., Yn)-

Trivijalno, vazi R(Z,T) = 1. Pokazimo tranzitivnost. Neka 7,7,z € X™.
Tada, kako je R tranzitivna fazi relacija, vazi R(Z,7y) * R(y,Z) = R(z1,y1) *
ok R(xp, yn) * R(y1, 21) # oo % R(Yn, 2n) = R(x1,91) * R(y1,21) * ... % R(Tp, yn) *
R(Yn, 2n) < R(x1,21) * ... * R(xy, 2,) = R(T,Z), jer je x asocijativna i komuta-
tivna operacija na L, ¢ime je tranzitivnost fazi relacije R"™ dokazana. O

Lema 2.13 Neka je (X, R) fazi predureden skup, i neka je dato preslikavanje
f:Y = X. Tada, P:Y XY — L, takvo da vazi P(xz,y) = R(f(x), f(y)), jeste
fazi preduredenje na Y.

Dokaz. Za svako x € X vazi P(xz,z) = R(f(x), f(xz)) = 1, te je relacija P
refleksivna.

Nekasu z,y, > € X. Tada, P(z,5)+P(y, 2) = R(/(x), /() xR(}(y), /(2)) <
R(f(x), f(z)) = P(z, z), ¢ime je pokazana i tranzitivnost. O

Fazi preduredenje P na Y iz prethodne leme naziva se nasledeno uredenje
iz (X, R) putem preslikavanja f : Y — X. Ukoliko je Y C X, injekcija Y — X
odreduje fazi preduredenje P koje je upravo restrikcija od R.

Neka je R fazi relacija iz X u Y. Tada R indukuje dva preslikavanja:

1. s:Y — F(X), takvo da y — y/R,
2. r: X — F(Y), takvo da z — x/R°P.

Fazi podskup y/R definisan je putem jednakosti (y/R)(z) = R(zx,y). Jasno vazi
(z/RP)(y) = RP(y, z) = R(z,y).

Definicija 2.14 Ako je R : X x Y — L fazi relacija iz X u Y, tada ona
indukuge sledeée dve fazi relacije o(R) : Y? — L i p(R) : X? — L, definisane
na sledeci nacin:

a(R)(y1,y2) = S(s(w1), 5(12)) = J\ (R(z,91) = R(2,92))

p(R)(1,22) = S (r(a1),7(22)) = )\ (R(22.2) = R(1,2)).
zeX

Lema 2.15 Neka je R proizvoljna relacija na X. Tada su relacije o(R) i p(R)
preduredenja na X.
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Dokaz. Kako smo fazi relaciju o(R) definisali putem jednakosti o(R)(y1,y2) =
S(s(y1), s(y2)), relacija o, na osnovu leme 2.13, nasleduje preduredenje sa par-
cijalno uredenog skupa (F(X), S) putem preslikavanja s.

Analogno se pokazuje i da je p(R) preduredenje. O

Neka je {h; }rer familija fazi podskupova skupa X. Primetimo da ova familija
fazi podskupova odreduje fazi relaciju H : X x T'— L, sa H(x,t) = h(x).

Tvrdenje 2.16 Neka je R fazi relacija na X. Tada je R fazi preduredenje na
X akko postoji familija {hy : t € T} C F(X) takva da

R(z,y) = )\ (u(y) = ().

teT

Dokaz. (=)

Uzmimo da je hy = t/R, i T = X. Kako je R tranzitivna relacija, sledi
R(z,y) * R(y,t) < R(x,t), odakle dobijamo R(z,y) < R(y,t) — R(z,t), za sve
2.9,t € X. Odatle vazi R(z,y) < \ex (R(.1) = B(@,1)) = Avex (¢/R)(y) =
(t/R)(x))

Takode, kako je R refleksivna relacija, dobijamo:

R(z,y) = R(y,y) = B(x,y) > Niex (R(y, 1) = R(z,1)) = Niex ((t/R)(y) =
(t/R)(x)). Odavde sledi jednakost.

(<)

Lako se pokazuje da je relacija R refleksivna. Naime R(z,z) = A, cp(he(z) —
hi(x)) = 1, jer u reziduiranoj mrezi, za svako a € L vazi a — a = 1.

Preostaje jos da se pokaze tranzitivnost. Za svako x,y,z € X i tg € T vazi:

R(z,y) * R(y, =) = (/\ (he(y) — ht<x>>> . (/\ (he(z) = m@))) <

teT teT

< (hty(Y) = ey (7)) * (hey(2) = hey (¥) < heo(2) = by, (2),

jer (Ma,b,c € L)((a — b) *x (b = ¢) < (a — ¢)) (lema 1.16). Kako ovo vazi za
svako tg € T, sledi:

R(w,y) * R(y.z) < N (he(2) = hu(@)) = R(w, z)

teT

O

Primetimo da smo u prethodnom dokazu pokazali i to da ako je relacija R
fazi preduredenje, da vazi p(R) = R.
Kompoziciju fazi relacija @ i R definiS§emo kao

(QoR)(z,y) = \/ (Qz,2) * R(z,y)).

zeX
Lema 2.17 Neka je data fazi relacija R: X xY — L iz X u Y. Tada je:

1. o(R) najveda fazi relacija Q na Y takva da je RoQ < R,
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2. p(R) najveéa fazi relacija @ na X takva da je Q o R < R.

Dokaz. (1)
Pokazimo najpre da o(R) zadovoljava nejedna¢inu Ro @ < R po Q. Kako
za sve a,b € L vazi a x (a — b) < b, za proizvoljne x € X i y € YV sledi:

(Roo(R))(z,y) =\/ (R(af,Z) « /\ (R(t,2) = R(tl/))) S

zZ€yY teX

<V (R(z,2) * (R(z, 2) = R(z,y))) < R(x,y)

z€Y

Neka je sada @ proizvoljna fazi relacija na Y koja zadovoljava nejednac¢inu,
ineka z € X iy €Y. Tada vazi: (RoQ)(z,y) < R(z,y) akko \/_ .y (R(z,x) *
Q(z,y)) < R(z,y). Odavde sledi da za svako « € Y vazi R(z,z) * Q(x,y) <
R(z,y), iz cega sledi Q(z,y) < R(z,z) — R(z,y), na osnovu osobine adjungo-
vanosti operacija x i —. Kako ova nejednakost vazi za svako z € X, sledi:

Qz,y) < N (R(z,2) = R(z,9)) = o(R)(x,y)

zeX
¢ime je tvrdenje dokazano.
(2)
Analogno dokazu od (1). O
Lema 2.18 Za svaku fazi relaciju R: X XY — L vaZi p(R)°P = o(R°P).

Dokaz. Za svako R: X xY — Lizasve x,y € X vazi

o(R?)(x,y) = |\ (R (t,x) = R™(t,y)) =

tey

= N\ (R(z,t) = R(y,1)) = p(R)(y, ) = p(R)*(x,y)
teYy

Proizvoljna fazi relacija R na X odreduje relaciju €(R) na slede¢i nacin:

e(R)(z,y) = /\ (R(z,z) ¢ R(2,y)),

zeX
za svako z,y € X. Primetimo da vazi i e(R) = o(R) A o(R)°P.
Lema 2.19 Za svaku relaciju R na X, relacija e(R) je fazi ekvivalencija.
Dokaz. Direktna posledica leme 2.6 i leme 2.15. O

Lema 2.20 Neka je R fazi relacija na X. Tada, za svako a,b € X wazi:
1. o(R)(a,b) =1 akko a/R < b/R;
2. ¢(R)(a,b) =1 akko a/R =b/R.
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Dokaz. (1) Neka je R : X? — L fazi relacija na X, i neka a,b € L. Tada, po
definiciji o(R) vazi: o(R)(a,b) = A\ cx(R(c,a) = R(c,b)) = N.cx((a/R)(c) —
(b/R)(c)) = S(a/R,b/R). Dakle, o(R)(a,b) = 1 akko S(a/R,b/R) = 1, a sto,
na osnovu leme 2.11, vazi akko a/R < b/R, ¢ime smo pokazali tvrdenje.

(2) Kako je e(R) = o(R) A o(R)°P, na osnovu stava (1) ove leme, sledi
a/R<b/Rib/R < a/R, sto je ekvivalentno sa a/R = b/R. O

Primetimo da smo u prethodnoj lemi takode pokazali i tvrdenja iz sledeée
leme.

Lema 2.21 Ako je R fazi relacija na X, za svako a,b € X vazi:
1. o(R)(a,b) = S(a/R,b/R);
2. ¢(R)(a,b) =e(a/R,b/R).
Dokaz. Direktno po definiciji o(R), odnosno £(R), i /R, gde x € X. O

Lema 2.22 Fuzi relacija e(R) je najveda simetriéna fazi relacija S na X, koja
zadovoljava nejednacinu Ro S < R.

Dokaz. £(R) jeste simetri¢na i zaista zadovoljava datu nejednacinu. Naime:
e(R) <o(R)

te odatle za svako x,y € X vazi (Roe(R))(z,y) = V. .cx(R(z,2) xe(R)(2,¥)) <
V.ex (B, 2) + o(B)(=,9)) = (R o o(R))(z,y) < Rz, y)

Posmatrajmo sada proizvoljnu simetri¢nu relaciju S, takvu da vazi RoS < R.
Na osnovu leme 2.17, sledi S < o(R), kao i da je S°? < o(R), jer je S simetri¢na.
Druga nejednakost ekvivalenta je sa S < o(R)°P, a odakle sledi:

S <o(R)ANo(R)? =¢(R)
¢ime je ova lema dokazana. O

Definicija 2.23 (1) Neka su (X, Rx) i (Y, Ry) fazi preduredeni skupovi. Pres-
likavange f : X =Y je homomorfizam iz (X, Rx) u (Y, Ry) ako vaZi:

(Vo,y € X)Rx (z,y) < Ry (f(2), f(y))-
(2) Gornji fazi podskup od fazi preduredenog skupa (X, R) jeste homo-
morfizam A : (X,R) — (L,—).
(8) Donji fazi podskup od fazi preduredenog skupa (X, R) jeste homomor-
fizam A: (X, RP) — (L,—).

Kategorija fazi preduredenih skupova i homomorfnih preslikavanja obelezava
se sa L — PrOrd.

Definicija 2.24 Neka je R fazi relacija iz X u Y. Preslikavanja R' : F(X) —
FY)iRY: F(Y) = F(X) data su na sledeéi nacin:

R'(A)(y) = \/ (Ax) * R(z,y));

zeX

RYA)(x) = \/ (A(y) * R(z,y)).

yey
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Tvrdenje 2.25 Neka je R fazi relacija iz X u Y. Tada:
1. R": F(X) = F(Y) je homomorfizam iz (F(X),Sx) u (F(Y), Sy);
2. R"(U,e; Ai) = Uier RT(As) za sve A; € F(X);
3. RT(bx A) =bx R'(A), za svako A € F(X) i za svako b € L;
4. RY: F(Y) = F(X) je homomorfizam iz (F(Y), Sy) u (F(X), Sx);
5. RY(U;er 4i) = Ujer RH(A;) 2a sve A; € F(Y);
6. RH(bx A) = b* RY(A), za svako A € F(Y) i za svako b € L;

Dokaz. (1) Neka y € Y. Tada, kako je * izotona operacija na L, kako za
sve a,b € L vazi a x (a — b) < b, i kako za sve a,b; € L za sve i € I vazi
a*\,;crbi = Ve (axb;), sledi:

N (A(z) = B(2)) * \/ (A(2) * R(z,y)) =

zeX rzeX

- \/ << /\ (A(z) — B(z))> s (A(z) *R(:c,y))) <

reX zeX

< V ((A(@) = B(x)) * A(z) * R(z,y)) < \/ (B(x) * R(z,y))

zeX reX

Ovo je ekvivalentno sa:
N (A(z) = B(2)) < \/ (A(x) * R(z,y)) = \/ (B(2) * R(z,y))
zeX zeX zeX
Sto je isto Sto i:
S(A,B) < R'(A)(y) = R'(B)(y)-
Kako ova nejednakost vazi za svako y € Y, sledi:

S(4,B) < \ (B'(A)(y) — R'(B)(y) = S(R'(4), R (B))

$to je trebalo dokazati.
(2) Za proizvoljino y € Y vazi:

R (\/(Ai)> =\ (\/ Ai(x) * R(%l/)) =

i€l zeX \iel

=\/ (\/ (Ai(z) * R(%w))) =\ (R"(4)(y)) = (\/ RNAZ-)) ()

i€l \zeX i€l i€l

Kako ova jednakost vazi za svako y € YV, sledi R"(U,;c; 4i) = U R (A))
(3) Neka y € Y. Tada:

R(bx A)(y) = \/ (b= A(z) = R(z,y)) =

zeX
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bx \/ (A(z) * R(z,y)) = b R'(A)(y) = (b* R"(4))(y)

rzeX

Kako ova jednakost vazi za proizvoljno y € Y, tvrdenje je dokazano.
(4), (5) i (6) se dokazuju analogno. O

Proizvoljna funkcija f : X — Y odreduje fazi relaciju Ry iz X u Y takvu da
je Ry(z,y) = lakoje f(x) =y,i Rs(z,y) = 0 ako je f(x) # y. Koristedi relaciju
Ry definisa¢emo, za datu funkciju f : X — Y, preslikavanje f~ : F(X) — F(Y)

na slededi naéin:

F7A)) = RN A)) = V (A@) * Re(z,y) =\ Al).

reX @)=y

Tvrdenje 2.26 Za proizvoljnu fazi relaciju R na X sledeéi uslovi su ekviva-
lentni:

1. R je fazi preduredenje;
2. R": F(X) — F(X) zadovoljava uslove:

(a) AC R'(A),A e F(X),
(b) R'(A) = RT(R"(A));

3. RY: F(X) — F(X) zadovoljava uslove:

(a) AC RY(A), A€ F(X),
(b) RH(A) = RH(R*(A)).

Dokaz. Dokazademo da vazi (1) < (2), ekvivalencija (1) < (3) se analogno
pokazuje.

(1) = (2)

Pokazimo najpre da vazi (a). Neka z € X 1 A € F(X).

Az) = A(x) * R(z,z) < \/ (Aly) * R(y, ) = R'(A)(2),

yeX

¢ime smo pokazali da vazi A C RT(A).

Pokazimo sada da vazi i (b). Najpre dokazimo da za svako z,z € X vazi
jednakost \/, oy (R(z,y * R(y,2))) = R(z,z).

Zasvako z,y, z € X iz tranzitivnosti R vazi R(z,y)*R(y,z) < R(z,z). Kako
ova nejednakost vazi za svako y € X sledi \/ ¢ (R(z,y) x R(y,z)) < R(z, z).

Takode, posto je R refleksivna imamo da za svako z,z € X vazi R(z,x) =
R(z,z) x R(z,z) <V, cx(R(2,y) * R(y,x)). Dobili smo da vazi:

V (R(z,y * R(y.2))) = R(z,z)
yeX

Na osnovu dobijene jednakosti sledi:

RU (RN (A))(x) = \/ (B'(A)(y) * R(y, ) =

yeX
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=V (\/ (A(2) * R(z,y)) * R(%I)) =V V (A@) * R(z,y) * R(y,2)) =

yeX \zeX yeX zeX

=V [A@) * \ (R(z,9) * Ry, ) | = \/ (A(z) * R(z,2)) = R"(A)(x)
zeX yeX zeX
¢ime je dokazana implikacija (1) = (2)
(2) = (1)
Pokazimo najpre refleksivnost. Za svako x € X vazi R(z,z) = 1.(z) *

R(z,2) =V, ex(La(y) * R(y, 2)) = RT(1,)(2) > 1,(z) = 1.
Preostalo je jos da se pokaze da je relacija R tranzitivna. Koristeé¢i osobine
(a) i (b) dobijamo:

V (1a(2) * R(z,9)) = R'(1.)(y) = RN (R (1.))(y) =

zeX
\V <<\/ (1z<z>*R<z,t>>> « R(t, y)) =V V (a(2) * R(z.t) * R(t,y)) =
teX zeX teX zeX
\/ (uz) « \/ (R(z,1) * R(w)))
zeX teX

Za z = x dobijamo R(x,y) = \/,cx (R(x,t) * R(t,y)), te vazi za proizvoljno
se X:
R(z,s)  R(s,y) < \/ (R(x,t) * R(t.)) = R(x.y),

teX

jer za z # x vazi 1,(z) = 0. Ovim je pokazana tranzitivnost, jer su z,s,y € X
proizvoljni elementi. O

Posledica 2.27 Za proizvoljnu fazi relaciju R na X sledeéi uslovi su ekviva-
lentni:

1. R je preduredenje;
2. R je operator zatvaranja;
3. R je operator zatvaranja.

Dokaz. Neka su A, B € F(X) proizvoljni fazi podskupovi od X. Na osnovu
tvrdenja 2.25 vazi: ako je A C B, tada je RT(A) C RT(B); te vazi uslov:

e AC B= R'(A) C R"(B)

Dalje, ako je R preduredenje, na osnovu tvrdenja 2.26, za svako A € F(X)
vaze uslovi:

e« ACR(A);
e R'(A) = R'(R'(A);

te sledi da je je RT operator zatvaranja.

Takode, ako vaze tri gornja uslova, vaze i drugi i treci, te na osnovu prethodnog
tvrdenja sledi da je R preduredenje. Ovim smo pokazali ekvivalenciju (1) < (2),
a ekvivalencija (1) < (3) analogno se dokazuje. O
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Tvrdenje 2.28 Neka je R fazi preduredenje na X, i neka A € F(X). Tada
je RT(A) najmangi gornji fazi podskup od X koji sadrzi A. Dualno R*(A) je
najmangi donji fazi podksup od X koji sadrzi A.

Dokaz. Pokazimo da je RT(A) najmanji nadskup skupa A, koji je gornji fazi
podskup od X. Tvrdenje za R* se dokazuje analogno.

Da R'(A) jeste nadskup od A, znamo na osnovu prethodnog tvrdenja.
Dokazimo da RT(A) jeste gornji skup, za proizvoljan fazi podskup A od X.
Kako je R tranzitivna relacija, vazi:

R(z,y)+ \/ (A(2)*R(z,2)) = \/ (R(z,y)xA(2)*R(z,2)) < \/ (A(2)*R(z,y))
zeX zeX zeX
Medutim, ovo vazi akko
R(z,y) < \/ (A(2) * R(z,2)) = \/ (A(2) * R(z,))
zeX zeX

odnosno
R(z,y) < R'(A)(z) — R'(A)(y) == (R (A)(x), R"(A)(y))
¢ime je pokazano da je RT(A) zaista gornji fazi podskup od X.

Preostaje jo§ samo da pokazemo da je RT(A) i najmanji nadskup od A, koji
je gornji fazi podskup od X.

Posmatrajmo proizvoljan gornji fazi podskup U, takav da vazi A C U. Kako
je U gornji, za svako z,y € X vazi R(x,y) < U(x) — U(y). Odavde sledi
U(z) * R(z,y) < Ul(y), za svako x,y € X.

Kako je * izotona operacija, imamo A(z) * R(z,y) < U(z) * R(z,y) < U(y),
za svako z,y € X.

Kako gornja nejednakost vazi za svako x € X dobijamo:

R'(A)(y) = \/ (Ax) = R(z,y)) < Uly)

zeX
a posto ova nejednakost vazi za svako y € X sledi
RY(A)CU
¢ime je tvrdenje dokazano. O

Lema 2.29 (Yoneda lema) Neka je R fazi preduredenje na X. Tada:

1. A(z) = S(x/R,A) za svako © € X i za svaki donji fazi podskup A od
(X,R);

2. B(z) = S(x/R°P, B) za svako x € X i za svaki gornji fazi podskup B od
(X,R).
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Dokaz. Pokazimo (1), a (2) se dokazuje analogno.
Najpre pokazimo da je A, cx(R(y,2z) = A(y)) = A(z). Naime, na osnovu
refleksivnosti R vazi

A(x) = R(z,z) = A(z) > J\ (R(y,z) = Aly))

yeX

Pokazimo i suprotnu stranu nejednakosti. Kako je A donji fazi podskup od
(X, R), vazi R°?(z,y) < A(z) — A(y), Sto je ekvivalentno sa R(y,z) < A(z) —
A(y). Odavde sledi:

A(x) * R(y,z) = R(y,z) * A(z) < A(y)

sto je ekvivalentno sa A(x) < R(y,x) — A(y).
Kako gornja nejednakost vazi za svako y € X, vazi:

A@@) < N (R(y,z) = A(y))

te smo dokazali i drugu stranu jednakosti A\ ¢ x (R(y,z) = A(y)) = A(z).
Ostao je samo racun

S(/R,A) = N (/R)(y) = Aly) = )\ (Bly,z) = A(y)) = Alx)

yeX yeX
¢ime je dokazano tvrdenje. a
Tvrdenje 2.30 Neka je R fazi relacija na X. Sledeca tri uslova su ekvivalentna:
1. R je preduredenje;
2. R=o0(R)
3. R=p(R)

Dokaz. (1) = (2)

Neka je R fazi preduredenje. Posto je R tranzitivna, vazi R(z,y) * R(z,z) <
R(z,y) za svako z,y,z € X, §to je ekvivalentno sa R(x,y) < R(z,z) — R(z,y)
za svako z,y, z € X. Kako prethodna nejednakost vazi za svako z € X sledi

R(z,y) < )\ (R(z.2) = R(z,y)) = o(R)(z,y).

zeX

Takode, na osnovu refleksivnosti, vazi
R(z,y) = R(z,z) = R(z,y) = o(R)(z,y)
te vazi i jednakost R(x,y) = o(R)(x,y) za svako z,y € X, tj R = o(R).

(2) = (1)

Neka vazi R = o(R).

Tada, kako u reziduiranoj mrezi za svako a € L vazi a — a = 1, sledi
R(z,v) = \,cx(R(z,2) = R(z,7)) = 1 ¢cime je pokazana refleksivnost. Pokazi-
mo da vazi i tranzitivnost. Za svako z,y € X vazi R(z,y) = \,cx(R(z,z) —
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R(z,y)), te za svako z,y,z € X vazi R(x,y) < R(z,z) — R(z,y), Sto je ekviva-
lentno sa:
R(z,x) x R(z,y) < R(z,y), w,y,2€X

Cime je i tranzitivnost pokazana, te je R fazi preduredenje na X.

Dakle vazi (1) < (2), a ekvivalencija (1) < (3) se dokazuje analogno. O



Glava 3

Fazi stepene strukture

3.1 Stepene strukture

U ovoj glavi ¢emo se baviti fazi stepenim strukturama. Medutim, kako bismo
bolje razumeli fazi stepene strukture, najpre ¢emo reci nekoliko reci o stepenim
strukturama, ¢ije su fazi stepene strukture uopstenje.

Definisimo najpre stepenu algebru.

Definicija 3.1 Neka je X = (X,F) algebra. Njena stepena algebra P(X) je
algebra istog tipa kao X sa nosacem P(X), sa skupom fundamentalnih operacija
{fT|f € F}, koje su definisane na sledeéi nacin:

e ako je ar(f) =n>1, onda ar(f+) =n, i za sve Ay, ..., A, € P(X)
f+(A1, ,An) = {f(xh ,xn)|(V2 S {1, ,n})gcz S Al},
e ako je ar(f) = 0, tj, ako je f : X° — X konstanta, onda f+ : P(X) —

P(X) tako da
FHO) = {f()}.
Drugim rec¢ima, ako je ¢ € X konstanta algebre X, onda je ¢™ = {c} odgo-
varajuca konstanta stepene algebre P(X). Primetimo da ovako definisana ste-

pena algebra sadrzi izomorfnu kopiju algebre X - to je podalgebra koja za nosac
ima skup svih singltona iz P(X).

Definisimo operacije i relacije koje relacija R nad skupom X determinise nad
skupom P(X).

Definicija 3.2 1. Ako je R n-arna relacija na X, odnosno R C A", tada
R za proizvoljno k € {1,...,n} odreduje operaciju arnosti n — 1, Rl :
P(X)" "t = P(X) sa:

RI(A1, oo Ajo1, Ayt oy Ap) =
= {I cX ‘ (E|£E1 S Al)...(Eka_l S Ak_l)(zbjk_H S Ak+1)(3xn S An)

(1, oo Tl 1, Ty Tl 1, -y Tn) € R}

za sve Ay, ..., Ak_1, Ag11, - Ap C X.

29
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2. Ako je R C X" relacija, definisemo relaciju RT na sledeéi nacin: ako su
Ay, ..., Ay, podskupovi od X, tada (Ay, Ag, ..., Ap) € RT ako:

Al c RI(A27 7A’ﬂ)

Ay C RI(A1, As..., A)

An C RN(Ap, ooy Any).

3. Ako je X = (X,R) relacijska struktura, odgovarajuéa (relacijska) ste-
pena struktura jeste P(X) = (P(X),{R"|R € R}).

4. Ako je R binarna relacija na X. Tada su relacije R™ i R na P(X)
definisane sa:

e R7(A,B) akko (Vx € A)(3y € B)R(z,y);
o R (A,B) akko (Vy € B)(3x € A)R(z,y).
Primetimo da, ukoliko je R binarna relacija, vazi R™ = R~ A R*.
Definicija 3.3 Ako je X = (X,F,R), odgovarajuéa stepena struktura je

P(X) = (P(X),Ft RY).

3.2 Fazi stepene strukture

U prethodnom poglavlju smo za datu algebru X = (X,F) definisali njenu ste-
penu algebru konstruiSuéi za svaku njenu n-arnu operaciju f : X™ — X, n-arnu
operaciju na P(X). Primetimo da tako definisanu operaciju f™ moZzemo ra-
zloziti na kompoziciju dva preslikavanja:

[t =koP(f) : P(X)" =k P(X") =p(s) P(X)
gde je:

o k preslikavanje P(X)" — P(X™) takvoda k : (A1, ..., Ap) — A1 X ... x Ay,
za sve Aq,..., A, C X.

e P : Sets — Sets funktor koji proizvoljnoj funkciji g : X — Y pridruzuje
preslikavanje P(g) : P(X) — P(Y) definisano sa:

P(9)(A) = {g(x)|lz € A}

Kako bismo definisali fazi stepene strukture, najpre ¢emo uvesti sledece oz-
nake i pojmove:

e preslikavanje k : F(X)® — F(X™) jeste proizvod fazi podskupova od X.
Postoje dva prirodna proizvoda fazi podskupova Ay, ..., A, od X. Jedan
je Dekartov proizvod, definisan na sledeéi nacin:

HAi X" — L, (.’I}l, ,l‘n) — Al(a?]_) N ... /\An(l‘n),

i=1
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a drugi je tenzorski definisan sa:

®Al IXn—>L, (a:l,...,xn) HAl(xl)*...*An(xn),

i=1
gde je L kompletna reziduirana mreza.

e F : Sets — Sets jeste funktor koji proizvoljnoj funkciji g : X — Y
dodeljuje preslikavanje F(g) : F(X) — F(Y) definisano na sledeéi nacin:

(F@O@)w =\ Aw) =\ (46) *A@g@).y).

g(z)=y zeA
pri ¢emu sa A oznacavamo dijagonalu fazi relaciju’.

Za datu n-arnu operaciju f na skupu X definiSemo n-arnu operaciju f na
F(X) definisemo kao kompoziciju:

kio]:(f) : ]:(X)n —k ]:(Xn) —>]:(f) .F(X)

Dakle, svaku operaciju f na X mozemo preneti na F(X) na dva nacina -
koristeéi Dekartov proizvod:

(AL Ay) = F(f) <_H Ai>

dobijajuéi pritom fazi stepenu algebru F(X) = (F(X),{f"}ser), 1 koristedi
tenzorski proizvod:

(A1, oy An) = F(f) (@ AZ-)

dobijajuéi na takav nacin fazi stepenu algebru F*(X) = (F(X),{f*}ser).

3.3 Relacijske fazi stepene strukture

Definicija 3.4 Neka je R binarna fazi relacija na X. Tada, ona determinise
sledece tri fazi relacije na F(X):

R7(A,B)=S(A,R"B)) = \ | Alx) = \/ (B(y)  R(x,y))

zeX yeX

R(A,B)=5(B,R'(A) = N\ | B(z) = \/ (A(y) * R(y,))

reX yeX

RY(A,B) =R~ (A,B) AR"(A,B)

IDijagonalna fazi relacija A : X2 — L jeste karakteristicna funkcija dijagonalne (crisp)
relacije. Dakle A(z,y) =1 ako vazi z =y, i A(x,y) = 0 ako vazi x # y, za svako z,y € X.
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Lema 3.5 Neka je R fazi relacija na X, A,B € F(X) i M,N € P(X). Tada
vaze sledeée jednakosti:

1. R7 (xm, B) = Nyerr Vyex (B(y) = R(z,y));
2. R7(Axn) = Npex (A@) = Vyen R(z,1));
R7 (X, Xv) = Npenr Vyen B(@,9);

R (xm, B) = Nyex (By) = Ve Blz,y));
RT(A, xn) = Nyen Voex (Alz) * R(z,y));

R (s xv) = Ayen Vaen B2, y)-

Dokaz. (1) Neka je R € F(X?) fazirelacijana X, ineka M € P(X),i B € F(X).
Neka je M neprazan skup. Kako u svakoj reziduiranoj mrezi vaze identiteti
1—-a=1i0—a=1, sledi:

R Oaars B) = Asex (xar(@) = Vyex (B(y) * Rz.y))
= /\xE]V[ \/yeX(B(y) * R(x,y)).

co

SRS

Dalje, neka je M = (). Tada je xar(z) = 0 za svako = € X, te vazi:

B (o B) = Npex (xar(2) = Vyex (Bly) * R, ) ) = 1,
a kako je infimum praznog skupa 1, sledi:

(2) Neka je R € F(X?), Aec F(X),i N € P(X).
Neka je N neprazan skup. Tada kako vazi 0xa =01 1*a = a sledi:

R (Axw) = Aex (A@) = V,ex (i (v)  Bla,y) )
= Avex (A@) > Vyen Ri@,)).

Pretpostavimo sada da je N = ). Tada je xn(y) = 0 za svako y € X, te
sledi:

R (A,x8) = Asex (A@) = Vyex (v () * R(z,)) )

a kako je supremum praznog skupa 0, sledi \/yeN R(z,y) = 0, te vazi:

Neex (A@) = Vyen R@.9) = Ayex (Ax) = 0).
(3) Ovo je direktna posledica jednakosti (1) 1 (2). O

Primetimo da na osnovu prethodne leme sledi da se definicija relacija R,
R* i RT na fazi stepenoj strukturi slaZe sa definicijom relacija R, R™ i RT
na crisp stepenoj strukturi.

Naime, ako je R C X? neka crisp relacija na X, njenu karakteristi¢nu
funkciju obelezavamo sa xg : X2 — {0,1}. Tada vazi slede¢a lema:

Lema 3.6 Neka je R crisp relacija na skupu X. Tada za sve M, N € P(X)
vazi:

1. (xr)” (xa> xv) = Xr~ (X015 XN);
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2. (xr)" (Xar, xnv) = Xr= (X015 XN);
3. (xr) T (xam, xn) = xr+ (X, XN)-

Dokaz. (1) Neka su M, N € P(X), i neka je R crisp relacija na X. Tada vazi:
Xr—(xam,xn) = 1 akko (M,N) € R~ akko (Vx € M)(Jy € N)R(z,y) akko
/\mEM VyeN Xr(z,y) =1 akko (xr)” (xar, xn) = 1.

(2) Neka su M, N € P(X), i neka je R crisp relacija na X. Tada vazi:
Xre(xum,xn) =1 akko (M, N) € R akko (Vy € N)(3z € M)R(x,y) akko
/\yEX \/g;eX R($7y) =1 a’kko (XR)H(XM7XN)'

(3) Ovo je posledica prva dva. Naime, ako M, N € P(X), tada vazi:
Xr+ (XM, XN) = XR=nr= (X015 XN) = XR~ (X015 XN) A XRe (Xar, XN) =

(xr) ™ (xar, xn) A (xr) ™ (xar xv) = (xr) ™ (xars xwv),

¢ime je ovo tvrdenje dokazano. O

Definicija 3.7 Neka je R binarna fazi relacija na X. Ona determinisSe tri fazi
relacije na P(X), kao podmrezi od F(X):
1. R =R~ I'P(x)s 2. R¥ = R% [P(x)s 3. Rt =Rt fp(X).

gde | oznacava restrikciju relacije.

Dakle, za svako A, B € P(X) vazi:

L R (A, B) = R7(xa,xB) = Npea Vyen B(@,9);

2. R7(A,B) = R (xa,xB) = Nsen Vyea R(y, 7);

3. RY(A,B) =R7(4,B) A\RT(A, B).
Lema 3.8 Neka je A € F(X) fazi podskup od X , i neka je S stepen podskuposti.
Tada vazi:

1. A/S je donji fazi podskup od (F(X),S);

2. A/S°P je gornji fazi podskup od (F(X),S).
Dokaz. (1) Neka A € F(X) ineka je S stepen podskuposti. Potrebno je pokazati
da za proizvoljne D, E € F(X) vazi:

S%(D, E) < (A/S)(D) = (A/S)(E).

Sprovedimo sledeéi racun:

(A/S)(D) = (A/S)(E) = S(D, A) - S(E, A) =

( N (D) %A(w))) - ( N\ (E() %A(:c))).

reX zeX

Na osnovu ovoga i osobine adjungovanosti, dobijamo da je polazna nejednakost
ekvivalentna sa:

SP(D, E) ( /\ (D(z) — A(m))) < /\ (E(z) — A()).

zeX reX
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Kako je * monotona operacija na L, i kako u svakoj reziduiranoj mrezi vazi
nejednakost (@ — b) x (b — ¢) < a — ¢ za svako a,b,c € L, za svako X sledi:

s2(D,E)+ (N (D(@) > A@)) = (A (E) = D))+

zeX rzeX

(A (D@) > A@)) < (B(xo) = D(o)) * (D(wo) > Aao)) <

rzeX
E(x0) — A(zo),

a kako ova nejednakost vazi za svako zg € X, vazi:

s, ) (N (D) = A@)) < \ (B@) — A=),

zeX zeX

Sto je, na osnovu osobine adjungovanosti operacija * i — bilo dovoljno dokazati.

(2) Neophodno je pokazati da za proizvoljne F, G € F(X) vazi:
S(F,G) < (A/S)(F) — (A/8°7)(G),

Sto je ekvivalentno sa S(F, G)*(A/SP)(F) < (A/S°?)(G). Pokazimo poslednju
nejednakost. Kako u reziduiranoj mrezi za svako a,b,c € L vazi (a — b) * (b —
¢) < a— ¢, za svako xg € X vazi:

S(F,G) * (A/S°P)(F) = ( /\ (F(z) — G(x))) *x SP(F,A) =

zeX

( INGOE G(a:))) " ( A (A() = F(@)) <

zeX zeX

a kako ova nejednakost vazi za svako zg € X, sledi:

S(F,G) = (A/S°P)(F) < /\ (A(z) = G(z)) = S?(G, A) = (A/S?)(G),

zeX

§to je ekvivalentno sa S(F,G) < (A/S°P)(F) — (A/S°P)(G), odakle sledi da je
A/S° gornji fazi podskup od (F(X),S5). O
Tvrdenje 3.9 Neka je R fazi relacija na X. Tada za sve A, B € F(X) vazi:
1. o(R7)(A,B) = S(R*(A), RY(B)); 4. S(A,B) <o(R*)(B,A);
2. «(R™)(A, B) = «(RMA), RY(B); 5. e(A, B) < «(R™)(A, B);
3. S(A,B) <a(R7)(A,B); 6. €(A,B) <e(R7)(B,A).
Dokaz. (1) Prvi nacin: Kako je, na osnovu prethodne leme, R*(A)/Sx donji

fazi podskup od (F(X),Sx), po definiciji c(R™) i R, koristeéi Yoneda lemu
(lema 2.29), za proizvoljne A, B € F(X) dobijamo:

o(R7)(A,B)= N\ (R7(C,A) - R7(C,B)) =
CeF(X)
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A\ (Sx(C,RHA)) = Sx(C, R(B))) =
CeF(X)
N (BH(A)/5x)(C) = (BH(B)/Sx)(C)) =
CEF(X)
Sr(x) (R*(A)/Sx, RY(B)/Sx) = (R*(B)/Sx)(R*(A)) = Sx(R*(A), R*(B)),
¢ime je tvrdenje dokazano. Primetimo da su relacija S iz postavke tvrdenja
i Sx jedna ista relacija - u dokazu je koris¢ena drugacija oznaka Sx, kako bi

se ova relacija razlikovala od Sr(x), koja je takode stepen podskuposti, ali na
drugom skupu - na F(F(X)).

Drugi nacin: Malo pre smo dokazali tvrdenje koristeé¢i Yoneda lemu. Ovo
medutim moze da se dokaze i direktno.

Naime, za proizvoljne A, B € F(X), kako u svakoj reziduiranoj mrezi vazi
1 — a = a za svako a € L, vazi sledece:

o(R7)(A,B)= J\ (R7(C,A)—R7(C,B)) =
CEF(X)
A\ (S(C.RN4) = S(C.R"(B))) <
CeF(X)
S(R*(A), R*(A)) = S(R*(A), RY(B)) = S(R*(A), R*(B)),
¢ime smo pokazali jednu nejednakost. Pokazimo sada da vazi i suprotna nejed-

nakost. Neka je C' € F(X) proizvoljan fazi podskup skupa X. Kako je stepen
podskuposti tranzitivna relacija, za sve A, B € F(X) vazi:

S(C, R*(A)) x S(R*(A), R*(B)) < S(C, R*(B)),
$to je na osnovu osobine adjungovanosti ekvivalentno sa:
S(R*(A), RY(B)) < S(C, R*(A)) = S(C, R*(B)),
a kako gornja nejednakost vazi za svako C' € F(X), sledi:
S(RH(A),R*(B)) <\ (S(C.R"(4)) = S(C.RY(B))) =
CeF(X)
/\ (R7(C.A) = R7(C,B)) =o(R7)(A,B),
CeF(X)

¢ime smo dokazali i drugu nejednakost.

(2) Ovaj stav je direktna posledica malo pre dokazanog. Naime, za svako
A, B € F(X) vazi:

e(R)(A,B) = o(R)(A,B) N 0°?(R)(A,B) = o(R)(A,B) A o(R)(B,A) =
S(Ri(A),Ri(B))/\S(Ri(B),RL(A)) = S(Ri(A),Ri(B)/\S"p(Ri(A),RL(B)) =
e(RY(A), R¥(B)), ¢ime je i ovo tvrdenje pokazano.

(3) Ranije smo u tvrdenju 2.25 pokazali, da je R* homomorfizam. Koristeéi
ovu ¢injenicu, kao i jednakost (1) ovog tvrdenja, lako dobijamo da vazi nejed-
nakost:

S(A,B) < S(RY(A), R"(B)) = o(R7)(A, B).
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(4) Prvi nacin: Neka su A, B € F(X) proizvoljni fazi podskupovi od X.
Koristeéi Yoneda lemu (lema 2.29), kao i to da je A/SY gornji fazi podskup,
dobijamo:

o(RO)B, A= \ (R7(C.B) = R™(C.4)) =
CeF(X)

A (S(BRI(C) = SAR©)) = )\ (Sx(B,D)~ 5x(4,D)) =

CeF(X) DeF(X)
A (B/SED) = 4/53(D)) =
DeF(X)

S]:(X)<B/S§(I)’A/S§(?) = (A/S%))(B) = S;(I)(B’A) = SX(AaB)v

¢ime smo pokazali tvrdenje.

Drugi nac¢in: Neka su A, B,C € F(X) proizvoljni fazi podskupovi. Kako je
S tranzitivna relacija vazi S(A, B) * S(B, RT(C)) < S(A,R'(C)), a ovo je na
osnovu osobine adjungovanosti operacija * i — ekvivalentno sa:

S(A,B) < (B, R'(C)) = S(A, R'(C)),
a kako ova nejednakost vazi za svako C € F(X), sledi:

S(A4,B)< N (S(B,R'(C)) = S(A,R'(C))) =
CeF(X)

/\ (R7(C.B) = R"(C,A)) = o(R")(B, A),
CcF(X)

¢ime smo dokazali tvrdenje.

(5) Koristedi nejednakost (3) ovog tvrdenja, za proizvoljne A, B € F(X)
dobijamo:

e(A,B) = S(A, B)AS?(A,B) < o(R7)(A,B)Ac(R7)?(A,B) =e¢(R7)(A, B),
§to je trebalo pokazati.

(6) Kako vazi nejednakost (4) iz ovog tvrdenja, i kako je €(R) simetri¢na za
svaku fazi relaciju R , za proizvoljne A, B € F(X) dobijamo (4, B) = S(A, B)A
S°P(A,B) < o(R7)(B,A)Ac(RT)P(B,A) =¢(R*)(B,A) = ¢(R7)(A, B), sto
je trebalo dokazati. O

Tvrdenje 3.10 Neka je R fazi relacija na X. Tada za sve A, B € F(X) vaZi:
1. o(R7)(A,B) =e(R7)(AU B, B);
2. o(R)(A,B) =e(R)(AU B, B);

3. o(R)7(A,B) < o(R™)(A, B).
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Dokaz. (1) Kako je S(A, B) = 1 akko A C B, i kako R*(AUB) = RY(A)URY(B),
kao i o(R7)(A, B) = S(R*(A), RY(B)), sledi:

e(R7)(AUB,B)=0(R7)(AUB,B)ANc(R7)(B,AUB) =
S(R*(AUB),R*(B)) A S(RY(B), R*(AUB)) =
S(R*(A) U RY(B), R*(B)) A S(R*(B), R*(A) U RY(B)) =
S(R*(A) U RY(B), R"(B)) A1 = S(R*(A) URY(B), R*(B)),
a kako zasve A, B,C € F(X) vazi S(AUB,C) = S(A,C)AS(B, C), i na osnovu
jednakosti (1) iz prethodnog tvrdenja, sledi:
S(R*(A)U R*(B), R(B)) = S(R*(A), R"(B)) A S(R*(B), R*(B)) =

S(RY(A), RM(B)) = o(R™)(4A, B),

sto je trebalo dokazati.

(2) Neka A, B € F(X), i neka je R fazi relacija na X. Pokazimo najpre da
je S(AU B,R"(C)) — S(A,R"(C)) = 1. Kako u reziduiranoj mrezi za svako
a,b,c € L vazi jednakost (a Vb) = c= (a = ¢) A (b — ¢), sledi:

S(AUB.RN(C) = )\ (AUB)@) — (R'(C))())

rzeX

= A\ (A@) v B(2)) —» (R'(C))(x)) =

zeX

A (4@ ~ (R1(€) @) A (B@) - (R1(C)@)) <

rxeX
A (A(z) = (RT(0))(x)) = S(A,RY(C)),
zeX

§to je ekvivalentno sa S(AU B, RT(C)) — S(A, RT(C)) = 1.

Kako za sve A, B,C € F(X) vazi S(AUB,C) = S(A,C) A S(B,(C), i kako
za sve a,b,c € L vazia — (bAc¢) = (a = b) A (a — ¢), i na osnovu malo pre
dobijene jednakosti, sledi:

e(R)(A,AUB) = N\ (R‘_(QA) o R‘_(C,AUB)) -
CeF(X)

A (S(A,RT(C)) — S(AU B,RT((J))) =
CeF(X)

A (S(ART(C) = (S(4, R (C)) A S(B, RI(C)) ) =
CeF

A (S(A,RT(C)) — S(B7RT(C))) -

CeF(X)

A (R7(C,4) = R7(C,4)) = o(R7)(A, B),
CeF(X)
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¢ime je tvrdenje pokazano.

(3) Pokazimo najpre sledeée: ako su P i Q fazi relacije na Y takve da vazi
P < Q, tada vazi P* < Q%. Naime, kako je operacija * izotona, za proizvoljno
A€ F(Y) vazi PY(A)(2) = V ey (AW) * P(z,y)) < V,ey (AlY) * Qz,y)) =
Q*(A) ().

Na osnovu leme 2.17 sledi da je o(R™) najveca fazi relacija S na F(X) takva
da zadovoljava nejednacinu R~ oS < R, pa je prema tome, dovoljno pokazati
da o(R)™ zadovoljava datu nejednacinu.

Neka su A, B € F(X) fazi podskupovi od X, i neka je R fazi relacija na X.
Kako je R* homomorfizam, i kako je S tranzitivna relacija na F(X), sledi:

(R oo(R)?)(4,B)= \/ (R7(4.C)xa(R)(C,B)) =
CeF(X)

V' (S(ARHC) +S(C. (o)) (B))) <

CEF(X)

\/ (S(A,Ri(c*)) « s(Ri(C),Rl (U(R)%B)))) <

CEF(X)
S(A, R* (U(R)i(B))).

Medutim, kako u reziduiranoj mrezi za svako a € L i za sve b; € L za svako
i€l vazi \/ ;o (axb;) =xx\,;c; by, sledi:

R (o(R)*(B)(0) = \/ ((¢(R)*)(B)(y) * Ria,y)) =

yeX

(B(Z)* \/ (R(m,y)*a(R)(y,z))) =

\V (B (Roo(R)(w.2)) = (Roa(R)"(B)(@),

zeX

te dobijamo
S(A, R*(o(R)*(B))) = S(4, (Roo(R))*(B)) = (Roo(R)) (A, B),
¢ime je ovo tvrdenje dokazano. O

Tvrdenje 3.11 Neka je R fazi relacija na X. Tada su sledeéi uslovi ekviva-
lentni:

1. R je fazi preduredenje na X;
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R~ (A, B) = S(RY(A), RH(B)) za sve A, B € F(X);
R<(B,A) = S(R'(A), R"(B)), za sve A, B € F(X);

)

R je fazi preduredenje na F(X

)

R* je fazi preduredenje na F(X

NS S e e

)

(X)
R je fazi preduredenje na P(X)
R je fazi preduredenje na P(X).

Dokaz. (1) = (2)

Kako je R fazi preduredenje, R je operator zatvaranja, pa prema tome, za
svako D € F(X) vazi D < R¥(D), odnosno vazi S(D, R*D) = 1. Na osnovu
ovoga, i kako je S preduredenje, koriste¢i nejednakost a * b < a koja vazi u
svakoj reziduiranoj mrezi za svako a,b € L, za svako A, B € F(X) dobijamo
da vazi S(RY(A), R*(B)) = S(A, R*(A)) * S(R*(A), R*(B)) < S(A,RY(B)) =
R7(A,B). O

Takode, kako je RY operator zatvaranja, i kako je R* homomorfizam, za
svako A, B € F(X) vazi R (A, B) = S(A, R*(B)) < S(R*(A), R*(R*(B))) =
S(RY(A), RY(B)), ¢ime je ova implikacija pokazana.

(2) = (4)

Pokazimo najpre da vazi refleksivnost. Naime, direktno iz uslova (2), za
svako A € F(X) sledi R7(A,A) = S(+(A), RY(A)) = 1, ¢ime je refleksivnost
dokazana.

Pokazimo sada i tranzitivnost. Kako je S tranzitivna relacija na F(X), i iz
uslova (2), za svako A, B,C € F(X)sledi R~ (A, B)xR~(B,C) = S(A, R*(B))*
S(RY(B), R*(C)) < S(A,RH(C)) = R~ (A, ), ¢ime je tranzitivnost pokazana.

(4) = (6)
Ova implikacija trivijalno vazi, jer je R restrikcija relacije R™.

(6) = (1)

Pokazimo najpre da za svako z,y € X vazi R(a,b) = R~ ({a},{b}). Po
definiciji R sledi R(a,b) = A, c(ay Vyepy Bl y) = R ({a},{b}), jer za
svako z € X vazi inf{z} = sup{z} = z.

Pokazimo da je R refleksivna. Naime, kako je 8™ refleksivna, za svako
z € X vazi R(z,z) = R({z},{z}) = 1. Tranzitivnost pokazujemo analogno.
Kako je 8~ tranzitivna relacija na P(X), za proizvoljne z,y,z € X vazi
R(z.y) * R(y.2) = % ({z}h, {u}) « % ({wh (=) < % ({a}. () = R.2),
¢ime smo pokazali i ovu implikaciju.

Na ovaj nacin, pokazali smo implikacije (1) = (2) = (4) = (6) = (1), a
implikacije (1) = (3) = (5) = (7) = (1) se pokazuju analogno, ¢ime je ovo
tvrdenje dokazano.

Lema 3.12 Ako je R simetricna fazi relacija, tada za svako A € F(X) wvazi
RT(A) = RY(A), i vazi R~ = (R7)°P.
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Dokaz. Neka je A € F(X) fazi podskup od X, i neka z € X. Tada, kako je R
simetri¢na relacija, sledi (RT(A))(z) = Vyex (A(y) * R(y, z)) = Vyex (A(y) =
R(z,y)) = (R*(A))(z), a kako je x prozivoljan element skupa X sledi da za za
svaki fazi podskup A € F(X) vazi jednakost RT(A) = R+(A).

Pokazimo sada da vazi R~ = (R )°". Naime, koristeéi malo pre dobijenu
jednakost, za proizvoljne A, B € F(X) dobijamo R~ (A, B) = S(A, R¥*(B)) =
S(A,R"(B)) = R (B, A) = (R*)°P(A, B), ¢ime smo dokazali tvdenje. O

Posledica 3.13 Ako je R fazi ekvivalencija na X, tada je i RT fazi ekvivalen-
cija na F(X), i vazi
Rt =R7 A(R7)P.

Dokaz. Kako je R fazi ekvivalencija, ona je i preduredenje, pa su na osnovu
tvrdenja 3.111 R~ i R* fazi preduredenja, te je i RT fazi preduredenje. Naime,
za sve A,B,C € F(X) vazi RY(A,B) «* R*(B,C) < R7(A,B)* R (B,C) <
R™(A,C),ianalogno vazi RT (A, B)*RT(B,C) < R™(A4,C), tesledi RT(A, B)x
RT(B,C) < R7(A,C) AR (A,C) = RT(A,C). Refleksivnost trivijalno vazi.
Ostaje jos da se pokaze simetri¢nost, medutim, na osnovu leme 3.12 trivijalno
vazi Rt = R7 A R™ = R™ A (R7)°, pa sledi da je R™ simetri¢na relacija,
odnosno da je R fazi ekvivalencija na F(X). O



Glava 4

Fazi stepene strukture
konstruisane tenzorskim
proizvodom

Podsetimo se - ako je {A; | i € {1,...,n}} C F(X) konacan skup fazi podskupova
od X, tenzorski proizvod ovih fazi podskupova je @, A; : X" — L, definisan

sa:
<®A> L1yeey & Al(‘rl) A (xn)
Takode, za dato preslikavanje f : X — Y definisali smo F(f) : F(X) —

F(Y), na slededi nacin:

(FO)D) @) =V {A@ [ze X, f@) =y} =\ (A@) «A(f(@),)),

zeX

pri cemu F(f) takode obelezavamo sa 7.
Ako je f m-arna operacija na X, operaciju f* na F(X) arnosti n definisali

SIMo sa:
Ay, Ay) =7 <®A>

Dakle, za proizvoljno y € Y vazi:

[ A =\ <(®A)<x1,., >*A(f<:c1,...xn>,y)>

T1,..,8n€X i=1

— \/ (Al(xl)>(<...*An(gcn)*A(f(ml,...,xn),y)>.

T1,...,n€X

Tvrdenje 4.1 Za svaki prirodni broj n,
® F(X)™ — F(X™)
je homomorfizam iz (F(X)™,S%) u (F(X™),Sxn).

41
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Dokaz. Neka je T = (z1, ..., x,) € X" uredena n-torka elemenata iz X, i neka su
Ay, .. Ap, By, ..., B, € F(X) fazi podskupovi od X. Neka je A = (Ay,..., A,) i
neka je B = (By, ..., B,). Tada, kako u reziduiranoj mrezi za sve a,b € L vazi
a* (a —b) <b,1ikako je x izotona, sledi:

<®A> 7) * S% (A, B) =
Ar(xy) * o x Ap(xp) * Sx (A1, By) * ... x Sx(Ap, Bp) =
Ap(xy) *ooox Ap(xp) * /\ (A1 (z) = Bi(x)) * ... * /\ (An(z) = Bp(x)) <

reX zeX
Ar(xy) * ok Ap(xn) * (Ar1(x1) = Bi(21)) * oo x (Ap(zn) — Bp(z,)) <

Bl(l‘l)*. n ],‘n = <®B>

$to je na osnovu osobine adjungovanosti operacija — i * ekvivalentno sa:

(@) (@)

Kako ovo vazi za svako T € X", sledi:
S% (4, B) < /\ <<®A) (®Bz>($)> = Sxn <®Aia®Bi>7
FEX™ i=1 i=1 i=1

¢ime je tvrdenje pokazano. O

Tvrdenje 4.2 Neka su A;,i € {1,...,n} fazi podskupovi od X, i neka je R fazi
relacija iz X Y. Tada vaZi:

1. @y RT(4i) = (RMT(®i, Ai);
2. Qi) RH(Ai) = (R")Y (@i Ai).

Dokaz. (1) Neka su Ay, ..., A,, € F(X) proizvoljni fazi podskupovi od X, i neka
R:X xY — L. Tada za proizvoljno * € X" vazi:

((X)RT ) = R'(A1)(z1) * ... « RT (A, (z,) =

( \/ <A1(3/1)*R(y17x1))> **< \/ (An(yn)*R(yn,{En)>> _

y1€X Yn €X

\/ \/ (Al(yl) * ok Ap(yn) * R(y1, 1) * ..o % R(yn,xn)> =

Y1€X  yn€X

\/ <(éAz> (W15 Yn) * B (Y1, -5 Yn), (71, ’x"))> =

(Y1505 yn) EX™ =1
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V <(§Ai>(y) * R"(y,x)> = RT((%)Alv)(x).

gEX™

Kako ova jednakost vazi za svako 7 € X", sledi @;_, RT(4;) = RT(Q]_, 4:),
¢ime smo pokazali tvrdenje.

Jednakost (2) pokazuje se analogno jednakosti (1) ovog tvrdenja. O

Lema 4.3 Ako je f : X" — X n-arna operacija na X, tada vaZi da je n-
arna operacija f* : F(X)" — F(X) homomorfizam iz (F(X)",Srx)n) u
(F(X), SFx))-

Dokaz. Na osnovu tvrdenja 4.1 znamo da je tenzorski proizvod fazi podskupova
od X homomorfizam iz (F(X)", Srxy) u (F(X"), Sr(xny). Preslikavanje f~
definisali smo sa f~ = (Ry)T, gde je Ry : X" x X — L fazi relacija iz X"
u X, takva da vazi Ry(T,y) = 1 ako f(T) = f(z1,....,zn) =y, 1 Rf(T,y) =
0 ako f(Z) = f(z1,..,an) # y. Na osnovu tvrdenja 2.25 sledi da je (Rs)"
homomorfizam, te zakljucujemo da je f* takode homomorfizam kao kompozicija
dva homomorfna preslikavanja. Naime, za proizvoljne A, B € F(X)" vazi:

ST(A,B) < Sx» <(§) Ai,éBi> < Sx <(Rf)T((é)Ai), (Rf)T(éBi>> _
Sx (f*(éAi),f*(é)Bi)) = Sx(*(A). £(B))
=1 =1

O

Definicija 4.4 Za proizvoljnu fazi relaciju R na algebri X = (X,F) kazemo da
je saglasna ako za svako f € F i za sve X1, ..., Tn, Y1, -, Yn € X vaZi

R(z1,y1) * ... * R(zp,yn) < R(f(21, s @n)y F(Y1y ooy Un))-
Saglasna fazi ekvivalencija na X jeste kongruencija na X.

Primetimo da je R saglasna na X akko je svako f € F homomorfizam iz
(X™,R") u (X, R).

Definicija 4.5 Neka je X = (X,F) algebra, i neka je R fazi relacija na X.
Tada:

1. R je dobra ako je e(R) kongruencija na X;
2. R je Hoare dobra (ili H-dobra) na X ako je R~ dobra na F*(X);
3. R je Smyth dobra (ili S-dobra) na X ako je R* dobra na F*(X).

Tvrdenje 4.6 Neka je X = (X,F) algebra, i neka je R fazi relacija na X.
Tada vazi:

1. R je Hoare dobra akko za svako f € F arnostin vazi da je preslikavanje f* :
F(X)" = F(X) homomorfizam iz (F(X)",0(R7)") u (F(X),0(R™));
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2. R je Smyth dobra akko za svako f € F arnosti n vazi da je preslikavanje
o F(X)™ = F(X) homomorfizam iz (F(X)",0(R7)) u (F(X),o(R%));

3. M~ je dobra na P(X) akko za svako f € F arnosti n vazi da je pres-
likavanje f* : P(X)" — P(X) homomorfizam iz (P(X)",c(R7)") u
(P(X),0(R7));

4. RS je dobra na P(X) akko za svako f € F arnosti n vaZi da je preslika-
vanje f* : P(X)™ — P(X) homomorfizam iz (P(X)", o(R)) v (P(X)",
o(RT)).

Dokaz. Pokazacemo stav (1), preostala tri se dokazuju sli¢no.

(1) (<)

Za svaku fazi relaciju T relacija £(T) jeste fazi relacija ekvivalencije, te je
dovoljno pokazati da je e(R™) saglasna na F(X). Kako je f* homomorfizam
iz (F(X)",0(R7)™) u (F(X),0(R7)) sledi da za sve Ay,..., Ay, B1,...,By €
F(X) vazi

o(R™) (A1, By) * ... 0o(R7)(An, By) < 0(R™)(f* (A, ..., An), f*(Bu, ...By)).

Po definiciji e(R™) sledi:

e(R™)(Ay, By) # .. % 6(R™)(An, Bn) <
(U(R_’)(Al,Bl)* o(R™ (An, By, ))/\
(J(RH)(Bl,Al)*... = (B, An))) <
G(R™)(f*(Ar, oy An), £*(By, ... B))A

o(R7)(f*(B1, ..., Bn), [*(Aq, ...,An)) =
e(R)(f* (A1, ... An), [*(B1, .., Bn)),

¢ime je ovaj smer pokazan.

(=)
Kako je f* homomorfizam iz (F(X)",Sx») u (F(X), Sx), vazi:

Sxn((A1, ..., An), (B1, ... By)) < Sx(f* (A1, ..., An), f*(B1, ..., Bn)),
za sve Ay, ..., An, B, ..., Bp € F(X), §to je ekvivalentno sa
SX(Al,Bl) X ..L% Sx(An, Bn) < SX (f*(Al, cory An); f*(Bl, ceny Bn))
Odavde sledi: ako vazi (Vi € {1,...,n})A; C B; tada je f*(Ai,...,A4,) C
f*(B1, ..., Bp).
Kako je R po pretpostavci Hoare dobra, sledi da je (R ™) saglasna na F(X),
te za sve Ay, ..., Ay, B1,..., B, € F(X) vazi
e(R7)(A1UBy,By) % ...xe(R7)(A, U By, By) <

€(R4))(f*(A1 U Bl, ceny An U Bn), f*(Bl, ceny Bn))
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Obelezimo opet sa Z uredenu n-torku proizvoljnih fazi podskupova 71, ..., Z,,.
Na osnovu do sad recenog, i kako za sve A, B € F(X) vazi e(R7)(AUB,B) =
o(R7)(A, B) (tvrdenje 3.10), sledi:

o(R7)(A1,By) % ...x0(R7)(A,, By) =
e(R7)(ALUBy,By) *...xe(R7)(A, U By, By,) <
e(R™) (f*(AUB), f*(B)) = o(R™) (f*(AUB), f*(B)) =
)

) )
Poslednja jednakost vazi, jer je A < AUB, pa jei f*(A) < f*(AUB), a
na osnovu tvrdenja 3.9 (S(A4,B) < o(R7)(A,B), A,B € F(X)) sledi da je
r

o(R™) (f*(A), f*(AUB)) = 1. Dalje, kako je o(R™) tranzitivna relacija, sledi:

o(R™) (f*(A), f'(AUB)) xo(R™) (f"(AUB), f*(B)) <
U(RH) (f*(z)a f*(E)) = U(RH)(f*(Alﬁ ) Aﬂ)» f*(Bla ) Bn))v
¢ime smo pokazali i drugu implikaciju. O

Lema 4.7 Neka je X = (X,F) algebra, i neka f € F n-arna operacija na
X. Tada je f* homomorfizam iz (F(X)™,8™) u (F(X),S), gde je S stepen
podskuposti.

Dokaz. Neka su Ay, By, ..., A,, B, fazi podskupovi skupa X, i neka yg € X.
Tada vazi sledece:

f*(Al, veey An)(yo) * S(Al, Bl) L S(An, Bn)
< Vo (M) s Anen) = A1, z0),00))

T1,...,n€X

* S(Al,Bl) [ 3 S(AT“B”)

Y. (Al(xl)*...*An(xn)*A(f(x1,.--7$n)7y0)

T1,eee,Tn €EX
. ( A Ai(z) - Bl@;)) . ( N\ An(z) = Bn(as)))
reX zeX

<A ) )
< \/ (Bl(asl)*...*Bn(a:n)*A(f(xl,...,xn),yo))

T1,. s Tn€X

= f*(Blv tey Bn)(yo)
Ova nejednakost je na osnovu osobine adjungovanosti ekvivalentna sa:

S(A1,B1) % ...x S(An, Bp) < f*(A1, ..., An)(yo) = f*(Bu, ..., Bn)(yo),
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a kako ovo vazi za svako yg € X sledi:
S”(Z,E) = S(AhBl) .k S(An,B )
A (£ (A1 s A ) = £ (Bros Ba)y) ) = S, (B

yeX

O

Lema 4.8 Neka su R i P binarne relacije na skupovima X 'Y respektivno, i
neka je f : X — Y preslikavanje takvo da vazi R(z,y) < P(f(x), f(y)) za sve
z,y € X. Tada za svako A € F(X) vaZi:

7 (RH(A) < PH(f7(A))

Dokaz. Pokazimo najpre da za svako y € Y vazi:

V (4@ Py £())) = \/(( \V A@) « P, >).

zeX tey t=f(z)

Neka y € Y. Polazedi od izraza \/ .y (A(z) * P(y, f(z))), 1 uvodeé¢i smenu
t = f(Z), dobijamo VzeX (A(Z) * P(y,f(Z))) = \/zeX Vt:f(z) (A(Z) * P(yvt))

koristeéi ¢injenicu da je supremum jednoclanog skupa upravo taj njegov element
(za proizvoljno z € X postoji ta¢no jedno ¢t € Y, takvo da je t = f(z)). Dalje,

V V(4@ Pwn) =\ V (40« Pyt A(f(2).1)) =

2€X t=f(z) 2EX tEY
V V(46 806).0) <P =
tey zeX
V (( V (46 = A7) *P(y,w) oy, (( V 4e) *P(y,w),
tey z€X tey t=1(z)

¢ime smo dokazali jednakost.
Neka A € F(X), ineka y € Y. Tada, koristeéi malo pre pokazanu jednakost,
sledi da vazi:

e y=\ (@ =V V(4@ +RG@.2) <

y=f(z) y=f(z) z€X
VoV (4@ < P(f@). 1)) = \ (A=)« Py, f(2)) ) =
y=f(z) z€X zeX
V (( \V A@) « P, >) V (7 ()0 = Pu.1)) = BH(5 (4) (),
tey \ t=f(z) tey
¢ime je ova lema dokazana. O

Tvrdenje 4.9 Neka je X = (X,F) algebra, i neka je R binarna fazi relacija na
X. Slededeéi uslovi su ekvivalentni:



47

1. R je saglasna na X;

R je saglasna na F(X);

R je saglasna na F(X);

R~ je saglasna na P(X);
()

A RN N

R je saglasna na P(X).
Dokaz. (1) = (2)

Potrebno je pokazati da za sve f € F i za sve Ay, ..., Ay, By, ..., B, € F(X)
vazi:

R%(Al,Bl) k* L..0k R—>(An, Bn) S R%(f*(Al, ceey An); f*(Bl, ceny Bn))7
odnosno da vazi:
S(A1, R¥(B1)) # ... * S(Ay, R¥(By)) < S(f* (A1, ..., An), RY(f*(Bu, .., By))).

Na osnovu leme 4.7 f* je homomorfizam iz (F(X)",S™) u (F(X),S), te

vazi:
S(Ay, RY(By)) * ... * S(A,, RY(B,)) <
S(f* (A1, .y An), F*(RY(B1), ..., RY(By))).

Dalje, prema tvrdenju 4.2 i lemi 4.8 sledi:

f*(RY(B1), ..., R*(Bn)) = [~ <® R%B») =f ((R"W(@Bi)) <
i=1 i=1

RY (fﬂ(@Bz)) =RV (f*(Bi, ..., By)).
Odavde sledi:
S(f* (A1, .oy An), [ (RY(B1), ..., RY(BR))) <

S(£*(Ar, oo, An), RH(f*(By, ..., By))),

¢ime je ova implikacija dokazana.
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(2)=(4)
Ovo trivijalno vazi, jer je SR restrikcija relacija R™.

(4) = (1)
Pretpostavimo da je R~ saglasna na P(X). Kako za proizvoljne crisp pod-
skupove A, B € P(X) vazi:
N7 (A, B) = R (xa,x8) = S(xa, R*(x5)),

i kako je R~ saglasna na P(X) za proizvoljne Ay, ..., A,, B1,...,B, € P(X)
sledi:
S(xars RY(xB,)) * - % S(xa,, R (xB,)) <

S (Xars - xa,), BY(f (XBys o XB.)))-

Ako uzmemo da je A; = {x;} i B; = {y;}, koristeéi da za sve z1,...,x, € X
vazi f*(1z,, - 12,) = Li(ay,. . 2, St0 se trivijalno dokazuje, sledi:

R(xz1,y1) * ... * R(xp, yn) = S(lwl,Ri(lyl)) % ook S(lmei(lyn)) <

S(f*(]-zn ceey 1mn)7 R‘L(f*(lylv ceey 1yn))) =
S(lf(m17~--,1n,)7 Ri(lf(yl,...,yn))) = R(f(‘rlv "'7xn)7 f(yl» »yn))7

¢ime je pokazana i ova implikacija.
Sliéno se pokazuju i implikacije (1) = (3) = (5) = (1). O

Teorema 4.10 Neka je X = (X,F) algebra, i neka je R fazi preduredenje na
X. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

1. R je saglasna na X;

2. R je dobra na F*(X), odnosno R je Hoare dobra;
3. R* je dobra na F*(X), odnosno R je Smyth dobra;
4. M~ je dobra na P(X);

5. R je dobra na P(X).

Dokaz. (1) = (2)

Neka je R fazi preduredenje, i neka je R saglasna fazi relacija na X. Na
osnovu tvrdenja 3.11 sledi da je R~ takode preduredenje. Dalje, na osnovu
tvrdenja 2.30 sledi da je o(R™) = R~. Takode, kako je R saglasna na X,
na osnovu tvrdenja 4.9 sledi da je i R~ saglasna fazi relacija na F(X'), a ovo
vazi akko za svako f € F vazi da je f* homomorfizam iz (F(X)" (R7)" u
(F(X),R7). Kako je R = o(R ™), sledi da prethodni uslov vazi akko za svako
f € F vazi da je f* homomorfizam iz (F(X)",0(R7)") u (F(X),oc(R7)). Na
osnovu trvdenja 4.6 (1) sledi da je R Hoare dobra na F(X).

(2) = (4)
Ova implikacija trivijalno vazi, jer je R~ restrikcija relacije R™.

4)= (1)
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Za sve a,b € X vazi R(a,b) = V ey R(a,y) = Npepay Vyepny Bla,y) =
R ({a},{b}) = R7(14,1y). Takode, za proizvoljno f € F i za proizvoljne
1, Ty € X vazi 1y, 20y = fF ( 2155 1z, ). Kako je R saglasna na
P(X), za sve T1,...,Tn, Y1, ..., Yo € X sledi R7(15,,1y,) * ... * R7(14,,1,,) <

R~ (f*(lwl, v Lo ) 5Ly ey 1_%)) =R7(Lf(zy,.mn)s Li(yisyn)), @ OVO je ek-
vivalentno sa:

R(z1,51) * oo % R(@n, yn) < R(f(@1, @), F(Y1, s 9n))s

¢ime je i ova implikacija dokazana.

Slicno se pokazuju i implikacije (1) = (3) = (5) = (1), ¢ime je ova teorema
dokazana. O

Teorema 4.11 Neka je X = (X,F) algebra i neka je R fazi kongruencija na
X. Tada je relacija RY fazi kongruencija na F*(X).

Dokaz. Na osnovu leme 3.13 zakljuéujemo da je R™ fazi ekvivalencija. Na
osnovu tvrdenja 4.9 zakljucujemo dasu R~ i R saglasne na F(X'). Po definiciji
R, za proizvoljne Ay, ..., Ay, B, ..., B, € F(X) i za proizvoljno f € F vazi:

RT(Ay,By) *...x RT(A,,B,) =
(R (A1, B1) ART (A1, By)) ... % (R7(A,, By) AR (A, By)) <
R7 (A1, By) % ... x R7(An, By) < R7(f* (A1, ..., An), [*(B1, ..., By)).
Analogno se pokazuje da vazi i
RY(A1,By) *...x RT (A, B,) < R (f* (A1, ..., Ay), f*(Bi, ..., Bn)),

te sledi:
(Al,Bl) *. (AmB )

(B (F*(Avy oo An), [ (B, o )) ( (A1 An), [ (B, Ba))) =
R+(f (Al,...,An)7f (Bla~'~7Bn))7

¢ime smo pokazali tvrdenje. O



Glava 5

Fazi stepene strukture
konstruisane Dekartovim
proizvodom

Akoje {A; | i€ {1,...,.n}} C F(X) skup fazi podskupova od X, njihov Dekartov
proizvod jeste preslikavanje H?’:l A; : X™ — L definisano sa:

i=1

Ukoliko je X = (X, F) algebra, koristeéi Dekartov proizvod fazi podskupova,
za proizvoljnu n-arnu operaciju f € F definisemo f* : F(X)" — F(X) kao

kompoziciju:
n
fHAL LAY = [ (HAZ)
i=1

Dakle, za proizvoljno y € X vazi:

(FrA . A)w =\ ((HAi)(xl,...,xn)) -

\/ (/n\lAi(xi)) = \V ((i/n\lAi(xi))*A(y,f(xl,...,xn))>

y:f(xlvu-vxn) 1=

Definicija 5.1 Neka je X = (X,F) algebra, i neka je R fazi relacija na X. R
je A-saglasna na X ako za sve x1,...,%Tn, Y1, -, Yn € X 1 za sve f € F vazi:

n

N B(@iyi) < R(f(@1, s 2), f(G15-s9n))

i=1

Fazi A-kongruencija na X je fazi relacija ekvivalencije na X koja je N-
saglasna na X

50
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Definicija 5.2 Neka je R binarna fazi relacija na X i neka je X = (X, F)
algebra. Tada:

e Fuazi relacija R je A-dobra ako je e(R) A-kongruencija na X;
e Relacija R je Hoare dobra ako je R~ A-dobra na FT(X);

e Relacija R je Smyth dobra ako je R™ A-dobra na FT(X).

Napomena: Primetimo da se gornje definicije Hoare dobre i Smyth dobre
relacije razlikuju od onih iz prethodne glave (definicija 4.5), a koje smo koristili
pri proucavanju stepenih struktura definisanih tenzorskim proizvodom.

Lema 5.3 Nekaje X = (X,F) algebra. Stepen podskuposti je N-saglasna relacija
na FH(X).

Dokaz. Neka su Ay, ..., A,, By, ..., B, € F(X) proizvoljni fazi podskupovi od
X, ineka y € X. Tada, koristeéi izotonost operacije *, uslove iz leme 1.18, kao
i nejednakost a * (a — b) < b koja vazi u reziduiranoj mrezi za sve a,b € L,
dobijamo sledece:

n

( /\ S(Ai,Bi)) « fH (A1, An)(y) =

\/ (/\ Bj(Xj)> « A(f(21, .y 20),y) | = f1(B1,..Ba) (),

§to je zbog osobine adjungovanosti — i * ekvivalentno sa:

n

N\ S(Ai, Bi) < fH (A1, o, An)(y) = £1(Bi,.Bn) (1)

=1
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Kako ova nejednakost vazi za svako y € X sledi:

ASB) < (£ (A1, 0 A0) () = 1 (B, Ba) () =

yeX

S(fT (A1, s An), F(B1, ..o Bn))

¢ime smo dokazali lemu. O

Lema 5.4 Neka su Ay,...,Apn, By,...,Bn, € F(X). Ako za svako i € {1,....,n}
vazi A; C By, vaZi
fH(Aq, ..., A) C fH(By, ..., By).

Dokaz. Na osnovu leme 2.11 (1) za proizvoljno i € {1,...,n} vazi A; C B;
akko S(A;, B;) = 1. Sledi da za svako i € {1,...,n} vazi S(A4;, B;) = 1, §to
implicira da je 1 = A, S(4;,B;) < S(fT(A1,...,4n), fH(Bi, ..., By)). Sledi
S(f+(A17 ...7An),f+(B1, ,Bn)) = 1, te da je f+(A1, ,An) Q f+(Bl, ...,Bn),
§to je trebalo dokazati. O

Lema 5.5 Neka je X = (X,F) algebra. Tada, za sve x1,...,x, € X i za svako
f €F vazi f+(1961ﬂ ey 19571) = 1f(w1,...,;cn,)-

Dokaz. Neka f € F,ineka x1,...,x, € X. Po definiciji fT, za proizvoljno y € X
sledi:

Plaete) = V(A ra) «50: o))

Yiyeoyn€X N i=1

Kako 1, (y;) uzima samo vrednosti 0 ili 1, sledi da i A]_; (14, (y;)) uzima samo
vrednosti 0 ili 1, pri ¢emu vazi A]_; (1, (y:)) = 1 akko (Vi € {1,...,n})z; = y;.
Ako vazi y = f(z1,...,3,), tada sledi fT(14,,....,15,)(y) = (Al 1a,(¥s)) *
Ay, f(z1,...,xs)) = 1. Ako vazi y # f(x1,...,2,), na osnovu gornje analize
trivijalno sledi f*(1,,,...,1,,) = 0, €&ime je tvrdenje dokazano. O

Tvrdenje 5.6 Neka je R fazi relacija na X, i neka je f € F n-arna operacija
na X. Ako je R Hoare dobra na X, tada za sve Ay, B1, ..., An, By € F(X) vaZi:

/n\ S(A;/R™,B;/R™) < S(f* (A1, ... A) /R, fT(By, ., By)/R7).

i=1

Dokaz. Kako za sve A,B € F(X) vazi e(R7)(A,B) = ¢(R*(A), R*(B))

(tvrdenje 3.9), za sve i € {1,..,n} vazi S(R*(A;), R*(B;)) = e(R*(4;) U

R“L(Bi), R“L(Bl)) = €(R¢(AZ U Bl), RJ’(BZ)) = {:‘(R*))(Ai U Bi7 Bz) Dalje vazi:

/n\ S(Ai/R”,B;/R™) = /n\ S(RY(A:), RY(By)) =
i=1

=1

=

e(R7)(A;UB;, B;) <

= i=1
e(R7)(fT(A1UBy, ..., Ay UB,), fH(Bi,..,By)) =
€(f+(A1 UBq,..., A1 U .Bl)/.R_>,L]c-"_(.Bl7 ,Bn)/R_)))
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Kako vazi f*(Ay,...,A,) C fT(A1UB;y, ..., A, U By), i kako vazi S(4, B) <
o(R7)(A,B)=S(A/R7,B/R”) zasve A, B € F(X) (tvrdenje 3.9), sledi:
S(f+(A1, e AR Y (AL U By, L A UBn)/R_’) =1,
$to implicira
/\ S(4i/R7,Bi/R7) =
i=1
e(ff(A1UBy, .., A, UBy,) /R, fH(By,.... By) /R )*
S(f+(A1, e Ap)/R7 fFT(ALUBy, .., A, U Bn)/RH) <
S(f+(A1, ey Ap) /R, fT(By, ...,Bn)/R_’),
¢ime je tvrdenje dokazano. O

Tvrdenje 5.7 Neka je R fazi relacija na X, i neka je f € F n-arna operacija
na X. Ako je R Smyth dobra na X, tada za sve Ay, By, ..., Ay, By, € F(X) vaZi:

N\ S(Ai/R™,Bi/RT) < S(f* (A1, ..., An)/RT, (B, ..., By) /RY).
i=1
Dokaz. Dokazimo najpre da za sve A, B € F(X) vazi (AUB)/R* = (A/RT)N
(B/R*). Neka je C € F(X) proizvoljno. Tada vazi:
(AUB)/R*(C) = R“(C AUB)

A ((A(:c)\/B(:c)) -\ ( )

reX yeX

)
A (40> V (0<y>*R<x,y>))A(3<xH V (e rin))
)

A (4@ >V (cw R y))r A (B = \/ (C)+Ry)

reX yeX reX yeX
RT(C,A) NR™(C,B) = (A/RT)(C) A (B/R)(C)

¢ime smo pokazali gornju jednakost.

Dalje, na osnovu malopre dokazane jednakosti, i kako je R Smyth dobra na
X sledi:

/n\ S(A;/R*,B;/R") = /n\e (A;/R<,A;/R* NB;/R") =

i=1 i =

/n\ (A;/R™,(A;UB;)/R™) <

e(fT(Ay, ..., A,) /R, f+(A1 UBi, ..., A, UB,)/R") <

S(fH (A1, Ay)/RT, fH (AL U By, .y A, U B,)/RC) <
S(f+(A1,...,An)/Ri(f+(A1,..., W)U fH(By,....B ) )=
S(fH(AL, .., Ay) /R fH (AL Ay) /RN fH(By, ., By) /R =
S(fH(Ar, ..., Ay) /R, f*(Bl,...,B )/R“)

§to je trebalo dokazati. O
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Teorema 5.8 Neka je L = (L,A,V,A,—,0,1) Hejtingova algebra. Ako je 6
fazi A-kongruencija na X, tada je 0 takode fazi A-kongruencija na F1(X).

Dokaz. Kako je 6 fazi ekvivalencija na X, na osnovu posledice 3.13 sledi da je i
07 fazi ekvivalencija na F(X). Dakle, ostaje da se pokaZe da je 87 A-saglasna
na F(X). Neka je f € F n-arna operacija na X, inekasu Ay, ..., 4,,, B, ..., B, €
F(X) proizvoljni fazi podskupovi od X. Potrebno je pokazati da vazi:

n

/\ 07 (Ai, Bi) < 0% (fF(Ar, s An), fT(By, ., Br))

i=1
Pokazimo najpre da za sve x,vy,...,v, € X vazi:
(A B @) 70 S0 ) < V(1 (Broves B W) A0 6.1
i=1 yeX

Naime, za proizvoljne z, vy, ...,v, € X vazi:

<Z\13i(vi)> AO(z, f(v1, .0y 00)) =

Bi(vi)) AA(f(1,svn), f(01, 0 00)) AO(z, fo1,..0,00)) <

i=1

Vv ((;\Bi(”i)) ANA(f(Y1s e Yn)sy) Ae(x,y)> -

Y15 Yn €X =1

\/ ( \/ ((/n\Bz('Uz)) /\A(f(yl,...,yn)7y)>> AO(z,y) | =

yeX Y103 Yn €X 1=

V

yeX

N

7 (Bis o Ba) () A (e, y>),

¢ime smo pokazali nejednakost (5.1).
Pokazimo sada da za proizvoljne Ay, By, ..., A, B, € F(X) i proizvoljne
T1,...,Tn,x € X vazi nejednakost:

7

V ((/H\Bi(xz‘)) /\e(x,f(v17...7vn))) (5.2)

V1,0 €X i=1

(/n\ Ai(m) AA(, f(21, e T0)) A (

n
i=1 =

9+(Ai7Bi)) <
1

Neka Ay, By,...,An, B, € F(X), i neka z1,...,2,, € X. Tada, kako je
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0t < 6~ vazi:

(A i) 6 e

i_/n\l (WGX (Ai(ui) - \E/X (Bi(vi) A G(ui,vi)))> = Az, f(21, 00 20)) A

i_/n\1 <Ai(xi) A U/E\X <Ai(ui) - \G/X (Bi(vi) A O(ui,vi)))>

< Az, f(@1, 7)) Ai_/n\1 (Ai(xi) A (Ai(xi) - Vv, B;(v;) /\9(9@,%)))) <
A, (@1, o)) A /:L\l\E/X (Bi(vi) A 9(;32-,1;1-))7

pri ¢emu smo ovde koristili jednakost a * (a — b) < b koja za sve a,b € L vazi
u reziduiranoj mrezi. Kako je £ Hejtingova algebra, vazi A\, /., c x (Bi(vi) A
G(xi,vi)) = (\/vlex (Bl(vl)/\H(acl,vl))) %% (\/vnEX (Bn(vn)/\ﬁ(xn,vn))) =
Voex ((Bi(vi) AB(z1,01)) %V, cx (B2(v2) AO(x2,02)) % ... %\, o (Bn(vn) A
0(xn,vn))) = ... = Vs ex ((B1(v1) AO(z1,v1)) ...k (B (vn) AO (@, vp)) =
Vo onex ((Bi(v1) AO(z1,v1)) A oo A (Bp(vn) A (2, v)), te vazi jednakost
N1 Vo, ex (Bi(vi) AO(z5,v3)) = V. ex Niey (Bi(vi) AB(zi,v)). Odavde sledi:

A(x,f($17 ,xn)) A /n\ \/ (Bz(vy) A 9(%,’011)) —
i=lv;eX
A(;U,f(xl, ,xn)) A \/ /”\ (Bi(vi) A 9(%,1}1‘)) —

V1pee U €X =1

Az, f(z1, . z0)) A \/ << /"\ Bi(vi)> A </"\ 9(331,%‘))) <
VL yenry v €X =1 i=1
A(ac (a1 ...,a?n))/\ \/ ( /n\Bi(vl)) /\9(f(x1 ey Tn)y f(01 ,vn)))
Vlyenny v e€X i=1
= \/ (( /”\ Bi(vi)> /\A(amf(xl, ,xn)) /\G(f(ml, ey Tp), [ (01, ,vn)))
V1 yenny v €X =1
< \/ (( /”\ Bi(vi)) A0 (z, f(v ,vn))>
Vlyeeny v €X 1=1

¢ime smo pokazali nejednakost (5.2)
Dalje, iz nejednakosti (5.1) 1 (5.2) sledi da vazi:

/n\ 9+(Ai,Bi)) <

i=1

(Z\f&wﬂ) AA(z, f(@1, ) A (
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\/ <f+(Bl,...,Bn)(y)/\9(96,3/)).

yeX

Koristeéi gornju nejednakost dobijamo:

FH (AL Ap) () A (/n\ 9+(Ai7Bi)> _

=1

\/ ((/n\ Ai(w) /\A(f(a:l,...,xn),x))> A (i_/n\lm(Ai,Bi))

T, €X i=1
\/ (( /n\ Ai)) AA(f @1, sn) @) A /n\ 0" (4, BZ-))) <
T,y €X i=1 i=1

\/ <f+(Bl,...,Bn)(y)Aa(x,y)>.

yEX
Zbog osobine adjungovanosti, dalje sledi:

/\ 0% (A, B;) < fH(Ar, ..., An) () — \/ (er(Bl»maBn)(y) A 9(5573/))-

i=1 yeX

Kako gornja nejednakost vazi za svako xz € X, sledi:

/\ 9+(Ai7 B’L) < /\ (f+ (A17 ey An)(x) - \/ (f+ (Bl7 7Bn)(y)/\9($= y)))
i=1 reX yeX
=07 (f+(A17 ~”7An)7 f+(B17 8] Bn))
Kako su 6 i 67 simetri¢ne relacije, vazi:

/”\ 0% (A, B;) = /"\ 0 (Bi, A)) <07 (fH(B1, ... Bn), [T (A1, An)) =

i=1 =1

(QH)Op(f+(A1,...,An),er(Bl, ...,Bn)) =0 (f*(Al, ...,An),f+(B1,...,Bn)),
te sledi:

/n\ 9+(Ai7 Bi) < 6~ (er(Al, ceny A,,L)a f+(317 ~-~7Bn))/\

i=1
07 (fF (A1, An), fH(B1, oy Br)) = 07 (fT(Ar, s An), fH(By, ..., Br)),

§to je trebalo dokazati. O

Tvrdenje 5.9 Neka je R fazi preduredenje na X. Tada, ako je R N-saglasna
na X, R je N-dobra na X.

Dokaz. Neka je f n-arna operacija na X, i neka su ay,...,an,b1,....,0, € X
proizvoljni elementi skupa X. Da bismo dokazali da je R A-dobra na X, treba

pokazati da vazi A\, E(R) (as, b;) < E(R) (f(al, ey p )y (b1, e, bn)) Naime, za
svako: i € {1,...,n} vazi
e(R)(ai, b;) = /\ (R(z,a;) > R(z,b;)) < R(a;,a;) < R(a;,b;),

zeX
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a kako je R refleksivna, vazi R(a;,a;) =1, i kako u reziduiranoj mrezi za svako
leLvazil - 1=1i1—1 =1, sledi da je desna strana gornje nejednakosti
jednaka R(a;,b;), te da je e(R)(a;, b;) < R(a;,b;). Kako je R A-saglasna sledi

da vazi \;_; e(R)(a;, b)) < Ay R(ai,b;) < R(f(a1,...,an), f(b1, ..., bn))-
Neka y € X. Kako je R tranzitivna fazi relacija na X, sledi:

R(f(al, ey )y (b1, ...,bn)) * R(y, f(aq, ...,an)) < R(y,f(bl, ...,bn))7

a zbog osobine adjungovanosti operacija * i —, sledi:
R(f(a/la ) an); f(bla ) bn)) < R(i% f(a/la By a/n) — R(y7 f(b17 sey bn))7

te da je A, e(R)(ai,b;) <R(f(a1,...,an), f(b1,....,bn)) < R(y, f(ar,...,an) —
R<y7f(b177bn))

Kako je y proizvoljan element iz X, sledi da vazi:
6(1%) (ai, bz) S /\ (R(ya f(ala () an)) — R(ya f(bla ceey bn))) -
=1 yEX

O’(R) (f(al, vy )y f(b1, sy bn))

Kako je e(R) simetri¢na relacija, sledi:

?

=

E(R)Op(ai, b,) < O'(R) (f(al, ...,an)7 f(bl, ,bn)),

.
Il

a ovo je ekvivalentno sa:

e(R)(a;b;) < a(R)” (f(ar,.cvan), f(br,.cesbn)).

~.

Il
_

2

Dalje, na osnovu dve dobijene nejednakosti, zaklju¢ujemo:

/\ e(R)(ai, b;) < o(R)(f(a1,...,an), f(b1, ..., bn))A

o(R)™ (fla1,...an), f(b1,.ceybn)) = £(R) (f(a1, .., an), (b1, .. b)),

¢ime je tvrdenje dokazano. O

Lema 5.10 Neka je £ Hejtingova algebra, i neka je R binarna fazi relacija na
X. Tada za sve C, Ay, ..., A, € F(X) i za svako z € X vaZi nejednakost:

R (C, fH (A1, .., Ay)) <

ciz) =\ ((/n\Ai(xi))/\R(z,f(xl,...,xn))) (5.3)

i=1
Dokaz. Neka su y, z, 21, ...,x, € X proizvoljni elementi skupa X. Kako vazi:

A(f(xl,...7xn),y) ANR(z,y) < R(z,f(wh...wn)),
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sledi:

(AL An) (y) A R(2,y) =

\/ ((;\AK%)) /\A(f(x17...7mn),y) /\R(@y)) <

T1,...,Tn€X =1
\/ <</\Az(ml)) /\R(Zaf('rla"'axn)))7
T1yeeeyTn €X =1

a kako ova nejednakost vazi za svako y € X, sledi:

V (f*(Alw-vAn)@)AR(m)) <

z \/ N ((;/L\lAi(aci)) AR(z, f(21, ..., xn)))

Kako je operacija — izotona po drugom argumentu na L, na osnovu gornje
nejednakosti, dobijamo:

(O (AL A) = N (C(az) -V (f+(A1,...,An)(y)/\R(x,y))) <

reX yeX

0) = V(A1 A) @) A R(zp)) <

C(z) = \/ (( Z\ Ai(.%‘i)) /\R(z,f(xl,...,asn))>,

¢ime smo nejednakost (5.3) dokazali. O

Lema 5.11 Neka je L Hejtingova algebra, i neka je R binarna fazi relacija na
X. Tada za svako x € X za sve A, B € F(X) vaZe nejednakost:

R (1, Ai) Ae(R7)(Ai, B;) < R (1a,, By). (5.4)
1 jednakost:
R (1o, 4) = \/ (AW) A R(a.y))- (55)
yeX

Ako je R refleksivna relacija, vazi i nejednakost:
A() < R (1, A). (5.6)

Dokaz. Pokazimo sada da za sve x1,...,x, € X, i za bilo koje i € {1,...,n} vazi
nejednakost (5.4).

Naime, koriste¢i nejednakost a*(a — b) < b koja vazi u reziduiranoj mrezi za
svako a,b € L, sledi: R"(lmi,Ai)/\E(R_))(Ai,Bi) < R7(1g,, A)A(R(1,,, A;) —
R(1s,,B;)) < R(14,, B;), §to je trebalo dokazati.

Pokazimo dalje jednakost (5.5). Neka A€ ]-'( ), ka x E X Tada vazi:
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¢ime je ova jednakost dokazana.

Preostalo je jos da dokazemo i nejednakost (5.6). Kako je R refleksivna
fazi relacija na X, za A € F(X) iz € X, vazi: A(x) = A(z) A R(z,z) <
Vyex (AW) A R(z,y)) = R7 (1., A), ¢ime je i ova nejednakost dokazana. O

Lema 5.12 Neka je L Hejtingova algebra, i neka je R N-saglasna fazi relacija
na X, i fazi preduredenje. Tada za svako z € X i za sve Ay, By, ..., Ap, B, C €
F(X), vazi:

(/\e (R7)(A;, By) ) AR (C, fH (A1, Ay)) <
=1

o) -\ ((/"\Bxyn)AR(z,f(yl,...,ym)) (57)

Y1y, Yn €X i=1

Dokaz. Neka z € X, ineka Ay, By, ..., A, B, € F(X). Tada vazi:

(/n\ 6(R_’)(Ai,Bi)> AR (C, T (A1, ..., Ay)) < (/n\ g(R*)(Ai,Bi))A

=1 i=1

<C’(z)—>' \/ ((/H\Ai(xi))/\R(z7f(x1,...,xn))>)g

T1,...,Tn€X =1

C(z) = ((5(R_))(A,»,Bi)) A \/ (( /\ Az(xz)) AR(z, f(21, ,xn))>),
T1,...,tp €X i=1
pri ¢emu je poslednja nejednakost posledica nejednakosti a A (b — ¢) < b —
(a A c), za koju se lako pokazuje da vazi u Hejtingovoj algebri za sve a,b,c € L.
Naime, ova nejednakost, zbog osobine adjungovanosti — i * ekvivalentna je sa
nejednakoséu a AbA (b — ¢) < aAc, koja jeste tacna.
Dalje, na osnovu nejednakosti (5.3), (5.4) i (5.6), sledi:

C(z)%((e(Rﬂ)(Ai,Bi))/\ \/ ((;\Ai(zi))/\R(z,f(;z:l,...,xn))>>

L1y, Tn €

= ((Agmam)n v ((Ar.a)s

Z1yeestn €EX i=1

R(z,f(:cl,...,xn))>> =C(z) = \/ (

L1,y T €X

(e(RH)(Ai,Bm

g
1>

R™(1,,, A; )) AR(z f(xl,...,xn))> <

C(z) = \/ (( /\ R_’(lxi,Bi)> /\R(z,f(xh...wn))) =

T1,...,Tn€X
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iz -\ ((/\ \V (B ARL,%))>AR(Z,f(xl,...,xn)))

T1,...,Tn€X i=1ly,eX

Kako je £ Hejtingova algebra, vazi:

n

/\ \/( yz/\quyz))— \V /\( yz/\Rx“yl))

i=1y€X Y1y yn €X i=1

a na osnovu ovoga, sledi:

n

(/\ )(Ai, B; ) AR (C, fH (A, ., An)) < Cl2) =

\V << N Bi(: ) A <Z\1R(x,-,yi)> /\R(Z,f(:cl,...,asn))>.

ZT1,Y15esTn,Yn €X

Kako je R tranzitivna fazi relacija i A-saglasna na X, sledi:

(/\ R(xi7yi)) A R(z, [z, ,xn)) < R(f(ml, wes @), (Y1, ...,yn))/\
i=1

R(va(xlv ,iEn)) é R(va(ylv 7yl))a

pa prema tome, vazi da je:

( ;\E(Rﬁ)(Ai,BiO AR7(C, fH (A, .y An)) <

n

C(z) = \V <( A\ Bz’(yi)) AR(z, f(y, ...,yn))> =

1YL T, Yn €X i=1
Y1,--Yn€X =1
te smo dokazali nejednakost (5.7). O
Lema 5.13 Neka je L Hejtingova algebra, i neka je R N-saglasna fazi relacija

na X, i fazi preduredenje. Tada za svako z € X i za sve By,...,B, € F(X)
vazi:

\ ((;\Bi(yi)) /\R(z,f(yl,...,yn))> <

Yireoyn€X N i=1

V (7B B0 > BEw) 53

yeX
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Dokaz. Za sve z,y1, ..., yn € X vazi:

(

=

Bi(ys)) ARz f (01, 0m) = (;\Bi(yi)>/\

i=1

(fW1s e yn)s F W15 oo yn)) ARz, f(y1,s i ym)) <

A
\/ (( /\ Bi(zi)) /\A(f(zl, vy 2n), fly, ...,yn)) /\R(z,f(yl, ,yn))> <

V ( V (( A Bi(=)) AA(f<zl,...,zn),y)> AR(z,y)> _

yeesZn €X 1=1

V

yeX

/N

f(Br. s Ba)(y) A R(z0)),

¢ime smo dokazali nejednakost (5.8). O

Teorema 5.14 Neka je L = (L, A\, V,A,—,0,1) Hejtingova algebra i neka je R
fazi preduredenje na X. Ako je R A-saglasna na algebri X, tada je R Hoare
dobra fazi relacija na X.

Dokaz. Na osnovu nejednakosti (5.7) i (5.8) i kako je operacija — izotona po
drugom argumentu, dobijamo:

n

(A =(B) (A B)) AR (C, f(Ar, s An)) <

i=1

¢+ \ (£ (Brres B0 ARG

yeX

Kako prethodna nejednakost vazi za svako z € X, sledi:

(/n\e )(As, Bi )/\R"(C,f+(A1,...,An)) <
=1

A (C(z)a \V (f+(Bl,...,Bn)(y)/\R(z,y))) -

zeX yeX
R~ (C, fH(By, ..., Bn)).

Na osnovu osobine adjungovanosti, ova gornja nejednakost je ekvivalentna
sa:

~.

e(R7)(Ai, B.)) < R7(C, f* (A, ..., A)) = R (C, f(B, ..., Bn)),

i=1

a kako ova nejednakost vazi za svako C € F(X), sledi:

/n\ )(AnBi) < N\ (R(C, fH(AL ., A) = R (C, f+(Bl7...7Bn)))

i=1 Ce]-‘(X)
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=o(R7)(fT (A1, ..., An), fH(B1, ... By)).
Kako je €(R) simetri¢na relacija, sledi:

n

/n\sR* (Ai, B;) = ]\ e(R7)(Bi, A;) <
=1

o(R)(fT(By, oy Bu), £ (A1, .y An))
= o(R™)P(fH(Ay, o, Ay), £ (B, o Bn)),

te da je:
N e(R7)(Ai, Bi) = o(R7)(fT (A1, o0y An), f T (B1, .., By))
i=1
AU(R_’)O”(f+(A1,...,An),f+(Bl, ...,Bn)) =
&‘(R_}) (f+(A1, ceny An), f+(B1, ceey Bn)),
¢ime smo dokazali teoremu. O

Teorema 5.15 Neka je R preduredenje na X. Ako je R Smyth dobra na X,
tada je ona A-saglasna na X.

Dokaz. Prema hipotezi, za svaku n-arnu operaciju f € F na X, i za sve
Ay, ..., A,, By,....,B, € ]:(X) vazi:

_>3

e(R7)(Ai, B;) <e(RO)(fT (A1, ..., An), fH(B1, ..., By)).

1=1

Neka je f € F proizvoljno i neka x1,...,2pn,y1,...,yn € X. Potrebno je
pokazati da vazi

n

/\ R(l‘i,yi) S R(f(ﬂ?l, ...,xn), f(y1, veey yn))

i=1
Pokazimo najpre da za svako C' € F(X), izasve i € {1,...,n} vazi:

(Le,/RO)(C) = R7(C.10) =\ (Cl) * Rz.1)). (5.9)

zeX

Naime, po definiciji R, dobijamo sledeée: R (C,1s,) = A,ex (1o (y) —
V.ex (C(2) * R(z,y))). Kako u reziduiranoj mrezi, za svako a € L vazi 1 —
a=ail — a=1,sledi da je /\yEX (1m(y) = Vaex (C(x) * R(m,y))) =
Lo, (2;) = Vyex (C(@) % R(z,2;)) =V, ex (C(x) * R(x, ;)), ¢ime smo pokazali
da vazi jednakost (5.9).

Dalje, pokazimo da za svako C € F(X) vaze jednakosti:

(Loiy:/RT)C) = RT(C, 1ay ) =

A (y =V (C)+ R, y))>

yeX rxeX

\/ (C(m)*R(m,xQ) r\ <C(x)*R(x,yi)> (5.10)

zeX zeX
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Sliéno kao malopre, koristeéi jednakost 0 — a = 1, koja vazi u reziduiranoj
mrezi za svako a € L, dobijamo A .y (Lo (y) — szX ) * R(z,y))) =

Nyex (Lo, ULy)(y) = Viex (Clz) * R(z, y))) Nyex (( )V 1y,(y) —
V.ex (C(@) * R(z,y))), a na osnovu jednakosti (a Vb) — ¢ = (a = ¢) A
(a — b), koja u reziduiranoj mrezi vazi za sve a,b,c € L, ovo je jednako

sa: N\yex (Lo, (¥) = Voex (C@) * R(2,9))) A Ayex (1s.(¥) = Vaex (Cl) +
R(z,9))) = Vaex (C(@) * R(z,2:)) A V,ex (C(2) * R(z,3:)), ¢ime je i ova
jednakost pokazana.
Dokazimo sada da za svako i € {1,...,n} vazi:
R(z;,y;) < S(1q,/R,1,,/RY) (5.11)

Neka je C € F(X) proizvoljno. Tada, koristeéi jednakost (5.9), i to da je R
tranzitivna, dobijamo:

R(wiy) * B (C,1e,) = Riasy) « \/ (C@) + R(z,xn) -

rzeX

\/ (B o) « Bz z) + @) <\ (C@) * Rz, m0)) = RE(C,1y,),

zeX zeX
te za svako C' € F(X) vazi R(x;,y;) < RT(C,1;,) - R (C,1,,), a ovo impli-
cira R(z;,vy:) < /\Ce]-'(X)( “(C,14,) = RT(C,1,)) = S(1,, /R, 1,,/R7),
¢ime je ova nejednakost dokazana.

Iz jednakosti (5.9) i (5.10) sledi (14,4, /R7)(C) = V,ex (C(z) * R(x,z;)) A

1
Viex (C(x) * R(m,yi)) = (15,/R*)(C) A (1, /RT)(C), za svako i € {1,...,n}.
Odavde sledi jednakost:

1,4, /R =1, /R™ N1, /R (5.12)
Pokazimo dalje da za svako i € {1,...,n} vazi jednakost:

Kako vaze nejednakosti (5.11) i (5.12), sledi: R(z;,y;) < S(1q, /R, 1y, /RT) =
S(1z,/R, 14, /R N1, /RT) = S(l .JRT,1,,,,/R7). Takode, na osnovu
jednakosti (5.12) zakljuéujemo da je 1, 4, Q 1,,, pa prema tome, za svako
C € F(X) vazi (14,,,/R7) = (15, /RT) = 1. Odavde sledi:

R(xia yl) < S(lﬂh/R(_7 1U1/R(_) =
A (L BONE) = (Lo /RVNO)) =

CeF(X)
A (0 /RC) (e /RNO)) =
CeF(X)
e(le;/R™ 1oy /RT) = e(R7)(Lay, Loy )-

Na osnovu nejednakosti (5.13), sledi:

.>3

T»—-

/\ R(zi,yi) <

=1 7

e(R

e(R7) (Lo, Loy ) <

) Qaysoons Lo )y £ (Lo s - lm,yn)) =
e(F T (Mays o L )/ R T (L oo Ly )/RT) - (5:14)
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Kako je R preduredenje, i R je preduredenje, te je R refleksivno. Na
osnovu refleskivnosti R, i kako je 1pz, o) = fT(1ay, .0y 1a, ), sledi:

R (L gay,zny STy 10,)) = 1 (5.15)

Pokazimo sada da vazi slede¢a nejednakost:

R(i (1f(a:1,...,a:n)7 f+(1m1,y17~-7 1171,,.%1,)) S R(f(‘rla ...,IIZ’n), f(yla ayn)) (516)
Naime, za svako =1, Y1, ..., Tn, Yn € X vazi:

~—

R (1f(1717---,96n)7 f+(1m1,y17-~» 1Imyn)

A (7o) V(Um0 R0, 2)

zeX ueX

IN

T ~—_
Il

/\ (f"’(lgchy17 s Lan ) (2) = R(f(21, ..., 2), 2)

zeX

(f+(1:v1,y17 - lmmy”)) (f(yl, ,yn)) — R(f(acl, oy Zn)s F(Y1y ooy Yn
\/ ((( /\ ]'mmyl(zl)) * A(f(zlv ey Zn)a f(ylv 7yn))

Z14eey2n €X =1

IN

~—
4

<

R(f(mla ...,xn), f(y17 7yn))

N——

<.

Il
_

(( 111‘,?}1‘(%)) *A(f(yh"'7yn)af(y17“~7yn)) —
R(f(xl, vy ), fly1, ,yn)) = R(f(xl,...,xn),f(yl,..., n)),

¢ime smo pokazali nejednakost (5.16). Dalje, na osnovu (5.14), (5.15) i (5.16),
sledi:

~—

<

n

A Bwi i) < e(f* Loy oo 1)/ R P (L o L)/ RE) <

i=1

R<— (]-f(ml,...,a:n)v f+(]-x1v~“7 ]-:nn)) — R<_ (]-f(:cl,...,xn)v f+(1931,y1a [RX3) ]-xn,yn)) =
R<—(1f(11 ,,,,, In)’ f+(1:r1’y17 R la:n,yn)) S R(f(xlu "'7$n)a f(yh 7yn))a

¢ime smo dokazali teoremu. O



Glava 6

Zakljucak

Postoje dva prirodna proizvoda fazi podskupova skupa X. Jedan je Dekar-
tov proizvod, a drugi je tenzorski proizvod. Ova dva proizvoda vode do dve
teorije fazi stepenih struktura koje prosiruju matematicku strukturu na skupu
X do matematicke strukture na skupu fazi podskupova skupa X. U ovom radu
proucavamo obe stepene strukture: bazirane na tenzorskom proizvodu fazi pod-
skupova, i bazirane na Dekartovom proizvodu fazi podskupova. Glavni rezultati
u vezi su sa proSirenjima fazi relacija na skup fazi podskupova.

Za datu binarnu fazi relaciju R na X, postoje prirodna prosirenja R, R
i Rt sa X na F(X) skup fazi podskupova od X. Pomocu ove dve relacije
definisali smo pojmove Hoare dobrih relacija i Smyth dobrih relacija. Pokazano
je da, u sluc¢aju fazi stepenih struktura konstruisanih tenzorskim proizvodom,
vazi da je fazi preduredenje R saglasna relacija na X akko je R Smyth dobra na
X akko je R Hoare dobra na X, pri ¢emu smo saglasnost fazi relacije definisali
pomocu operacije * - multiplikacije reziduirane mreze.

U slucaju fazi stepene strukture konstruisane Dekartovim proizvodom, kada
je saglasnost fazi relacije definisana pomoc¢u operacije A reziduirane mreze (A-
saglasnost), pokazano je da vazi: ako je preduredenje R Smyth dobra relacija na
X, tada je R A-saglasna na X'; i ako za strukturu istinitosne vrednosti uzmemo
Hejtingovu algebru, tada vazi: ako je preduredenje R A-saglasna relacija na X,
tada je R Hoare dobra na X.

Medu najbitnijim pitanjima koja nam se sama namec¢u jesu ona u vezi sa
fazi stepenim strukturama konstruisanim pomocéu Dekartovog proizvoda, i to su
sledec¢a dva:

e Ako za strukturu istinitosnih vrednosti uzimamo reziduiranu mrezu, da li
za svako preduredenje R na X, vazi: ako je R A-saglasna na X, tada je R
Hoare dobra na X'?

e Ako za strukturu istinitosnih vrednosti uzimamo reziduiranu mrezu, da li
za svako preduredenje R na X, vazi: ako je R Hoare dobra na X, tada je
R Smyth dobra na X7

Takode je otvoreno pitanje i sledece:

e Ako za strukturu istinitosnih vrednosti uzimamo reziduiranu mrezu, da li
za svaku fazi relaciju # na X, vazi: ako je # A-kongruencija na X, tada je
i 0% fazi A-kongruencija na FT(X)?
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