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Predgovor

Matematika - to je zatvoreni mikrosvet koji ima veliku sposobnost
odraZzavanja i modeliranja svih procesa misljenja i verovatno celokupne nauke
uopSte. Ona je oduvek za CoveCanstvo bila velika vrednost, a njena korist
neprestano raste. Ne treba ni pokuSavati dati definiciju matematike, jer bismo tada
matematiku trebali smestiti u neke okvire. Zanimljivo pitanje je, u kojoj je meri
progres u matematici u vezi sa ,,kreativnim razmisljanjem*? Drugim re¢ima, da li
je izbor aksioma, definicija i problema determinisan svetom koji nas okruzuje, a
koji mi percipiramo svojim c¢ulima, ili su pak te aksiome, definicije i problemi
slobodna tvorevina ljudskog uma?

Matematika se ponekad definiSe kao nauka o izvodenjima nuznih
posledica. No, kakve su to posledice? Puki lanac silogizama- to jo3 nije
matematika. Na neki naéin biramo formulacije koje koncizno zahvataju Siroku
klasu specijalnih slucajeva, a za dokaz se zahteva elegancija. Znaci, metoda sadrzi
u sebi i neSto viSe od same logike, uklju¢ene u dedukciji. Kroz vekove se
iskristalizovalo glediste da u matematici nije vaZzno Sta pojedini objekat
predstavlja, veé koje i kakve tvrdnje su o tom objektu dopustive. Cuveno
Hilbertovo delo ,,Osnovi geometrije* zapoCinje reCenicom: “Imamo tri vrste
objekata; objekti prve vrste- tacke, objekti druge vrste- prave i objekti tree vrste-
ravni.” lako mozemo uspeSno operisati nedefinisanim objektima i pojmovima, ti
su objekti i pojmovi ukorenjeni u jasan fizicki svet. Fizicke pojave sugerisu, pa
Cak i diktiraju prvobitne aksiome i pod uticajem iste te fiziCke realnosti, mi
formuliSemo pitanja i probleme.

U ovom radu bavimo se problemom formalizacije i aksiomatizacije u
matematici. Mozda se u buduénosti nijedan konacni sistem aksioma nece tretirati
kao definitivni i krajnji. Naprotiv, slicno razvitku zivog bica, postepeno ce
nastajati nove aksiome. Sistem aksioma ¢e se, verovatno, razvijati tako reci
»geneticki“- na osnovu aksioma koje ve¢ postoje, a u skladu sa radovima
matematiCara na njihovim posledicama. Takode mozemo re¢i da nijedan od
dosadasnjih formalnih sistema nije adekvatno utvrdio predstavu o beskonaénosti,
koje se matematicari neprestano pridrzavaju.

Rad se sastoji od sedam glava. Prva glava se bavi osnovim pojmovima u
formalnim teorijama, u drugoj glavi temeljno je izlozena sintaksa i semantika
iskazne logike, zakljuéno sa teoremom kompaktnosti i kompletnosti za iskazni
racun. Treca i Cetvrta glava su posvecene predikatskoj logici, i u njima su redom
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izloZene sintaksa i semantika predikatske logike, dok je u petoj glavi predikatski
ratun izlozen kao formalna teorija. Sesta glava se bavi problemom snage
formalnih sistema, uz teoremu Ldéwnheim-Skolem-Tarskog o beskonaénim
modelima.U sedmoj glavi dajemo primer proSirenja logike prvog reda novim
kvantifikatorom.

Napomenimo da su zavr3eci dokaza lema i teorema oznaceni simbolom

(3

.
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Uvod

Na razvoj evropske matematike najveci uticaj imala je grcka matematika.
Stari Grei su bili prvi koji su sebi, svesni toga Sta time Cine, postavili zadatak da
sva predasnja matematicka znanja skupe i povezu u skladan sistem unutar kojeg
¢e svaka formula i teorema biti dokazana tj. strogo logicki izvedena kao posledica
nekih primarnih, osnovnih i nediskutabilnih polaznih pretpostavki. Jedna od
najvec¢ih zasluga starih Grka je uvodenje dokaza u matematiku. Time se
matematika, koja je do tada bila pretezno empirijska nauka, pojavljuje kao
deduktivha nauka. Za vreme zlatnog doba filozofije, Aristotel prvi formulise
pojam formalne teorije koja po njemu mora sadrZati aksiome i postulate, dok se
ostala tvrdenja izvode pomocu pravila izvodenja. Glavna teza Aristotelove
silogistike je bila da se svako korektno rasudivanje moZe svesti na sistemati¢nu
primenu ne velikog broja odredenih pravila, koja inace ne zavise od prirode
objekata na koje se rasudivanje odnosi. Danas je Aristotelova teorija silogizama
samo specijalan deo matemati¢ke logike, a u periodu od XVIII do XIX veka
smatrala se obaveznim delom obrazovanja.

Da su stari Grei prvi koji su zasluzni za pocetak formalizacije u matematici,
dokazuje jedan od najve¢ih spomenika matematike - Euklidovi ,,Elementi.
Euklid je, u periodu od IV do V veka pre nove ere stvorio delo u kojem je sva
dotadaSnja znanja iz matematike sistematizovao u okviru strogog aksiomatskog
sistema. U 13 knjiga je kroz definicije, aksiome, postulate i teoreme razvijena
Citava matematika tog vremena: planimetrija, teorija brojeva u geometrijskoj
formi, kvadratna iracionalnost i stereometrija. ,,Elementi* su vekovima bili
vrhunac sinteze matematicke misli, sve do Descartesove analiticke geometrije kao
jedne od najrazradenijih unifikacija algebre i geometrije. Euklidov model
rigoroznosti dugo je bio neprikosnoven. No, kako su matematicari nailazili na sve
vecée probleme, njihov kriticki smisao se izoStravao a logicki smisao bivao je sve
suptilniji i prefinjeniji.

Nakon mracnog srednjeg veka, kada razvoj matematike i nauke uopste
stagnira, sredinom XIX veka zapoCinje nova era u matematici. Ona je
karakterisana sve ociglednijim nepouzdanjem u intuiciju ako nije potkrepljena
dokazom, i sve ve¢im pouzdanjem u logiku. Kao rezultat toga, matematika je
postajala sve egzaktnija i formalnija. Nista nije promaklo temeljnoj proveri. Cak
je 1 Euklidov rad bio podvrgnut temeljnoj logickoj analizi, koja je pokazala
mnoge nedostatke. Na primer, Euklid je ispustio ¢itavu grupu aksioma,
neophodnih za formalizaciju pojma ,izmedu*- takozvanih aksioma poretka.
Potpuniju aksiomatizaciju geometrije predlozio je D. Hilbert 1899. godine u
svojoj Guvenoj knjizi ,,Osnovi geometrije*. Cak i Hilbertova aksiomatika unosi
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izvesnu zabrinutost medu stroge logicare, u prvom redu zbog aksiome
neprekidnosti. Tom aksiomom je ustanovljena obostrano jednoznacna
korespondencija izmedu tacaka pravca i realnih brojeva, kod koje se Cuva
poredak, unoseci na taj naCin u geometriju sve teskoce vezane sa neprebrojivoséu
realnih brojeva.

Sredinom XIX veka matematic¢ki materijal se toliko nagomilao da je doslo
krajnje vreme za sintezu i preispitivanje osnova. Tako se rodila matematicka
teorija skupova i matematicka logika. Matematicari postaju mnogo svesniji
problema strogosti pri uvodenju novih pojmova pri konstrukciji dokaza.
Ispitivanje osnova analize (tj. infinitezimalnog racuna), i pokuSaji da se pronikne
u smisao sistema realnih brojeva i opstih svojstava funkcija, doveli su do
osnovnih problema moderne teorije skupova i moderne matematicke logike.
Veliki analiti¢ari i geometri posle Newtona (npr. Bernoulli, Euler, D’ Alambert,
Lagrange) imali su gotovo nepogreSiv instinkt u prezentovanju egzaktnih teorema
i dokaza, bez Cvrstog oslonca na formalne sisteme i ne pridrzavajuci se striktno
standardne logicke stogosti. Cantor je skupove uveo neformalno i nije se koristio
nikakvom aksiomatikom u formulisanju njihovih svojstava. Osnovna ideja kojom
se koristio bila je ideja obostrano jednoznacnog pridruzivanja. On je uocio da
skupovi celih i racionalnih brojeva imaju istu kardinalnost tj. da medu njima
posoje obostrano jednoznacna pridruzivanja. Tad je usledio najvazniji rezultat:
kardinalnost kontinuuma realnih brojeva ve¢a je od kardinalnosti prebrojivog
skupa. Cantor je dosao i do drugih vaznih otkrica, medu kojima kulminira
formulacija problema kontinuuma. Taj problem zove se hipoteza kontinuuma
(CH) i u grubim crtama glasi: da li postoji beskonacan skup, ¢ija je kardinalnost
veca od kardinalnosti prebrojivog skupa a manja od kardinalnosti kontinuuma?
Osim fundamentalnih Cantorovih radova, postojali su i neki drugi motivi za
razvitak aksiomatske metode. Otkrice i razvoj neeuklidske geometrije dali su novi
impuls aksiomatskom pristupu geometrijskim sistemima. Ve¢ spomenuti
Hilbertovi radovi dali su nov zamah aksiomatskoj metodi, a Peanovi radovi na
aksiomatizaciji aritmetike i Booleovi na aksiomatizaciji algebre skupova, tekli su
uporedo sa aksiomatskim istraZivanjima oshova geometrije. Nakon izgradnje
teorije skupova bilo je nuzno razmisliti o izgradnji sistema aksioma ¢itave
matematike. Upravo su elegancija i uspeh aksiomatske metode u pojedinim
stranama matematike hrabrili nau¢nike u tim pokusajima. I zaista, na ta prva
istrazivanja kao na primer na Whiteheadova i Russellova istraZivanja u radu
»Principia Mathematica* (1910-1913), uveliko su uticala iskustva sa
aksiomatskim istraZivanjima u pojedinim delovima geometrije, aritmetike i
algebre.

Svrha velikog i ambicioznog Hilbertovog programa bila je da postavi
aksiomatske osnove na kojima bi se moglo temeljiti svako istraZivanje u
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matematici. Hilbertov program je ulivao nadu u egzistenciju i potpunost nekog
sveobuhvatnog sistema za Citavu matematiku. Radovima Bernaysa, Fraenkela i
von Neumanna poloZeni su temelji aksiomatskog sistema teorije skupova i
matematiCke logike. Stoga je bilo razumno verovati da su svi smisleni problemi u
tim sistemima resivi.

Tada je 1931. godine K.Gddel objavio ¢lanak ,,O formalno neodlucivim
iskazima u Principia Mathematica i srodnim sistemima I**. Njegov zakljucak je, u
grubim crtama, da u svakom dovoljno bogatom sistemu aksioma (naime, tako
bogatom da ukljucuje aritmetiku), postoje iskazi koji imaju smisla ali su
istovremeno i neodlucivi u tom sistemu. Osim toga, za neke od tih iskaza
mozZemo pokazati da vrede, ili da su ,,istiniti*, jer se pojavljuju u obliku tvrdnji o
tome da svi celi brojevi imaju neko aritmeti¢ko svojstvo, §to se moze proveriti za
svaki konkretan broj. Godel je pokazao da je svaki dovoljno bogati sistem
aksioma nepotpun i da se ne moze upotpuniti dodavanjem kona¢nog broja novih
aksioma. Godel je prvo numerisao sve dopustive matemati¢ke iskaze, u kojima
postoje propisani simboli i pravila operacija datog sistema. Ti iskazi Cine
prebrojivu Klasu, pa je Godel svakom od njih pridruzio neki celi broj. Na taj nacin
bi svaki matematicki iskaz bio sveden na neku tvrdnju o celim brojevima. Zatim
je u okvirima datog sistema formulisao iskaz, koji nije moguce dokazati ni
opovrgnuti sredstvima tog sistema. (Ta teorema je, naravno, primenljiva samo na
konzistentne (neprotivrecne) sisteme, u kojima se ne mogu dokazati kontradikcije
kao na primer 1 = 0.) Da malo potpunije objasnimo ideje koje leze u oshovi
Godelove konstrukcije, moramo prvo objasniti pojam formalnog sistema.
Formalni sistem se sastoji od kona¢nog skupa simbola i kona¢nog skupa pravila
po kojima se ti simboli mogu kombinovati u formule ili iskaze. Neke od tih iskaza
smatramo aksiomama, a primenama pravila sistema dobijamo nove dokazive
iskaze (tvrdnje) u tom sistemu. Dokaz datog iskaza (ili formule) jeste konacan
lanac iskaza koji pocinje nekom od aksioma, a zavrSava tim iskazom. Svaka
karika u tom lancu je ili aksioma ili se dobija pomocu pravila tog sistema iz
prethodnih iskaza tog lanca. Medutim, iskaz koji govori o tome tvori li neki lanac
formula (ili ne tvori) dokaz neke formule, nije viSe iskaz datog formalnog
sistema. To je iskaz o sistemu i takvi se iskazi obi¢no nazivaju
metamatematickim. ZnaCajna Godelova zamisao bila je da prevede
metamatematicke iskaze u aritmeticke, da ih tako re¢i odrazi unutar formalnog
sistema. Budu¢i da se sada matematicki i metamatematicki iskazi mogu slobodno
kombinovati unutar sistema, to ¢e pitanja, koja u obi¢nom sledu dogadaja dovode
do paradoksa, tako odraZena pre¢i u neodlucive iskaze. Generalno, Godelove
konstrukcije omogucavaju iskaze unutar sistema, a oni dopustaju interpretacije u
kojima se govori o sistemu. Gddel je pokazao kako se takvi paradoksi mogu
prevesti u neodlucive iskaze.
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Za kraj jo$ pomenimo da znacaj formalnih sistema verovatno nikada nije
bio ve¢i nego danas. Razlog za to je njihova uloga u drugim matematickim
disciplinama, posebno u racunarstvu.
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1.Formalne teorije

1.1 MU- zagonetka

Za pocetak ¢emo razmotriti primer, koji ¢e nas u pricu o formalnim
sistemima uvesti na pomalo neformalan nacin. Primer je koncipiran u vidu
zagonetke: “Moze li se dobiti MU?” Bavic¢emo se takozvanim MIU- formalnim
sistemom. On se sastoji od tri slova, M, I i U. Tada su reci datog sistema upravo
one koje se sastoje od pomenutih slova, na primer:

MU

uiM
MUMUMU
MUIUMITUMI.

Medutim, iako su ovo re¢i MIU- sistema, za pocetak nam je data samo
jedna re¢, MI. Nas zadatak je da, primenom odredenih pravila sistema na datu rec,
dobijemo re¢ MU. Nove reci sistema mozemo kreirati pomoc¢u sledeéih pravila:

Pravilo 1. Posmatrajmo re¢ ¢ije je zadnje slovo 1. Tada moZemo na kraj te reci
dodati slovo U.

Napomenimo da su slova u reci fiksirana, npr. Ml i IM su dve razlicite reci.
Pravilo 2. Pretpostavimo da imamo re¢ Mx. Tada moZemo dobiti re¢ MXxX.

Primeri: od MIU mozemo dobiti MIUIU
od MUM mozemo dobiti MUMUM
od MU mozemo dobiti MUU.

Prema tome, zaklju¢ujemo da X oznacava bilo koji niz slova; ali kada je
odredeno koji niz oznacava- to se ne menja dok ponovo ne upotrebimo pravilo 2.
Tek tada je moguce za X izabrati novi niz. Obratimo paznju na poslednji primer
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koji pokazuje kako, ako jednom dobijemo MU onda mozZzemo dobiti novi niz,
MUU. Medutim, prvo moramo dobiti niz MU.

Pravilo 3. Ako se u rec¢i pojavi III, mozemo dobiti novu re¢ koriste¢i U umesto
"l

Primeri: od UMIIMU dobijamo UMUMU
od MIIII dobijamo MIU ili MUI
od IIMII ne mozemo dobiti novi niz koriste¢i ovo pravilo
od MIII dobijamo MU.

Napomenimo da nijedno pravilo ne vazi u obrnutom smeru: od MU ne moze se
dobiti MIII. Pravila su jednosmerna.

Pravilo 4. Ako se u re¢i pojavi UU, taj deo re¢i se moze ukloniti.

Primeri: od UUU dobijamo U
od MUUUIII dobijamo MUIII.

U ovom primeru je bitnije traganje za odgovorom umesto samog
odgovora. Reci koje se dobijaju primenom datih pravila zovu se teoreme. Na
pocetku je bila data proizvoljna teorema, MI, a takva “proizvoljna” teorema se
zove aksioma. Formalni sistem moZe imati nula, jednu, vise ili beskona¢no
mnogo aksioma.

Svaki formalni sistem ima svoja pravila, kao $to i MIU- sistem ima svoja
4 pravila. Ova pravila se nazivaju pravila izvodenja.

Poslednji termin koji uvodimo u ovoj fazi je izvodenje. Sada navodimo
nacin dobijanja teoreme MUIIU:

MI aksioma
Mil pravilo Il
MITI pravilo Il
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MIIIyU pravilo |
MUIU pravilo 11l
MUIUUIU pravilo Il
MUIIU pravilo IV

Dobijanje teoreme je eksplicitna, red po red demonstracija kako do¢i do
teoreme primenom odredenog redosleda pravila formalnog sistema. MU-
zagonetka se moze reSavati nasumi¢nim dobijanjem odredenog broja teorema.
Tada se pocinju primecivati odredene osobine dobijenih teorema. Na primer,
primeticemo da ¢e sve teoreme pocinjati slovom M. Posle nekoliko pokusaja
primecuje se ,pattern”, on postaje ocigledan samim posmatranjem pravila.
Naime, uoci¢emo da svaka nova teorema nasleduje prvo slovo od prethodne
teoreme. Tako konac¢no stizemo do inicijalne aksiome, od koje sve ostale teoreme
nasleduju prvo slovo- MI. Time je dokazano da ¢e sve teoreme MIU- sistema
pocinjati slovom M.

Zanimljivo je uociti razliku izmedu ponasanja ljudi i raCunara u reSavanju
date zagonetke. Jasno je da bi bilo moguée programirati racunar da generiSe
teoremu za teoremom MIU- sistema sa haredbom da sa radom prestane samo ako
uspe generisati U. Medutim, on u tom slucaju nikad ne bi prestao sa generisanjem
teorema. Ali, ¢ovek bi posle nekog vremena primetio da se ne moze reSiti
inicijalnog slova M - tj. shvatio bi da postoji problem. Tu je razlika izmedu
C¢oveka i masSine: Covek ¢e uvek imati neka zapazanja o onome S§to Cini pri
reSavanju problema, dok racunar ne moZze primetiti neke ocigledne Cinjenice o
onome 5to radi. Primetimo da se ovde ne tvrdi da su sve masine nesposobne za
neka delikatnija zapazanja, niti da su svi ljudi u potpunosti sposobni jasno
primetiti vazne dinjenice pri reSavanju problema. Ali, masina moze biti
programirana da bude apsolutno nesposobna za zapaZanje- a ¢ovek ne moze.
Zato, ako neko kaze da se zadatak treba obaviti ,,mehanicki®, to ne znaci da ljudi
nisu sposobni da ga obave ve¢ da ga samo masina moZe reSavati iznova i iznova,
a da ne primeti problem.

Primetimo da ova zagonetka ukljucuje pravila dve potpuno razlicite
tendencije - pravila produzivanja i pravila skracivanja re¢i. Pravila 1. i 2.
dozvoljavaju povecanje duZzine reci (naravno na veoma rigidne nacine), a druga
dva pravila skracuju re¢i. Deluje da postoji beskonatno mnogo moguéih
redosleda primene ovih pravila i to je ono $to u pocetku ukazuje na mogucnost
dobijanja re¢i MU. MozZemo povecavati re¢ do proizvoljne duzine, pa je onda
skracivati dok ne ostanu dva simbola. Ili, mozemo re¢ naizmeni¢no produzavati i
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skrac¢ivati dok ne dobijemo U. No, nijedan od tih postupaka nam ne garantuje da
mozemo dobiti re¢ MU. StaviSe, videCemo da se MU ne moze dobiti, iako
problemi dobijanja U i MU deluju razliciti.

Ocigledno je da se ne moze proizvesti teorema U, jer ta re¢ ne pocinje
slovom M. Bilo bi veoma pogodno poznavati jednostavan nacin koji bi
detektovao reci koje nisu teoreme. Slede koraci koje ¢emo primenjivati, sa ciljem
dobijanja re¢i MU:

Korak 1: Primenimo sva dozvoljena pravila na aksiomu MI. To nam daje
dve nove teoreme: MIU, MILI.

Korak 2: Primenimo sva dozvoljena pravila na teoreme dobijene posle
prvog koraka. Dobijamo sledeée teoreme: MIIU, MIUIU, MIIII.

Korak 3: Primenimo sva dozvoljena pravila na teoreme dobijene posle
drugog koraka. Time dobijamo pet novih teorema: MIIIU, MIIUIIU,
MIUIUIUIU, MITITT, MUI, itd.

Ovaj metod ¢e pre ili kasnije proizvesti sve teoreme, jer se sva pravila
primenjuju po svim moguc¢im redosledima (vidi sliku). Pomenute alternacije
produzivanja i skracivanja ¢e se vremenom pojaviti. Medutim, nije ocigledno
koliko koraka treba primeniti da se pojavi trazena teorema.

Redosled teorema sa slike nije ba$ koristan ako Zelimo izvesti neku
konkretnu teoremu, a pri tome i ne znamo mozZe li se izvesti. Zato sada
predlazemo ,test za otkrivanje teorema®: primenjujemo pravila dok se traZena
teorema ne pojavi; kada se to dogodi, tada je u pitanju teorema - a ako se nikada
ne pojavi, onda to nije teorema. Problem je u tome §to postoji moguénost
beskonac¢nog primenjivanja pravila dok ne dobijemo odgovor. Ovo nas dovodi do
klju€nog momenta u vezi sa ,.,testom za teoreme*’. Od primarne je vaznosti da test
garantuje da ¢emo u konacnom vremenskom intervalu dobiti odgovor. Ako
imamo test za otkrivanje teorema koji deluje u konaénom vremenskom intervalu,
onda se taj test zove procedura odlucivanja za dati formalni sistem.
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Kada imamo proceduru odlucivanja, onda imamo i vrlo konkretnu
karakterizaciju prirode teorema u sistemu. S druge strane, deluje da same aksiome
i pravila formalnog sistema omogucuju kompletnu karakterizaciju teorema u
sistemu. Karakterizacija je interesantan problem, jer pravila i aksiome MIU-
sistema implicitno karakteri$u re¢i koje su teoreme. Jo§ implicitnije karakterisu
re¢i koje nisu teoreme. Ali implicitna karakterizacija nije dovoljna. Ako neko
tvrdi da ima karakterizaciju svih teorema, ali mu je potrebno beskona¢no mnogo
vremena da bi izveo da neka konkretna re¢ nije teorema, onda karakterizacija nije

M
Mo il
MIUIU MId Ml
T, }Q/M
ML M M M MI

[ IN N /)

Slika 1.MU zagonetka

dovoljno konkretna.

Jedan od zahteva formalnih sistema je da set aksioma mora Dbiti
karakterisan procedurom odlucivanja. To znaci da je bar na pocetku jasno Sta su
teoreme. Ali, tu se sada pokazuje razlika izmedu seta aksioma i seta teorema: za
aksiome uvek postoji procedura odlucivanja, a za teoreme ne mora uvek postojati.

Konacno, otkrijmo resenje MU- zagonetke. Nemoguce je re¢ MI pretvoriti
u MU primenjivanjem datih pravila. U ovom trenutku je vazno primetiti da broj
slova I u re¢i nije deljiv sa tri. Dokaz ove tvrdnje izvodimo indukcijom po broju
primenjenih pravila.
Indukcijska baza. Data rec je aksioma MI. Ona sadrzi jedno slovo I slova I u reéi,
a broj jedan nije deljiv sa tri.
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Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da tvrdenje vazi svako | <Kk.

Indukcijski korak. Dokazimo da tvrdenje vazi za re¢ koja se dobije primenom
k + 1- og pravila. Posmatrajmo re¢ dobijenu primenom k- tog pravila. Ako smo
primenom k- tog pravila dobili re¢ koja zavr$ava slovom I, onda nanjuu k + 1 —
vom koraku moZemo primeniti svako od ¢etiri data pravila. Moguce je:

e Primenimo prvo pravilo. Tada na kraj re¢i dodajemo slovo U, ¢ime se
broj slova I u re¢i ne¢e promeniti, dakle taj broj nije deljiv sa tri.

e Primenimo drugo pravilo. Tada se broj slova I u reci udvostrucava, a
udvostru¢avanjem boja koji nije deljiv sa tri ne dobijamo broj deljiv sa tri

e Primenimo tree pravilo. Tada se broj slova I smanjuje za tri a
oduzimanjem broja tri od broja koji nije deljiv sa tri ne dobijamo broj
deljiv sa tri.

e Primenimo cCetvrto pravilo. Ono nam dopusta da, ako se u reci pojavi UU,
taj deo re¢i mozemo ukloniti. Ovo pravilo ne menja broj slova I u redi,
dakle broj slova I u reci opet nije deljiv sa tri.

Ako smo pak primenom k — tog pravila dobili re¢ koja zavr$ava slovom U, onda
je na nju moguée primeniti sva pravila osim prvog, a razmatranje je analogno
prethodnom.

1.2 Osnovni pojmovi

Definicija 1.2.1 Formalna teorija je uredena ¢etvorka gde je:
e X neprazan skup simbola, zovemo ga alfabetom

e Form neprazan podskup skupa svih re¢i obrazovanih pomocu slova iz X,
njegove elemente zovemo formulama (pri tome je dat efektivan postupak
za odlucivanje da li je data re¢ nad azbukom X formula ili ne)

e Ax neprazan podskup skupa Form, a njegovi elementi su aksiome

e R konacan neprazan skup izvesnih relacija medu elementima skupa
Form, njegove elemente zovemo pravilima izvodenja;, ako je
a € Rneko pravilo izvodenja duzine n i ako su formule
ALA,,... A, A, (timredom) u relaciji « , onda pisSemo:

_AA AL
A

a
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i kazemo da je formula A, direktna posledica formula A, A,,..., A, .

Definicija 1.2.2 Formalna teorija se zove aksiomatska ako postoji algoritam za
odlucivanje koja formula jeste, a koja nije aksioma.

Definicija 1.2.3 Neka je T = (X, Form, Ax,R) neka formalna teorija. Dokaz u
T je svaki konacan niz formula A ,..., A, tako da je u tom nizu svaka formula
A, ili aksioma te teorije ili sledi iz ranijih formula u tom nizu po nekom pravilu
izvodenja iz R. Tada je niz A,,..., A, dokaz za formulu A.

Definicija 1.2.4 Formula A € Form je teorema formalne teorije T ako postoji
dokaz za A u T. U tom slucaju pisemo 7 A ili = A. Oznagimo sa Th(T)

skup svih teorema formalne teorije T, Th(T ) = { Ae Form: - A}.

Primer 1.2.1 Neka je data slede¢a formalna teorija:

X ={a,b}
Form - sve rec¢i nad X
Ax = {a}

Rz{a},a:i,XE Form
bx

a
Tada primenom pravila a na aksiomu a dobijamo paPau slede¢em koraku

ba

bba
a,ba,bba,....,b.bba,...

dobijamo itd. Konacno, teoreme date formalne teorije su

Primer 1.2.2 Neka je data formalna teorija iz Primera 1.1.1. Dokazi su slede¢i
nizovi formula:

1) a (@ jeste konacan niz formula, i a jeste aksioma)
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2) a,ba (konacan niz formula, a je aksioma, basledi iz 1
na osnovu pravila izvodenja)
3) a,ba,bba,...

Skup svih teorema date formalne teorije je Th(T)={a,ba,..,b..ba,...}, t.

Th (T) = {bna nz O} , gde je b’ =1, A je prazna  rec,
b'=b,....b"* =bb",n>0.

Definicija 1.2.5 Za formalnu teoriju T kaZzemo da je odludiva ako postoji
algoritam koji za svaku formulu A odlucuje da li je teorema te teorije ili nije.

Definicija 1.2.6 (Sintakticka posledica u formalnim teorijama) Neka je

T :<X , Form, Ax, R> formalna teorija. Neka F < Form, A e Form. Kazemo
da je A sintakti¢ka posledica od @ ako postoji konac¢an niz formula iz Form,
A ..., A, = A, tako da je svaka formula u tom nizu:

1) aksiomaili
2) hipoteza iz skupa @ ili
3) sledi iz ranijih formula u tom nizu po nekom pravilu izvodenja.

Tada piSemo @ 1 A ili @ A. Sa Cons(@) obelezimo skup svih sintakti¢kih

posledica skupa @, Cons(@) = {Ae Form: @ +~ A}. Skup formula @ je
deduktivno zatvoren ako Cons(@) = @ tj. ako sadrZi sve svoje posledice.

Teorema 121 Neka je T= <X, Form, Ax, R> formalna teorija, i
F,F,,F, < Form. Tada vazi sledece:

1) F < Cons(F)

2) F,cF, = Cons(F,)c Cons(F,)

3) Cons(Cons(F))= Cons(F).
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Dokaz.
1)

2)

3)

Neka A e F. Tada je dokazni niz iz @za A baS A, odakle direktno
sledi F - A tj. Ae Cons(F).

Neka vazi F, c F, ineka Ae Cons(Fl). Tada postoji dokazni niz za
A, A,.,A =A, pri ¢emu je svaka formula A ,..., A, ili aksioma ili
hipoteza iz @, ili sledi iz ranijih formula u nizu po nekom pravilu
izvodenja. Zbog F, < F, je polazni dokazni niz i u @, pa stoga
A e Cons(F, ).

(2)Oznagimo Cons(F)=F'. Tada F' < Cons(F ) vazi zbog 1).

(<)Oznagimo Cons(F)=F'. Neka AeCons(F'). Tada postoji
dokazni niz iz @ za A, A,...,A, = A, pri ¢emu je svaka formula
A ..., A, ili aksioma ili hipoteza iz & ili sledi iz ranijih formula u nizu
po nekom pravilu izvodenja. Treba konstruisati dokazni niz za A iz @.
Uradi¢emo sledece: ako je neka formula A ,..., A, aksioma, ostavimo je
u nizu. Ako je ona iz Cons(F): F', to znaci da za nju postoji dokazni

niz iz @ pa umesto te formule, u niz stavimo odgovarajuc¢i dokazni niz iz
@. Ako smo, pak naisli na formulu koja sledi iz ranijih formula, nista nije
poremeceno. Time dobijamo da je svaka formula ili aksioma ili hipoteza
iz @ili sledi iz ranijih formula u nizu po nekom pravilu izvodenja tj.

A e Cons(F). -

Teorema 1.2.2 (Teorema kompaktnosti za formalne teorije) Neka je
T =(X,Form, Ax,R) formalna teorija, F e Form, Ae Form. Tada @+ A

(A se

moze dokazati iz @) akko postoji konacan skup F, = F takav da je

F,HA.

Dokaz.

(<:) Ovaj smer sledi trivijalno, on je direktna posledica prethodne

teoreme (tvrdenje 2)).
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(:>) Neka @+ A. Tada postoji konacan niz formula iz @, A ,...,A, = A, pri
¢emu je svaka formula A,..., A, ili aksioma ili hipoteza iz & ili sledi iz ranijih

formula u nizu po nekom pravilu izvodenja. Kako je pomenuti niz formula
konacan, njih kona¢no mnogo pokupimo u jedan skup i nazovemo ga @.
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2. Iskazna logika

2.1 Iskazi i operacije sa njima

Iskazi su one recenice o kojima ima smisla govoriti da 1i su tacne ili
neta¢ne. Na primer, re¢enica “Zbir dva neparna prirodna broja je paran broj” jeste
iskaz, 1 to tacan iskaz. Iskazi su samo one recenice koje imaju svojstvo biti tacan
(istinit) ili biti netacan (neistinit). Takode kazemo da je iskaz recenica koja ima
jednu i samo jednu istinitosnu vrednost- biti tacan ili netatan. Za oznacavanje
iskaza koristimo slova p, g, r, ... ili py, g, r4, ... .

Od iskaza p, q, I, ... koristeci tzv. logicke veznike: ili, i, ako ... onda, ako i
samo ako, nije (redom uvodimo oznake za te veznike v,A,=,<=>,—) dobijamo

slozene reCenice (iskaze). Ove veznike zovemo i logi¢kim operacijama, a nazivi
su im redom: disjunkcija, konjunkcija, implikacija, ekvivalencija, negacija.

Definicija 2.1.1 (operacija ,,ili*) Disjunkcija redom iskaza p, q jeste iskaz ,,p ili
g“. Disjunkcija je netacan iskaz samo ako su i iskaz p i iskaz q neta¢ni. U svim
ostalim slu¢ajevima disjunkcija je tacan iskaz. Disjunkciju ,.p ili q* ozna¢avamo
sapvq.

Definicija 2.1.2 (operacija ,,i*) Konjunkcija redom iskaza p, q jeste iskaz ,,p i
g“. Konjunkcija je tacan iskaz samo ako su i iskaz p i iskaz g tacni. U svim
ostalim slucajevima disjunkcija je netacan iskaz. Konjunkciju ,,p i “ oznacavamo

sa pAC.

Definicija 2.1.3 (operacija ,,ako ... onda*) Implikacija redom iskaza p, q jeste
iskaz ,,ako p, onda g“. Implikacija je netacan iskaz samo ako je iskaz p tacan i
iskaz g netacan. U svim ostalim sluajevima disjunkcija je tacan iskaz.
Implikaciju ,,ako p, onda g oznacavamo sa p = (.

Iskaz ,,ako p, onda g ima isto znaéenje kao i sledece reéenice:
1. lIzpslediq
2. pjedovoljan uslov zaq
3. qje potreban uslov za p
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4. p, samo ako q
5. antecedent p implicira konsekvent g.

Definicija 2.1.4 (operacija ,,ako i samo ako* tj. ,,akko*) Ekvivalencija redom
iskaza p, q jeste iskaz ,,p akko q“. Ekvivalencija je tacan iskaz samo ako su i iskaz

ekvivalencija je netacan iskaz. Ekvivalenciju ,,p akko q“ oznacavamo sa p < (.

Iskaz ,,p akko g* ima isto znacenje kao i sledece recenice:
1. pjeekvivalentnosaq
2. pje potreban i dovoljan uslov za q
3. ako p onda q i obratno.

Definicija 2.1.5 (operacija ,,nije*) Negacija iskaza p jeste iskaz ,nije p“.
Negacija iskaza p je tacan iskaz samo ako je iskaz p netadan, a netacan iskaz ako
je iskaz p tacan. Negaciju ,,nije p“ ozna¢avamo sa — .

Definisane operacije su binarne, osim negacije koja je unarna operacija.

2.2 Iskazne formule

Iskazne formule su u opStem slucaju sloZene recenice formirane od nekih
polaznih iskaza pomocu logickih veznika. Od posebnog je interesa odredivanje
istinitosnih vrednosti formule. Zato je u matemati¢koj logici izgradena posebna
struktura tzv. iskazna algebra.

Od iskaza (reCenica) pomocu logickih veznika pravimo nove sloZene
recCenice (iskaze). Dalje, kako su te nove sloZene re¢enice iskazi, to produzujuéi
taj postupak formiramo sve sloZenije reCenice koje ovde nazivamo i iskaznim
formulama ili kratko formulama.

Uocimo skup {P, 0, I, coey P1 01, 1 woes Prs G Frr s VoA, =2, —, () 3

koji zovemo alfabetom. Pri tome simbole p, g, I, ..., P, 1, M1y oy Pry Gny iy oo
zovemo iskaznim slovima, simbole v,A,=,<>,— zovemo logickim veznicima a

simbole (,) zovemo pomocnim znacima.
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Definicija 2.2.1 Iskazne formule ili formule definiSemo rekurzivno na sledeci
nacin:

1. Iskazna slova su formule

2. Ako su A i B formule, onda su i (AvB), (ArB), (A= B),

(A< B), —A formule

3. Formule se dobijaju iskljuc¢ivo konacnom primenom koraka 1. i 2.

Ovo je primer tzv. rekurzivne definicije jer se formule odredene duZine (broj
slova iz alfabeta) odreduju pomocu formula manje duzine. Na osnovu definicije

formule, imamo da su na primer, sledece reci (p A q), ((p \% q):> (p = q)),
(—|p = q), (p = (p = q)) formule, dok na primer re¢i (= pg, pv(,
= p— nisu formule. Re¢ p v gnije formula, jer nema spoljne zagrade i stoga
nije u skladu sa korakom 2. U daljem izlaganju ¢emo se dogovoriti o izostavljanju
nekih zagrada u formulama. Evo tog dogovora (konvencije):
a) lzostavljanje spoljnih zagrada. Tako, na primer, umesto (p Vv q)
piSemo pv (.
b) Dogovorno smatramo da logi¢ke operacije =>,<> “jace” razdvajaju
formulu od operacija v,A. Tako, na primer, umesto (p \Y q):> r
piSemo pvqgq=r.

Razlog ovih konvencija je jednostavan - da ne gomilamo zagrade u formuli. Skup
svih formula ozna¢ava¢emo sa Form.

2.3 Iskazna algebra

Definicija 2.3.1 Iskazna algebra je uredena Sestorka ({T, L}, v ,A,=,<,—)
kod koje je prva komponenta dvoc¢lani skup { T, L }, druga, treca, Getvrta i peta
komponenta su binarne operacije skupa { T,L}, a Sesta komponenta unarna
operacija toga skupa, definisane slede¢im Cayley-evim tablicama:
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v | T] L AT | L = |T| L ST | L =
T |T|T TI|T | L T |T| L T T |1 T |1
1L (T] L L L] L L | T|T 1L [ LT LT

2.4 Interpretacija

Iskazna slova p, q, r, ..., P1, Q1, F1, - Py Ony oy - INterpretiramo kao
elemente skupa { T, L} iskazne algebre, a operacijske znake v, ,A,=,<,—
interpretiramo kao operacije iskazne algebre koje smo oznacili istim znacima i
definisali Cayley-evim tablicama.

Definicija 2.4.1 (Istinitosna vrednost formule) Uz prethodno dogovorenu
vrednost iskaznih slova p; kao ¢lanove skupa { T, L } definisemo:

1. Vrednost formule p; je vrednost (iskaznog slova) p; u oznaci v(p;).
2. Ako je v(A) vrednost formule A iv(B) vrednost formule B, onda je

(B)  vrednost formule Av B
(B)  vrednost formule A B
= v(B) vrednost formule A= B
< Vv(B) vrednost formule A < B
—v(A) vrednost formule —A.

Primetimo da istinitosna vrednost formule zavisi samo od promenljivih koje se
pojavljuju u toj formuli.

Primer 2.4.1 Ako slovo p ima vrednost T tj. v(p) = T i slovo g ima vrednost L tj.
v(@@ = L, tada formula —pv(q= p) ima vrednost v(—pv(q= p))=
v(=p)vv(g= p) = —v(p)v V(@)= Vv(p))= =T v (L=T)= LvT=T.

Primer 2.4.2 Neka je o binarna relacija na nepraznom skupu slova X. Neka je sa
p oznacen iskaz " p je refleksivna relacija”, sa q neka je oznacen iskaz " p je
simetri¢na relacija" a sa r " p je tranzitivna relacija". Neka je, konacno, sa S
oznacen iskaz " p je relacija ekvivalencije". Uzmimo da je skup promenljivih



2. Iskazna logika 24

{p,q,r,s}. Tada formula s < (p AQA r) oznacava tvrdenje "relacija p je
relacija ekvivalencije ako i samo ako je p refleksivna, simetri¢na i tranzitivna".

2.5 Semantika iskazne logike

Definicija 2.5.1 Valuacija 7 je preslikavanje skupa promenljivih u skup {ta¢no,
neta¢no} tj { T, L }.

Definicija 2.5.2 Neka je data valuacijaz . Vrednost formule, v, za datu valuaciju
T je:

1) vi(pi) = t(py)

2) VT(A/\ B): T(A) VT(B)
3) v.(AvB)
4) ve(

5) V:(A < B)=V:(A) = V:(B)
6) Ve

Definicija 2.5.3 Ako je za datu valuaciju 7, v, (A) = T, kazemo da je formula A
ta¢na u toj valuaciji. U suprotnom kaZzemo da je neta¢na.

Definicija 2.5.4 Tautologije su one formule koje imaju vrednost T za svaku
valuaciju. Ako je formula A tautologija, pisaemo k A.

Definicija 2.5.4 Neka je @ skup formula a A formula. Formula A je
semanti¢ka posledica skupa @, u oznaci @+ A, akko za sve valuacije 7, za
koje je vT(B) =T zasve B e F, sledi vT(A) =THj.

(V) ((VBeF ). (B)=T= Vv,(A)=T).
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2.6 Teorija modela iskazne logike

Neka je dat skup iskaznih slova S = {po, pP1, .-, Pn, ...} Svaki skup
iskaznih slova S; € S zovemo modelom (u iskaznoj logici). Skup svih modela
iskazne logike oznadavamo sa Mod . Prema tome, Mod = P(S). Formule se
definiSu kao u Definiciji 2.2.1 ali sa veznicima — i v . Dakle, imamo slede¢u
definiciju:

Definicija 2.6.1 Formule u teoriji modela iskazne logike definiSemo na sledeci
nadin:

1. Iskazna slova su formule

2. Akosu A i B formule,ondasui Av B, —A formule

3. Formule se dobijaju isklju¢ivo kona¢nom primenom koraka 1. i 2.

Skup svih formula ozna¢avamo sa Form. Konvencija o brisanju zagrada vaZzi
kako je ranije napomenuto. Ostale logi¢ke veznike, po dogovoru uvodimo na
slede¢i nacin:

e A A B jekradi zapis formule —|(—|A Vv —|B)
e A= B je kra¢i zapis formule —Av B
e A< Bjekradi zapis formule (A = B)/\ (B = A).

Definicija 2.6.2 Ako je M neki model, a A formula, onda relaciju F (vaZzenje
formule u modelu) medu njima definiSemo indukcijom po sloZenosti formule A
na sledeci nacin:

e MEp akko p, €S
e MEAVB akko(MEA ili MEB)
e ME—A akkonije MEA.

AkoM k A, kazemo da A vaZi uM. Ako A ne vaZiuM, pisemoM k= A.
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Primer 2.6.1 Neka je dat model M = {p,, p.}. Tada vazi M k p, v p,, jer imamo

{0, P} P, v P, akko {py, pa3F po ili {py po}E p akko p, €1p,, p,} ili
P, € 1P;, P, 5 Sto je tacno.

Primer 2.6.2Zasve pe S isve M € Mod vazi slede¢e: M E pv —p.

Napomena: Nije teSko videti da
e MEAAB akko(MEA i MEB),
e MrA= B akko(izM k A sledi M k B),
e MEA< Bakko (M k A akko M EB).

Definicija 2.6.3 Neka je dat model M . Valuaciju 7,, :S — {T, L} definiSemo na
slede¢i nacin:
7y (p;) = Takko p,e M

Teorema 2.6.1 Za svaki model M i svaku formulu A vazi sledeée:
M E A akko vi(A) =T.

(voad A) je vrednost formule A u valuaciji pridruzenoj modelu M.)

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po sloZenosti formule A.
Indukcijska baza. Neka je A= p,. Tada:

ME p,akko p, e M (po definiciji)
akko Ty (p)=T. 1)

Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za formule A i B.
Indukcijski korak. Pokazimo da tvrdenje vazi za formule —A i Av B. Tada:

M E—A akkonije (M E A) (po definiciji)
akko nije (Va/(A) =T) 2
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akko vy (A) =1 (po definiciji)
akko vy (—A) =T. (po definiciji)
ME AvBakko(MMEA IliMEB) (po definiciji)
akko (Vop (A) =T ili vy (B) =T) )
akko (v (Av B) =T). (po definiciji)
]

Posledica 2.6.1 Ako je formula A tautologija, onda M £ A za sve modele M.
Posledica 2.6.2 Formula A ima model akko nije kontradikcija.

2.7 Iskazna logika kao formalna teorija. Teorema
kompletnosti i teorema kompaktnosti za iskazni racun.

Definicija 2.7.1 Iskazni rac¢un I, (LukaSijeviceva logika) je formalna teorija
T = (X, Form, Ax, R} gde je
e X =S (skup iskaznih slova) W {—|,:>, (,)}

e Form skup formula, koje se definiSu kao u Definiciji 2.2.1 sa
odgovaraju¢im veznicima

e Ax skup aksioma kojih ima beskona¢no mnogo i rasporedene su u tri

Seme:
AxL A= (B= A), A,B e Form
Ax2 (A= (B=C))=((A=B)=(A=C)),A B,C e Form
A3 (A= —-B)= (B= A), A,B € Form

e R ={modus ponens} (modus ponens ¢emo krace oznaciti sa M.P.)

A A= B

M.P.: T A,BeForm.
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Da bismo dokazali teoremu kompletnosti za iskazni ra¢un, naves¢emo niz lema
koje su nam potrebne za dokaz.

Lema 2.7.1 Za proizvoljnu formulu A vazi - A= A.

Dokaz.
L A= (A= A)=A) Axlza B=A= A
2. As(A=A)=>A)= (A= (A= A)= (A= A)
Ax2 zaB=A= A

C=A

3. (A= (A= A)= (A= A) M.P.zal.i2.
4. A= (A= A) Axlza B = A
5. A=A M.Pza3.i4.
]

Teorema 2.7.1 (Teorema dedukcije) Neka F < Fom, A, B € Form . Tada:

FU{A}-B akko F-A=B.

Dokaz. (=) Neka je BeAxUF U{A}. Tada postoji dokazni niz
A ..., A, =B po hipotezama skupa F U A. Tvrdenje pokazujemo indukcijom
po duZini dokaza, n.
Indukcijska baza. Neka je n = 1. Tada imamo A,=B. Odatle sledi
BeFuUAxu {A} Ako je B aksioma ili hipoteza iz F onda je trazeni dokazni
nizza A= Biz F:
1. B aksioma ili hipoteza iz @
2. B=(A=B) Ax1
3. A=B M.P.zal.i2.
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Ako je B=A, tada prema Lemi 2.7.1 vazi - A= A, pa onda vazi i

FFA=ALt.F-FA=B.

Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve K <n,n>1. To
mati® - A= A zai=1..,n-1.

Indukcijski korak. Pokazimo da tvrdenje vazi za n. Tada je A, = B, pa za formulu
B sada postoje Cetiri moguénosti:
a) BeAx
b) B jeformulaiz F
c) B jeupravo A
d BeAXUF U{A} ti. B sledi iz ranijih formula prema pravilu
izvodenja.
Za a), b) 1 ¢) dokaz je analogan dokazu iznad. Razmotrimo slucaj d). Tada za
neko i, j < n postoje formule A, = A; = B i A;, pri cemu je formula B dobijena
pomocu njih. Trazimo dokaz iz F za formulu A= B. Po indukcijskoj hipotezi
vaZii F- A A FFAS (Aj — B)tj. postoji dokazni niz iz F, B,,...,B,
gde je
By A= A

B.:A=(A = B)

Produzimo ovaj dokaz slede¢im formulama:

B..:(A=(A =8))=((A=A)=(A=B)) AX2
B...:(A=A)=(A=B) M.P. za Byi Bess
B..;:A=B M.P. za Byu1 i Bsa.

Tako dobijamo dokaz B,,...,B,,B,,;,B,.,,B,,; za formulu A= B po

hipotezama iz ®,tj. F- A= B.
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(<:) Neka je F = A= B. Tada postoji dokazni niz A,..., A, formule

A= B po hipotezama iz ®. Tada je dokaz za formulu B po hipotezama iz
Fu {A} sledeci:

1. A hipoteza
2. A=B dokazano iz @
3. B M.P.nal.i?2.

| |

Lema272 A=B,B=C+-A=C.

Dokaz. Dokazujemo A= B,B = C, A~ C pa prema teoremi dedukcije sledi
dokaz tvrdenja.

1. A=B hipoteza
2. B=C hipoteza
3. A hipoteza
4. B M.P.zal.i3.
5. C M.P.za2.i4.

|

Lema273+ A= (A= B).

Dokaz. Dokazujemo —A, A+ B i Kkoristimo teoremu dedukcije.

1. —A hipoteza
2. A hipoteza
3. -A=(-B=-A) Ax1
4, —B=-A M.P.zal.i3.
5. (-B=-A)= (A= B) Ax3



2. Iskazna logika 31

6.
7.

A=B M.P.za4.i5.
B M.P.za 2.i6.
| |

Lema 2.7.4 Za proizvoljne formule A,B, slede¢e formule su teoreme racuna I

1)
2)
3)
4)

3)

—A= A
A= ——A
(A=B)=(-B=-A)
A= (-B= —(A=B))

Dokazimo ——A+ Ai iskoristimo Teoremu 2.7.1.

——A hipoteza
——A= (A= ———A) Lema 2.7.3
—-A= —-——A M.P.zal.i2.
(A= ———A)= (——A= A) Ax3
—A= A M.P.za 3.i4.
A M.P.zal.i5.

Ovaj deo tvrdenja dokazujemo direktno.

e Lema 2.7.4, 1)
Am A M.P.zal.i2.

Pokazimo A= B+ —B = —A i iskoristimo teoremu dedukcije.

A=1B hipoteza
—A= A Lema2.7.4,1)

—A=1B Lema2.7.2zal.i2.
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N oo g &~

B=-—-—B Lema 2.7.4, 2)
—A=——B Lema2.7.2za3.i4.
(A= ——B)= (=B = —A) Ax3
—-B = —A M.P.za5.i6.

4) Pokazimo A,—B ﬁ(A = B)i primenimo teoremu dedukcije dva puta.

Kako je A,A= B+ B (M.P.), to onda primenom dva puta teoreme dedukcije
dobijamo - A= ((A = B) = B). To ¢e nam biti prva hipoteza.

1.

2
3
4.
5
6
7

A= (A= B)= B) hipoteza
A hipoteza
(A=B)=B M.P.zal.i2.
(A=>B)=B)=(-B=—~(A=B)) Lema 2.7.4, 3)
—B = —(A= B) M.P.za3.i4.
—-B hipoteza
—~A=B) M.P.za5.i6.
n

Lema2.75 A= B,-A=B+-B.

Lema 2.7.6
1) AB-A=1B
2 A-Br—(A=B)
3) —-A,B- A=B
4) —-A-B-A=B.
Dokaz.

1)

Pokaza¢emo B A = B, odakle ¢e direktno slediti trazeno tvrdenje.
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1.
2.

3.

2)

3)

g A w NP N

B hipoteza
B= (A= B) Axl
A= B M.P.zal.i2.

Prema Lemi 2.7.4, 4) imamo - A= (—B = —(A= B)), pa kada na to
dva puta primenimo teoremu dedukcije, dobijamo A,—B - ﬁ(A = B).

Iz dokaza pod 1) imamo B — A= B, odakle sledii —A,B~ A= B.

Pokazimo —A+ A= B, odakle ¢e sleditii —A,—B +— A= B.

—A hipoteza
—A=(-B = —A) AxL
—-B=-A M.P.zal.i2.
(-B=-A)= (A= B) Ax3
A=B M.P.za3.i4.

]

Lema 2.7.7 Neka je A( Pis-es Py ) formula ¢ija su sva iskazna slova medu slovima
P.,..., P, - Tada

gde je

PP, e P AT

p*=pakoje =T
p“ =—pakoje o= L

i za vrednost (a, ..., ), @, €{ T, L}jea = Ala,..., ).
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Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po broju logic¢kih veznika —,= u formuli
A.
Indukcijska baza. Tada je formula A oblika p;tj. A je iskazno slovo. Uzmimo,

bez umanjenja opstosti, A = p, . Tada je

ay a3

) p2 1 pn

an a

Py =Py
tatno, jer prema Lemi 2.7.1 vazi p,” + p,“.
Indukcijska hipoteza. Neka tvrdenje vazi zasve j<n,n>0.

Indukcijski korak. Pokazimo tacnost tvrdenja za n. Razlikujemo dva slucaja:

1. Formula A je oblika—B . Tada za B vazi tvrdenje tj. prema indukcijskoj
hipotezi imamo:

P P, Py FBY B=Blay,...a,).

Pokazimo slede¢e: B” - A“, ftj. Bﬁl—(ﬁB)“,az—.ﬂ. Ako je B= T .
formula B ima vrednostTutaéki(al,...,an), tada imamo B -+ ——B $to je tatno

prema Lemi 2.7.4, 2). Ako je f =1, onda je =B+~ —B Sto vaZi prema Lemi
2.7.1. Dakle,

a a3

e P, A

Py P2

2. Formula A je oblikaB = C. Tada za formule B i C vazi tvrdenje tj.
prema indukcijskoj hipotezi imamo:

PP P, B B=Blaya,)
P, P, P, HC, y=Clay,...a,).
Dokazimo B”, C”+ A”,tj. B, C’+(B=C)",gdejea = = y . Tadaza
L.y e{T, L}vaii:
B.C-B=C, za B=T, y=T
B,—~C+—~(B=C), za f=T, y=1
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-B,C-B=C, ,ZaIB:_]_,j/:T
—-B,~-C-B=C, za f=1,y=1

§to je u svim slu¢ajevima tacno, prema Lemi 2.7.6. Dakle,

P e P AT

Teorema 2.7.2 (Mala teorema kompletnosti za iskazni ra¢un) Formula A
iskazne logike I, je tautologija akko je formula A teorema iskazne logike I.

Dokaz.(=>) Neka ¢ A. Tada prema Lemi 2.7.7 vazi p,™, p,,..., p,“ - A,
gde su p,,..,p, sva slova formule A. (Ovde je, zbog pretpostavke k A,
a= A(al,...,an)= T za sve vrednosti o, e{T, L}, paje A”ustvari A.) Za
o, imamo dve mogucnosti: &, =T i a,=_L1.Za ta dva slucaja dobijamo:

o On1

) pzw2 1y pn—l ) pn A

a .
' p2 2""’ pn—l "

P

p, ,—p, - A.

Prema teoremi dedukcije imamo:
PP e Py Py = A

PP e Py

On

F—p, = A

Koriste¢i Lemu 2.7.5, dobijamo:

a a an
PPy e Poy T EA.

Sledi analogno razmatranje za «,,_,. Time dobijamo:
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a a apn_
PPy s Py T E AL

Nastavljajué¢i ovaj postupak, nakon kona¢no mnogo koraka dobijamo + A.

(c) Neka je — A. Tada postoji dokaz A ,...,A, = A formule A.Zan=1je A

aksioma. Kako je svaka aksioma tautologija, imamo k£ A. Neka je sada n>1 i
neka k A, za sve i<n. Tada za formulu A, postoje dve mogucnosti: ili je
aksioma, ili je dobijena iz prethodnih formula u nizu prema modus ponensu tj.
postoje formule A, i A; = A = A, za i, j <n.U prvom slu¢aju razmatranje je

analogno kao za n = 1. U drugom slucaju je na osnovu pretpostavke F A,

FA = A, . Tadak A, .

Posledica 2.7.1 Formula A teorije iskazne logike je tautologija akko vazi u svim
modelima te teorije.

Teorema 2.7.3 Za svaki skup formula @ i svaku formulu A vaZi da je A
semanti¢ka posledica skupa ® akko A vaZi na svakom modelu skupa ®.

Dokaz. (:>)Neka je A semanticka posledica skupa ®. Tada po definiciji sledi da
za sve valuacije 7 vaZi

(VBeF )v.(B)=T=v, (A)=T
Treba pokazati da za sve modele teorije I, M, vaZi:
akoM E ®ondaM E A.

Neka M E ®. To znaci da za sve Be F vazi M k B. Treba pokazati M k A.
Uzmimo valuaciju z,,, pri ¢emu znamo da je vxu(B) = T za sve Be F (jer
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M E B). Dakle, svaka formula iz @ je ta¢na. Kako je A semanti¢ka posledica

skupa @, to je viu(A) = T. Odatle sledi M E A(zbog veze izmedu definicije
valuacije i vaZzenja u modelu).

(<) Neka A vaZi na svakom modelu skupa ®. Uzmimo valuaciju ¢

takvu da je v.(B) = T, za sve B € F. Treba pokazati v.( A) = T. Znamo da je
svaki model od ® model i za A. Konstrui§imo model M skupa ® na sledeci
nacin:

p, e M akkot(p;)=T.

Prema definiciji valuacije koja odgovara modelu, jasno je 7,, =7. Imamo
M t @, odakle je M £ A. Odatle sledi v,(A) = T, azbog 7,, =7 konacno vazi
v.(A)=T.

Definicija 2.7.3 Za skup formula ® kaZzemo da je konzistentan (neprotivrecan)
ako ne postoji formula A takvadavazZi® A i ® -—A .

Teorema 2.7.4 (Saglasnost iskazne logike) Za svaki skup formula @ i svaku
formulu A vaZi: ako je A sintakti¢ka posledica skupa @, onda je A semanticka
posledica skupa @ tj.

ako® +— A onda®d t A.

Dokaz. Neka ® + A. Tada postoji dokazni niz A, ,...,A, = Aza A, tako da je
svaka formula u tom nizu:

1) aksiomaili
2) hipoteza iz skupa @ ili

3) sledi iz ranijih formula u tom nizu po nekom pravilu izvodenja.

Dokaz tvrdenja izvodimo indukcijom po duzni dokaza, n.
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Indukcijska baza. Neka je n = 1. Tada je A, = A, tj. dokazni niz je jedna formula.
Tada je moguce:

e Ae Ax. TadatrivijalnovaZi ® k£ A.

o AecF.Tadatrivijalnovazi ® r A.

Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za svaki dokazni niz duzine
<n.

Indukcijski korak. Posmatrajmo dokazni niz duzine n: A,..., A, , A, = A, pri
¢emu su sve formule A,..., A, , semanticke posledice skupa @ (prema

indukcijskoj hipotezi). Posmatrajmo formulu A, = A. Moguce je:

o Ae Ax. Tadatrivijalnovazi ® k A.

e AeF.Tadatrivijalnovazi ® k A.

o A sledi iz ranijih formula u nizu prema modus ponensu. To znaci da
negde ranije u nizu postoje formule A, A, = A. Za njih vaZi indukcijska

hipoteza tj. imamo ® F A, ® + A, = A, ali tadaimamoi ® F A.

Teorema 2.7.5 Ako skup formula ® ima model, onda je ® konzistentan.

Dokaz. Neka je M model skupa @ tj. M k ®. Pretpostavimo suprotno, @ nije
konzistentan. Tada postoji formula A takva da je ® A i ® ——-A. Prema
Teoremi 2.7.4 sledi @ £ A i ® F—A. Ali onda bismo imaliM ¢ A (zbogM F @

idEA)IME-At.MEA inijeM kA, Sto je kontradikcija. Dakle, @ je
konzistentan skup formula.
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Definicija 2.7.5 Za skup formula ® kazemo da je maksimalno konzistentan ako
je @ konzistentan i ne postoji konzistentan skup koji sadrzZi skup @ a razliéit je od
® tj. ako postoji konzistentan skup @, i F < F, onda @ = @;.

Teorema 2.7.6 Ako je @ maksimalno konzistentan skup formula, onda je @
deduktivno zatvoren.

Dokaz. Neka je @ maksimalno konzistentan skup formula. Znamo da vaZi
F < Cons(F). Zato, da bi vazilo F = Cons(F ), treba pokazati da je Cons(F)
konzistentan skup. Pretpostavimo suprotno, da postoji formula A takva da vaZi
Cons(F)r A i Cons(F) k—A. No, tada imamo:

A e Cons(Cons(F ))=Cons(F ) . ® - A )
—A e Cons(Cons(F)) = Cons(F ) tj. ® - —A )

Sada (1) i (2) daju kontradikciju, jer je @ po pretpostavci konzistentan skup.

Teorema 2.7.7 (Lema Lindenbauma) Svaki konzistantan skup formula je
sadrZan u nekom maksimalno konzistentnom skupu formula.

Dokaz. Polazimo od prebrojivog skupa promenljivih S :{po, [ pn,...}.
Znamo da formula ima samo prebrojivo mnogo. Poredajmo formule u beskonacan
niz A, A,...,A,,.... Imamo konzistentan skup formula ®. Konstruisacemo

neopadajuci niz skupova formula Fy, F,..., F,...na slede¢i na¢in:

F=Fu {AO} ako je taj skup konzistentan, ili F, = F; u suprotnom

F,=F v {Al} ako je taj skup konzistentan, ili F, = F; u suprotnom
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Fo.=F U {Ak} ako je taj skup konzistentan, ili F,,, = F, u suprotnom.

Dakle, dobili smo neopadajuéi niz skupova
F,ckRckc.ckhck,c..
Pokazimo da je G = UFk maksimalno konzistentan skup koji sadrzi ®. VaZi

k>0
sledece:

e F < G po definiciji skupova @y, k=0, 1, 2,... i skupa 7"
e [ je konzistentan. Pretpostavimo suprotno, da postoji formula A takva

daje I mA il ~—A tj. postoji konacan niz formula iz 7~ za A,
A; = A i postoji konacan niz formula iz 7~ za —A, A, ——A. Neka je k

maksimalan indeks u tim nizovima. Uzmimo ®y., Po definiciji on sadrZi

sve pomenute formule pa tada ®y.; - A i @y = —A Sto je nemoguce
jer je @y, konzistentan po konstrukciji.

e [ je maksimalno konzistentan skup koji sadrzi ®. Pretpostavimo
suprotno, da postoji konzistentan skup G, takav da je G < G,. Odatle

sledi da postoji formula A, € G, /G tj. A¢ G . To znadi da, u polaznoj
konstrukciji, A, nismo dodavali jer skup @y nije bio konzistentan. Sada
imamo F, < G, odakle sledi

F UlAJSGU{ACSG,.

No, F, u{Ak}nije konzistentan skup tj. G, sadrzi skup koji nije
konzistentan, odakle sledi da G, nije konzistentan. Kontradikcija.

Sledec¢u lemu dajemo bez dokaza.
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Lema 2.7.8
1) AABHA

2) AABLB
3) AB-AAB.

Teorema 2.7.8 Neka je @ maksimalno konzistentan skup formula. Tada:

1) Za svaku formulu A vazi da ta¢no jedna od formula A ili —A pripada ®
t. AeFv—-AeF.

2) Za svake dve formule A i B vaZi: ((AABeF) akko (AeFi
BeF)).

Dokaz. 1) Jasno je da ne mogu obe formule A i —A pripadati @, jer je @
konzistentan skup. Sada pretpostavimo A ¢ F i pokazimo da tada mora vaZiti

—A € F . Primetimo da skup F U {A} nije konzistentan, jer bi u suprotnom to

bio konzistentan skup koji je ve¢i od @, Sto je u kontradikciji sa maksimalnoséu
skupa @. Odatle sledi da postoji formula B takva da je

FU{A} --B
FU{A} -B.

Prema Lemi 2.7.3, zatim, vazi F u{A} ——A, a prema teoremi dedukcije je
dalje

O+-A=-A 1)

Prema Lemi 2.7.1 vazi
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Sada (1) i (2), prema Lemi 2.7.5, daje ® -~ —A, ti.—Ae Cons(F)=F, .
—|A (S F .

2) (:>) Neka AABeF t. ® -~AAB. Prema Lemi 2.7.8 vazi
AAB+-A i AABRB.Odatlesledi® -Aid~B.

(<:) Neka je ® A i @ +B. Prema Lemi 2.7.8 vazi
A,B+ AAB paimamo ®-AAB i AABeCons(F)=F ,tj. AABeF.

Teorema 2.7.9 Ako je @ konzistentan skup formula, onda ® ima model.

Dokaz. Zbog Leme Lindenbauma, znamo da sigurno postoji maksimalno
konzistentan skup formula G takav da F — G. Jasno, ako Mk G onda Mk @, za
svaki model M. DefiniS§imo model M za skup G na slede¢i na¢in:

peMakko peG, zaiskazno slovo p.

Treba pokazati da je M model za G tj. Mk G . Pokazacemo vise:

Mt A akko Ae G, zasveformule A.

Napomenimo da bi bilo dovoljno pokazati samo smer (<=). Dokaz izvodimo
indukcijom po sloZenosti formule A.

Indukcijska baza. Neka je A= p tj. A je iskazno slovo. Tada M E p akko
peG vazi, jer je M k p ekvivalentno sa pe M, Sto je po definiciji
ekvivalentnosa peG.

Indukcijska hipoteza.Pretpostavimo da za formule A i B vazi tvrdenje tj.

Mt A akko AeG
MEtBakko BeG.
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Indukcijski korak. Dokazimo da tvrdenje vazi za formule —A i AAB.

M E —A akko nije M F A)
akko nije (AeG)
akko —A e G (prema Teoremi 2.7.8).

MEAABakko(MEA i MEB)
akko (AeG i BeG)
akko AABeG (prema Teoremi 2.7.8).

Kako smo nasli model za skup 7 i kako je F — G, to je onda M model za skup
.

Teorema 2.7.10 Za svaki skup formula @ i svaku formulu A vaZi:

@+ A akko skup F U {—A} nije konzistentan.

Dokaz. (=) Neka ® ~ A. Tada F U{-A} - A, ali vazi i FU{-A}+-—A
dakle, skup F U {—A} nije konzistentan.

(<) Neka skup FU{-A} nije konzistentan. To znati da se iz
F U{-A} moze dokazati “bilo ta”, pa vazi F U{-A}+ A. Prema teoremi
dedukcije odatle sledi ® —-—-A= A. Kako vazi i ® - A= A (Lema 2.7.1),
onda prema Lemi 2.7.5imamo @ - A.

Teorema 2.7.11 (Potpunost iskazne logike) Za svaki skup formula @ i svaku
formulu A vaZi: ako je A semanticka posledica skupa @, onda je A sintakticka
posledica skupa @, tj.
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ako ®k A onda ®+ A.

Dokaz. Neka vazi ®F A . Pretpostavimo suprotno, da nije @ — A. Tada, prema
kontrapoziciji Teoreme 2.7.9, sledi da je skup F u{—.A} konzistentan. Kako

svaki konzistentan skup formula ima model, ima ga i skup F v {—|A}. Neka je M
taj model, dakle M £ F U {ﬁA}. No,tadaM k ® i M k—A, azbog ®F Adalje

slediM £ A i M £ —A. Kontradikcija.

Kona¢no smo u moguénosti da u potpunosti formuliSemo teoremu kompletnosti
za iskazni racun:

Teorema 2.7.12 (Teorema kompletnosti za iskazni racun) Za svaki skup
formula @ i svaku formulu A vaZi: A je semanticka posledica skupa @ akko je
A sintakti¢ka posledica skupa @ tj.

®F A akko @+ A.

Jednako vazan rezultat je i teorema kompaktnosti za iskazni racun, kao posledica
teoreme kompletnosti:

Teorema 2.7.13 (Teorema kompaktnosti za iskazni ra¢un) Skup formula @
ima model akko svaki konacan podskup skupa @ ima model.

Dokaz. (:>) Ovaj smer trivijalno vazi. Ako je M k @, onda jasno M k @, za
svaki konacan skup F, < F .

(<) Neka svaki konacan skup F, < F ima model. Pretpostavimo
suprotno, da skup ® nema model. Tada @ nije konzistentan skup tj. postoji
formula A takva da je F A A —A. To znaci da postoji konacan dokazni niz za
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An—=A, A,.. A =AAr—-A. Dakle, imamo kona¢no mnogo formula iz @ iz

kojih mozemo dokazati A A —A, pa i za neki konacan skup F; = F za koji vazi

o A A —A. No, tada ®ynema model. Kontradikcija.
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3. Sintaksa logike prvog reda

3.1 Jezici prvog reda

Da bismo imali teoriju, moramo imati inicijalni koncept teorije. Prvo
primetimo da jedan koncept moZe biti definisan pomocu termina drugog
koncepta, npr. x - y jeste jedinstven broj z takav dajey + z = x; ili ako su X i y
skupovi onda je X <Yy ako je za svaki element z, z < x implicira z < y. Dakle,

"oduzimanje" se moze "definisati" pomoc¢u "sabiranja", a "biti podskup (c)
pomocu "pripadanja (e)

Teorija se razvija uvodenjem novih koncepata i dokazivanjem §to veceg
broja teorema. Jasno, da bismo razvili teoriju moramo imati jezik te teorije. Pre

nego Sto damo precizne definicije, da¢emo primere tvrdenja nekih teorija koji su
nam poznati.

Primer 3.1.1 Posmatrajmo sledece tvrdenje teorije grupa: "Za svako X postoji y
tako da je x - y = e". Ovde je - simbol za binarnu operaciju a e je neutralni
element. Ako "za svako" ozna¢imo simbolom V a "postoji" simbolom 3, onda
gornje tvrdenje mozemo prezentovati na slede¢i nacin:

(vx)Y3y)x-y=¢).
Primer 3.1.2 Slede dva tvrdenja iz teorije skupova:
(vx)Vvy)3zlxezryez),

(=3xNvy)y € x).

Prvi izraz je simbolima prezentovana tvrdnja: "Za svaka dva skupa X i y, postoji
skup z koji sadrzi i skup x i skup y", a drugi izraz znaci: "Ne postoji skup x Koji
sadrzi svaki skup y".
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Vidimo da jezik teorije ima "promenljive" kojima ¢e se predstavljati
objekti izuCavanja, npr. skupovi u teoriji skupova, elementi grupe u teoriji grupa
itd., i logi¢ke simbole kao $to su 3 (postoji), / (i), ' (negacija), = (jednakost).
Ovi simboli su zajedni¢ki za sve teorije. S druge strane, za oznaCavanje
nedefinisanih koncepata odredene teorije, koriste se simboli alfabeta, npr. e
koristimo kao oznaku za neutralni element u teoriji grupa.

Definicija 3.1.1 Jezik prvog reda (tj. jezik predikatske logike) Svaki jezik prvog
reda ima dve vrste simbola: logicke simbole (isti su za sve jezike | reda) i
nelogic¢ke simbole (svaki jezik I reda ima specifi¢ne nelogicke simbole).

e Logicki simboli :
- skup promenljivih, uobiCajeno je da za skup promenljivih uzmemo
X = {xo,xl,...,xn,...}(po dogovoru, moZemo koristiti i druge simbole za
oznacavanje promenljivih, recimo X, Y, Z,...)
- logi¢ki veznici: A, v, =, <, —, V, 3 (ponekad uzmemo manji skup
logickih veznika, a ostale uvedemo kao «skracene zapise» za neke formule)
- pomo¢ni znaci: (, ), i zarez (,).
o Nelogi¢ki simboli: delimo ih na tri grupe:
C - simboli konstanti
R — relacijski simboli
F- funkcijski simboli (ili operacijski simboli)

Svakom nelogi¢kom simbolu s dodeljen je prirodan broj ar(s) tzv. arnost
(duzina) tog simbola, tako da svi simboli konstanti imaju arnost 0, i svi relacijski
i funkcijski simboli imaju pozitivnu arnost. Sa R, odnosno F, obelezavamo sve

relacijske (odnosno funkcijske) simbole arnosti n. Jezik prvog reda obelezi¢emo
salL.

Dakle, da bi se zadala neka specificna teorija (logika), dovoljno je navesti
nelogicke simbole. MoZemo obeleziti:

L=CuUFuUR..

Slede primeri na koji nacin moZzemo zadati jezik prvog reda.
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Primer 3.1.3 Jezik prvog reda mozemo zadati na sledeci nacin:

C=0¢
@:@2:{+,}
R:R2:{z}

Primer 3.1.5 Jezik teorije skupova ima samo jedan nelogicki simbol: binarni
relacijski simbol € za "pripadati".

Primer 3.1.6 Jezik teorije grupa sastoji se od konstantnog simbola e i binarnog
simbola - .

Jezik prvog reda zovemo prebrojivim ako ima samo prebrojivo mnogo
nelogickih simbola, a ako ima kona¢no mnogo nelogickih simbola zovemo ga
konacnim.

3.2 Termi jezika prvog reda

Definicija 3.2.1 Neka je L=CuUF UR. jezik prvog reda. Terme nad L
definiSemo induktivno na sledec¢i nacin:

1) sve promenljive X, X;, X,,...su termi
2) akosut,,..t termii feF,  tadajei f(t,,..,t,)term

3) termi se dobijaju isklju¢ivo kona¢nom primenom koraka 1) i 2).
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Napomena. Za n-arni funkcijski simbol f, umesto prefiksne notacije koristicemo
infiksnu notaciju npr.za binarni funkcijski simbol + éemo umesto +(X, y) pisati
X+Y.

Primer 3.2.1 Neka je L jezik teorije prstena sa slede¢im osobinama: L sadrZi dva
konstantna simbola, 0 i 1, i dva binarna funkcijska simbola, + i - . Neka je sa m
oznacen term dobijen "dodavanjem" elementa 1 na samog sebe m puta. Neka je

t" oznaka za term dobijen "mnoZenjem" t sa samim sobom n puta, za bilo koje t.
Tadasumi t" termi jezika L.

3.3 Formule jezika prvog reda

U daljem radu sa logikom prvog reda, neophodan nam je logic¢ki simbol

kojim ¢emo oznacavati relaciju jednakosti. Taj simbol ozna¢i¢emo sa “=~*.

Definicija 3.3.1 Neka je L =C U F UR. jezik prvog reda. Logika prvog reda sa
jednako$¢u tipa L je L= ( L', Form,Mod k) gde je:
e L'=LUX U{H,V,:,ﬁ,(,),z}

o Form- formule se definiSu kao u obi¢noj logici prvog reda, jedina
razlika je u tome §to imamo dodatne elementarne formule oblika

t, ~t,za t,,t, € Form.
e Mod, definie se kao u obi¢noj logici prvog reda
ok se definiSe kao u obi¢noj logici prvog reda, pri ¢emu joS§ treba definisati
Mk: t, = t,za valuaciju 7: X — M. Vazi sledece: Mk, t, =t, akko
th [z'] = tZM [T], gde je sa t" [z'] oznaéena vrednost terma t za valuaciju
7 umodelu M. Dalje, Mk t, ~t, akko Mk t, ~t,zasve 7: X - M.

Definicija 3.3.2 Neka je L=CuUF UR jezik prvog reda. Elementarne
formule definiSu se na slede¢i nacin: ako su t i s termi jezika L, onda je
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t = selementarna formula jezika L; ako je p n-arni relacijski simbol jezika L i
t,,...t, sutermi, ondaje pl(t,,...,t, ) elementarna formula.

Primer 3.3.1 Posmatrajmo slede¢i jezik prvog reda sa jednakoscu:

Elementarne formule su X; = X;, X; + X, & X, + X, X; * X5 & X, X[,.er

Definicija 3.3.3 Neka je L=CuUF UR jezik prvog reda. Formule jezika L
definiSu se induktivno na slede¢i nadin:

1) svaka elementarna formula je formula
2) akosu A i A, formule i x je promenljiva, onda su —A, (IX)A, i
A v A, formule

3) formule se dobijaju iskljuc¢ivo konacnom primenom koraka 1) i 2).
Ako su dve formule A, i A, sintaksno identi¢ne (tj. ako su jednake kao nizovi
simbola), onda to ozna¢avamo sa A, = A,. Ako A i A, nisu sintaksno identi¢ne,

to oznaCavamo sa A # A, .

Primer 3.3.2 Posmatrajmo sledeéi jezik prvog reda:

C=9
F=F2:{+,-}
R:Rzz{z}.

Formule su (WX, WX, )X, + X, = X, - X;, (3%, (VX X, + Xg = Xy ,o...
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Napomena.Formula (¥x)A; se zove generalizacija formule A;.

Definicija 3.3.4 Pojavljivanje promenljive x u formuli A; je vezano ako se x
pojavljuje u potformuli u obliku (EX)A2 ; U suprotnom kaZzemo da se promenljiva
x pojavljuje slobodno.

Primer 3.3.3 U formuli x € y v (3x)(x € y), sva pojavljivanja promenljive y su
slobodna, prvo pojavljivanje promenljive x je slobodno a ostala pojavljivanja x su
vezana.

Definicija 3.3.5 Promenljiva je vezana (slobodna) u formuli ako i samo ako ima
vezano (slobodno) pojavljivanje u toj formuli.

Primetimo da promenljiva mozZe biti i slobodna i vezana u jednoj formuli.

Primer 334 U formuli (VX)pl(x,y):(VX)pz(x), prvo pojavljivanje

promenljive X je slobodno, a drugo i trece je vezano. To znaci da je u toj formuli
promenljiva x i slobodna i vezana.

Definicija 3.3.6 Formula u kojoj ne postoji nijedna slobodna promenljiva zove se
zatvorena formula ili recenica. Formula koja ne sadrZi nijedan kvantifikator
zovemo otvorenom formulom.

Definicija 3.3.7 Za term t kaZemo da je slobodan za x u formuli A(x) ako
nijedno slobodno pojavljivanje promenljive x u A(x) nije pod uticajem
kvantifikatora koji za promenljivu ima promenljivu iz terma t.

Primer 3.3.5 Posmatrajmo formulu (Vz)(x+ z< y)/\ (VX)(X ~ x).Tada term
t = y+ z nije slobodan za x u datoj formuli. (U prvom delu formule, slobodno
pojavljivanje promenljive x je pod uticajem kvantifikatora koji za promenljivu
ima promenljivu z iz terma t.)
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Primer 3.3.6 Term t = xje uvek slobodan za x u proizvoljnoj formuli tj. uvek
vazi
(Vx)A(x) = A(x).

Primer 3.3.7 Ako term t nema promenljivih, on je slobodan za x u svakoj
formuli A(x) tj. uvek vaZi

(¥x)A(x) = A(c).

Primer 3.3.8 Ako formula A(x) nema kvantifikatora, onda je svaki term t
slobodan za x u A(x), npr. u slede¢oj formuli

(x<y)aly<z=x<1),
ne postoji nijedan term koji nije slobodan u njoj.

3.4 Teorije prvog reda

U ovom poglavlju dacemo primere pojedinih teorija prvog reda sa
jednako$¢u. Termima i formulama teorije prvog reda T podrazumevaéemo terme
i formule jezika te teorije, respektivno. Teoriju zovemo prebrojivom ako je njen
jezik prebrojiv, a kona¢nom ako je skup svih nelogic¢kih simbola konacan.

UopSte, teoriju T ¢iji je skup nelogic¢kih simbola kardinalnosti k, k-beskonaéni
kardinal, zovemo k-teorijom.

Primer 3.4.1 Teorija grupa je teorija prvog reda sa jednakoscu ¢iji su nelogicki
simboli konstantni simbol e i binarni funkcijski simbol - , i ¢ije su aksiome
sledec¢e formule:

) (vx)vyXva)x-(y-2)=(x-y)-2)
2) (vx)x-exxne-x=x)

3) (Wx)3y)x-y~eny-x~e).
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Primer 3.4.2 Teorija Abelovih grupa je teorija prvog reda sa jednakoséu ¢iji su
nelogicki simboli konstantni simbol 0 i1 binarni funkcijski simbol + i ¢ije su
aksiome sledece formule:

1) (WY vz)x+(y+2)= (x+y)+2)
2) (VX)x+0=XxA0+x~Xx)

3) (VX)3y)x+y=0Ay+x=~0)

4 (Ix)vy)x+y=y+x).

Primer 3.4.3 Jezik teorije prstena sa jedinicom sadrZi dva konstantna simbola,
01 1, i dva binarna funkcijska simbola, + i - . Aksiome ove teorije prvog reda sa
jednakos$c¢u su aksiome teorije Abelovih grupa sa Cetiri nove aksiome:

5) (Vx)vylvz)x-(y-2)=(x-y)-2)

6) (Vx)x-1=xAl-x=x)

7 (WxXNwy)Vz)x-(y+2)=x-y+x-2)
8) (Vx)wy)vz)(y+z)-x=y-x+z-x).

Primer 3.4.4 Teorija polja ima isti jezik kao teorija prstena sa jedinicom; a
aksiome ove teorije prvog reda sa jednakosc¢u su aksiome 1) - 8) sa dvema novim
aksiomama:

9) (vx)vy)x-y=~y-x)
10) (Vx)—(x=0= (—y)x-y=1Ay-x=1)).

Primer 3.4.5 Neka je L jezik sa samo jednim nelogickim simbolom- binarnim
relacijskim simbolom <. Teorija linearno uredenih skupova je teorija prvog

reda sa jednakos$cu ¢iji jezik je L i ¢ije su aksiome:

1) (Vx)=(x<x)

2) (VX)wy)Vz)(x<yAy<z)= x<z)(¥X)(vy)(V2)
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(Ix)Yvy)x<yvx=yvy<Xx).

Primer 3.4.6 Sada ¢emo dati aksiome teorije brojeva, koje igraju vaznu ulogu u
logici. Ovu teoriju oznacavamo sa N. Njeni nelogicki simboli su konstantni
simbol 0, unarni funkcijski simbol S (koji ozna¢ava sledbenika date promenljive
X), dva binarna funkcijska simbola + i -, i binarni relacijski simbol <. Aksiome
ove teorije prvog reda sa jedhako$¢u su:

vx)((Sx = 0))
Vx)Vy)Sx = Sy = x = y)
3) (Vx)x+0=x)
4) (vx)(vy)x+ Sy~ S(x+Yy))

(
(
(
(
5 (vx)x-0~0)
(
(
(
(

1)
2)

<

6) (Vx)Wy)x-Sy=(x-y)+x)

X
X
X
7 (Vx)=(x<0))
X
X

<

8) (Vx)vy)lx<Sye (x<yvx=y))

9) (Wx)(vylx<yvx=zyvy<x)).

Primer 3.4.7 Peanova aritmetika (PA) je teorija prvog reda sa jednako$c¢u
dobijena pomocu teorije N odbacivanjem poslednje aksiome i dodavanjem
sledece aksiome nazvane indukcijskom aksiomom:

za svaku formulu A(XO,...,xn) gde A sadrZi vezano pojavljivanje
promenljive X, vazi:

(A0, Xy, X, ) A (VX NAXg sever X, ) = A(SXgsevr X, ) = (X0 )A(Xg s X 10es X, )
gde je A(0,X,..., X, ) baza indukcije.

Primer 3.4.8 Zermelo - Fraenkel-ova teorija skupova (ZF) sastoji se od
sledec¢ih aksioma:
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1) Aksioma skupa. Postoji skup. Ovu aksiomu mozemo izraziti i na sledeci
nacin:

(3x)(x ~ x).

2) Aksioma ekstenzionalnosti. Dva skupa su jednaka ako su im
odgovarajuci elementi jednaksi:

(Wx)\vyN(Vz)zex = zey)=x~Y).

3) Aksioma podskupa. Za svaku formulu A(X, Y, ,..., ¥, ), slede¢a formula
je aksioma:

(vz2)(wy, )y, @By Xvx)x e y & x ez A A)).
Ova aksioma kaZe da za bilo koju "osobinu skupova" izrazenu formulom

A(x, Vi Y ) za fiksirane parametre Y, ,..., Y, i za bilo koji skup z, postoji skup
y kojem su elementi iskljuéivo takvi X € Z koji zadovoljavaju A(X, Vi Y )

4) Aksioma zamene. Za svaku formulu A(x, y,z,ul,...,un), sledeca
formula je aksioma:

(vz)(vu,)..(vu, N(vx € z)Ay)A= (Fv)(Vx)x e z= (Fy)y e VA A)))
gde je (3'y)A zamena za formulu A A (VU)(Ay (U)=u~= y).

5) Aksioma para. Za date skupove x i y, postoji skup z koji sadrZi oba skupa
Xiy:
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(vx)vy)3z)xezryez).

Ova aksioma nam zajedno sa aksiomom podskupa pomaZe da govorimo o
skupovima oblika {x}, {x, y},{x, y,z},....

6) Aksioma unije. Za dati skup x, postoji skup y Ciji su elementi takvi z koji
pripadaju elementima skupa x:

(vx)3Ay vzl (uexrzeu)=zey).

Ova aksioma zajedno sa aksiomom podskupa implicira da je unija familija
skupova opet skup.

7) Aksioma partitivnog skupa. Za dati skup X, postoji skup y koji sadrZi
sve podskupove z skupa x:

(vx)3Ay)vz)(Vuuez=uex)=zey).

Ova aksioma zajedno sa aksiomom podskupa ¢e nam omoguciti definisanje
partitivnog skupa datog skupa.

8) Aksioma praznog skupa. Bazirajuci se na prethodnim aksiomama, moze
se "dokazati" da prazan skup postoji, ozna¢imo ga sa . Sledeca formula
je aksioma:

(3X)(D exA(vy)(yex= yuly}ex)).

Bez ove aksiome ne mozemo dokazati egzistenciju "beskonacnog skupa", niti
bismo mogli dokazati da postoji skup koji sadrZi sve prirodne brojeve.
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9) Aksioma fundacije. Ova aksioma kaZe da je binarna relacija e dobro
utvrdena na svakom nepraznom skupu. Ona glasi:

(vxX@yNy e x)= @yNy e xa—(Ez)ze xrz e Y))).
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4. Semantika logike prvog reda

Semanticki aspekt logike prvog reda govori 0 znacenju formula. U ovom
odeljku definisac¢emo strukturu jezika, istinitost i zadovoljenje u strukturi i model
teorije

4.1 Model jezika prvog reda

Definicija 4.1.1 Neka je L =C U F U Rneki jezik prvog reda. Model jezika L
je uredena dvojka M=(M ,I), gde je M neprazan skup, a | preslikavanje sa
domenom L, definisano na slede¢i naéin:

o akojeceC ondal(c)eM
o ako peR,,ondal(p)cM"
o ako feF, ondaI(f):M" > M.

Po dogovoru, umesto I(s), za se L, pisemo sV, i zovemo ga interpretacijom
simbola s u modelu M.

Napomena. Radi lakseg zapisa, interpretacije odgovarajuc¢ih simbola u modelu M
obelezavac¢emo sa:

1) |(C)zCM
2) |(f)sz
3) 1(p)=p".

Za interpretaciju simbola = se uvek uzima da je to relacija jednakosti na M.
Bilo koja grupa je model jezika teorije grupa; uobicajeni skup realnih brojeva sa
uobicajenom 0, 1, +, - i < jeste model jezka teorije uredenih polja.

Primer 4.1.1 Neka je N skup prirodnih brojeva i neka je dato 0, 1, +, - i <sa
uobicajenim znaCenjem. Dalje, neka je S(n)z n+1, neN. Ovo je model za
jezik teorije N definisane u prethodnom poglavlju (Primer 3.4.6). Dati model

zvac¢emo Standardnim modelom teorije N.
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4.2 Istinitost u strukturi

U ovom odeljku ¢emo objasniti kada je formula jezika L tacna a kada je
neta¢na u modelu jezika L. Koncept ta¢nosti formule bi¢e definisan tako §to ¢emo
definisati funkciju iz skupa svih zatvorenih formula jezika L u skup {ta¢no,
netacno}.

Definicija 4.2.1 Neka je 7 = <a0 ,a,a, ,> beskonadan niz elemenata iz domena

modela M. Taj niz zovemo valuacijom u M. Drugim re¢ima, valuacija u M je
svako preslikavanje 7:w — D, gde je w = {012 } skup prirodnih brojeva, a

D domen modela A Promenljive x( 012,. ) u valuaciji 7 uzimaju
vrednosti a,. Sa z'(a/ X; )oznacavamo valuaciju koja se dobija iz 7 zamenom
promenljive x; sa a.

Definicija 4.2.2 Neka je L=C UF UR neki jezik prvog reda, M= (M, 1)
neki model tog jezika, a t neka valuacija, 7: X — M. Vrednost terma t u
modelu A za valuaciju 7, u oznaci t" [r] se definiSe indukcijom po sloZenosti
terma t:

e ako je term t promenljiva x, onda je tM[ ]z r(x)

e ako je term t simbol konstante ¢, onda je t" [r]zc ako je
tx ft,t,,.t,), ondaje t“ [r]~ £ (" [)t," [c)..t," [c])

Primer 4.2.1 Neka je @ = {+, -}, neka je @ univerzum modela i pri tome su
+,-, & interpretirane na uobicajen nac¢in. Neka je data sledec¢a valuacija t:

Z'(Xl)zl,r(xz)z 5.

Tada je vrednost terma t = (X, + X, )- X, u valuaciji 7: (1+5)-1~6.
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Definicija 4.2.3 Neka je L =C U F UR neki jezik prvog reda, a M= (M, 1)

neki model tog jezika, a t neka valuacija. DefiniSimo relaciju k. izmedu modela
jezika L i formula istog jezika indukcijom po sloZenosti formula:

eakoje plt,t,,...,t, ) elementarna formula, onda M k. plt,,t,,...,t, ) ako vaZi
P )" [e) ot [7])

eME. AANB akko ME.Ai ME.B

eME. AvB akko Mt Aili ME.B,

s ME. A= B akko (iz Mk A sledi ME.B),

eME. A< B akko (ME A akko ME.B),

o ME.—A akko nije ME A,

oM tT(VX)A akko Mk, A, za sve valuacije o, koje se od t razlikuju eventualno
u vrednosti promenljive x,

M h(ﬂx)A akko M k. A, za neku valuaciju o, koja se od t razlikuje
eventualno u vrednosti promenljive x.

Definicija 4.2.4 Formula A jezika L ja valjana ako je tatna u svim

interpretacijama.

Primer 4.2.2 Neka je dat jezik prvog reda L =C U F UR pri ¢emu je C prazan
skup, R sadrZi relacijski simbol <, a F se sastoji od dva funkcijska simbola + i

-. Neka je univerzum modela skup N. Data je slede¢a valuacija t,
(%)=L 7(x, )= 2,7(x,) = 5,7(x,) = 4,7(x; ) ... 0.

Tada je formula X; + X, < X; - X, ta¢na za datu valuaciju u datom modelu, jer je
2+5<2-5 taéna nejednakost.

Ako pak uzmemo da je valuacija t data sa:
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onda ista ta formula nije ta¢na za tu valuaciju u modelu, jer 1+1<1-1 nije ta¢na
nejednakost.

Definicija 4.2.5 Neka je ® skup formula i A je formula. Kazemo da je A
semanticka posledica skupa @ ako za svaki model M vazi:

ako M E® onda M E A.

Pre nego §to damo naredne teoreme, napomenimo da ¢emo znak = interpretirati
sa uobi¢ajenom jednakoséu =.

Teorema 4.2.1 (Vrednost terma ne zavisi od vrednosti onih promenljivih koje ne
ucestvuju u termu) Neka je L jezik prvog reda, t term, A model jezikaLatit
dve valuacije u M tako da je

za sve promenljive x; koje se pojavljuju u termu t. Tada je
t" [z]=t"[7].

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po sloZenosti terma t. Ako je term t iskazno
slovo, t = X; , onda imamo sledece:

Ako je dati term konstanta, t = c za ¢ € C, onda vazi sledece:
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Pretpostavimo da za terme ft,..,t vazi tvrdenje i1 posmatrajmo term

t=f(t,..t,)za f eF,. Tada, na osnovu indukcijske hipoteze, vazi sledeca
jednakost.

Teorema 4.2.2 (VaZenje formule za datu valuaciju zavisi samo od vrednosti
slobodne promenljive u formuli) Neka je L jezik prvog reda, M njegov model, A
formula jezika L. Neka su t i ' dve valuacije u M takve da je

za sve promenljive x; koje se u formuli A javljaju kao slobodne promenljive. Tada

ME. Aakko ME A

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po sloZenosti formule A. Ako je A
elementarna formula oblika p(tl,...,tn)za peR, iterme t,,..,t , ondavazi:

ME . p( Lres ,tn)

akko vazi p" (t," []...t," []) (po definiciii)
akko vazi p (th [r'],...,tnM [z’]) (Teorema 4.2.1)
akko vazi Mk . p(t,,....t,) (po definiciji).
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Neka je A oblika A, = A,, i pretpostavimo da za A, i A,vazi tvrdenje. Tada
imamo:

Me. A = A

akko (Mk. A onda ME. A,) (po definiciji)
akko (Mk ., A onda Mk, A,) (po indukcijskoj hipotezi)
akko Mk A = A, (po definiciji).

Ako je A oblika —A, , dokaz je analogan dokazu iznad.
Neka je A oblika (¥x)A,, i pretpostavimo da za A, vazi tvrdenje .Tada:

Mk (VX)A

akko Mk «a/xiy A, zasvako a e M (po definiciji)
akko Mk va/xiy A, zasvako ae M (po indukcijskoj hipotezi)
akko Mk . (VX)A, (po definiciji)

gde je r(a/ xi) valuacija u kojoj je svako X,zamenjenosa a.

Teorema 4.2.3 Neka je L jezik prvog reda, M njegov model, A formula jezika L i
T valuacija. Neka je term t slobodan za promenljivu x; u formuli A(xi ) Tada

Mk TA(t) akko Mk T (b/xi) A(Xi), b =tM [T]

Dokaz. Neka su X;,..., X; sve promenljive terma t. Kako je term t slobodan za
promenljivu x; u formuli A, to onda nijedno pojavljivanje x; u A nije pod dejstvom
kvantifikatora (VX” ), J=1..., k. Moguce je da neke promenljive X; u A budu
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vezane. U tom slucaju sve vezane promenljive u A(Xi) zamenimo novim

promenljivim X, koje se ne nalaze u A(Xi) ili t, pa time dobijamo formulu koju

¢emo oznaditi sa A’ (xi ) Na osnovu pretpostavke o termu t imamo

M E < @/xi) A(Xi) akko Mk « p/xi) A (Xi)

ME-At) akko M A"(t).
Dokazimo M & « A*(t) akko M k « ) A*(x,), b=t"[r]. Dokaz

izvodimo indukcijom po sloZenosti formule A*(xi). Pokazimo da za svaku

potformulu B formule A*(x, ) vazi

ME - B(t) akko Mk « p/xi) B(Xi)' b=tM[Z'].

Ako je B formula oblika p(tl,...,tn ) onda imamo

Me plt,.t,) akko p" (6" [c]...t," [£]) (po definiciji).
Ako je B oblika:
1) —B,, pretpostavimo za B, vazi tvrdenje, pa imamo:
Mk« —B, akko nije Mk B,.

2) B, = B, onda je razmatranje sli¢no prethodnom.
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3) (sz)Bl pri ¢emu X nije promenljiva terma t (jer je promenljiva X
vezana u A’ (x )), tada na osnovu indukcijske hipoteze, za proizvoljnu

valuaciju T imamo:
ME - Bl(XS,t) akko Mk T (b/xi) Bl(XS,Xi), b ZtM [T]

Kako x; nije promenljiva terma t, to na osnovu Teoreme 4.2.1 imamo

t"[z]=t"[z(m/x,)], zasve me M .

Posledica 4.2.1 Ako je term t slobodan za promenljivu x u formuli A(x), onda

je formula (Vx)A(x) = A(t) valjana.

Dokaz. Dokaz sledi direktno iz prethodne teoreme.
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5. Predikatski racun kao formalna teorija

5.1 Teoreme kompletnosti i kompaktnosti za
predikatski racun

Definicija 5.1.1 Neka je L jezik prvog reda. Kvantifikatorski ra¢un tipa L je
formalna teorija K = (L', Form, Ax, R) gde je:

o L'=LUXu{=, —,(,),,, V} jezik predikatskog ra¢una
e Form skup formula koje se definiSu na uobicajeni na¢in sa odgovaraju¢im

veznicima

. 'VA‘X skup aksioma kojih ima beskonacno mnogo a rasporedene su u pet
Sema:
AXL A= (B=A) A,B e Form
A2 (A=(B=C))=(A=B)=(A=C)) AB,CeForm
Ax3 (A= -B)=(B= A) A, B e Form

Ax4  (Vx)A= B(x))= (A= (¥X)B(X)) (¥ x)(A= B(x)),
X nije slobodna promenljiva u A
A5 (VX)A(X)= Alt),

term t nije slobodan za promenljivu x u A(x).

e R = {MP, Gen.}, gde je M.P.opet skraceni zapis za modus ponens, &
Gen. ¢e biti skracenica za pravilo generalizacije

A A=B

M.P.: T A BeForm.

A
(VX)A°

Gen.: A e Form.
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Kako je K. jedna specijalna formalna teorija, poznate su nam definicije sledeé¢ih

pojmova: sintakticke posledice u oznaci @+ A, teoreme u oznaci — A, skupa svih
sintakti¢kih posledica, oznaka Cons(®d), i deduktivno zatvorenog skupa.

Obzirom na to da sada veznici —,= ¢ine bazu, naves¢emo $ta oznacavaju ostali
veznici kao i egzistencijalni kvantifikator:

(3x)A(x) je zamena za —(Vx)-A(x),

AAB je zamenaza —(A= B),
Av B je zamenaza —A= B,
Ac B jezamenaza (A= B)A(B= A).

Teorema 5.1.2 Za svaki skup formula F i svaku formulu A vazi: ako je
A sintakti¢ka posledica skupa F , onda je A semanticka posledica skupa F .

O A = DEA.

Dokaz. Neka je @+ A. To znaci da postoji dokazni niz A ,..., A, = Aza Aiz D.
Dokaz tvrdenja izve$¢emo indukcijom po duzini dokaza, n.

Indukcijska baza. Neka je n = 1. Tadaimamo A = A, pa je A ili aksioma ili iz ®,

no u oba slucaja trivijalno vazi ®k A.

Indukcijska hipoteza.Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve formule ¢iji je dokazni
niz duzine < n.

Indukcijski korak.Posmatrajmo dokazni niz duzine n, A,..., A, = A. Za formulu
A je moguce:

1. A jeaksioma

2. AeF

3. A sledi iz ranijih formula u nizu prema modus ponensu ili generalizaciji.
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Dokaz za 1. i 2. je analogan dokazu u indukcijskoj bazi. Razmotrimo slucaj 3.:

e A sledi prema modus ponensu: tada ranije u nizu postoje formule A,
A, = A i za njih vazi indukcijska hipoteza tj. @k A, i ®F A = A.

Treba pokazati ®F A tj. za svaki model M, ako MEDonda ME A.
Imamo sledece:

ME® i Ok A, odakle sledi M F A
Me®DidE A = A, odaklesledi M A = A.

Dakle, dobili smo da za svaku valuaciju 7 vazi Mk . A, = A. Takode vazi
Mk A . Zatoimamo M k. A, za za svaku valuaciju 7 , iz Cega sledi M F A.

e A sledi prema generalizaciji: tada imamo (VX)A,. = A pri ¢emu za A
vazi indukcijska hipoteza tj. @k A,. Uzmimo model A skupa @. Tada
imamo MEDi ®k A, odakle sledi Mk A,. To znaci da za svaku
valuaciju = vazi Mk . A . Jasno, tada Mk . (VX)Ai za svaku valuaciju ¢

paimamo Mk A zasvakottj. ME A.

Teorema 5.1.2 (Teorema dedukcije za predikatski racun)
1) akojed®— A= B ondaje F u{A}l— B

2) neka je F U{A}r B i neka postoji takav dokaz za B iz F U{A} u
kojem nema generalizacije po slobodnim promenljivama formule A.
Tada®-A= B.
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Dokaz. 1) Neka vazi @+~ A= B. Tada postoji dokaz A ,...,A, = A= Bpo
hipotezama iz ®. Dokaz za B iz F U{A} je A,..A, =A=B,AB, pri
¢emu B sledi prema modusu ponensu.

2) Neka vazi F U{A}I— B. Tada postoji dokazni niz za B,
B,...., B, = B koji zadovoljava uslov teoreme. Tvrdenje pokazujemo indukcijom
po duZini dokaza, n.
Indukcijska baza. Neka je n = 1. Tada je moguce:

e B jeaksioma. Tada je dokaziz®za A= B:

1. B aksioma
2. B=(A=B) Axl
3. A=B M.P.zal.i2.

e BeF .Dokazza A= B jetada:

1. B hipoteza
2. B=(A=B) Ax1
3. A=B M.P.zal.i2.

e B = A.Tadanam treba dokaz za A= A §to vaZi zbog Leme 2.7.1.

Indukcijska hipoteza.Pretpostavimo da tvrdenje vazi za svaki dokaz duzine < n.
Indukcijski korak. Posmatrajmo dokaz B,,...,B, =B. Za svako B;, i <n vaZi
indukcijska hipoteza tj. @~ A = B;. Za formulu B je moguce:

B je aksioma. Dokaz je analogan dokazu iznad.
B € F . Dokaz sledi kao u indukcijskoj bazi.
B = A. Dokaz sledi analogno dokazu iznad.

B sledi iz ranijih formula u nizu prema nekom pravilu izvodenja.
Razmotrimo ovaj slucaj.
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B _sledi prema modus ponensu. Tada postoje formule A, A, = B ranije u nizu,
i za njih vaZi indukcijska hipoteza tj. P~ A=A i O-A= (Ai = B). To
znaci da postoji dokaz B,,..., B, po hipotezama iz ® gde je:

B.,=A=A

B, =A=(A = B).

Produzimo ovaj dokaz slede¢im formulama:

B..=(A=(A=B)=(A=A)=(A=B) Ax2
B...=(A=A)=(A=B) M.P.za B, i B, ,,
B..=A=1B M.P. za B, ;i B,

Tako dobijamo dokaz B,,...,,B,,, za formulu A= B po hipotezama iz @ tj.

F-A= B.

B _sledi prema generalizaciji. Na osnovu indukcijske hipoteze imamo
@ A= A, pa na osnovu generalizacije sledi @+ (Vx)A= A ) gde x nije

slobodna promenljiva u formulama iz F U {A}, dakle ni u formuli A. To znagi
da postoji dokaz B,,...,B, = (VX)(A:> A ) Produzavaju¢i ovaj dokaz
formulama:
B, =(Vx)}A= A)= (A= (¥x)A) Ax4
B., = A= (VXA M.P.za B.i B,

Dobijamo dokaz B,,...,B,,, formule A:>(VX)Ai tj. formule A= B po
hipotezama ®. Dakle - A= B.

Teorema 5.1.3 Neka je A zatvorena formula, a ®@ skup formula. Tada vazi
Fi- A akko F U {=A} nije konzistentan skup.
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Dokaz. (<)Neka F U {—A} nije konzistentan skup. To znagi da postoji formula
B tako da je F U {-A}-B A =B, tj. iz F U{-A} se moZe dokazati “bilo 3ta”
ti. F U {-A}~ A. Prema teoremi dedukcije imamo:

O —A= A. (1)

Uvek vazi sledece:

o~ A= A. (2)

Sada (1) i (2) prema Lemi 2.7.5 daju @+ A.
(=) Neka vazi O+ A. Tada vazi i FU{-A}- A. Kako vazi jo§ i
F U{-A}~ —A, to onda sledi da skup F U {—A} nije konzistentan.

Zbog obimnosti dokaza, za sledece dve teoreme dajemo samo formulaciju.

Teorema 5.1.4 (Lema Lindenbauma) Svaki konzistantan skup formula je
sadrZan u nekom maksimalno konzistentnom skupu formula.

Teorema 5.1.5 Svaki maksimalno konzistentan skup formula ima model.

Teorema 5.1.6 Za svaki skup formula @i svaku formulu A vaZi: ako je A
semanti¢ka posledica skupa @, onda je A sintakti¢ka posledica skupa @ tj.

OEA = OHA.

Dokaz Neka vazi @k A. Pretpostavimo suprotno, da nije ®+— A. Tada je, prema
teoremi 5.1.3, skup F U{—A} konzistentan. Kako svaki konzistentan skup

formula ima model, ima ga i skup F U {-A}. Neka M F U{-A}. Tada

ME ® i ME—A. Dalje,imamo Mk ® i @k A odakle sledi M = A. Tada, posto
vazi i M —A, imamo kontradikciju. Zato je @ A.
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Teorma 5.1.7 (Teorema kompletnosti za predikatski ra¢un) Za svaki skup
formula @ i svaku formulu A vaZi: A je semanti¢ka posledica skupa ® akko A
je sintakti¢ka posledica skupa @ tj.

OFA & OHA.

Posledica 5.1.1 (Teorema kompletnosti za predikatski ra¢un za ®= J) Za
svaku formulu A vazi: A je teorema teorije predikatskog rauna akko je A
valjana formula tj.

FA &S +HA.

Teorma 5.1.7 (Teorema kompaktnosti za predikatski ra¢un) Skup formula
® ima model akko svaki konacan podskup od @ ima model.

Dokaz. (:>) Ovaj smer trivijalno vazi.

(<)Neka svaki konatan F, c F ima model. Neka je Mk F,.
Pretpostavimo suprotno, da @ nema model. Tada, prema Teoremi 5.1.3, skup
@ nije konzistentan tj. postoji formula A takva da je ®— A A —A. Tada postoji
konacan skup F, c F takav da je F,~AA—A. Dalje, prema teoremi

kompletnosti sledi F, A A —A. Tako dobijamo Mt F, i F,F AA—A odakle
sledi ME A A —A. Kontradikcija.
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6. Snaga jezika prvog reda

6.1 Elementarna klasa modela. UopStena
osobina prvog reda.

Jezik prvog reda tj. jezik logike prvog reda vrlo je pogodan i najvise
koris¢en jezik u matematici. No, i pored svih njegovih dobrih osobina pokazalo se
da je u mnogim situacijama vrlo slab. Te probleme bismo mogli nazvati
»problemima aksiomatizabilnosti“.

Definicija 6.1.1 Klasa K modela jezika L je elementarna klasa, ako postoji takva
teorija (skup rec¢enica) T na jeziku L da je K klasa svih modelaod T .

Definicija 6.1.2 Klasa K je bazna elementarna ako postoji recenica A da je K
klasa svih modela od A.

Elementarne klase su ustvari klase algebarskih sistema koje su aksiomatizovane u
logici prvog reda tj. ,,opisive” formulama prvog reda. Bazne elementarne klase su
kona¢no opisive na jeziku prvog reda. KaZzemo jo$S da su one kona¢no
aksiomatizovane. Mnoge klase algebarskih sistema su ,,po definiciji“ elementarne
ili bazno elementarne (grupe, polja, mreze...). No, sledece klase nisu elementarne:
klasa konacnih Abelovih grupa, klasa konaénih polja, klasa konacnih uredenih
skupova, klasa kona¢nih mreZa itd.

Teorema 6.1.1 Teorija T, koja ima modele ma koliko velike konacne
kardinalnosti, ima i beskona¢ni model.

Dokaz. Neka je T teorija na jeziku L koja ima modele ma koliko velike konacne
kardinalnosti. Neka je jezik L'dat sa:

L'=Lu{c, :new},
gde je {Cn ‘Ne a)}niz razli¢itih konstantnih simbola koji ne pripadaju jeziku L.
Posmatrajmo proSirenje T' teorije T na jeziku L":
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T'=Tuf{c, =¢c,):m<n<aol,

dobijeno dodavanjem svakog elementa C, kao novog konstantnog simbola, i
dodavanjem formule —|(cn = cm) kao nove aksiome za svako m <n.

U svakom kona¢nom podskupu T' skupa T' figuriSe samo kona¢no mnogo
konstanti, recimo C,,...,C,. Neka je M model za T koji sadrzi bar
m +1elemenata i neka su a,,..., a,, razliciti elementi modela M. Lako se vidi da
je model (M ,ao,...,am) model za T"' (na jeziku L"=Lu {co,...,cm}). No, tada
na osnovu teoreme kompaktnosti i T' ima model. OsiromaSenje tog modela do
modela jezika L daje nam model za T . Jasno, svaki model od T"' je beskonacan, i

model jeza T .

Dakle, klasa kona¢nih modela mogih elementarnih klasa nije ponovo
elementarna; osobina ,,kona¢nosti modela“ unutar elementarne klase je neopisiva
formulama prvog reda. Teorema 6.1.1 pokazuje da ne postoji teorija T ¢&iji

modeli su isklju¢ivo konac¢ne kardinalnosti.

Definicija 6.1.3 Neka je K klasa modela teorije IT i neka je P osobina od K.
KaZemo da je P uopStena osobina prvog reda ako postoji skup reéenica @ tako
da je zasve modele M e K :

M ima osobinu P akko Mk ®.

Naprimer, ,,biti cikli¢na grupa®, ,biti periodicna Abelova grupa®, ,biti polje
kona¢ne karakteristike® nisu uopStene osobine prvog reda (u odgovaraju¢im
klasama). Posto su dokazi sliéni za sve te osobine, dokaza¢emo tvrdenje za
poslednju od njih:

Teorema 6.1.2 Neka je T neka teorija na jeziku a = {+, -, 0, 1}, koja za svoje
modele ima polja koliko god ho¢emo velike karakteristike. Tada je i neko polje
karakteristike 0 model za T .
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Dokaz. Neka je T' obi¢na teorija polja. Dovoljno je uoditi teoriju
O=T VY T Y{p-1#0, p je prost broj}.

Lako je videti da svaki konacan skup F, < F ima model pa na osnovu teoreme
kompaktnosti i ® ima model- to je polje karakteristike 0.

Pomoc¢u teoreme kompaktnosti mozemo dokazati analogne rezultate za bazne
elementarne klase. Recimo, sledete klase nisu bazne elementarne: klasa
beskona¢nih Abelovih grupa, klasa klasa beskona¢nih polja, klasa beskona¢nih
uredenih skupova itd.

Teorema 6.1.3 Ako teorija T ima kona¢ne modele koliko god hoéemo velike
kardinalnosti, onda klasa beskona¢nih modela nije bazna elementarna klasa.

Dokaz. Pretpostavimo da je K = Mod({A}), gde je Mod(F )oznaka za klasu
svih modela teorije @, klasa svih beskona¢nih modela teorije T . Jezik L teorije
T proSirimo novim konstantnim simbolima {ci e a)} i formirajmo teoriju

T'={-Aluc =c,)ii< j<ofuT.

Posto za svaki konac¢an model A teorije T vazi M £ —A, onda svaki konacan
podskup teorije T' ima model, pa po teoremi kompaktnosti i T' ima model M.
No M,, taénije restirkcija od M, na jezik L, jeste beskona¢an model teorije T u
kojem vaZi —A, Sto je kontradikcija sa polaznom pretpostavkom.

U opstem sluc¢aju mozemo govoriti 0 osobini koja je opisiva formulom prvog reda
unutar neke elementarne klase:
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Definicija 6.1.4 Neka je K klasa modela teorije IT i P osobina od K. Kazemo da je
P osobina prvog reda ako postoji reCenica A takva da je za sve modele M €K
vazi:

M E A akko M ima osobinu P.

Na primer, osobina ,,imati ta¢no n elemenata® jeste osobina prvog reda, a ,,imati
beskona¢no mnogo eclemenata u mnogim klasama nije osobina prvog reda.
Pomocu teoreme kompaktnosti se moze dokazati da slede¢e osobine nisu osobine
prvog reda: ,biti polje karakteristike 0%, ,biti realno zatvoreno polje”, ,.biti
algebarsko zatvoreno polje®, ,,biti deljiva Abelova grupa® itd.

6.2 Teorema Lowenheim-Skolem-Tarski

Mnogi matemati¢ari smatraju da se ,klasicna“ matematika zavrSava
pronalaskom neeuklidske geometrije u XI1X veku od strane Bolyaia (1802-1860) i
Lobacevskog (1793-1856). Posle toga Frege formalno KkonstruiSe logiku
predikata, a Cantor (1845-1918) naivnu teoriju skupova. Tada se pocinju
masovno javljati i ,,nestandardni modeli: kad god se neki ,,standardni“ sistem
pokuSao aksiomatizovati unutar predikatskog racuna prvog reda, videlo se da ta
aksiomatizacija nije kategoricna i da data aksiomatska teorija ima modele koji
nisu izomorfni sa polaznim sistemom. MoZemo sprovesti jedno veoma opste
razmatranje: neka je M neki beskonacni algebarski sistem. Tada klasa { M;: M,
= M } nikad nije elementarna! To zna¢i da ni za jednu beskonacnu relacijsko-
operacijsku strukturu ne postoji skup formula prvog reda, kojem bi ta struktura
bila (do na izomorfizam) jedinstveni model.

Teorema 6.2.1 (Lowenheim-Skolem-Tarski) Ako teorija T ima beskonacan
model, onda ima beskona¢ne modele proizvoljne zadate kardinalnosti

o> | &

Dokaz. Neka je c;, & < a niz razli¢itih konstantnih simbola koji ne pripadaju
jeziku . Neka je T' prosirenje teorije T dato sa:

T'=TU{—|((;§ zcﬂ):n<§<a}.
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Svaki kona¢an podskup od T' ima model (to je onaj beskona¢ni model za T,
ta¢nije obogacenje tog modela). Prema teoremi kompaktnosti onda i T ima
model i njegova kardinalnost ne premaSuje

|| L Y{c.: E<a} ||=(x.

Posto su interpretacije konstanti u M razliciti elementi skupa M, onda & <|M|

tj.|M|:a.

Prve aksiomatizacije teorije brojeva poticu jos iz 1861, kad je Hermann
Grassmann izdao knjigu u kojoj se na aksiomatskoj osnovi zasniva teorija celih
brojeva. Zatim, 1888. godine Richard Dedekind daje aksiomatizaciju teorije
brojeva, koja je danas poznata pod nazivom “Peanove aksiome”. Naime, Peano
1891. godine preuzima ovu aksiomatiku i uvodi znatno pogodniju simboliku.
Pokusaji da se Dedekindove aksiome pretoce u potpuno formalnu teoriju, i da se
prirodni brojevi opiSu do izomorfizma teorijom predikatskog ra¢una prvog reda
nisu uspeli. Svaki formalni jezik ogranicava aksiomu indukcije na svojstva koje je
mogucée definisati tim jezikom. Jedna takva formalna teorija je tzv. Peanova

aritmetika ili teorija brojeva. Standardni model teorije brojeva je <N i 310> gde
je N skup prirodnih brojeva, S funkcija sledbenik a +, - i 0 imaju svoje
uobicajeno znacenje. Sve druge (neizomorfne standardnom) modele nazivamo
nestandardnim modelima. Nazovimo kompletnom teorijom brojeva skup svih
reCenica A jezika L koje su tatne u standardnom modelu. Postojanje
nestandardnih modela kompletne teorije brojeva ustanovio je Skolem.
Posredstvom prethodne teoreme, sledeca teorema je takode jedna od posledica
teoreme kompaktnosti:

Teorema 6.2.2 Kompletna teorija brojeva ima nestandardne modele.

Dokaz. Kako ta teorija ima beskonac¢an (standardan) model, prema Teoremi 6.2.1
ta teorija ima modele ma koje kardinalnosti. Svaki neprebrojivi model kompletne
teorije brojeva je nestandardni.
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Intuitivna predstava o beskonac¢no malim i beskona¢no velikim brojevima je na
neki nacin osnova diferencijalnog i integralnog racuna. Jo§ pre 300 godina
Leibniz je pretpostavljao da se “ra¢un” moze strogo razviti u jednom prosirenom
sistemu skupa realnih brojeva, koji bi sadrzao beskonacno male brojeve kao
“korisnu fikciju” a ne kao metafizicki fakt. On je formulisao princip da “idealni
brojevi” moraju imati ista svojstva kao i1 “konacni brojevi” ali nije precizirao na
koja svojstva se to odnosi. Taj problem je ostao nereSen sve do 1960. godine,
kada je teorija modela dala jedan od najlepSih rezultata matematickoj analizi.
Abraham Robinson je u svom radu dao ta¢nu formalizaciju matematickog
principa predlozenog od strane Leibniza. Polazna tacka je sledeca teorema, takode
posledica teoreme kompaktnosti:

Teorema 6.2.3 Postoji nearhimedovo uredeno polje elementarno ekvivalentno
uredenom polju realnih brojeva.

Napomena. Teorija uredenih polja je teorija prvog reda na jeziku {<, +, -, 0, 1}.
Ona ima sve aksiome teorije polja (Primer 2.4.4), linearnog uredenja(Primer
2.4.5) i jos:

XSY=>X+2<y+12
X<y=>x-2<y-2,2>0.

Uredeno polje (F,<+,,0,1) zovemo Arhimedovim, ako za svaka dva pozitivna

elementa a i b postoji prirodan broj n tako da je n-a>bn. Teorema 6.2.3 u
stvari pokazuje da ta osobina nije uop3tena osobina prvog reda.

Dokaz. Neka je T skup svih recenica jezika o = {S,+,-,0,l}, koje su tacne u
uredenom polju realnih brojeva. Neka je Cneki konstantni simbol, razli¢it od 0 i
1. Neka je proSirenje T' skupa T dato sa:

T'=Tu{n-l<c:ineon}



6. Snaga jezika prvog reda 79

Za svaki kona¢an podskup T"'c T' postoji model (to je ba$ uredeno polje realnih

brojeva). Prema teoremi kompaktnosti onda T' ima model, koji naravno nije
arhimedovo uredeno polje.

Na kraju ovog poglavlja ¢emo dati jo$ neke teoreme, €iji se dokazi bitno oslanjaju
na teoremu kompaktnosti. Tok dokaza i primena pomenute teoreme ide vrlo
prirodno, tako da ¢emo dokaze izostaviti. Prvo ¢emo dati dva primera.

Primer 6.2.1 Grupa G se moze urediti akko se svaka njena kona¢no generisana
grupa moZze urediti.

Napomena. Grupa (G) je uredena relacijom p skupa G ako je p relacija
totalnog poretka i za sve X, y,u,v e G vazi:

XpYy A UpPV =Xy pu-v (,,kongruentnost*).

Primer 6.2.2 Neka je (G*) grupoid. Za relaciju p skupa G kazemo da je
istaknuta relacija ako za sve X, Y,z € Gvazi:
Xp X
X*¥Yy p U*V= — XpY.

Grupoid G ima neku istaknutu relaciju akko svaki njegov kona¢no generisan
podgrupoid ima istaknutu relaciju.

Primetimo da ove primere moZemo obuhvatiti slede¢im tvrdenjem:

Teorema 6.2.4 Neka je M relacijsko- operacijska struktura i @ skup univerzalnih
formula na jeziku te strukture proSirenim izvesnim relacijskim simbolima

p; (nekih duzina). Tada se u skupu M mogu definisati relacije p, takve da vaze

formule ® akko je to moguce uciniti u svakoj kona¢no generisanoj podstrukturi
od M.
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Ovo poglavlje zatvori¢emo jos jednim primerom:

Primer 6.2.3 Neka je M = <|V| ,S,...> beskonacan model, takav da je < dobro

uredenje na M. Tada postoji model M'= <M S} elementarno ekvivalentan sa

, takav da < nije nije dobro uredenje. Drugim re¢ima, osobina ,biti dobro
ureden” je neopisiva jezikom prvog reda.



7. Sta dalje?

Predikatski racun prvog reda je od tridesetih godina XX veka zauzimao
centralno mesto u matematickoj logici. Ali, nije uvek bilo tako. Naime, do pocetka
XX veka, predikatski racun prvog reda vodio je oStru borbu sa tzv. predikatskim
racunom drugog reda. Medutim, ubrzo se uvidelo da taj raun nema a predikatski
racun prvog reda ima neke dobre osobine, veoma vazne za primenu logike.

Za razliku od predikatskog racuna prvog reda, predikatski racun drugog
reda dozvoljava kvantifikovanje po relacijskim i funkcijskim simbolima, $to ga veé
na prvi pogled ¢ini nadmo¢nim. Tako, na primer, ako bi se X (X) interpretiralo kao
»element Xje u relaciji X “, odnosno ,,element X ima svojstvo X “ i slobodnije
se zapisivalo sa X € X, onda bi formula (3X }(3x)x € X bila ta¢na u svakom

modelu  ¢iji je univerzum neprazan. S druge strane, formula
(EiX )(X eXAXxegX )bi uvek bila neta¢na. Dalje, formula (EI <)(11 < 2) je tacna
u skupu prirodnih brojeva (dovoljno je uzeti obrnuti poredak: a <bakko b<a,
gde je < ,prirodni“ poredak prirodnih brojeva), dok je (V <)1<2) netatna
formula.

Pojavljivanje predikatskog racuna prvog i drugog reda se, istorijski
gledano, vezuje za problem zasnivanja matematike, koji se pojavio u drugoj
polovini XIX veka. Posebno je bio vaZan i problem aksiomatizacije strukture
prirodnih brojeva, kao osnove za dalja zashivanja.

Puzepe Peano je krajem XIX veka dao slede¢u aksiomatizaciju prirodnih
brojeva:

Ax1l Nijedan broj nema nulu kao sledbenika (sledbenik broja n je
n+1).

Ax2  Dva razli¢ita broja imaju dva razli¢ita sledbenika.

Ax3  Ako neko svojstvo T vazi za nulu i ako, kad god vazi za n, vazi i
za n+1,tada T vaZi za svaki prirodan broj.

Ove tri aksiome €ine tzv. Peanovu aritmetiku drugog reda. Prve dve aksiome su
vrlo jednostavne, i nikad nisu dovodene u pitanje. No, sa trecom aksiomom je
situacija drugacija. Da bismo nju do kraja sagledali, uvedimo pojam induktivnog
skupa. Kazemo da je skup brojeva | induktivan ako:



1. Oel
2. nel=>n+lel.

(Tako su, na primer, skupovi celih, racionalnih i realnih brojeva induktivni.)
Treéa aksioma tvrdi da je skup prirodnih brojeva najmanji induktivni skup, tj.
sadrZan u svakom drugom induktivnom skupu. Ona predstavlja osnovu za svaki
dokaz izveden matematickom indukcijom. Danas je jezik Peanove aritmetike
nesto Siri (vidi Primer 3.4.6 i Primer 3.4.7) Pretpostavlja se da aksioma
matemati¢ke indukcije uz pomo¢ ostalih dveju aksioma ne samo vazi, ve¢ i do
kraja (rekli bismo kategoricki, do na izomorfizam itd.) opisuje strukturu prirodnih

brojeva N , ali i svih njegovih podskupova P(N). To moZemo zapisati kao
(N , P(N ) s( ),O,+,-, S) E“aksioma indukcije"

gde je S( )Operacija dodavanja jedinice. Ocekivalo se da nijedna druga struktura
ne zadovoljava aksiome prirodnih brojeva, ali i da se iz tih aksioma (u okviru
predikatskog ra¢una drugog reda) mozZe izvesti svako tvrdenje o prirodnim
brojevima. Da bi se to pokazalo, bilo je nuzno prvo pokazati tzv. stav
kompletnosti za predikatski racun drugog reda (primenjenog na Peanovu
aritmetiku) koji glasi:

Sve §to vaZi za (N,P(N ),S( ),0,+,~,S) [ izrazivo je u predikatskom racunu
drugog reda, moZe se dokazati iz Peanovih aksioma drugog reda.

Medutim, nije mogucée jedinstveno opisati prirodne brojeve, niti je moguce
dokazati gornje tvrdenje. Dokaz da ne postoji stav kompletnosti za Peanovu
aritmetiku ekvivalentan je sa propas¢u pokusSaja da se do kraja opiSu prirodni
brojevi. Ozna¢imo sa T skup (zatvorenih) formula u predikatskom ra¢unu prvog
ili drugog reda koji moze biti i beskonacan. Pri tome je od ranije poznat pojam
neprotivre¢nog i protivreénog skupa. Takode znamo da T ima model ako postoji
struktura (model) u kojem vaZe sve formule iz T. Tako, na primer,
(N , P(N ), S( ),0,+,~, S) ¢ini model za sve aksiome Peanove aritmetike.

Primer jedne ,dobre* logike, kako je to pokazao Godel 1930., je
predikatski radun prvog reda. Cinjenica da za predikatski radun prvog reda vazi
stav kompletnosti, kao i nemoguénost istog za predikatski racun drugog reda (Sto
¢emo uskoro pokazati), oznacio je pobedu predikatskog ra¢una prvog reda nad



predikatskim racunom drugog reda. Ne postoji Zeljeni, potpun i jednoznacan opis
prirodnih brojeva u predikatskom ra¢unu prvog reda.

Postavlja se pitanje: da li je logika prvog reda dovoljna za sva
matematiCka rasudivanja? Postoje misljenja da sve matematicki jasno formulisane
reCenice mozemo izraziti u logici prvog reda, a neformalan pojam dokazivosti
poklapa se sa formalnim pojmom dokaza u logici prvog reda. No, ako se ta teza i
prihvati teorijski, jo$ je daleko od toga da se ona primeni u praksi. Recimo, ako
bismo hteli tu tezu primeniti na teoriju periodi¢nih Abelovih grupa, morali bismo
aksiomatizovati ne samo teoriju grupa nego i osobine prirodnih brojeva, koje su
neophodne za izvodenje rasudivanja. Takvi primeri nisu retki, naime, nijedna
beskonacna struktura ne poseduje potpun opis na jeziku predikatskog racuna
prvog reda. Dakle, postoji dovoljno razloga za uvodenje drugih logic¢kih sistema
kao $to su viSesortna logika prvog reda, - logika, slaba logika drugog reda, razne
beskonacne logike kao i logike sa novim kvantifikatorom. Kao ilustraciju,
potrebi¢emo primer proSirenja logike prvog reda novim kvantifikatorom.

7.1 Jezik L(Q)

Posmatrajmo logiku L(Q) sa kvantifikatorom ,, postoji neprebrojivo
mnogo“. Ovaj jezik je prvi izuCavao Mostowski, koji je predloZio da se nade
,»,G0delovska®™ teorema kompletnosti za L(Q). I. Keisler u svom radu izmedu
ostalog dokazuje teoremu kompletnosti za L(Q). Njegova teorema o kompletnosti
pokazuje da takav jedan kvantifikator predstavlja ustvari matematicki tacan model
za neformalan pojam ,,mnogo“. U toj logici teorema kompaktnosti sledi iz
teoreme kompletnosti na savrSeno analogan nacin kao u logici prvog reda.

Definicija 7.1.1 Neka je L logika prvog reda sa jednako$cu sa prebrojivo mnogo
predikatskih, funkcijskih i konstantnih simbola. Jezik L(Q) se dobija dodavanjem
novog kvantifikatora (Qx), koji ¢itamo ,,postoji neprebrojivo mnogo x“, jeziku L
logike prvog reda L.

Definicija 7.1.2 Logika &(Q) se definise kao uredena trojka (G,k, Sent) gde je G

tzv. semanticki domen tj. familija svih modela jezika L,k relacija zadovoljenja,
Sent skup recenica tj. skup formula bez slobodnih promenljivih na jeziku L(Q).



Definicija 7.1.3 Formule jezika L(Q), u oznaci Form(L(Q)), definiSemo kao
najmanji skup F koji sadrzi sve elementarne formule jezika L i ima osobinu:

ako A,Be F i y je promenljiva, onda formule
AAB,—A,(3y)A,(Vy)A,(Qy)AcF.

Definicija 7.1.4 Relacija zadovoljenja F je binarna relacija izmedu objekata
semanti¢kog domena G i elemenata skupa Sent, i definiSemo je u nekoliko koraka:

slab model za L(Q) jeste ureden par (M,q) tako da je M model jezika L, a q je
skup podskupova od F (nosa¢ za M). Neka je (al,...,an) data
valuacija, A(v,,...,v, ) € Form(L(q)). Pojam ,, A vazi na (M,q)za valuaciju
(a,,...,a,)“ uoznaci (M,q)¢ Ala,,...,a, |definisemo indukcijom po slozenosti
formule A. Za sve veznike i kvantifikatore sem (Qx)vaie uobicajene definicije,
aza (Qx) vazi:

(M,q)(Qv, )Ala,,...,a, ] akko

{beM:(M,q)r Ala,,...a,,,b,a,,,..a,]}eq.

Neka je M model za L tj. M € ¢, A(v,,..,v,)e Form(L(q)), (a,,...a,)
valuacija. Tada definisemo M ¢ A[a, ,...,a, | akko (M,q)¢ Ala,,...,a, ], gde je
q skup svih neprebrojivih podskupova od F . Konaéno, ako je A e Sent,

M € G, onda relaciju zadovoljenja  definiSemo: M E A akko M E A u gore
definisanom smislu. Tada je standardan model za A.

Definicija 7.1.5 Aksiome (Seme) za L(Q) su:

Ax0  sve aksiome Seme za £ zajedno sa aksiomama jednakosti
Al —(Qx)x=yvx=2)
Ax2  (¥x)A= B)= ((Qx)A= (Qx)B), gde A,B e Form(L(Q))



Ax3  (Qx)A(x,...) = (Qy)A(Y,...), gde je A(x,...)formula jezika L(Q)
u kojoj se y ne pojavljuje, a A(y,...) je dobijeno od nje zamenom
svakog slobodnog pojavljivanja x sa y

Ax4  (Qy)3x)A= (3x)YQy)Av (Qx)3y)A, gde A Form(L(Q)).

Napomena. Nije teSko videti da svaki model M jezika L jeste standardan model
za aksiome jezika L(Q). S druge strane, moZe se naéi slab model koji ne
zadovoljava sve aksiome. No, ako je q skup svih beskonacnih podskupova od F ,

onda je (M,q) slab model za aksiome od L(Q).

Definicija 7.1.6 Pravila izvodenja za L(Q) su modus ponens i generalizacija.

Definicija 7.1.7 Relacija konsekvencije ~ na Form(L(Q)) definise se na
potpuno analogan nacin kao za logiku prvog reda.

Primetimo da, ako vaZi (uopstena) teorema kompletnosti za logiku L(Q), onda za
nju vazi i teorema kompaktnosti: neka je F € Sent, tada @ ima standardan model
akko svaki kona¢an podskup od ® ima model. Dokaz je analogan dokazu u
slucaju logike prvog reda.

Teorema 7.1.1 (Teorema kompletnosti za L(Q)) Neka je @ skup recenica od
L(Q). Tada @ ima standardan model akko je @ konzistentno u L(Q).

Pratec¢i razvoj matematike uopste, moze se primetiti jedna zakonitost: kad
god se neka oblast matematike izuci dovoljno detaljno, javlja se tendencija ka
stvaranju obuhvatnije teorije, koja je po pravilu za jedan stepen apstraktnosti
iznad stare teorije. To se desilo i sa teorijom modela: poslednjih godina se rada
tzv. apstraktna teorija modela. Ona se pocinje stvarati u radovima Barwisea, koji
1974. stavlja apstraktnu teoriju modela na ¢vrstu osnovu i daje precizne aksiome.

Pitanje koje se postavlja je: koje uslove treba zadovoljavati jezik L da bi se
osigurala egzistencija ,,prirodne* osobine kompaktnosti? Jedna od najdubljih
teorema na tu temu glasi:



Teorema 7.1.2 Logika prvog reda je jedina logika koja je zatvorena u odnosu na
A, 7, 3 i zadovoljava teoremu kompaktnosti i teoremu Léwenheim-Skolema.
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