
PISMENI ISPIT IZ TEORIJE BROJEVA
7. septembar 2018

Profesor: Bojan Baxi� Asistent: Stefan Haqko

1. Da li postoji beskonaqno dugaqak niz prostih brojeva sa osobinom da se svaki slede�i qlan
niza za jedan razlikuje od udvostruqenog prethodnog qlana? (Na primer, takvu osobinu ima
niz 2, 3, 5, 11, 23, 47, no u ovom sluqaju se on ne mo�e daǉe produ�iti.)

Jedna ideja: Pokazati da, ukoliko su qk−2, qk−1, qk tri uzastopna qlana takvog niza za koja va�i
qk−1 = 2qk−2 − 1 i qk = 2qk−1 + 1 (ili obratno), tada jedan od brojeva qk−2, qk−1, qk mora biti
deǉiv sa 3. Odavde zakǉuqiti da, od nekog momenta nadaǉe, niz mora konstantno pratiti ili
obrazac qk = 2qk−1− 1, ili qk = 2qk−1 +1. U prvom sluqaju iskoristiti prvi zadatak iz junskog
ispitnog roka (podse�aǌe, u ǌemu se tvrdi da ne postoji beskonaqno dugaqak niz prostih
brojeva koji prati obrazac pk = 2pk−1 − 1; xto se dokazuje ustanovǉavaǌem najpre formule
pk = 2k−1p1−2k−1+1, a potom posmatraǌem ove formule za k = p1 po odre�enom modulu). Drugi
sluqaj razmotriti sliqno kao prvi.

2. Prirodan broj n je deǉiv sa 2018 i mo�e se predstaviti kao zbir kvadrata dva cela broja.
Dokazati da se i broj n

2018 mo�e predstaviti kao zbir kvadrata dva cela broja.

3. Neka je q prost broj oblika q = 8k + 7. Dokazati: q | M q−1
2

(ovim smo oznaqili odgovaraju�i
Mersenov broj).

Jedna ideja: Iskoristiti odre�enu kongruenciju za Le�androv simbol
(
2
q

)
po modulu q.

4. a) U prstenu Z[
√
−102] na�i sva neekvivalentna rastavǉaǌa broja 10201 na dva nejediniqna

qinioca.
b) U svakom od rastavǉaǌa iz dela pod a) ispitati koji od dobijenih qinioca su prosti u

Z[
√
−102].
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