Predavange 5

OJLEROVA FUNKCIJA I OJLEROVA TEOREMA

Sada ¢emo izvesti eksplicitnu formulu koja daje vrednosti Ojlerove funkcije
©(n), polazedéi od pretpostavke da je broj n > 1 dat u kanonickom obliku

n=pl"...pp", (5.1)
i to u uzem smislu, dakle uz uslov da je a; > 0 za sve 1 <1 < k.

Teorema 5.1. Neka je n > 1 prirodan broj dat u kanonickom obliku (5.1). Tada
je

Tvrdenje ove teoreme ¢e biti direktna posledica sledec¢e dve leme.

(Y a—1

Lema 5.2. Za svaki prost broj p i o > 1 vazi p(p*) =p* —p
Dokaz. Za prirodan broj m < p® vazi (m,p®) = 1 ako i samo ako je (m,p) =1,
odnosno, ako i samo ako p 1 m. Dakle, ¢(p®) je broj svih elemenata skupa

{0,1,...,p*—1} koji nisu deljivi sa p, a §to je o¢ito p® — |p*/p| = p* —p*~1. O

Za kompleksnu funkciju f : Z — C jedne celobrojne promenljive (ovakve
funkcije se ponekad zovu i aritmeticke) kazemo da je multiplikativna ako za sve
a,b € Z takve da je (a,b) =1 vazi

f(ab) = f(a)f(b).
Osim u slucaju kada je funkcija f konstantna nula-funkcija, imamo da je f(1) =1
i f(—1) € {1, —1} (iz tog razloga su zanimljivi jedino pozitivni argumenti, buduéi
da za a > 0 vazi f(—a) = f(—1)f(a)).

Lema 5.3. Ojlerova funkcija je multiplikativna.

Dokaz. Pretpostavimo da su a,b € Z* takvi da je (a,b) = 1. Posmatracemo
najpre onaj redukovani sistem ostataka 71, ...,7,() po modulu a koji je sadrzan
u standardnom potpunom sistemu ostataka po tom modulu, dakle, u skupu
{0,1,...,a — 1}. Imajuéi u vidu Tvrdenje 4.7, tada su svi brojevi manji od ab
koji su uzajamno prosti sa a upravo oni koji su nabrojani u sledeé¢oj tablici:

1 Ty ... Ti ... T (a)
a-+n7r a-+re ... a-+r;, ... a—i—r@(a)
ka +7m ka+ry ... ka+r; ... ka—l—r@(a)

(b—=Da+r (b=1a+rz ... (b—1a+r; ... (b—1)a+ryy
1
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Da bi neki broj (zapravo, ostatak po modulu ab) iz ove tablice bio uzajamno
prost sa ab potrebno je i dovoljno da bude uzajamno prost sa b, imajuéi u vidu
Lemu 3.6.

Posmatrajmo sada proizvoljnu kolonu ove tablice, na primer, i-tu kolonu:
riya 4+ 15y ..., (b — 1)a + r;. Ovaj niz se sastoji od b razli¢itih brojeva. Oni
su nekongruentni po modulu b; zaista, ka + r; = fa + r; (modb) povlaci da
b| (k—20a,tj.dab| k—L (posto je (a,b) = 1). Buduéi da je |k — ¢| < b,
sledi da mora biti £ = £. Prema tome, po Tvrdenju 4.5, svaka kolona prethodne
tablice ¢ini potpun sistem ostataka po modulu b. Iz tog razloga, svaka kolona
sadrzi tacno ¢(b) brojeva koji su uzajamno prosti sa b. Kako tih kolona ima
v(a), zakljucujemo da u posmatranoj tablici ima tacno ¢(a)p(b) brojeva koji
su uzajamno prosti sa ab. Medutim, po definiciji Ojlerove funkcije, taj broj je
istovremeno jednak ¢(ab), pa zeljena jednakost ¢(ab) = ¢(a)p(b) sledi. O

Dokaz Teoreme 5.1 sada lako sledi iz zapazanja da, uz kanonicki oblik (5.1)
broja n, multiplikativno svojstvo Ojlerove funkcije daje da vazi

k
p(n) = [[ ).
=1

Leonard Ojler (Leonhard Euler, 1707-1783) je 1736. dokazao tvrdenje u kome
funkcija koja danas nosi njegovo ime igra centralnu ulogu i koje predstavlja
uopstenje od ranije poznate “male” Fermaove teoreme.

Teorema 5.4 (Ojlerova teorema). Neka je a € Z i m > 0 tako da je (a,m) = 1.
Tada je
a?™ =1 (modm).

Dokaz. Neka je r1, ..., 7,y neki redukovani sistem ostataka po modulu m. Po
Tvrdenju 4.8, tada je i ary, ..., ary(y) takode redukovan sistem ostataka po mo-
dulu m. To zapravo znaci da je preslikavanje 7 : {1,...,¢o(m)} — {1,...,0(m)}
definisano sa (i) = j ako i samo ako je ar; = r; (modm) bijekcija, tj. per-
mutacija skupa {1,...,p(m)}. Tako je

ary =y (modm),

arg = rr(k) (modm),
gde smo radi kraceg zapisa oznacili k = ¢(m). Mnozeéi ove kongruencije, dobi-
jamo
a? My = Tr(1) " Tr(k) (modm),
pa Posto je 71 Tk = Tr(1) Ty 1 (1170 TR, m) = 1, sledi da je

a?™ =1 (modm),

kao sto se i trazilo. O
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Posledica 5.5 (Mala Fermaova teorema). Neka je p prost broj i a € Z takav da
pta. Tada je

a’~! =1 (mod p).
Drugim rec¢ima, za sve cele brojeve a vazi aP? = a (modp).
Dokaz. Sledi direktno iz Ojlerove teoreme, posto je ¢(p) = p — 1 za svaki prost
broj p. O

Prethodna teorema nosi ime po Pjeru de Fermau (Pierre de Fermat, 1601—
1665), francuskom pravniku, jednom od najznacajnijih i najuspesnijih matema-
ticara-amatera svih vremena.



