Predavanje 6

LINEARNE KONGRUENCIJE, KINESKA TEOREMA
O OSTACIMA

Neka je f(z) polinomska funkcija sa celim koeficijentima, f(z) € Z[z], i neka

je m € ZT. Tada izraz

f(x) =0 (modm) (6.1)
zovemo (polinomska) kongruencijska jednacina. Njeno resenje je svaki broj s € Z
koji (uvrsten umesto x) zadovoljava gornji uslov. Medutim, primetimo sledece:
ako je s reSenje jednacine (6.1) i ¢t = s (modm), tada je i ¢ resenje. Prema
tome, skup resenja jednacine (6.1) je unija klasa ostataka po modulu m, pa
tako mozemo re¢i, malo slobodnije govoreéi, da su resenja te jednacine pojedine
klase ostataka. U skladu sa tim, reéi¢emo da je broj resenja jednacine (6.1)
ukupan broj klasa ostataka po modulu m koje ¢ine skup resenja te jednacine.
Ekvivalentno, u pitanju je broj elemenata maksimalnog skupa celih brojeva koji
se sastoji od medusobno nekongruentnih resenja za (6.1).

Kljuéna pitanja koja se postavljaju u vezi kongruencijskih jednacina jesu
slede¢a: Koji su potrebni i dovoljni uslovi da bi (6.1) bila resiva? Koliki je
broj resenja (u gornjem smislu)? Na koji nac¢in se ta resenja mogu odrediti?

Ako je f(x) linearna funkcija (sa celim koeficijentima), tada jednacinu (6.1)
zovemo linearna kongruencijska jednacina, ili samo linearna kongruencija. Line-
arnu kongruenciju je zgodno pisati u obliku

ar = b (modm), (6.2)

gde je a,b € Z. Sledece tvrdenje daje kriterijum resivosti jednac¢ine (6.2).
Tvrdenje 6.1. Jednacina (6.2) ima reSenja ako i samo ako (a,m) | b.

Dokaz. Neka je s € Z tako da je as = b (modm). Tada postoji ¢ € Z tako da
je as — b = me, odnosno as + m(—c) = as — mc = b. Prema tome, diofantska
jednacina ax + my = b ima reSenja, $to je po Tvrdenju 2.4 ekvivalentno uslovu
(a,m) | b. Obratno, ako vazi ovaj uslov, tada i jednac¢ina axz+my = b ima reSenje
(z0,y0). Ali, tada je azg = b (modm), pa posmatrana linearna kongruencija ima
reSenje. U

Pitanje broja i oblika svih resenja za (6.2) raspravljeno je u narednom tvrdenju.

Teorema 6.2. Pretpostavimo da jednacina (6.2) ima resenja, i neka je s € Z
jedno njeno resenje. Tada su elementi niza
m m
S, $+-——, ..., s+ ((a,m)—1)
(a,m)
medusobno nekongruentna resenja jednacine (6.2), i pri tome je svako njeno
resengje kongruentno nekom od navedenih. Prema tome, broj resenja (6.2) jednak

je (a,m).

(a,m)

1



2 M163: TEORIJA BROJEVA

Dokaz. Po datim uslovima, as = b (modm). Neka je sada ¢ bilo koje resenje
jednacine (6.2); tada je at = b (modm). Otuda je at = as (modm), pa po
Tvrdenju 4.3 sledi

).

t = s (mod
o fa,m)
Drugim rec¢ima,
m

t= k
ST e m)

za neko k € Z. Lako se proverava da se zapravo za svako k € Z dobija po
jedno resenje za (6.2), tako da navedena (“dvostrano” beskonac¢na) aritmeticka
progresija predstavlja trazeni skup resenja.

Preostaje da se utvrdi koja su od ovih resenja medusobno nekongruentna po
modulu m. Zaista, ako je

m m
t1r=s+ki——, to=s+k ;
(a,m) (a,m)

tada je t1 = to (modm) ako i samo ako je kym’ = kom/ (modm) (gde je

m’ =m/(a,m)), a $to je dalje ekvivalentno sa k; = ko (mod(a,m)) (ponovo po
Tvrdenju 4.3). Prema tome, dobi¢emo maksimalni skup nekongruentnih resenja
ako i samo ako pustimo k£ da uzima vrednosti u nekom potpunom sistemu os-
tataka po modulu (a,m). U formulaciji teoreme figurise upravo standardni pot-
puni sistem ostataka po modulu (a,m), pa je dokaz time okoncan. O

Posledica 6.3. Ako je (a,m) = 1, tada kongruencija (6.2) ima jedinstveno
resenje za svako b € 7.

Naravno, preostaje pitanje kako odrediti to jedno partikularno resenje s iz
Teoreme 6.2 (odnosno, jedinstveno resenje u slucaju (a, m) = 1). Naveséemo tri
pristupa.

1. PretraZivanje grubom silom. Ovaj metod je pogodan za “ru¢nu” primenu
samo u sluc¢aju malih modula. Na primer, kongruencija 23x = 11 (mod 5)
se moze pojednostaviti do 3z = 1 (mod5), kada nije tesko neposredno
utvrditi da je sa z = 2 (mod 5) dato jedinsveno reSenje posmatrane kon-
gruencije.

2. Diofantske jednacine. Ranije smo veé¢ videli da je ax = b (modm) ek-
vivalentno linearnoj diofantskoj jednacini ax + my = b u smislu da za
svako = koje resava linearnu kongruenciju postoji y € Z tako da je (z,y)
reSenje odgovarajuce diofantske jednacine; obratno, prva komponenta
svakog resenja (x,y) potonje jednacine resava i linearnu kongruenciju.
U nagcelu, (celobrojna) resenja jednacine ax + my = b (gde (a,m) | b)
dobijaju se na osnovu Euklidovog algoritma za izracunavanje (a,m). O
ovom ¢e jos biti re¢i kasnije.

3. Ojlerova teorema. U nacelu, trazenje partikularnog reSenja kongruencije
az = b (mod m) moze se svesti na slucaj kada je (a, m) = 1; u suprotnom,
ako je a = (a,m)ay, b = (a,m)by i m = (a,m)mq, tada je po Tvrdenju
4.3 svako resenje jednacine ajx = b; (modm;) ujedno i reSenje za po-
laznu kongruenciju. Primetimo da je tada (ai,m1) = 1; zbog toga je, po
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Ojlerovoj teoremi af(ml) =1 (modm,), pa s = af(ml)_lbl predstavlja

jedno trazeno resenje, s obzirom na

a - af(ml)_lbl = af(ml)bl = by (modmy).

Posmatrajmo sada sistem kongruencijskih jednacina
fi(z) =0 (modmy), fo(x)=0 (modmsz), ..., fr(z)=0 (modmy), (6.3)

gde je fi(x), fa(x),. .., fu(x) € Z]z]. Kako bi ovaj sistem uopste imao resenja,
potrebno je da svaka od navedenih jednacina ponaosob bude resiva. Kao §to
smo ranije raspravili, resenje jednacine f;(x) = 0 (modm;) dobi¢emo u obliku
x = ¢; (modm;) (pri cemu u opstem slucaju u obzir dolazi nekoliko razlic¢itih
vrednosti ¢;). Zbog toga, posebnu ulogu u resavanju opstih sistema polinomnih
kongruencijskih jednacina igraju sistemi linearnih kongruencija oblika

x=c; (modmy), x=cy (modmy), ..., x=c (modmy). (6.4)
Najpre ¢emo razmotriti slucéaj k = 2, kada se sistem sastoji od dve jednacine.
Tvrdenje 6.4. Sistem linearnih kongruencija

x=c; (modmy), x = cy (modmsy)

ima reSenje ako i samo ako (my1,ma) | c1 — ca. U tom slucaju, skup svih resenja
gornjeg sistema ¢ini jednu klasu ostatka po modulu [my,mz]. Drugim recima,
ako je s € Z jedno resenje gornjeg sistema, tada je sa

t=s+klmi,me], k€Z,
dat skup svih resenja tog sistema.

Dokaz. Dati sistem linearnih kongruencija ima resenje (po ) ako i samo ako
sistem linearnih diofantskih jednacina

T=c+my, T=c2+maz

ima celobrojno resenje (z,y,z). Medutim, egzistencija resenja gornjeg sistema
ekvivalentna je egzistenciji reSenja jednacine c; + m1y = co + mez, odnosno

mozZ —Mmiy = Cc1 — Ca.

Medutim, po Tvrdenju 2.4, gornja diofantska jednacina je resiva ako i samo ako
(ma, —my) = (m1,ma) | c1 — c2, §to se i trazilo.

Neka je sada s € Z jedno (fiksirano) resenje datog sistema; uo¢imo proizvoljno
resenje t. U tom slucaju je t = s (modmy) it = s (modms), tj. t — s je deljivo
sa m1 1 mo. Po definiciji najmanjeg zajednickog sadrzaoca, poslednji uslov je
ekvivalentan sa [mi,ms| | t — s. Dakle, t = s + k[m1, mo] za neko k € Z; s druge
strane, lako se verifikuje da se za svako k € Z dobija reSenje datog sistema, pa
tvrdenje sledi. O
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Posledica 6.5. Ako je (mi1,me) =1, tada sistem
x =c; (modmy), x = co (modmsy)

ima resenje za svako ci,ca € Z, i pri tome skup svih reSenja ¢ini jednu klasu
ostatka po modulu mims.

Prethodna posledica predstavlja zapravo samo jedan specijalni slu¢aj opstijeg
poznatog rezultata u vezi sa linearnim sistemima kongruencija tipa (6.4). U pi-
tanju je kineska teorema o ostacima, verovatno najstarija zapisana matematicka
teorema, koja u potpunosti daje odgovor na pitanje o resivosti sistema (6.4) kada
su moduli u tom sistemu po parovima uzajamno prosti.

Teorema 6.6 (Kineska teorema o ostacima). Neka sumi,ma ..., my po parovi-

ma uzajamno prosti pozitivni celi brojevi. Tada sistem linearnih kongruencija
x=cp (modmy), x=co (modms), ..., x=ci (modmy)

ima resenje za sve c1,Ca, ..., Cr € Z, i pri tome skup svih resenja ¢ini jednu klasu

ostatka po modulu mims - - - my.

Prvi dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po k, broju jednacina koje ¢ine sistem.
Za k = 2 imamo prethodnu posledicu; zato pretpostavimo da je k > 2 i da svaki
sistem tipa (6.4) koji se sastoji od k — 1 jednacine ima reSenje, pri ¢emu skup
svih reSenja ¢ini jednu klasu ostatka po modulu proizvoda datih modula. Zbog
toga je sistem

x=c; (modmy), x=cy (modms), ..., x=ck_1 (modmy_q)
ekvivalentan uslovu z = ¢ (modmimg---mg_1) za pogodno odabrano ¢ € Z.

Prema tome, posmatrani sistem ekvivalentan je sistemu koji se sastoji od samo
dve linearne kongruencije:

x =c(modmymsg---mg_1), x=cp (modmyg).

Buduéi da je po datim uslovima (mimg - - mg_1,mg) = 1, Posledica 6.5 povlaci
egzistenciju reSenja gornjeg, pa tako i polaznog sistema. Pri tome sva reSenja
formiraju jednu klasu ostatka po modulu mims - - - mg. OJ

Drugi dokaz. Drugi dokaz se odnosi samo na egzistenciju reSenja. Naime, neka
je M = mimg---my i definisimo M; = M /m, (Sto je proizvod svih modula osim
i-tog). Po datim uslovima, vazi (M;, m;) = 1 za sve 1 < i < k. Zbog toga, po
Tvrdenju 6.1 (odnosno, po Posledici 6.3), linearna kongruencija

My = ¢; (modm)
ima reSenje; neka je, na primer, y = §; jedno od resenja. Tvrdimo da je tada
= M& + Ma&o + - - + My,

reSenje sistema (6.4). Zaista, primetimo da m; | M; ako i samo ako ¢ # j. Prema
tome, za sve 1 < ¢ < k imamo

r = M = ¢; (modmy),

§to je upravo ono §to se i trazilo. O
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Dakle, resavanje sistema (6.4) u slucaju kada je (m;, m;) = 1 za sve i # j svodi
se na pojedina¢no resavanje linearnih kongruencija oblika M;y = ¢; (modm;);
ukoliko uspemo da nademo partikularna resenja (oznacena sa & u prethodnom
dokazu) ovih jednacina, tada opste resenje sistema (6.4) u posmatranom slucaju
glasi:

k
x=kM+) &M
i=1
gde je k € Z.



