T'nmaBsa 7
PAIIIPEK:A TIPCTEHA TIIEJIMX BPOJEBA

Ono mTo pan ca meauMm HPOjEBUMA YMHY MOTOJHUM CY €CEHIMjalHa CBOjCTBA KOja
OHI MMa]jy — IIpe CBera, CBOjCTBO je IMHCTBEHOT Pa3arama Ha MPOCTe YUHIONE (OCHOB-
Ha TeopeMa aputMeTuke). Mebhyrum, Mol apurmeTnre nenux GpojeBa je orpaHudeHa.
Taxko ce HEeKM MONMHOMM, Maja MMajy HyJe, HE MOrY pa3jIoKUTH Ha MOJMHOME ca Ile-
n06pojunM koepunmjentuma. Ila unak, onm ce yBek MOry pas3jOiUTH Y HEKOM MUPEM
nomy. Ha mpmvep, mommmom 22 + 1 je HepacTaBmus Haj ckymom meamx Gpojesa Z,
amu ce Hax ckymoM 13B. [aycoesur yeauxr Z[i] = {a + bi | a,b € Z} pasnaxe kao
(x +4)(z —i). WMcnocraBuhe ce na ce ['aycosu menu moHamajy roToBo Kao 0OWYHH
nesu 6pojepn, nakmae u3aMely OCTaJOr OCHOBHA TeOpEMa apUTMETHKE BaXKM M 3a HUX.
[Ipe mero mro mohemo mo tora, mozabasuhiemo ce HEeKMM OCHOBHUM IOjMOBMMA BHIIE
amrebpe. Crnenelie je mpenusupame nedunrmmuja 5 n 6 raase 6.

IMeeuvnunniA 1. Kaxkemo ma je 0poj a € C anredbapckn ako mocToju mo-
auHOM p(T) = a,z" + an,_ 12" 1 +..-+ag ca nenoOpojHIM Koe(UIjeHTUMA TaKaB
na je p(a) =0. Axo je a, = 1, kaxkemo ga je o anredapcku meo 6poj.

Takobe, p(z) je MUHMMAJHA TMOJIWMHOM Opoja @ aKO je HepACTABLUB HaX Z
(Tj. He MOke OGuTH HamUCaH y OGJIMKY MPOM3BOJA HEKOHCTAHTHUX MOJIMHOMA C& MeI0-
OpojEuM Koe(puImjeHTIMa ).

IIPUMEP 1. Bpoj i je anrebapcku neo, jep je xoper nonusoma 2 + 1, a meros
MEHUMAJEN ToauEoM je x2 + 1. Tarobe, V2 + 3 je amrebDapCKW Ie0, a HmEroB
MUHUMAJHEN moimHoM je x? — 1022 + 1 (nposepure!). A

[TPUMEP 2. Murnmansyn mogueOM pamuoHaasor opoja ¢ =a/b (a € Z, b € N)
je br —a. Ilo mepurnmuju, ¢ je anrebapckw meo ako u caMo ako je b =1, Tj. ako n
camo ako je g meo. A

IMesHMUIMIA 2.  Heka je a anrebapcru neo 6poj u p(x) = 2" +a,_ 12" '+
~~+4ag (a; € Z) wero MuEMMANEN nonuHEOM. Pammpeme npcresa Z ejieMeH-
TOM «v je Ckyn Z[o] ¢BUX KOMIUIEKCHEIX OpojeBa oOIMEa

(1) co+ecio+--+cp_ 0™t (c; € Z),
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ca cBuM omepanmjama Haciaehemum u3 ckyna C. Cremer pammpema je CTENEH n
nosmuoma p(x).

Tema oBe rmaBe cy pammpema OpcTeHa Z cTemeHa 2, T3B. KBAApaTHA pamun-
pema. Taxo unp. momumommva x2 + 1 u 22 + 2 + 1 oarosapajy pamupema Z[i] n
~1+iV3

2

CBu eneMeHTH KBaJAPATHOr pammMpema (Koju HUCY meau OpojeBu) jecy aurebap-
CEM e OpPOjeBr Ca MAUHUMAJHUM IOJIMHOMOM APYTOr CTEMEHA. 3a ABA €JIEMEHTa Koja

Z|w], rze je w = (oBa osmaka he n yOoyayhe Ouru kopumhena).

UMajy 3ajeIHUYKd MUHMMAJHY OJUHOM KAKeMO 1a Cy KOHjYTOBAHM. 3a CBAKU eJe-
MEHT 2 KBAIPATHOT paMUpEeHha KOjM HUje Ie0 TMOCTOjU jOII TayHO jelaH eleMeHT KOju
My je koHjyroaH. OBaj eJleMeHT 30BEMO KOHjyTaTOM eJeMeHTa 2z M O3HauaBaMo Z. 3a
neo 6poj z gepUHUIIEMO Z = Z.

JEeHULIIA 3. Hopma enementa 2z kBagpaTHOr pamwupema 27 je
N(z) = zZ.

Hopwma enemenTa KBaZpaTHOr pammpena je yBek neo 6poj. ['pybo peuero, mena
yllora CIMYHA je YJI03M alCoJyTHe BPeIHOCTHM Y CKYIYy Heaux Opojepa.

I[IPUMEP 3. Axko je z € Z[\/&], z=a+b/d (a,b€ Z), onma je Z = a — bv/d
u N(z) = a? — db?. Cuemujammo, y Z[i] mopma enementa a + bi (a,b € N) je
N(a + bi) = a? + b2,

Axoje z = a+bw € Z[w] (a,b € Z), orna je Z = a—b—bw u N(z) = a®>—ab+b?.

Y cBakOM KOMIIIEKCHOM KBAJPATHOM PalIMPerny KOHjyroBame OAr0Bapa KOMILIEK-

CHOM KOHjyroBamy. A

Cneneha na tBphema ce MOKA3yjy AUPEKTHO TO Ae(UHULN]H.

TeEoOPEMA 1. KoujyroBame je MyJITHILIMKATUBHO, Tj. 38 IPOU3BOJLHE EJIEMEHTE
21, %2 KBAJPATHOI pallMpemha CKyna Z Baku 2123 = Z122. B

TEOPEMA 2. Hopwma je MynTUDIMKATHBEA, Tj. 3a NIPOU3BOJLHE €JIEMEHTE 21, 29
KBAJPATHOT pammpema ckyna Z Baxknm N(z1z9) = N(z1)N(z2). m

Enemenr € € Z|a| 30Bemo jemuamuauM ako nocroju £ € Za| takBo ga je
ee’ = 1. Y tom cayuajy je N(e)N(e’) = N(1) =1, na je N(g) = £1. ¥ creapn,
EIEMEHT ¢ je jeUHMYAH aKO M CaMO ako mMa HOpMy =+1: 3amcra, ako je N(g) = =1
onza je mo mepuHMIUjKI E = 1.

[TPUMEP 4. Jemuau jenwEnyan eneventn v Z cy =+1.

Habumo cBe jemumnune enemente y Z[i]. Axo je a+bi (a,b € Z) jemunnuan,
ouna je N(a+ bi) =a?+ b2 =+1, onakne je a+ bi € {£1,+i}.

Ceu jemuununu enementu y Zjw| cy +1,+w, +(1 +w). 3aucra, axo je a + bw
jemumuuan omaa je a® — ab+ b? = 1, 1j. (2a — b)? + 3b®> = 4 onakne Mako ciemn
pesyarar. Hanmomernmvo ma je w? ympaso jemaako —(1 +w). A
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P
3anAaTak 1. Hexka je p mpoct 6poj u N = [] (k* +1). Oapemutu ocrarax

-1
6poja N mpu mememy ca p. k=1

Pewewe. Ozpaunmo P(x) = (1+x)(2+x) - -- (p—1+x). lloszraTo HaM je na Bamu
P(z) = 2P~' — 1 4+ pQ(r) 3a mexn mommuom Q(r) ca nemobpOjHAM KOe(DUIHjeHTIMA.

C npyre crpane, kako je k* +1 = (k+i)(k — i) 3a ceako k, oamax BUAMMO 1a
je
N = P(E)P(—4) = (i*~" — 1+ pQ(3)) ((—i)P " — 1+ pQ(—i))
B { 4, axo p=3 (mod 4),

0, wuHaue,

A

IemuBOCT M KOHTPYEHTHOCT ce U y pamupeny K npcrena Z pepumHMmy Ha yo-
buuajenu Hauus: = € K je gemuso ca y € K (y o3Hamu y | ) ako HOCTOjU el1eMeHT
z€K rakaB ma je x=yz, u x =y (mod z) ako z |z — y.

300r uumeHuIe 1a je CBAaKU He-HyJa eIeMeHT KBaAPaTHOr palMpema AeLuB Ma
KOJUM jeIMHWYHUM €JIeMEHTOM, Je(h)UHUIN]Y IOjMa IPOCTOr eIeMEHTa MOPaMO Ja IpH-
JaroJyuMO HOBOM OKpyHemy. Tako mepuHmMmemMo

JEeHUIIMIA 4. Enemedr y KBaapaTHOT pamupema K je eKBUBaJIEHTAH
eJNeMEeHTY  (MUIIEMO Y ~ ) akKO MOCTOjU jeMHUYHU €NEMEHT £ TakaB Ja je Y = EX.

MeevannmiA 5. Eaemenr x € K, xoju mmje () u muje jeaunwdan, jecte
IPOCT AKO HEMA APYTUX OENIUIAla OCUM jeINHMYHUX U CeDM eKBUBAJEHTHUX €JIeMe-
HATA.

Cnenehe ouerkmBano TBpheme ce jemmocraBHO nokasyje. Mebhyrmv, obparHO
tBpheme me Baskw, jep je mup. 3 mpoct exement y Z[i] (mposepure!), amu N(3) =9
HITje TPOCT.

TeoPEMA 3. Hera je z € K. Axo je N(x) npocr neo 6poj, oHza je o MPOCT.

Joxas. Ilpermocraeumo ma je x = yz, y,z € K. Taga je N(z) = N(y)N(z),
ma je bap jemam ox N(y), N(z) jemmak £1, 1j. mim y Wi z je jeJMHUYHYN €JICMEHT,
0K je ApYru o ®BuX (N0 AeUHUIMjU) eKBUBAJICHTAH €JIEMEHTY . M

Hapasno, enemMenT exkBuBaJjieHTaH mpocToM enementy je taxkobe mpoct. Takobe,
eJIeMEHT KOH]YTOBAH IPOCTOM €JIEMEHTY je MPOCT, Ma JAKO 3aKbYydyjeMo Ja je HajMamu
upupogan 6poj memus upocruM z ¢ jemnak zzZ = N(z).

[Tocmarpajmo caga 0mino Koju ejeMerT x € K KOju HUje jeJUHUYHWM HATHU HYJIa.
Ako x HHje mpocT, OHIA TOCTOje exeMeHTH Y,z € K Ekoju Takobhe HUCY jeauHMYHU
Takeu fa je yz = x. Ilpu tom je N(y)N(z) = N(z) n |N(y)|,|N(z)] > 1. Ilaxmue,
IN(y)|,|N(z)| < |N(z)|. Hacrasmajyhin osaj mocrynak cBe ok je to moryhe mohn
hemo no mpencraBmama T = TjTa--- T Y KOME CY CBH €IEMEHTH I1,T2,...,Tk
npoctu. OBako cMO 100K Jia BaKK

TeEoPEMA 4. Csako z € K koje HUje HyJa HATH jeIMHUYHA €JIEMEHT MOKEe Ce
MPEACTABATH ¥ 00JIUKY MTPOU3BOIA TPOCTUX eeMeHATA. W
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3ANATARK 2. Ilar je ememerT z € K Koju HUje Hyna HUTH jequAEn4En. Kommko
uMa Klaca ekpuBastenuuje y K mo moayny z7

Pewemwe. Heka je K = Z[a|, npu uemy je a® = pa+q, p,q € Z. Heka je
z=a+ba (a,be Z). Axkoje b=0, 1j. 2= a jeueo 6poj, or1a je a;+bia = ax+brax
(mod z) ako m camo ako a; = ap u by = by (mod z). Caemm na je 6Gpoj knaca
expmBanennuje jemmax N (z) = 22.

IIpernocrasumo na je b # 0 u na je (a,b) = d. Tana je az = (a + pb)a + gb.
Kako je (a + pb,b) = d, roebummjent y3 o y 2z (2 € K) momxe GUTH OIpOU3BOIbAH
neo Opoj memus ca d u HUjeman apyru. Takobe, majmamu mpupogan 6poj DemuB ca
z je |(a + ba)(a+ ba)|/d = |N(z)|/d. 3akmyuyjemo na 3a ceako x € K mnocroju
jemuucreeno X = A+ Ba€ K ca A, B€Z, 0< A< |N(z)|/d, 0< B < d raxas
na je v = X (mod z). Ogmasme mobujamo ma je Tpakenu Gpoj KIaca CKBUBAJICHIW]C
jemmar |N(z)|. A

[TpupomHO ce mocTaBba TUTAKRE Kala je PacTaBLAle Ha MPOCTE eJIeMEHTe jeTuH-
CTBEHO, Tj. KaJla BayKu OCHOBHA TeopeMa aputMeruke. [lo ropwoj nepuaummju, npoctn
enemenTd v Z cy +2,43, 45, utn. Mebhyrum, paznarame Ha NpocTe YHHUOIE BUIIE
HUje jeJUHCTBCHO, jep Bamkm HOp. 2-3 = (—2)(—3). Y oBoM ciry4ajy OCHOBHA TeOpeMa
aputMeTuke vy 4 Baskm y caegehem obnuxy.

OTA (Ocunosra Teopema Apurverure). Caaku eaemenm Z, 00HOCHO Ke8a-
opammnoz pawupewa K, Koju nuje nyaa numu jeQuHuNHU, MONE CC HANUCAMAL Y
obauxy npouzsoda npocmuzr eaemenama. (Oeo paznazame je jedunHcmeeno 00 Ha
pedocaed wuHuaua U exsusarenmuocm uzmehy odeosapajyhur wunuaaya.

Hememe ca ocratkoMm y KBagpaTHOM pamupemny K ce Moxke (GOpMyIuICcaTH HA
craepehu mauwmn:

JCO. 3a ceaxo a.b € K, b# 0 nocmoje p,q € K maxseu da je a = pb+q
u N(g) < N(b).

OBakBo mememe He MOpa OWTH jeIMHCTBEHO; MOTyhe ra je CIpoBECTH Y HEKNM
(amm we cBuM!) KBaJApPATHUM pAMUPERmMMa, KAo MTO NeMo KACHUje BUAETH. 3HAYA]
Iesbema ca OCTATKOM, OHIA Kaga je oHO Moryhe, ormenma ce y ciaenehioj Teopemu.

TEOPEMA 5. Axo je v kBagpaTHoM pamupeny K mememe ca OCTATKOM MO-
ryhe, ouga y K Baxum OTA.

Aoxas. Axo je nememe ca octarkoMm v K wmoryhe, onna ce Eykianmaos ajropuramM
3aBpIIABA Y KOHAUYHOM Gpojy Kopaka. Jemrocrasaa nocyaeanna Eykmmaosor anropurva
je ma ako je p mpocr, a,b € Z u p | ab, ouga p | a wm p | b. Opasne mako
cJiesM jeJIMHCTBEHOCT pacTaBibama Ha mpocte unaMone (Bugern mokaz OTA y mpyroj
riasu). m

[locroje mprMepu KBaApaTHUX pallMpema y KOjUMa AeJbemE Ca OCTAaTKOM Huje
voryhie, amu OTA wnak Baxku. Wmak, OTA =Huje Tayga y CBAM KBAADATHUM DAIId-
pPemUMA.
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OpuMer 5. OTA me sawu y Z[v/=5], jep ce 9 mose pasmoxuTu Ha mpocTe
unavone Ha aBa Haumna: 9 =3 3 = (2+ /—5)(2 — v/—5), anu onu ce me cMaTpajy
uetnM jep 2+ /=5 £ 3. A

I[IPUMEP 6. Pasznarama emementa 4 — w y Zw] kao (1 — w)(3 +w) =
(—2 —3w)(1+ 2w) cmarpamo uctey, jep je 1+2w =w(l—w)~1l—-wn —2—-3w =
—(14+w)(3+w) ~ 3+ w. Kacuuje hemo morazarn na OTA Baxu y Zw]. A

Apurmeruka y ckyny aycoBux memmx Z|i

Kao mro cmo Beh komcraroBamm, Hopma enemenra a + bi € Z[i| (a,b € Z) je
N(a+ bi) = a? + b2. Jemummunu enemerntu cy +1 u +i. llpema ToMe, CBU nemmonu
npoctor exnementa 7w € Z[i| cy =1, +4, +m, Lir.

TEOPEMA 6. Y ckymy ['aycosux nemux Z[i] Baku 0CHOBHA TeopeMa apuTMe-

tuse (OTA).

Jloxas. Ha ocroBy Teopenme 5, TOBOJBHO je mokasaTu ga 3a cBe a,b € Z[i|, b# 0
nocroju p € Z[i] rakBo na je N(a — pb) < N(b).

Heka cy 0,7 € R raksu na je a/b = o + 7i, u Hera cy s,t € Z TakBu 1a je
lo—s| <1/2u |r—t| <1/2. CraBumo p = s+ti. Tazga je a—pb = (o+7i)b—pb =
[(o0 — s) + (7 — t)i]b, onakne pobujamo

N(a—pb) = N[(o —5) + (T — t)i|N(b)
= [(0 —5)* + (7 — t)’]N(b) < N(b)/2 < N(b).

OBuum je TBpheme nokazaHo. B

Caenmehie TBpheme omucyje cBe mpocTe eqeMeRTe y CKymy ['aycoBUX mesmx.

TEOPEMA 7. Enemenr x € Z[i] je nupoct ako u camo ako je N(z) mpoct 6poj
uim je |xr| mpoct neo 6poj obmuka 4k +3, k€ Z.

Joxas. TlocmarpajMo npoussossan npocr enement x = a + bi € Z[i] (a,b € Z).
Enementr T je Takobe npocr (ako T = yz, oHga * = yz), tako na je N(z) = 2T
jemso (ma ocaoBy OTA, yjemso u jemuno) pactaspbame 6poja N (x) Ha IPOCTE YUMHUOIE
y ckyny 'aycoBux memmx.

[Ipernocrasumo ga je N(x) caomen 6poj u N(x) = mn 3a Heka IBa npuUpoIHA
6poja m,n. W3 2T = mn cnemu na je x ~ m wmm x ~ n, na |z| mopa Guru
neo mpoct 6poj. Axo je |z| = 2 mwm |z| = 1 (mod 4), orxa moctoje neau Gpojesn
a,b € Z raxeu na je N(a+ bi) = (a + bi)(a — bi) = a® + b* = |z|, ma je x cromen
y Z[i]. C mpyre crpase, ako je |z| mpoct 6poj u |z| =3 (mod 4), onga je x mpocr
y Z[i]. 3aucta, ako je T = uv 3a HEKe HejeAMHWYHEe eieMeHre u3 Z[i], omga u3
|z|? = N(z) = N(u)N(v) cremn N(u) = N(v) = |z|, mro mmje moryhe (3amro?).
OBuM je moKa3 TeopeMe 3aBpiieH. W
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3ANATAK 3. Pemurn jemmauvmy x° — 1 = y? y cxymy nemwx Gpojesa.

Pewemwe. Ilara jenmaumma ce Moxke manmumeatw y obmuky z° = (y +i)(y — i).
[Ipmetivo na & uuje mapaw 6poj. jep 6ucmo y cynmpornom mvamm 32 = —1 (mod 4).
Taxobe ciaemm ma je y mapHO, ogakie KodujaMo Ja cy eIeMEHTH §+1 U iy —1 y3ajaMHO
upoctu y Z[i]. Kako je (y +1)(y — 1) mern creuen, caenu ga ¢y y+i u y —i oba
netu crenenu (3amro?). Heka cy a,b € Z takem 1a je

y+i=(a+bi)® = a(a? — 10a%b? + 5b*) + b(5a* — 10a2b? + b%)i.

Baxu b(5a* — 10a?b? + b*) = 1, na je b = £1. Jlako ce mpoBepasa aa O07a3u y
063up jemuuo b=1um a =0, a camnm Tum 1 y = 0, ma je (1,0) jemmmo pememe. A

Apurmeruka y ckyny Z|w]

Hopuma enementa a + bw € Z[w] (a,b € Z) je N(a + bw) = a? — ab + b2,

Jemumnunu enementu cy +1, w n +(1 +w) = Fw?.

TEOPEMA 8. Y cryny Z[w] Basku ocHoBHA Teopema apurmeruke (OTA).

Joxas. Tlo Teopemu 5, HOBOBHO je MOKazaTh Aa 3a cBe a,b € Zw], b # 0
nocroju p € Zfw| rakso ga je N(a — pb) < N(b).

Cmnuno kao y ckyny ['aycoBux nemux GpojeBa, Heka cy 0,7 € R TakBu ma je
a/b=o0+7w, nuHeka cy s,t € Z raksu na je |0 —s| < 1/2 n |7 —t| < 1/2. CraBumo
p=s+tw. Cama nobujamo N(a—pb) < 3N(h)/4 < N(b), mro nokazyje Tepheme. m

3AanATAk 4. Heka je gar npocr 6poj p = 1 (mod 6). Hokazatu ga mocroje
a,b € Z raxsm ma je p = a® —ab+ b?.

Pewewe. JToBOBHO je mOKaszaTé fa je p caoxed 0poj v Z[w|. 3awmcra, ako
IOCTOJU HPOCT eneMeHT z = a + bw € Z[w] (a,b € Z) rakas ma 2 | p, Taga n
z | p =p. lpmvermvio na je (2,Z) = 1: y cymnpoTHOM 2 \ Z, na Ou MOpao ma mocToju
jeIMHUYHM €JIEMEHT € TaKaB Ja je Z = €z, oJakie 0u ce jdako gobuio z ~ (1—w) | 3,
mTo y oBoM caydajy muje tauno. Caemu a® — ab + b* = zZ | p, a caumm THM U
a?—ab+1?=p.

TMoraxmmo, nakine, na je p caoxker y Zw]. U3 yenosa 3amaTka 3akmydyjemMo 1a
je —3 KBaIpaTHM OCTATAK IO MOJYAY P, I 3aTO MOCTOje m,n € Z KOju HUCY NeLUBU
ca p takeu 1a p | (2m —n)2 +3n? = 4(m? —mn+n?), 1j. p| (M +nw)m+ nw.
Mebyrum p muje menmnan mujemsor ox Gpojesa (m + nw), m + nw, ma 3aTo Mopa
Butu caoxken. A

TEOPEMA 9. Eunemenr x € Z[w| je mpocr ako u camo ako je N(z) npoct Gpoj
win je |x| mpoct weo 6poj obmuka 3k + 2, k€ Z.

Zoxas. Bpoj x = 3 je caomxen, jep je N(1 —w) = (1 —w)(2+w) = 3. Taxkobe,
no 3agarky 4, ceaku neo npocr 6poj p =1 (mod 6) je cunomen y Zfw].

Ocramu nera/bu moKa3a Cy AHAJOTHH JTOKa3y TeOpeMe 7, Ma UX IPEmymTaMo Y-
TaoIy 3a BeKDy. W
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Mo na Hajoo3HaTHja TeopeMa Koja ce NoKasyje KopumlemeM eleMeHTapHe aph-
T™eTnEe ckyna Zw] je cayuaj Bemuke Pepmaose Teopeme 3a ekcrnoHenT n = 3. OBo
HUje HEOUCKMBAHO, ¢ 0631poM Ha ummeHuLy a ce z° + y° pacrasma y Z[w] Ha nu-
HeapHe YMHUOIE Kao

2) 2 +9° = (z+y)(z+wy)(@+Py) = (z+y)(wz + Y)Wz +wy).
Hoxra3 koju majemo je meno ['ayca.
TeEoPEMA 10. Jemmauwmma
3) 28+ =28
HEMa HeTPUBMjalHUX pemema y Z(w], a camuM TuM Hn y Z.

Aoxas. [lpetnocrasumo na 3a Tpu eneMeHTa &, Y, 2 u3 Zw|, pasnuuura oz Hy e,
Baku (3). JacHO je ma mMomkeMO Ia IPETHOCTABUMO Ha Cy &, Y,z Y3ajaMHO OPOCTH Y
MapOBHMA.

[Tocmarpajmo 6poj p =1 — w. Hjerosa sopMma je jemmaka (1 —w)(1 —w?) = 3,
na je om mpoct. Ilpumehyjemo ma je p=1—w? = (1 —w)(1+w) ~ p, omakne caemm
na je o € Z[w] memuso ca p ako u caMo ako je To u . Csaku emement u3 Z[w|
je xomrpyentan ca —1, 0 mmu 1 (mod p): 3aucra, a+bw =a+b=3q+r=r
(mod p) 3a weko ¢ € Z u r € {—1,0,1}.

ITocebro je dbutHa caeneha ocobuna bpoja p:
(4) a==+1 (modp) (a € Zw]) mnosraum o =41 (mod p*).
3amcra, ako je o = £1 + Bp, umamo

&P F1=(aF DaFw)laFuw?)=pPBB L)AL +w).

npu yemy eaementu 3, B£1, §+ (1 + w) gajy Tpu pasnuyuura OCTATKA IO MOLY Y
P, na je jenad oa BUX Takohe memus ca p wro nmorephyje oBy ocobuny.

Meby Opojesnma x,y, z, (Tauso) jeman mMopa OMTH HEBUMB Ca p: Y CYIPOTHOM
6u 36or (4) z3,y°, 2% owm komrpyemtmm ca +1 (mod p?), ma 6m cremmma jemma
on Hetaumnx komrpyermuja 0 = +1, +1 = +2 (mod p*). Be3 cmamema ommrocTi
mpernocraBmamo ma p | z. lllraswme, u3 (4) rakobe 3armydyjemo ma p? | z.

Hexka je k > 2 majMamm npupoaan 6poj 3a Koju mOCTOjU pemere jemnaunne (3)
y kome je (z,y,2) =1 u p¥ |z, pFT1{ 2. Ilocmarpajmo oo pememe (x,v,2).

Yyavomn = + y, wr + wzy, w?z + wy w3 (2) ¢y KOHIPYEHTHA IO MOAYIY p U
umajy cymy jemnaxy 0. U3 p | z caemm ma cy CBM OHM HeLUBK Ca p U JAa UM je p
nHajpehu 3ajemanusn neaunan. Heka je

t+y=Ap, wr+w?y=Bp, wz+wy=Cp,

rae cy A, B,C € Z[w] y3ajamno npoctu y maposuma u A + B + C' = 0. Ipousson
ABC je nornyn ky6 (jemnax (z/p)*), omaxne u3 OTA cnemm na je caxu on A, B,C
CKBUBAJICHTAH HEKOM KyOy:

A=al®, B=pn", C=~7¢
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3a meke (,1,§ € Z[w| y3ajammO mpocTe y mapoBnMa M jeIUHWYHE eleMeHTe «, [3,7.
[Ipema Tome,

(5) a¢® + n’® ++€ = 0.
Kako je a3y jemmEnunum emement u motnyH Ky0, umamo afy = +1. Hame, ABC =
(2/p)® je memmso ca p (jep p? | 2), ma je (raumo) jemam ox Gpojesa (,n,& memus
ca p: pemmo ga je to &. Wcroppemero &3 nemn ABC mro je nemmso ca p*F 3 u
muje memnso ca p°* 2, ma je pF~1 majsehm cremen p koju menm £. Bpojesu ¢ u
HUCY Je/bUBM ca p, na cy 3ato (5 u 1° xonrpyentsn +1 nmo moayay p*. Tako uz
jemmaroctn A + B + C = 0 nobujamo a + 5 = 0 (mod p?), 3maun 3 = +a, ma u3
afy==1 cremm u v = ta.

CrpahmBamem « y jemmaummm (5) mobujamo C° + n® + &€ = 0, mro maje jom
jemno merpusujanuo pememe jenHauunue (3) ca (¢,1n,&) = 1. Mebyrtum, y osom
pememy p*L | & u p*{ €, mro je y komrpamukmmin ca w3Gopom Gpoja k. m

ApuTMeTHEKa y NPYyruM KBaApaTHUM pPalivpeHnMa

Cpa ¥BagpaTHA pammpema c¢ MOT'Y Pa3BPCTATH y ABE KIACC:

1° Pammpema obmura K = Z[\/&], rae je d # 1 neo 6poj KoOju HUje TeLUB KBaIpa-
tom Behum ox 1. Komjyrosame u Hopma cy matu popmynama = + yvd = = —yvd
u N(x+yvd) =22 —dy? rnecy z,y € Z.

—1 d
2° Pammpema obmuka K = Z[o] 3a o = %\/_1 rae je d =4k+1 (k € Z) neo

6poj koju HEje mesmus KBagpaToMm Behmmon 1 u d # 1 (Tama je o amrebapcku neo:
a?+a—k =0). Konjyropame 1 Hopma cy AaTu popMyldaMa T + ya = T — Y — Yo
n N(x+ya) = 2? —zy — ky?, rze cy z,y € Z.

Hexka ox oBux pammpema IOCeAyjy Hebeme ca OCTaTKoM, M y muma Bagku OTA.
—1+ \/ﬂ

Taksa cy mmp. pammpema Z[Vd 3a d = —2,-1,2,3,6,7 u Z|: 5

3ad=-T7,-3,5.

[Murame Hanamkema CBUX KBAJADATHHX pamupema y kojuMa Baxku OTA (makie,
VEBYUYjyhu M OHA Yy KOjUMA aJropuTaM Me/mhema ca OCTATKOM He TMOCTOjH) je BeoMma
o36umro. Mebhy pamupemuma tunma 1° m 2° ca d < 0, OTA Baxwm y jom camo mer
mope HABEeIEHUX: TO Cy pammupema tuna 2° 3a d = —11,—19, —43, —67, —163. Jom
je I'ayc mpernocrasno ma OTA pamm y GeckoHauHO MHOrO KBaJPATHAX PAIMAPCIA Ca
nozutuHuM d. OBaj mpobiem je A0 AaHAC OCTAO HEPEIIEH.

SAIODAIIN

5. IlpernmocraBumo ma ¢y «,y,z OPUPOIHM OpPOjeBM TakBM da je xy = 22 + 1.
Ilokazaru na nocroje ueau 6pojesu a,b,c,d taksu na je x =a’ +b%, y=c®> +d> n
z=uac+ bd.

6. Ilocmarpajmo U3 ap,@1,Q2,... AT CA Qg = 2 W Qp4] = 2&% —13a k>20.
IlokazaTy ma ako Hemapam TpPOCT Gpoj p Aemd a,, orga je p = +1 (mod 2"*2).

7. Hahin cBa nemo6pojua pemema jemmaunmme x2 4 2 = 3°.



