Predavange 2

NAJVECI ZAJEDNICKI DELILAC, NERAZLOZIVI I
PROSTI BROJEVI

Kazemo da je d € Z najveéi zajednicki delilac (NZD) celih brojeva a i b ako

vazi:

(i) d | a, d | b.

(ii) Za sve c € Z takve da c | aic|b vazi |c| < |d].
Primetimo da par (0,0) nema najveéi zajednicki delilac; medutim, za svaki drugi
par celih brojeva postoje ta¢no dva cela broja koji zadovoljavaju gornje uslove,
i oni su jedan drugom suprotni. Ako je d najveéi zajednicki delilac za a,b, to
pisemo d = (a,b), pri ¢emu se ova notacija najcesée odnosi na pozitivan NZD
za a i b (Sto ¢emo od sada i podrazumevati, ukoliko eksplicitno nije naznaceno
suprotno).

Po upravo datoj definiciji, d = (a, b) je najveéi po apsolutnoj vrednosti element
skupa Dy = {c € Z : ¢ | a, ¢ | b} svih zajednickih delitelja brojeva a,b
koji je (sem u slucaju a = b = 0) konacan. Medutim, ova definicija se vrlo
retko koristi u operativnom smislu, buduéi da se ona poziva na poredak na celim
brojevima, a ne na njihove artimeticke osobine koje proizilaze iz relacije deljivosti.
Srecom, NZD dva cela broja ima jednu izuzetnu osobinu, koju u gotovo svim
relevantnim situacijama u teoriji brojeva koristimo kao alternativnu definiciju
najveéeg zajednickog delioca: naime, NZD za a, b je (do na predznak jedinstveni)
broj koji je deljiv svim zajednickim deliocima a i b (tj. svim elementima skupa
Dgy).

Teorema 2.1. Neka su a,b,c € Z takvi da (a,b) postoji, ¢ | a i c | b. Tada
c| (a,b).

Dokaz. Ovo znacajno tvrdenje dokazujemo primenom jednog od najstarijih poz-
natih algoritama u matematici — u pitanju je Fuklidov algoritam za nalazenje
NZD-a dva broja. On se sastoji u tome da se pode od datih brojeva a,b i da
se jedan od njih celobrojno podeli drugim uz odgovarajuéi ostatak. U svakom
koraku, broj kojim smo prethodno delili postaje broj koji se deli (deljenik), a
ostatak iz prethodnog koraka se uzima kao novi delitelj. Postupak se nastavlja
sve dok neki od ostataka ne bude jednak 0; pri tome je poslednji nenula ostatak
u nizu upravo trazeni NZD. Dakle, ako je, na primer, b # 0, tada smo izvrsili
sledeéa celobrojna deljenja:

aZQ1b+T17 gdej60<T1<‘b‘,
b= qory + 7o, gde je 0 < rg < 711,
r1 = q3r2 + 13, gde je 0 < rg < rg,
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Th—1 = Qk+2Tk + Tkt1, gde je 0 < 7pp1 < 7k,
Th—2 = @nTn—1+ Tn, gde je0<r, <rp_1,
Tn-1 = qn+17n (rn = 0).

Primetimo da se postupak sigurno zavrsava u kona¢no mnogo koraka, buduéi da
niz

bl >r1 >rg > > >
mora biti konacan.

Tvrdimo da je r, = (a,b), odakle odmah sledi tvrdenje teoreme, buduéi da
se lako pokazuje da za svaki zajednicki delilac ¢ brojeva a,b mora biti ¢ | 7y
za sve k (pa tako i za k = n); naime, iz rp_9 = qr+17k—1 + 7% dobijamo r; =
Tk—2—Qk+1Tk—1, pa zakljuéujemo da iz (induktivne) pretpostavke ¢ | ry_o, ¢ | 75—1
sledi ¢ | 7.

Posto malopredasnji sled zakljucaka vazi za svaki zajednicki delilac ¢ brojeva
a, b, sledi da on vazi i za ¢ = (a, b); zbog toga odmah imamo (a,b) | r,, a samim
tim i (a,b) < r,. S druge strane, pokazimo da r, jeste zajednicki delilac za a i
b. Neposredno, imamo da r, | r,—1. Sada pretpostavka da ry, | 71 1 7 | Thio
povlaéi, na osnovu jednakosti 7, = qxtoTk+1 + Tkt2, da 7y, | 7%. Tako dolazimo
da zakljucka da r, | a i r, | b. Po definiciji NZD-a, odavde sledi r, < (a,b).
Prema tome, r,, = (a,b), kao $to se i trazilo. O

Posledica 2.2. Za sve a,b € Z, ¢ € Z" waZi (ca,cb) = c(a,b).

Dokaz. Zapravo, ovo je vise posledica dokaza nego samog tvrdenja prethodne
teoreme. Naime, posmatrajmo jednakosti koje smo dobili tokom Eukidovog al-
goritma za izracunavanje (a,b): ovaj algoritam rezultuje poslednjim nenula os-
tatkom r, = (a,b). Pomnozimo sada sve te jednakosti sa ¢; na taj nac¢in dobijamo
upravo jednakosti koje proisticu iz instance Euklidovog algoritma za nalazenje
(ca, cb). Poslednji nenula ostatak koji taj algoritam daje je bas (ca,cb) = cr,, =
c(a,b). O

Tvrdenje 2.3. Najveéi zajednicki delilac brojeva a,b € 7Z se moZe izraziti u
obliku

(a,b) = aa + Bb
za pogodno odabrane a, 5 € Z.

Dokaz. Indukcijom po k dokazujemo da se svaki ostatak r; u Euklidovom algo-
ritmu za izra¢unavanje (a, b) moze izraziti kao r, = aga+ b za neke oy, B € Z.
Zaista, to je ta¢no za same brojeve a =1-a+0-bib=0-a+1-b, kao i za
r1n=a—qb=1-a+(—q1)-b. Zato pretpostavimo da vazi rp_1 = ax_1a+ Br_1b
iry = ara+ Prb za neke ag_1, ag, Br—1, Bx € Z. Tada je

Tkl = Th—1 — Q417 = (k-1 — Qep10%)a + (Br—1 — Qrt15k)b,

pa je sada dovoljno definisati ap+1 = ag—1 — qr+10k 1 Brk+1 = Br—1 — Qk+108k-
Specijalno, sledi (a,b) = r, = ana + Bpb, pa a = a, 1 f = B, predstavljaju
adekvatan izbor trazenih koeficijenata. O
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Ovo tvrdenje ima znacajnu posledicu u vezi sa resivoséu linearne diofantske
jednacine ax+by = c. (Pod diofanskom jedna¢inom podrazumevamo algebarsku
jednacinu sa celim koeficijentima ¢ija reSenja trazimo samo u skupu celih brojeva.
Ovde su a, b, ¢ fiksirani koeficijenti, dok pod resenjem podrazumevamo par celih
brojeva x,y.)

Tvrdenje 2.4. Neka su a,b,c € Z tako da je a # 0 ili b # 0. Tada diofantska
jednacina ax + by = ¢ ima resenja ako i samo ako (a,b) | c.

Dokaz. (=): Neka je (x0,y0) neko resenje date jednacine. Posto (a,b) | a i
(a,b) | b, vazi
(a,b) | azo + byo = c.
(«<): Pretpostavimo da (a,b) | ¢, tj. da je ¢ = (a,b)c’. Po prethodnom
tvrdenju, postoje a, f € Z tako da je (a,b) = aa + Sb. To znaéi da je

c=a(ad) +b(B),
odnosno, z = ac, y = B¢ je jedno reSenje date jednacine. O

Sada mozemo definisati i najveéi zajednicki delilac za proizvoljan neprazan
skup celih brojeva: naime, ako je ai,...,ar € Z (pri ¢emu je bar jedan od
brojeva nenula), tada je njihov NZD, u oznaci (az, .. ., a), najveéi (po apsolutnoj
vrednosti) broj d takav da d | a; za sve 1 < i < k. Ponovo se pokazuje da je
posredi broj koji je deljiv svakim zajednickim deliocem datih brojeva (pri ¢emu
je redosled njihovog navodenja nebitan). Pri tome je

(a1,...,a5) = (...((a1,a2),a3),...,ax).
Kazemo da su brojevi ai,...,a; € Z (gde je k > 2) uzajamno prosti ako je
(a1,...,a) = 1. Ovi brojevi su po parovima uzajamno prosti ako je (a;,a;) =1

za sve indekse 4,7, i # j. Svaki skup po parovima uzajamno prostih brojeva
¢ini ujedno i skup uzajamno prostih brojeva; primer brojeva 6,10, 15 pokazuje
da obratna implikacija ne vazi.

Naredno tvrdenje povezano sa uzajamno prostim brojevima ¢e u daljem imati
veSestruku primenu i znacaj.

Lema 2.5. Neka su a,b,c € Z takvi da c | ab. Ako je (c,a) =1, tada c | b.

Dokaz. Ocigledno, c | ¢b, pa je ¢ zajednicki delilac za ab i cb. Medutim, tada po
Teoremi 2.1 i njenoj Posledici 2.2 vazi ¢ | (ab, cb) = (a,c)b = b. O

U prethodnom smo videli da u odnosu na relaciju deljivosti 0, kao i jedini¢ni
elementi 1, —1 imaju posebnu ulogu: nula je deljiva svim celim brojevima, dok
jedini¢ni elementi dele sve brojeve: ¢ | a za svaki jedini¢ni element ¢ i proizvoljno
a € Z. Osim toga, vazi i ea | a. Ovo su tzv. trivijalni delioci broja a. Nas
¢e narocCito interesovati brojevi koji imaju iskljucivo trivijalne delioce — to su
nerazlozivi brojevi. Preciznije, broj p razli¢it od 0 i jedini¢nih elemenata je
nerazloziv ako za bilo koje razlaganje

p=ab

vazi da je jedan od elemenata a,b jedini¢ni. U suprotnom, p je sloZen broj.
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S druge strane, za nenula i nejedni¢an broj p kazemo da je prost ako za sve
a,b € Z takve da p | ab vazi p | a ili p | b.

Tvrdenje 2.6. Ceo broj je prost ako © samo ako je nerazloZiv.

Dokaz. (=): Pretpostavimo da je p prost broj; posmatrajmo proizvoljnu fakto-
rizaciju p = ab. Kako sada p | ab, sledi da p | a ili p | b. U prvom sluc¢aju ab | a,
tj. a = abq za neko q € Z, odakle je bg = 1 i b mora biti jedini¢ni broj. Sli¢no se
u drugom slu¢aju zakljucuje da ¢ mora biti jedinic¢ni.

(«<): Pretpostavimo sada da je broj p nerazloziv. Neka su a,b € Z takvi da
p | ab. Ukoliko pri tome p | a, tvrdenje je dokazano; zato pretpostavimo da p 1 a.
Bududi da vazi (p,a) | p, zbog nerazlozivosti p mora biti (p,a) = 1. No, tada po
prethodnoj lemi odmah sledi p | b. O

S obzirom na prethodno tvrdenje, u daljem ¢emo brojeve sa svojstvom ner-
azlozivosti zvati prostim brojevima, kao Sto je to u teoriji (celih) brojeva i
uobicajeno.

Napominjemo da je pojmove nerazloZivog, odnosno prostog elementa moguce
definisati u svakom integralnom domenu, pa i Sire, u proizvoljnim prstenima.
Medutim, u opstem slucaju, nerazlozivi i prosti elementi ne moraju da se pok-
lapaju. Na primer, u prstenu 2Z parnih brojeva svaki element oblika 4n + 2 je
nerazloziv (jer svaki slozen element mora ocito biti deljiv sa 4), ali nijedan od
njih nije prost: naime, 4n + 2 | (4n + 2)2, ali 4n + 2 ne deli samog sebe u ovom
prstenu (Sto je posledica nepostojanja jediniénih elemenata u njemu).



