Predavanje 3

OSNOVNA TEOREMA ARITMETIKE

Prvi kljuéni rezultat teorije brojeva koji prakti¢no predstavlja “odsko¢nu das-
ku” za bilo kakva ozbiljnija ispitivanja strukture prstena Z jeste osnowvna teo-
rema aritmetike koja tvrdi da skup prostih brojeva—zajedno sa 0 i —1—¢ini
jedinstveni minimalni generatorni skup multiplikativne polugrupe celih brojeva.

Teorema 3.1 (Osnovna teorema aritmetike). Svaki prirodan broj a > 1 moze se
prikazati kao proizvod (pozitivnih) prostih brojeva i pri tome je ta faktorizacija
jedinstvena do na poredak faktora: drugim rec¢ima, ako vazi

a=pip2...-Pr = 4192 - - -(gs,
gde su p;,q; prosti brojevi za sve 1 <1 <1, 1 < j < s, tada je r = s i postoji
permutacija 7 skupa {1,2,...,r} tako da je p; = qr() 2a sve 1 <i <.

Dokaz. (Egzistencija razlaganja): Tvrdenje da postoji razlaganje broja a > 1 na
proste faktore dokazujemo (totalnom) indukcijom. Ono je evidentno za a = 2,
posto je posredi prost broj. Zato pretpostavimo da svi brojevi iz {2,...,a — 1}
imaju bar po jedno razlaganje u proizvod prostih brojeva.

Ako je sam broj a prost, tada nema Sta da se dokazuje; u suprotnom, neka je
p > 1 najmanji netrivijalni delilac broja a. O¢ito, p mora biti prost broj, jer bi u
suprotnom a imao delilac manji od p, §to je u suprotnosti sa izborom p. Prema
tome, vazi a = pa’, gde je 1 < a’ < a; zbog toga je induktivna pretpostavka
primenljiva na ', tj. @’ je proizvod prostih brojeva: @’ = py...p,. No, tada je

a=pp1--..-Pm,

$to okoncava induktivni dokaz.

(Jedinstvenost razlaganja): Pretpostavimo da je a = pipa...pr = q1q2. .. qs;
bez umanjenja opstosti, neka je r < s. Posto p1 | q1q2...¢s 1 p1 je prost broj,
zakljuCujemo da p1 | ¢j, za neko ji; medutim, i g;, je, kao i p1, (pozitivan) prost

broj, pa je p1 = gq;,. Isto zakljucivanje se moze ponoviti i za pa,...,p,, pa za
svako 1 < 4 < r postoji indeks j; tako da je p; = gj,. Pri tome su svi indeksi
71, - - -, Jr medusobno razli¢iti. Ukoliko bi bilo r» < s, tada bismo, po oznac¢avanju

{k1,.. . ks—r} ={1,...,s}\ {J1,...,Jr}, dobili da je
L=qp - G,

§to je oCito nemoguce. Dakle, mora biti r = s; osim toga, permutacija 7 defini-
sana sa (i) = j; (1 <4 < r) ima sve trazene osobine. O

U razlaganju n = p; ... p, se jedan dati prost broj moze pojaviti vise puta kao
faktor. Zbog toga je uobic¢ajeno da u razlaganju broja na proste ¢inioce identi¢ne
faktore “okupimo” u stepene razli¢itih prostih brojeva:

aq Q2

n=pl'py* ... k. (3.1)
1
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Razlaganje (3.1) broja n se zove kanonicki oblik za n > 1. Iz osnovne teoreme
aritmetike neposredno sledi da je on jedinstven do na poredak stepeni prostih
brojeva p;* (i zapravo je jedinstven ako, na primer, zahtevamo da je p; < pa <
-+« < pg). Primetimo da se zapravo i broj n = 1 moze zapisati u ovom obliku,
kao 1 = p{.. .pg, ali se tada gubi na jedinstvenosti razlaganja. Ipak, u mnogim
situacijama je pogodno da se broj 1 prikazuje na ovakav nacin.

Kanonicki oblik prirodnog broja nam omogucava veoma dobru “kontrolu” nad
njegovim deliocima, kao $to to naredno tvrdenje pokazuje.

Tvrdenje 3.2. Neka je n > 1 prirodan broj ¢iji je kanonicki oblik dat sa (3.1).
Tada d | n ako i samo ako je

d:pll...pfk,

gde je 0 < B; < oy za sve 1 <i< k.

Dokaz. (=): Ako d | n, tada je n = dq za neko q € Z™; stoga se kanonicki oblik
broja n dobija mnozenjem kanonickih oblika brojeva d i q. To znaci, izmedu
ostalog, da je svaki prost faktor p koji se pojavljuje u kanonickom obliku broja
d sa nenula eksponentom prisutan i u n sa nenula eksponentom, i pri tome se
p pojavljuje u n sa najmanje onolikim stepenom kao u d. Otuda mora biti
0 < B; < a5 za sve 1.

(«<): Ako je d oblika kao u formulaciji tvrdenja, tada za

q= p?l—ﬁl - 'pgk_ﬂk c7t

vazi n = dg, tj. d | n. O

Broj delilaca prirodnog broja n > 0 oznacavamo sa d(n). Primetimo da je
broj n prost ako i samo ako je d(n) = 2. Funkcija d(n) se veoma lako izrac¢unava
na osnovu kanonickog oblika broja n.

Posledica 3.3. Broj delilaca broja n, izraznog u kanonickom obliku (3.1), jednak
je
dn) = (a1 +1)(ag+1)...(ax +1).

Dokaz. Po prethodnom tvrdenju, d je delilac broja n ako i samo ako je

d:pll...pgk

za neke 0 < f; < i, 1 < i < k. Prema tome, svaki niz brojeva (f31,..., ;) sa
datim ograni¢enjima opisuje jedan delilac broja n; osnovna teorema aritmetike
obezbeduje da razli¢iti nizovi eksponenata daju razlic¢ite delioce. Broj f; se u
tom nizu moze izabrati na «; + 1 nac¢ina; kako su svi ti izbori nezavisni, rezultat
sledi. OJ

U sli¢nom stilu se moze izraziti i NZD dva broja.

Tvrdenje 3.4. Neka su prirodni brojevi a,b > 0 dati u svojim “prosirenim”
kanonickim oblicima

a=pi"...ppF, b:pfl...p’g’“,
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Sto znaci da je a;, 85 = 0 za sve 1 < 4,7 < k. Tada je

(a b) mln(oq,ﬁﬂ N .pll;nin(akﬂk).

Dokaz. Neka je

k
H min a,,ﬁl

Posto je min(«y;, 5;) < «; 1 min(ay, ﬁl) Bi,sledidad |aid]|b,tj.d je zajednicki
delilac za a i b. S druge strane, neka je ¢ zajednicki delilac za a i b. Po Tvrdenju
3.2, tada je

c=pit...p,
pri ¢emu je v; < a; 1y < f; za sve 1 < i < k. Prema tome, v; < min(a;, 5;),
odakle ¢ | d. Stoga je d = (a,b). O

Medutim, treba skrenuti paznju da gornje tvrdenje—iako deluje veoma jed-
nostavno i intuitivno—szapravo nije pogodno za prakti¢ne, ra¢unske primene, i
da sa stanovista teorije algoritamske slozenosti daje loSe rezultate. Naime, Euk-
lidov algoritam nalazi NZD dva broja u polinomnom vremenu, tacnije, broj ele-
mentarnih operacija potrebnih za nalazenje (a, b) se moze ogranic¢iti kvadratnom
funkcijom po broju cifara veéeg od brojeva a,b. S druge strane, nalazenje NZD-a
na osnovu gornjeg tvrdenja pretpostavlja da su dati brojevi veé faktorisani na
proste ¢inioce, tj. dati u svojim kanonickim oblicima. Upravo tu se nalazi prob-
lem: nije poznato da li uopste postoji (brz) algoritam koji radi u polinomnom
vremenu, a koji razlaze dati broj na proste faktore. Zapravo, znacajan deo krip-
tografije, zastite komunikacija i, specijalno, dobar deo bezbednosti bankarskih
sistema zasniva se na (slepoj) pretpostavci da takav algoritam za faktorizaciju
ne postoji.

Kazemo da je m € Z' najmanji zajednicki sadrZalac (NZS) celih brojeva
a,b > 0 ako vazi:

(i) a|m,b|m

(ii) Zasve c€ ZT takve da a | cib|c vazi ¢ = m.
NZS brojeva a i b oznacavamo sa [a,b]. O¢cito, [a,b] < ab, buduéi da je ab
svakako zajednicki sadrzalac za a i b, odakle je oCita egzistencija (i jedinstvenost)
NZS-a. Sliéno kao i u sluc¢aju NZD-a moze se pokazati da se uslov ¢ > m iz
tacke (ii) moze zameniti sa m | ¢ : NZS dva broja je delilac svakog njihovog
zajednickog sadrzaoca. Medutim, to se moze sada i neposredno zakljuciti iz
osnovne teoreme aritmetike. Neka od najbitnijih svojstava NZS-a su sumirana u
narednom tvrdenju.

Tvrdenje 3.5.

(1) Za prirodne brojeve a,b > 0 date u svojim proirenim kanonickim oblici-
ma

a=pit...p" b=pl" ..o,
gde je o, B; > 0 za sve 1 <14,j < k, vaZi

[a b] max(oaﬁl) - .pznax(akﬁk).
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(2) Za sve prirodne brojeve a,b,c > 0 vazia | cib | c ako i samo ako [a,b] | c
(3) Za sve prirodne brojeve a,b,c > 0 vazi

(a,b)|a,b] = ab.

Dokaz. (1) Neka je
k

] [ max al,ﬁl

Prema Tvrdenju 3.2, vazi a | m i b | m, tako da je m zajednicki sadrzalac za
a ib. Ako je ¢ pak proizvoljan sadrzalac brojeva a i b, tada je, po istom tom
tvrdenju, ¢ = p{* ... p*, pri Cemu je oy < 1 B <y za sve 1 < i < k. Sledi da
je max(ay, 5;) < i, pa vazi m | ¢, tj. m = [a, b].

(2) je direktna posledica tacke (1).

(3) sledi iz tacke (1), Tvrdenja 3.4, kao i ¢injenice da je min(«, 5)+max(«, 5) =
«a + 8 za bilo koja dva realna broja «, 3. O

Iz osnovne teoreme aritmetike takode sledi zakljucak da su dva prirodna broja
uzajamno prosta ako i samo ako nemaju zajednicki prost delilac. To odmah daje
sledeéi rezultat.

Lema 3.6. Za sve prirodne brojeve a,b,c > 0 vaZi (¢,ab) = 1 ako i samo ako je
(c,a)=11i(c,b)=1

Na kraju dajemo rezultat koji opisuje kanonicki oblik za n!, a koji je zgodan
i primenljiv u mnogim zadacima. Primetimo da ako p | n! za neki prost broj p,
tada mora biti p | m za neko m < n, pa samim tim imamo da je p < n.

Teorema 3.7 (Lezadrova formula). Ako je

n:HpO‘P

psn

kanonicki oblik broja n!, tada je

n
=3 M |
k>1

Dokaz. Najpre, primetimo da je suma u gornjoj formuli zapravo konaé¢na, jer se
njen poslednji nenula sabirak pojavljuje kada je & = max(0, |log,n]). Neka je u
daljem p < n fiksiran prost broj.

Za m < n, ozna¢imo sa a,(m) najveéi prirodan broj a tako da p® | m; po
uslovima teoreme,

ap = op(1) + -+ + ap(n).

Ako sa &, k > 1, oznacimo broj elemenata m skupa {1, ..., n} za koje je ap(m) =
k (dakle, broj takvih m za koje p¥ | m, ali p**1 {m), tada je
ap =8 +25+ -+ R+ (3.2)

Medutim, zbir
& =&k + Ehp1 + o
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za svako k > 1 predstavlja broj elemenata skupa {1, ..., n} za koje je ap(m) > k,
§to je zapravo broj svih elemenata skupa {1,...,n} deljivih sa p¥. Ocito,

A
gk \‘ka
S druge strane, iz (3.2) sledi
a=§+&+ g+

odakle odmah dobijamo trazenu formulu. O



