
Neke dalekose�ne hipoteze
teorije brojeva

Kao xto req ,,hipoteza“ ka�e sama po sebi, za tvr�eǌa koja �emo
ovde izneti pod tom klasifikacijom nije do dana danaxǌeg ustanovǉe-
no da li su taqna ili nisu (drugim reqima, ǌihov dokaz nemamo, ali
nije niti iko pronaxao ni kontraprimer, i obe mogu�nosti ostaju u
opticaju do daǉǌeg). Me�utim, iz odre�enih razloga ova tvr�eǌa (uz
mnoga druga, jakako) motivixu nauqnike da se ǌima podrobnije bave,
uz nadu da �e ǌihov status jednom konaqno biti rasvetǉen (�ivi
bili, pa videli, mada su solidne xanse da ne�emo, bar za one koji ne
veruju u zagrobni �ivot).

1 abc-hipoteza
Hipotezu poznatu pod nazivom abc-hipoteza postavili su francu-

ski matematiqar Joseph Oesterlé i britanski matematiqar David Masser
1988, odnosno 1985. godine. Pre nego xto je ovde formulixemo, uve-
x�emo nekoliko neophodnih pojmova.

Definicija 1.1. • Proizvod razliqitih prostih brojeva koji dele
zadat prirodan broj n nazivamo radikal prirodnog broja n, i ozna-
qavamo sa rad(n); drugim reqima,

rad(n) =
∏
p|n

p je prost

p.

• Za trojku uzajamno prostih prirodnih brojeva (a, b, c) ka�emo da
je abc-trojka akko va�i a + b = c i rad(abc) < c.

Primer. • Trojka (1, 8, 9) je abc-trojka. Zaista, va�i 1 + 8 = 9, i
rad(1 · 8 · 9) = rad(72) = rad(23 · 32) = 2 · 3 = 6 < 9.

• Pokaza�emo da va�i i opxtije: trojka (1, 9n − 1, 9n) je abc-trojka
za ma koji prirodan broj n. Oqigledno va�i 1 + (9n − 1) = 9n,
pa preostaje jox proveriti drugi uslov. Primetimo, proizvod
1 ·(9n−1) ·9n mo�emo zapisati i kao 8 ·9n · 9

n−1
8 (posledǌi qinilac

je prirodan broj zbog 9n − 1 ≡ 1n − 1 = 0 (mod 8), tj. 8 | 9n − 1).
Dakle, zbog brojeva 8 i 9n, radikal ovog proizvoda sadr�i proste
qinioce 2 i 3 (svaki taqno po jednom, po definiciji radikala),
kao i sve proste qinioce koji se pojavǉuju u broju 9n−1

8 , a ǌihov
proizvod mo�e biti najvixe bax 9n−1

8 . Sve zajedno:

rad(1·(9n−1)·9n) = rad

(
8 · 9n · 9n − 1

8

)
6 2·3· 9

n − 1

8
=

3

4
(9n−1) < 9n.

Za trojku uzajamno prostih prirodnih brojeva (a, b, c) za koje va�i
a + b = c uvedimo jox oznaku

q(a, b, c) = lograd(abc) c.
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Primetimo, posmatrana trojka je abc-trojka ako i samo za tu trojku
funkcija q ima vrednost ve�u od 1.

Sada smo spremni da formulixemo hipotezu. Prvo �emo navesti
tzv. ,,slabu“ verziju hipoteze.

Hipoteza 1.2 (abc-hipoteza, slaba verzija). Postoji konstanta C ta-
kva da za sve trojke uzajamno prostih prirodnih brojeva (a, b, c) za koje
va�i a + b = c imamo q(a, b, c) < C.

Napomenimo, najve�a do sada poznata vrednost funkcije q iznosi
pribli�no 1.62991, i dosti�e se za trojku

(2, 310 · 109, 235), tj. (2, 6 436 341, 6 436 343).

Ovu ,,rekordnu“ trojku je pronaxao Eric Reyssat jox 1987. god., i od ta-
da nije nadmaxena navedena vrednost funkcije q! S obzirom na ovakav
razvoj doga�aja, prirodno je postaviti i verziju hipoteze sa ekspli-
ciranom vrednox�u konstante C.

Hipoteza 1.3 (abc-hipoteza, slaba verzija, eksplicitna). Za sve trojke
uzajamno prostih prirodnih brojeva (a, b, c) za koje va�i a+ b = c imamo
q(a, b, c) < 2.

Sad �emo formulisati i tzv. ,,jaku“ verziju hipoteze. Navex�emo
tri formulacije za koje nije texko videti da su me�usobno ekviva-
lentne.

Hipoteza 1.4 (abc-hipoteza, jaka verzija). • Za svaki pozitivan re-
alan broj ε postoji samo konaqno mnogo trojki uzajamno prostih
prirodnih brojeva (a, b, c) za koje va�i a + b = c i c > rad(abc)1+ε.

• Za svaki pozitivan realan broj ε postoji konstanta Kε takva da,
za sve trojke uzajamno prostih prirodnih brojeva (a, b, c) za koje
va�i a + b = c, imamo c < Kε · rad(abc)1+ε.

• Za svaki pozitivan realan broj ε postoji samo konaqno mnogo troj-
ki uzajamno prostih prirodnih brojeva (a, b, c) za koje va�i a+b = c
i q(a, b, c) > 1 + ε.

Na osnovu svega do sada reqenog, verovatno nije sasvim jasno zaxto
bi abc-hipoteza uopxte bila zanimǉiva ǉudima koji se bave teorijom
brojeva (ili bilo kome generalno). Me�utim, kao xto �emo odmah
videti, ispostavǉa se da, koliko god ona apstraktno i (mo�da) nepri-
rodno delovala, qitav niz raznih (vrlo texkih) tvr�eǌa iz teorije
brojeva, koja na prvi pogled (pa i na drugi, tre�i...) nemaju nikakve
veze sa abc-hipotezom, zapravo se mogu izvesti kao ǌene posledice.

Posledica 1.5. Pretpostavimo da va�i hipoteza 1.4. Tada jednaqina

xn + yn = zn

u skupu prirodnih brojeva ima samo konaqan broj rexeǌa za koja va�i
n > 3 i NZD(x, y, z) = 1 (primetimo, rexeǌa koja nisu ovog oblika ne
donose nixta suxtinski novo, jer ako je (dx, dy, dz) rexeǌe za neko n,
onda je i (x, y, z) rexeǌe za to n). Xtavixe, ukoliko va�i hipoteza 1.3,
tada gorǌa jednaqina nema nijedno rexeǌe u skupu prirodnih brojeva za
n > 5.
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Dokaz. Pretpostavimo najpre da va�i hipoteza 1.4. Pretpostavimo da
je (x, y, z) jedna trojka za koju va�i NZD(x, y, z) = 1 i koja ispuǌava
postavǉenu jednaqinu za neko n, n > 3. S obzirom na xn + yn = zn,
definisana je funkcija q(xn, yn, zn), pa mo�emo izvesti slede�i raqun:

q(xn, yn, zn) = lograd(xnynzn) z
n = lograd(xyz) z

n = n lograd(xyz) z

> n logxyz z > n logz3 z =
n

3
logz z =

n

3
>

4

3

(objaxǌeǌe za neke korake: pri poqetku smo koristili rad(xnynzn) =
rad(xyz), xto je oqigledno po definiciji radikala; nejednakost na
poqetku drugog reda sledi iz nejednakosti rad(xyz) 6 xyz, imaju�i
u vidu da se znak meǌa ako nejednakost primeǌujemo u osnovi loga-
ritma, a sliqno va�i i za narednu nejednakost, zbog x, y < z; nejedna-
kost na kraju sledi iz pretpostavke n > 3). Na osnovu hipoteze 1.4
za ε = 1

3 (najpogodnija je ovde tre�a verzija) sledi da ovakvih trojki
(xn, yn, zn) mo�e biti samo konaqno mnogo, a onda to va�i i za trojke
(x, y, z), xto je i trebalo dokazati.

Doka�imo sada i drugi deo postavke, ukoliko pretpostavimo hipo-
tezu 1.3 i n > 5. Tada na isti naqin kao gore dobijamo q(xn, yn, zn) >
n
3 > 2, xto je upravo u suprotnosti sa hipotezom 1.3.

Ovo na upeqatǉiv naqin demonstrira snagu abc-hipoteze, budu�i
da iz formulacije 1.3 u svega nekoliko redova dobijamo veliku Fer-
maovu teoremu kao posledicu, a znamo da quveni Vajlsov dokaz velike
Fermaove teoreme (jedini dosad poznat dokaz) zaprema vixe od 100
stranica teksta i koristi izrazito duboku ,,maxineriju“. (Pritom,
pretpostavǉeni uslov n > 5 ne kvari mnogo sliku, jer je velika Fer-
maova teorema za n = 5 svakako dokazana qak 1825. godine, a za n = 3
i n = 4 jox i ranije, u 18. i 17. veku, respektivno.)

Me�utim, mo�da ovo i daǉe nije dovoǉno ubedǉiv pokazateǉ zna-
qaja abc-hipoteze, jer za veliku Fermaovu teoremu ipak ve� znamo da
je taqna, pa mo�da mo�e biti upitno od kakvog je znaqaja ǌeno alter-
nativno izvo�eǌe preko abc-hipoteze. U nastavku navodimo, ilustra-
cije radi, nekoliko odabranih otvorenih problema za koje se mo�e
pokazati (xto ovde ne qinimo) da su posledica abc-hipoteze. Kao xto
se mo�e primetiti, na osnovu same formulacije ovih problema (a i
mnogih drugih koje ovde ne navodimo) zaista je praktiqno nedokuqivo
u kakvoj su oni vezi sa abc-hipotezom, a ipak se ispostavǉa da jesu.

Posledica 1.6. Ka�emo da je prirodan broj kvadratno zasi�en akko se
svaki prost qinilac u ǌegovoj faktorizaciji javǉa sa eksponentom bar
2. Hipoteza 1.4 implicira da postoji beskonaqno mnogo trojki uzastop-
nih prirodnih brojeva koji su svi kvadratno zasi�eni.

Posledica 1.7. Prosti brojevi p za koje va�i p2 | 2p−1 − 1 nazivaju
se Viferihovi (Wieferich) prosti brojevi. Hipoteza 1.4 implicira da
postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva koji nisu Viferihovi.

Napomena. Qini se da su Viferihovi prosti brojevi vrlo retki: do
danas su poznata svega dva, 1093 i 3511, i to su i jedini postoje�i maǌi
od 6.7 · 1015. Ipak, postoje odre�eni razlozi (povezani sa uniformnom
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distribucijom korena jedinice u modularnoj multiplikativnoj grupi
celih brojeva) zbog kojih se pretpostavǉa da Viferihovih prostih
brojeva zapravo ima beskonaqno mnogo, no ovo je trenutno otvoren
problem. Me�utim, tako�e nije poznato ni da li postoji beskonaqno
mnogo prostih brojeva koji nisu Viferihovi (tj. teorijski je mogu�e
i da, bez obzira na ǌihovu prividnu retkost, svi prosti brojevi od
neke taqke pa nadaǉe budu Viferihovi!); gorǌa posledica rexava ovo
pitaǌe pod abc-hipotezom. (Primetimo jox, trivijalno, da bar jedna
od te dve grupacije zaista mora biti beskonaqna.)

Posledica 1.8. Hipoteza 1.4 implicira da postoji samo mnogo qetvor-
ki prirodnih brojeva (x, y, p, q), x, y, q > 1, p > 2, za koje va�i

xp − 1

x− 1
= yq.

Napomena. Primetimo, ukoliko izraz sa leve strane zapixemo u si-
stemu sa bazom x, dobijamo broj 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸

p puta

(x). Dakle, tvr�eǌe iz gorǌe

posledice se mo�e i preformulisati: postoji samo konaqno mnogo pot-
punih stepena koji se u nekoj bazi zapisuju iskǉuqivo pomo�u cifre
1 (naravno, pod pretpostavkom abc-hipoteze; bez ǌe je ovo tvr�eǌe
otvoren problem, s tim xto se zna da jeste taqno ukoliko umesto pot-
punih stepena tra�imo samo potpune kvadrate).

2 Xincelova hipoteza H

Poǉski matematiqar Andrzej Schinzel postavio je 1958. godine hi-
potezu koja se danas u ǌegovu qast naziva Xincelova hipoteza H (gde
slovo H u nazivu potiqe odatle xto ju je sam Xincel tako oznaqio u
radu u kom ju je postavio). Dajemo odmah formulaciju.

Hipoteza 2.1 (Xincelova hipoteza H). Neka su f1(x), f2(x), . . . , fk(x)
nesvodǉivi polinomi sa pozitivnim vode�im koeficijentima qije su
vrednosti celobrojne za ma koji celobrojan argument. Oznaqimo

Q(x) =

k∏
i=1

fi(x).

Pretpostavimo da ne postoji prost broj p takav da p | Q(x) za svaki
ceo broj x. Tada postoji beskonaqno mnogo celih brojeva m takvih da su
sve vrednosti f1(m), f2(m), . . . , fk(m) prosti brojevi.

Primer. Posmatrajmo polinome f1(x) = x i f2(x) = x+1. Za ǌih va�i
Q(x) = x(x + 1). Me�utim, primetimo da je izraz x(x + 1) paran za
svaki ceo broj x; drugim reqima, imamo 2 | Q(x) za sve cele x, pa za
prost broj p iz formulacije hipoteze mo�emo uzeti p = 2. Prema tome,
ovaj par polinoma ne ispuǌava pretpostavke Xincelove hipoteze H
(jer je pretpostavka da takav prost broj ne postoji), pa na ovaj par ne
mo�emo primeniti hipotezu.
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Pogledajmo sada na primeru i kako se hipoteza uspexno mo�e pri-
meniti. Ova hipoteza za posledice ima qitav niz tvr�eǌa u koji-
ma se navodi postojaǌe prostih brojeva odre�enog oblika (a koja su
bez ove hipoteze otvoreni problemi, po pravilu vrlo texki), a ima
i neke posledice u qijoj se formulaciji ne vidi odmah veza s pro-
stim brojevima. Za ilustraciju, pokaza�emo kako se iz ove hipoteze
mo�e vrlo brzo izvesti postojaǌe beskonaqnog broja parova prostih
blizanaca (o kojima je bilo reqi ranije). Za jox neke primere pogle-
dati skoraxǌe pismene ispite (konkretno, ne samo zadatke gde se
pomiǌe Xincelova hipoteza H, nego i one gde se pomiǌe Diksonova
hipoteza, budu�i da je ona, kao xto �emo uskoro videti, specijalan
sluqaj Xincelove).

Posledica 2.2. Ukoliko pretpostavimo da va�i Xincelova hipoteza
H, tada postoji beskonaqno mnogo parova prostih blizanaca.

Dokaz. Posmatrajmo polinome f1(x) = x i f2(x) = x + 2. Tvrdimo da
oni ispuǌavaju uslove hipoteze. Zaista, oni su oqito nesvodǉivi,
imaju pozitivne vode�e koeficijente, i imaju celobrojne vrednosti
za celobrojne argumente (ovo posledǌe je trivijalno ispuǌeno jer su
im koeficijenti iz Z). Poka�imo jox i ispuǌenost uslova koji se
tiqe polinoma Q.

Imamo Q(x) = x(x+2). Pretpostavimo suprotno: za neki prost broj
p va�i p | x(x + 2) za svaki ceo broj x. Primetimo, za x = −1 imamo
Q(−1) = −1, a ovo nije deǉivo nijednim prostim brojem; dakle, takav
prost broj p ne mo�e postojati. (Ako se neko ne doseti da ubaci vre-
dnost x = −1, ovo nije jedini put ka rexeǌu. Mo�emo ubaciti i npr.
x = 1, za xta dobijamo Q(1) = 3, xto znaqi da je jedini prost broj
p koji ,,ima xanse da radi“ broj 3, svi ostali otpadaju zbog x = 1; s
druge strane, za broj 3 imamo 3 - Q(2) = 8, pa otpada i mogu�nost p = 3
zbog x = 2, te ne preostaje nijedna mogu�nost za p. Ovo su samo neki
primeri mogu�eg zakǉuqivaǌa, sliqna ideja se mo�e realizovati na
mnogo naqina.)

Prema tome, ispuǌeni su svi uslovi, pa mo�emo primeniti Xince-
lovu hipotezu H. Hipoteza nam daje da postoji beskonaqno mnogo celih
brojeva m takvih da su f1(m) i f2(m) istovremeno prosti brojevi, tj.
da su m i m + 2 istovremeno prosti brojevi, a ovo upravo znaqi da
postoji beskonaqno mnogo parova prostih blizanaca.

Napomena. Primetimo jox, uslov iz formulacije hipoteze ,,qije su
vrednosti celobrojne za ma koji celobrojan argument“ jasno ispuǌa-
vaju svi polinomi sa celobrojnim koeficijentima (xto je bio sluqaj u
prethodnoj posledici, a i u praksi su posmatrani polinomi najqex�e
upravo takvi), me�utim ima i polinoma qiji koeficijenti nisu celo-
brojni a koji ipak ispuǌavaju ovaj uslov. Na primer, takav je polinom
x2

2 + x
2 (te, dakle, i on mo�e biti me�u polinomima na koje �elimo da

primenimo Xincelovu hipotezu H).
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2.1 Diksonova hipoteza
Jedan specijalan sluqaj Xincelove hipoteze H, a koji je ve� sam

za sebe priliqno mo�an, formulisao je 1904. godine ameriqki mate-
matiqar Leonard Eugene Dickson, pa se u ǌegovu qast naziva Diksonova
hipoteza. Formulacija je gotovo identiqna Xincelovoj, uz dodatno
ograniqeǌe da su svi polinomi f1, f2, . . . , fk linearni (u ovom sluqa-
ju, naravno, nije potrebno posebno zahtevati da posmatrani polinomi
moraju biti nesvodǉivi, budu�i da je to za linearne polinome au-
tomatski zadovoǉeno).

Primetimo, za posledicu 2.2 nam nije bila neophodna ,,puna sna-
ga“ Xincelove hipoteze H, ve� se ista posledica mogla izvesti (na
identiqan naqin) i samo uz pretpostavku Diksonove hipoteze.

Dokaz Diksonove hipoteze (a time i Xincelove, pogotovo) trenut-
no deluje daleko izvan dometa sadaxǌih alata teorije brojeva. No,
pomenimo ipak da postoji i jedan dokazan sluqaj Diksonove hipoteze,
a to je sluqaj k = 1. Tada se Diksonova hipoteza taqno svodi na (rani-
je vi�enu) Dirihleovu teoremu o prostim brojevima u aritmetiqkim
progresijama. Zaista, ukoliko imamo samo jedan linearan polinom,
recimo f(x) = ax + b, tada va�i Q(x) = f(x) = ax + b, i uslov da ne
postoji prost broj p takav da p | ax + b za sve cele x upravo je ekviva-
lentan sa NZD(a, b) = 1 (xto je bio uslov kod Dirihleove teoreme).
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