GLAVA 5

Polinomne matrice. Karakteristi¢cni koreni 1
vektori

5.1. Polinomne matrice

Do sada smo posmatrali matrice nad poljem, tj. matrice ¢iji su ele-
menti iz nekog polja. Medutim, u raznim oblastima matematike i drugih
nauka pojavljuju se problemi u kojima elementi matrica nisu iz polja veé¢ su
elementi drugih struktura. Jedna vazna klasa takvih matrica su matrice
¢iji su elementi polinomi i takve matrice se nazivaju polinomne matrice.
Proucavanje tih matrica omogucéuje da se dobiju rezultati ne samo o poli-
nomnim matricama, veé¢ i znacajni rezultati o matricama nad poljem koje
smo ranije razmatrali.

DEFINICIJA 5.1. Neka je F polje, a F[)\] prsten polinoma po A sa ko-
eficijentima iz F'. Polinomna matrica formata m X n je svako preslikavanje
{1,...,m} x{1,...,n} — F[A\]. Kao i kod matrica nad poljem, koje su defi-
nisane ranije, polinomne matrice prikazujemo u obliku pravougaone tablice
sa m vrsta i n kolona:

an()\) alg()\) e aln()\)
AN = ag1(A)  age(N) ... a(N)
it (N ama(N) .. ama(V)

Gornju matricu ¢emo skraceno oznacavati sa [a;;(N)].

Skup svih polinomnih matrica formata m x n nad F[\| oznacavaéemo
sa FIA™".

Operacije na skupu polinomnih matrica i nazive nekih klasa polinom-
nih matrica definisemo analogno odgovarajucéim definicijama za matrice nad

poljem (Definicije 4.1-4.4).
DEFINICIJA 5.2. Ako je
(5.1) AN) = ApAP + - + A\ + Ao,
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gde su A;, i = 0,1,...,p, matrice iz F™", A, # 0, onda se A(\) naziva
matricni polinom stepena p. Pri tome, usvajamo konvenciju da je AN = \A,

A= [ai]‘] € F™" dakle,

)\Cbll )\a12 e )\aln
AN = M — /\(121 )\agg e )\agn
ANan1  Aap2 Al

Sabirajuéi elemente na desnoj strani jednakosti (5.1), dobija se da je
A(M) polinomna matrica. Ocevidno, svaki matriéni polinom moze se na
jedinstven nac¢in prikazati kao polinomna matrica.

Vazi i obrnuto, ako je

an(A) alg()\) . aln(/\)
A()\) _ agl()\) GQQ()\) . agn()\)
an1(A)  apn2(A) ... apn(N)
polinomna matrica, a p maksimalan stepen polinoma a;;(A), 4,5 =1,...,n,

onda se A(A) moze prikazati kao matriéni polinom stepena p
AN) = ApAP + - + A\ + Ao,
gde je A; € F™™ i=0,1,...,p.

Primer.

Matrica
qo | A1 N —3x-1
TN EBN 2024

moze se prikazati kao matri¢ni polinom
10 0 3 0 1 9 1 -3 1 -1
A(A)—[lo])\+[02])\+[5 1])\+[0 0}
Neka je
A()\):Ap)\p+"-+A1)\+Ao, Aian,n
matri¢ni polinom. Ako se u tom polinomu stavi A = ¢ € F, dobija se
A(C) = ApCp+"'+A16+AQ,

i ta vrednost ne zavisi od toga da li je A pisano sa leve ili desne strane u
polinomu A(A).
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Medutim, ako se u matricnom polinomu A()\) stavi A = C € F™",
s obzirom da mnozenje matrica nije komutativno, mogu se dobiti razlicite
vrednosti za A(C), zavisno od toga da li je A pisano sa leve ili desne strane:

A (C) = AyCP + -+ A, C + Ag

—-

A(C) = CPA, + -+ CAy + A,

A, (C) se naziva desna funkcionalna vrednost matri¢nog polinoma A(\) za
A = C, a A(C) leva funkcionalna vrednost matri¢nog polinoma A(\) za
A=C.

Tako smo naveli da se svaki matri¢ni polinom moze prikazati kao poli-
nomna matrica i obrnuto, zamena promenljive A matricom moguca je samo
u matri¢cnom polinomu, dok u polinomnoj matrici to nije moguée (jer bi se
pojavili zbirovi matrica i skalara, $to nije definisano).

TEOREMA 5.1. Ako su
AN) = ApNP + - + A\ + Ao,

B(X) = BgA"+ -+ BiA+ By, |By| #0,
matricni polinomi, onda postoje jedinstveni matricni polinomi Q1(\), R1(X\)
i Q2(N), Ra(N), takvi da je

AA) = Q1N B(A) + Ri(A)

A(A) = B(A)Q2(A) + Ra(N),
gde je Ri(\) = 0 ili deg(R1(\)) < deg(B(X)); i Ra(N\) = 0 ili deg(Ra2(N)) <
deg(B().
R1(X\) se naziva desni ostatak, a Ra(\) levi ostatak pri deobi matricnog
polinoma A(X) matriénim polinomom B(X).
Ako je Ri(\) = 0, B(\) je desni delitelj A(N\), a ako je Ra(\) = 0,
B()) je levi delitelj A(N).

Za deljenje matri¢nih polinoma vazi teorema analogna Bezuovoj teore-
mi za polinome nad poljem.

TEOREMA 5.2. Ako je A(X) = AN +- -+ A1 A+ Ay matricéni polinom
nad F[A], a B € F™", onda je desni ostatak Ry pri deobi A(N\) sa A\E — B

Ry=A,BP + -+ A|B+ Ay = A.(B),
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a levi ostatak je
Ry = BPA, +---+ BA; + Ay = A/(B).
DokAz. Na osnovu Teoreme 5.1 postoje matri¢ni polinomi Q(\) i Ry
takvi da je
(5.2) A = QU)E — B) + Ry,

(pri ¢emu je ostatak oznaCen sa Rj, a ne sa Ri()\), jer je delilac A\F — B
linearan, pa je ostatak konstanta).

Ako je Q(N) = QA" + -+ + Q1A + Qo, onda iz
AA) = (QmA™ + -+ Q1A + Qo)(AE — B) + Ry,
sledi
AN = QuA™ ! + (Qm-1 — QuB)A" + -+ 4+ (Qo — Q1B)A — QoB + Ry.
Stavljajuéi u prethodnu jednakost A\ = B sa desne strane, dobija se
Ry = A, (B).
Analogno se dokazuje da je Ry = Aj(B). O

NAPOMENA. S obzirom da mnozenje koeficijenata matri¢nih poli-
noma nije komutativno, ne moze se u (5.2) staviti A = B pre nego §to se
izrac¢una proizvod Q(M\)(AE — B).

5.2. Karakteristi¢ni polinom matrice

DEFINICUJA 5.3. Ako je A = [a;;] € F™", onda se polinomna matrica

A—ai1 —aio ... —aip
—a A—a ... —a

NE — A — 21 22 2n
—Qanl —an?2 e /\ — Qpn

naziva karakteristicna matrica matrice A.

Determinanata karakteristicne matrice matrice A je nomalizovan poli-
nom n-tog stepena

IANE — Al = N4+ an 1 A"+ ag) +ag
koji se naziva karakteristicni polinom matrice A.

Jednacina
IAE— A| =0

se naziva karakteristicna jednacina matrice A.
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DEFINICUJA 5.4. Ako je A € F™"™, f(A) = ap A"+ -+a1 A +ag € F[A],
onda je
flA) =an, A"+ -+ a1 A+ aoE.

TEOREMA 5.3. (Cayley-Hamilton) Ako je A € F™" matrica ¢iji je
karakteristicni polinom f(\), onda je f(A) = O. (Svaka matrica zadovoljava
svoju karakteristicnu jednacinu.)

Dokaz. Teorema 4.38 je dokazana za matrice nad poljem, medutim
u dokazu te teoreme nigde nije koriS¢eno deljenje elemenata polja, pa se
odgovarajué¢i dokaz moze primeniti i na polinomne matrice (¢iji elementi
¢ine prsten, a ne polje). Prema tome, Teorema 4.38 vazi i za polinomne
matrice.
Tada je
(AE — A)(AE — A)* = |\E - A|lE = f(ME.

Vidimo da je matri¢ni polinom f(\)E deljiv matriénim polinomom AFE — A
(ostatak je nula), a kako je na osnovu Teoreme 5.2 ostatak jednak f(A)FE,
sledi f(A)E = f(A) = 0. O

NAPOMENA. U matri¢nom polinomu f(\)E leva i desna funkcional-
na vrednost za A\ = A su jednake jer su koeficijenti matricnog polinoma
f(\)E matrice koje su komutativne sa svakom matricom.

Napominjemo da sledeéi ,,dokaz” Kejli-Hamiltonove teoreme nije ispra-
van:

Ako je f(A) = |AE — A| karakteristi¢ni polinom matrice A, stavljajuéi
u prethodnu jednakost A = A dobija se da je f(A) = |AE — A| = O.

Gornje zaklju¢ivanje nije korektno jer jednakost f(A) = [AE — A| vazi
samo za skalare A, dakle, greska je u tome §to je u determinanti |\E — A|

3 4
onda stavljajuéi A umesto A u |[\E — A| dobija se nedefinisan izraz:

1 2
[ L2 ] 1 o
1 2
-3 [ 3 4 ] —4
Stavljanje matrice umesto A\ u karakteristicnim polinomu moguce je

samo kada je taj polinom u obliku f(A\) = A" + a, 1 A" "1 + -+ + a1\ + ao,
(Definicija 5.4).

. . . . . 1 2
umesto promenljive A stavljena matrica. Na primer, ako je A = [ ] ,
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Primer.
110
1. Za matricu A= | 4 1 0 | karakteristi¢ni polinom je
111
A—1 -1 0
NE—-Al=| -4 A=1 0 |=XA-1D((N-12-4)
-1 -1 A-1

=\ -3\ -\ +3,
pa je
A*—3A* - A+3E=0.

Koristeéi Kejli-Hamiltonovu teoremu mozemo, izmedu ostalog, odrediti
matricu A~!. Naime, matrica A je regularna jer je slobodan ¢lan karakter-
isticnog polinoma te matrice razli¢it od 0.! Videli smo da je A3 —3A42 — A+
3E = O, pa mnozeéi ovu jednakost sa A~! dobijamo:

1 -1 0
1 1
3 0 -3

5.3. Elementarne transformacije polinomnih matrica i
ekvivalencija polinomnih matrica

DEFINICUIJA 5.5. Elementarne transformacije polinomne matrice A(\) €
FN™" su sledeée transformacije:

1) Zamena mesta dve vrste (kolone).

2) MnoZenje svih elemenata jedne vrste (kolone) konstantom razlicitom
od nule.

3) Dodavanje elemenata jedne vrste (kolone), prethodno pomnozZenih
nekim polinomom, odgovarajuéim elementima neke druge vrste (kolone).

Elementarne polinomne matrice definiSu se i oznacavaju analogno odgo-
varajuéim definicijama za elementarne matrice nad poljem (4.12).
Za elementarne polinomne matrice vaze tvrdenja analogna tvrdenjima

4.1314.14.

TEOREMA 5.4. Determinante elementarnih polinomnih matrica su kon-
stante razlicite od nule.

TAko je [NE — Al = A" + an 1 A" ' 4 -+« + a1\ + ao karakteristiéni polinom matrice
A, onda je | — A| = |0E — A| = ao.
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Dokaz. Neposredno sledi izracunavanjem odgovarajuc¢ih determinanti.
O

DEFINICIJA 5.6. Polinomna matrica A(X\) je ekvivalentna sa matricom
B(X) ako postoje matrice P(X) i Q(\) jednake proizvodu elementarnih ma-
trica takve da je

B(A) = P(NANQM),
tj. A(X) je ekvivalentna sa B()\), ako se A(X\) moZe elementarnim transfor-
macijama svesti na B(X).

Iz ranijeg neposredno sledi da je relacija definisana u prethodnoj teo-
remi jedna relacija ekvivalencije.

Rang polinomnih matrica ¢emo definisati pomo¢u minora, jer se u toj
definiciji ne koristi deljenje elemenata iz polja, pa se rang moze potpuno isto
definisati kao $to je definisan za matrice nad poljem. Dakle, rang polinomne
matrice A(A) je broj r takav da su svi njeni minori reda veéeg od r, ako
postoje, jednaki 0, i postoji bar jedan minor reda r koji je razli¢it od nule.
Rang nula matrice je nula.

Vazi sledeca teorema koju navodimo bez dokaza.
TEOREMA 5.5. FEkvivalentne polinomne matrice imaju isti rang.

DEFINICIJA 5.7. Polinomna matrica A(\) reda n je regularna ako je
njen rang n, tj. ako je |A(N)| # 0.
DEFINICIJA 5.8. Polinomna matrica A(X) je invertibilna ako postoji
polinomna matrica B(\) takva da je
AMNB(A) = BAN)A(N) = E.

Matrica B(\) naziva se inverzna matrica za matricu A(X).

Polinomna matrica moze biti regularna, a da ne bude invertibilna, sto
nije slucaj sa matricama nad poljem F'. Primer za to je naveden na strani

103.

5.4. Smitova kanonicka matrica

TEOREMA 5.6. Ako je A(N\) € F[A"™™ matrica ranga r, onda je ona
ekvivalentna sa matricom

N(A) =diag (fi(A),..., fr(A),0,...,0),
gde su fi(N), ..., fr(X\) normalizovani polinomi nad F' takvi da je fi()\)|fi+1()\),
1=1,...,r—1.
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DokAz. Ako je A(\) = O, onda je ona sama trazenog oblika.

Neka je sada A(A) # O. U skupu svih polinomnih matrica ekvivalent-
nih sa A()\), neka je B(\) matrica ¢iji je jedan elemenat polinom najmanjeg
stepena medu svim elementima svih matrica koje su ekvivalentne sa A(\)
(ako ima vise takvih polinoma uzimamo bilo koji). Taj elemenat ¢emo ele-

mentarnim transformacijama dovesti na mesto (1,1) matrice i neka je

i\ 2N . (V)
C\) = 1N e\ ... can(N)
V) e o eV

tako dobijena matrica, gde je c11(\) polinom najmanjeg stepena medu svim
elementima svih matrica koje su ekvivalentne sa A(\)

Dokazimo da su svi elementi prve vrste i prve kolone matrice C(\)
deljivi sa ¢11(\). Za svaka dva polinoma jedinstveno postoje koli¢nik i os-
tatak, pa za ca1(\), c11(N\) vazi

ca1(N) = gN)err(A) +r(A),

pri ¢emu je stepen ostatka () mani od stepena delioca c11 () ili je r(A) = 0.

Ako sada prvu vrstu matrice C'(\) pomnozimo sa —g(A) i dodamo dru-
goj, dobija se matrica

011()\) 612(>\) Cln()\)
coy=| [ m
cn1(A)  cn2(A) Cnn(N)

koja je ekvivalentna sa polaznom matricom A(X) (jer je ekvivalencija poli-
nomnih matrica jedna relacija ekvivalencije), a jedan njen elemenat je r(\)
koji je stepena manjeg od najmanjeg stepena svih elemenata svih matrica
koje su ekvivalentne sa A(A) ili je 7(A\) = 0. Dakle, 7(A) = 0, tj. c21()) je
deljiv sa c¢11(\), a matrica C'(X) je

011()\) 012()\) Cln()\)
cop=| L
cn1(A)  cn2(X) cnn(A)

Analognim postupkom, vrseéi elementarne transformacije na matrici
C’(X\) dobija se matrica D(\), ekvivalentna sa polaznom matricom A(M\),
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koja u prvoj vrsti i prvoj koloni ima sve nule sem prvog elementa

C11 ()\) 0 N 0
DO\ = 0 daa(N) dan(N)
0 dpa(N) dpn(N)

Slicno se moze pokazati da su i svi elementi d;;(\) i = 2,...,n j =
2,...,n deljivi sa ¢11(\). Zaista, ako u matrici D(\) dodamo i-tu vrstu
prvoj dobija se matrica

cir(A)  dia(A) din(A)
D)) = 0 daa(N) dan(N) 7
0 dn2(N) dpn(N)

a onda, analognim postupkom kojim smo u matrici C'(\) pokazali da su
elementi prve vrste i prve kolone deljivi sa c¢11(\), dokazujemo da su svi

elementi dja(N), . .., din(A) deljivi sa c11(A).

Slededi korak je transformisanje elementarnim transformacijama bloka
u matrici D(\) koji ¢ine sve vrste i sve kolone sem prve vrste i prve kolone, na
potpuno isti na¢in kao $to je transformisana matrica C'(A). U tom postupku
prva vrsta i prva kolona matrice D(A) ¢e ostati neizmenjene. Tako se dobija
matrica F'()\), ekvivalentna sa D(\) (a to znadi i sa A(N)),

en(d) 0 0 0 0
0 dyp)) 0 0
F(\) = 0 0 f33(A) fan(A) |,
e : fn3()\) ........ fnn(A)

S obzirom da smo do matrice F'(\) dosli vrSenjem elementarnih transforma-
cija, svi elementi matrice F'(\) su i dalje deljivi sa c11()), a svi fi;(A) su
deljivi sa dhjy ().

Nastavljajuc¢i tako dalje dobijamo dijagonalnu matricu, i ako u toj
dijagonalnoj matrici sve polinome na dijagonali normalizujemo (mnozedi
odgovarajuce vrste recipro¢nom vrednoséu vodeceg koeficijenta polinoma),
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konacno se dobija matrica ekvivalentna sa matricom A(\)

AN 0 ... 0 0 ... 0

0 fo(A) ... 0 0 ... 0

NY=] 0 0 f) 0 0],
0 0 0 0 0

0 0 0 0. 0]

gdesu fi(N), ..., fr(\) normalizovani polinomi nad F' takvida je f;(\) ‘fi+1()\),
i1=1,...,r—1.

Da se na dijagonali matrice N () zaista nalazi ta¢no r polinoma razicitih
od nule, sledi iz toga $to ekvivalentne matrice imaju isti rang, matrica A(\)
je ranga r, a rang matrice N () je oc¢igledno jednak broju polinoma razli¢itih
od nule na dijagonali te matrice. ([

DEFINICIJA 5.9. Matrica N () iz prethodne teoreme naziva se Smitova
(Smith) kanonicka (ili normalna) matrica za matricu A(X).

U Teoremi 5.6 dokazali smo da u svakoj klasi medusobno ekvivalentnih
kvadratnih polinomnih matrica postoji bar jedna Smitova kanoni¢ka matri-
ca, a kasnije éemo dokazati da Smitova matrica postoji jedinstveno.

DEFINICUIA 5.10. Ako je A(X) € FIN™", onda sa dpa(\) oznacavamo
najveci zajednicki delitelj svih minora reda k te matrice. Pri tome, ako su
svi minori reda k jednaki 0, po definiciji je dpa(X) = 0.

TEOREMA 5.7. Ako su A(X) = [a;j(N)] @ B(A) = [bij(\)] ekvivalentne
polinomne matrice reda n, onda je dga(N) = dgp(N), za svako k=1,...,n.

Dokaz. Kako je A(\) ~ B()\) ako i samo ako se A(\) moze dobiti
od B(\) vrienjem kona¢nog niza elementarnih transformacija, dovoljno je
dokazati da se najvedi zajednicki delitelji minora reda k matrice B(\) neée
promeniti posle vrienja jedne elementarne transformacije na toj matrici.

1. Ako je A()M) dobijeno od B(A) mnozenjem neke vrste (ili kolone)
skalarom a # 0, onda su odgovaraju¢i minori tih matrica ili jednaki ili je
jedan od njih jednak drugom pomnozenom sa «. Kako mnozenje konstantom
a ne utice ne deljivost, sledi da je u ovom slucaju dia(N) = dipp(N).

2. Zamena mesta dve vrste (ili kolone) samo menja znake pojedinih
minora, pa sledi da je i u ovom slu¢aju dp4(A) = dgp(N).
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3. Neka je sada A()A) dobijena od B(\) dodavanjem elemenata j-te vrste
pomnozene polinomom p(A) odgovarajuéim elementima i-te vrste. Minori
sa sada mogu podeliti na tri klase koje ¢emo posebno analizirati.

a) Minori koji ne sadrze elemente i-te vrste su u obe matrice jednaki.

b) Posmatrajmo minore koji sadrze delove i-te i j-te vrste. S obzirom
da se vrednost determinante ne menja ako se elementi jedne vrste, prethodno
pomnozeni nekim polinomom, dodaju odgovaraju¢im elementima neke druge
vrste, sledi da su i u ovom slu¢aju odgovarajuéi minori jednaki.

c) Sada ¢emo posmatrati minore koji sadrze delove i-te vrste, a ne
sadrze delove j-te vrste. Neka je jedan takav minor matrice A(\)

MA()\) = bzl(/\) —i—p()\)bﬂ(}\) ce. bm(/\) —l—p()\)bjn()\) ,
a odgovarajuéi minor matrice B(\)
Mp(\) =1 ba(A) ... bin(N) |,

ostali elementi (koji nisu navedeni) ovih minora su jednaki.
Dalje je
MA()\) =| bj ()\) . bm()\) —I—p()\) bj ()\) R b]n()\) =
= Mp(A) £p(A)Mp(}).

Mp(X) i Mp(\) suminori matrice B(\), dakle, deljivi sa dig(\), pa iz gornje
jednakosti sledi da je i M4(\) deljiv sa dpp(N).

Prema tome, iz a), b) i ¢) sledi da su svi minori formata k x k matrice
A(N) deljivi sa dig(A), a to znaci da je i dia(A) deljiv sa dipg ().

Ako se A(X\) moze dobiti od B(\) vrienjem jedne elementarne trans-
formacije, onda se vrSenjem inverzne elementarne transformacije na matrici

A()) dobija B(X), dakle, dpa(N) = dyp(N). O

Dokazac¢emo sada da za datu polinomnu matricu A(\) Smitova kanonicka
matrica postoji jedinstveno.
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Neka je za matricu A(A) € F[A\]™" ranga r Smitova kanoni¢ka matrica

0

[ AN
0

0

0
f2(N)

0
0

0

0

0
()

0

0

0
0

0
0

0

0

0

S obzirom da je A()) ranga r, u matrici N(A) na dijagonali ima tacno r
elemenata razlicitih od nule. O¢cigledno je najveéi zajednicki delitelj svih
minora formata k x k matrice N(\), dgn(A) = fiA) fa(N) ... fr(N), k& =
1,...,r, a iz prethodne teoreme znamo da je dra(A) = dipn(N), za svako
k=1,...,n.

Dakle,
dia(N) J1(),
d2a(A) = fi(N)fa(N),
dra(A) = fiN)fa(N) ... fr(N),
a odatle sledi da je
fiA) = dia(N),
_d2a(N)
f2()\) - dlA(A) ’
dra(N)
T A =
f( ) d(r—l)A()‘)
S obzirom da najveéi zajednicki delitelji dya(N),...,d,a(X) odgovara-

juéih minora matrice A(\) postoje jedinstveno, sledi da sui fi(A),..., fr(A)
jedinstveni. To zna¢i da za svaku polinomnu matricu A(A) postoji ta¢no
jedna Smitova kanonicka matrica.

DEFINICIJA 5.11. Ako je A(N) polinomna matrica, a N(X\) njena Smi-
tova kanonicka matrica, onda se polinomi sa dijagonale matrice N(\) nazi-
vaju invarijantni faktori matrice A(X). Invarijantni faktori koji su jednaki
1 nazivaju se trivijalni, ostali su netrivijalni.

Posto je ekvivalencija polinomnih matrica jedna relacija ekvivalencije,
sledi da vazi sledea teorema.
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TEOREMA 5.8. Dve kvadratne polinomne matrice su ekvivalentne ako i
samo ako imagju redom jednake invarijantne faktore (tj. ako su ekvivalentne
sa istom Smitovom kanonickom matricom).

Takode ocigledno vazi i sledeéa teorema.

TEOREMA 5.9. Dve polinomne matrice A(A\) i B(\) reda n su ekviva-
lentne ako i samo ako je dga(N) = dip(N), za svako k =1,...,n.

Primer.

Ispita¢emo da li su sledee dve matrice ekvivalentne

A+1 0 0
AN) = 0 A+1 0 ,
0 0 MN-X+1
AM4+1 o A—-1 A2
B\ =] M+x AN+1 A3

PR L) WD L LI |
Najvedi zajednicki delitelji minora matrice A su:
di(N) =1, do(N) =A+1, ds(\) = A+1)2N2 = A+ 1).
Na osnovu dokaza Teoreme 5.7 je

AN =1, oA =A+1, fs(AN)=A+DA2=A+1) =X+ 1.

Sto se tice matrice B(A), polinom f;()\) njene Smitove kanonicke ma-
trice je najveéi zajednicki delitelj za sve elemente matrice B()\), dakle,
fi(A) = 1. To znaéi da treba elementarnim transformacijama matricu B(\)
svesti na oblik u kome ¢e taj elemenat biti u prvoj vrsti i prvoj koloni, a
zatim elementarnim transformacijama anulirati sve preostale elemente prve
vrste 1 prve kolone. Kada to dobijemo, onda isti postupak primenjujemo na
blok matrice B(A) koji ¢ine sve vrste i kolone sem prve vrste i prve kolone
(u slucaju kada je matrica veéeg formata, nastavljamo isti postupak dalje
sve dok se ne dobije dijagonalna matrica).

M+l o A—1 A2
BA)=| M+A A+1 A3
A=A 20 A3 A%+
1 A—1 A2 1 0 0
~ 1 A A24+1 A3 ~10 Xx+1 0

—1 —=2)2 AN =)22+1 0 —A—1 N+1
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1 0 0
~10 N+1 0
0 0 MN+1

Poslednja matrica u prethodnom nizu je Smitova kanonicka matrica za ma-
tricu A()), pa sledi da matrice A(A) i B(\) imaju redom iste invarijantne
faktore, dakle, one su ekvivalentne.

TEOREMA 5.10. Matrica A(X) € F[A™" jednaka je proizvodu elemen-
tarnih matrica ako i samo ako je |A(N\)| konstanta razlicita od 0.

DokAz. Teorema (4.29) koja utvrduje da je determinanta proizvoda
dve kvadratne matrice jednaka proizvodu determinanata tih matrica, moze
se dokazati koristeéi teoreme iz teorija determinanata ne koristeé¢i deljenje,
pa vazi i za polinomne matrice.

Ako je

AN = BN BV,
gde su E1()N), ..., Ex(\) elementarne matrice, onda je

AN = [ExOV)] ... |Ex(N)| = c € F, ¢ #£0.

Obrnuto, neka je sada |A(A\)| = c € F, ¢ # 0. Na osnovu Teoreme 5.6 i
Definicije 5.6 postoje matrice P(\) i Q(A), jednake proizvodu elementarnih
matrice, takve da je

PNANQM) = N(A) = diag(f1(A), - -, fa(N)),

gde je N(A) Smitova kanonicka matrica za matricu A(\). Predemo li na
determinante u gornjoj jednakosti, bice

[PAMINRQN] = fr(A) -+ fa(N),
.
fiN) ... fu(A)=ceF, ¢#0,
(jer su |P(A\)], |A(N)], |Q(N)] konstante razlicite od 0).
Odavde odmah sledi da je fi(A\) =--- = fn(A) = 1. Dakle,
POYANQ() = B,
pa je
AN = PTHNQTI(N),

a P~1(\),Q7(\) su jednake proizvodu elementarnih matrica. O
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TEOREMA 5.11. Matrica A(\) € F[A\™" je invertibilna, tj. ima in-
verznu matricu nad F[)\], ako i samo ako je A(N) jednaka proizvodu ele-
mentarnih matrica (ili, s obzirom na prethodnu teoremu, ako i samo ako je
|JAN)|=c#0, ceF).

DokAz. Posto svaka elementarna matrica ima inverznu matricu nad
F[)\], kada je A(\) jednaka proizvodu elementarnih matrica o¢igledno je da

i A(\) ima inverznu matricu nad F[A].
Obrnuto, pretpostavimo da postoji A~1(\) € F[A\]™" tako da je
ANATI(N) = E.
Tada je
[AMIIATI] =1,

odakle sledi da je |A(A)| = ¢ # 0, ¢ € F, pa na osnovu Teoreme 5.10 sledi
da je A()) jednaka proizvodu elementarnih matrica. O

Dakle, kod polinomnih matrica moze se desiti da je matrica A(\) €
FA™" ranga n, a nema inverznu matricu nad F[A] (Sto nije slucaj sa ma-
tricama nad poljem F).

Na primer, neka su date matrice

A()\):[é ;] B()\):[g H

Ovde je
rang A(\) = rang B(\) = 2, [A(N)|=2€ F, |B(\)| =2,
pa A(A\) ima inverznu matricu nad F[A], a B(A) nema.
Sada ¢emo ponovo razmatrati matrice nad poljem. Definisa¢emo jednu

relaciju u skupu matrica nad poljem F' za koju ¢emo pokazati da je tesno
povezana sa nekim relacijama u skupu polinomnih matrica.

5.5. Sli¢nost matrica

DEFINICIJA 5.12. Matrica A € F™" je slicna sa matricom B € F™"
ako postoji reqularna matrica P takva da je

B=P AP

. . . . Lo S
Da je matrica A sliéna sa matricom B zapisujemo sa A ~ B.
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Ocigledno, svake dve matrice koje su sli¢ne su i ekvivalentne (Definicija
4.16), dok obrnuto ne vazi.

Lako se pokazuje da vazi sledeta teorema.

TEOREMA 5.12. U skupu F™™ relacija slicnosti definisana uw 5.12 je
relacija ekvivalencije.

Sledeca teorema uspostavlja ekvivalenciju izmedu sli¢nosti matrica nad
poljem F' i ekvivalencije njihovih karakteristi¢nih matrica nad F'[)].

TEOREMA 5.13. Matrice A, B € F™"™ su sliéne ako i samo ako su nji-
hove karakteristicne matrice \E — A i A\E — B ekvivalentne kao polinomne
matrice nad F[\].

DoKkAz. Ako je A= P !BP, onda je
AE —A=\E— P 'BP,

AE — A=P Y\E - B)P,
a to znaci da su matrice A\E — A 1 A\E — B ekvivalentne.

Obrnuto, neka su AE— A i AE — B ekvivalentne polinomne matrice. To
znaci da postoje matrice P(\), Q(\) € F[A\|™" jednake proizvodu elemen-
tarnih matrica takve da je

(5.3) AE — A=PAN(AE - B)Q(\).

Na osnovu algoritma deljenja (Teorema 5.1) postoje matrice
R1(N),S1(X) € FIA™™ i Ry, Sp € F takve da je
(5.4) PA) = (AE —A)R1(A\)+ Ry, Q) =S1(N)(AE—A)+ S

Da bi pojednostavili notaciju u daljem ¢emo koristiti sledec¢e skrac¢ene
oznake:

AME—-A=A, NE-B=B, PQA)=P, Q\)=Q, Si(A\) =51 Ri(\) =R;.
Sa tim oznakama jednakost (5.3) zapisujemo sa

(5.5) A=PBQ,

a jednakost (5.4) sa

(5.6) P=AR +Ry, Q=S1A+5.
Ako vrednosti za P i Q iz (5.6) uvrstimo u (5.5) bice
A=PBQ= (AEl + R0)§(§1Z+ So)
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gde je uvedena oznaka C = RP '+ @—1§1 — RBS;.
U gornjem nizu jednakosti, najpre je na oosnovu (5.6) izvrsena smena
So=Q — S1A4,i Ry = P — ARy, a zatim na osnovu (5.5) BQ = P4 i

PB=40 "
Dakle, dobili smo da je
A=ACA+ RyBS,,
Sto se moze, vra¢ajuéi se na originalne oznake, zapisati sa
AE — A= (AE —A)C\)(AE —A) + Ry(AE — B)Sp.
Ako bi u prethodnoj jednakosti bilo C(\) # 0, dobili bi kontradikciju - leva

strana bi bio polinom stepena 1, a desna strana polinom stepena najmanje
2. Dakle, C'(\) =0, pa je

AE — A= Ry(\E — B)S,

AE — A= ARySy — RoBSp.
Izjednacavanjem odgovarajuéih koeficijenata dobija se da je
RoSy = E, tj. Ry =Sy,

pa je kona¢no A = So_lBSo, tj. A i B su sli¢ne matrice. O

S obzirom na prethodnu teoremu uvodimo sledeéu definiciju.

DEeFINICIIA 5.13. Ako je A € F™", onda se invarijantni faktori matrice
AE — A nazivaju invarijante slicnosti matrice A.

Kako je |[A\E — A| # 0 (jer je |[\E — A| karakteristi¢ni polinom matrice
A), rang matrice A\E'— A je n, $to znaci da su sve invarijante slicnosti matrice
A razlicite od nule.
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Primer.

Odredimo invarijante sli¢nosti matrice

Vrsenjem elementarnih transformacija na karakteristi¢cnoj matrici date
matrice dobijamo

A-2 -2 -1 -1 -2 A-2
AME—-A~| -1 A=3 -1 |~| -1 X=3 -1
-1 -2 -2 A-2 -2 -1 |
-1 =2 A—2 1 0 0 1
~1 0 Xx-1 -\ ~10 Xx-1 -\
0 2—-2X A —4X+3 0 2—2X A —4X+3 |
1 0 0 1 0 0 1
~10 Xx-1 0 ~10 A-1 0
0 2—-2\ A2—6A+5 0 0 A=1)(A-=5)

Poslednja matrica u nizu je Smitova kanonicka matrica matrice A, a invari-
jante slicnosti matrice A su 1, A\ —11 (A —1)(A—=5).

Na osnovu prethodnih rezultata sledi da vazi sledeéa teorema.

TEOREMA 5.14. Matrice A, B € F™" su slicne ako i samo ako su im
redom jednake invarijante sliénosti.

TEOREMA 5.15. Karakteristiéni polinom matrice A € F™" jednak je
proizvodu njenth invarijanata slicnosti.

Dokaz. Matrica AE— A se moze elementarnim transformacijama svesti
na Smitovu kanonicku matricu, dakle, postoje matrice P(\) i Q(\) jednake
proizvodu elementarnih matrica, takve da je

PAAE = A)Q(N) = N(X),
gde je N(A\) = diag (fi1(A), ..., fn(A)) Smitova kanonicka matrica za matricu
AE — A.
Tada je
[PIIAE = A[IQA)| = fr(A) - fa(N),
a kako je |[P(A\)| = ¢1 1 |Q(N)| = ¢2, gde su ¢, 9 € F (Teorema 5.4), onda je
ClCQ‘)\E — A‘ = fl()\) e fn()\)
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Kako je svaki od polinoma [AE—A|, fi(\), ..., fn()\) normalizovan, sledi
da je cico = 1, pa je
NE— A= fi(N) .. fa().
O

Kako sli¢ne matrice imaju redom jednake invarijante sli¢nosti, sledi da
vazi sledeéa posledica prethodne teoreme.

POSLEDICA. Sli¢ne matrice imaju jednake karakteristicne polinome.

Napominjemo da obrnuto tvrdenje ne vazi. Na primer, matrice

11 10
=lon] e=od])

imaju isti karakteristi¢ni polinom A2 —2X+ 1, ali nisu sli¢ne jer je matrica E
sliéna samo sa samom sobom i ni jednom drugom matricom (P~'EP = E).

5.6. Minimalni polinom matrice

Videli smo da svaka matrica reda n zadovoljava svoju karakteristi¢nu
jednacinu (Cayley-Hamiltonova teorema (5.3)), medutim, moze se desiti da
matrica zadovoljava i neku jedna¢inu stepena manjeg od n, pa stoga dajemo
slede¢u definiciju.

DEFINICIJA 5.14. Ako je A € F™", normalizovan polinom m(\) € F[A]
najmangeg stepena takav da je m(A) = O, naziva se minimalni polinom
matrice A.

TEOREMA 5.16. Neka je A € F™™, f(\) € F[A]. f(A) = O ako i samo
ako je polinom f(X) deljiv minimalnim polinomom m(\) matrice A.

DoxkAz. Pretpostavimo da je m(A)|f(N), tj.
FA) = qA)m(A).
Tada je f(A) = q(A)m(A) = O, jer je m(A) = O.
Obrnuto, neka je sada f(A) = O. Tada je
FQ) = a(N)m(A) + (),
gde je deg () < degm(A) ili je 7(A) = 0. Stavljajuéi u prethodnu jednakost
A = A, dobija se
F(A) = q(Aym(A) + r(A),
a kako je f(A) = O 1 m(A) = O, sledi da mora biti i 7(A) = O, odakle je
r(A) =0, tj. m(A)|f(N). O
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Iz Cayley-Hamiltonove teoreme i prethodne teoreme dobija se sledeca
posledica.

PosLeEDICA 1. Karakteristiéni polinom matrice deljiv je njenim mini-
malnim polinomom.

Takode vazi i

POSLEDICA 2. Za svaku matricu postoji jedinstven minimalni polinom.

DokAz. Ako pretpostavimo da neka matrica ima dva minimalna poli-
noma, onda na osnovu prethodne teoreme prvi od tih polinoma deli drugi,
a i drugi deli prvi, pa kako su to normalizovani polinomi oni moraju biti

jednaki. O

TEOREMA 5.17. Minimalni polinom matrice A € F™™ jednak je inva-
rijanti slicnosti najveceg stepena te matrice.

DokAz. Neka je dp,—1(\) najvedi zajednicki delitelj svih minora reda
n — 1 matrice AE — A, a f(\) karakteristi¢ni polinom matrice A. Ako su
fi(N), ..., fn(\) invarijante slicnosti matrice A, onda je d,—1(\) =

S faa ) T FA) = f1(A) - faA).

To znaci da je

f()‘) = ‘)‘E - A| = dn—l()‘)fn()‘)

(AE — A)* =d,—1(N)B()),
gde najvedi zajednicki delitelj svih elemenata matrice B mora biti 1 (jer su
elementi matrice (AE — A)* kofaktori reda n — 1 matrice AE — A, a d,,—1(\)
je najvedi zajednicki delitelj svih tih kofaktora).
Iz
(AE — A)(AE — A)* = f(ME
sledi
(AE — A)dn1(A)B(A) = dn1(A) fu(AN) E,
pa je
(AE = A)B(A) = fu(ME.
Dakle, A\E — A je delitelj matri¢nog polinoma f,(A)E, pa je po Teoremi
5.2 fn(A) = O. Odavde na osnovu Teoreme 5.16 sledi da je minimalni
polinom m(A) matrice A delitelj polinoma f, ()

fa(X) = q(\)m(X).

Pokazac¢emo da mora biti ¢(\) = 1, a time ¢e teorema biti dokazana.
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Koristi¢emo ponovo Teoremu 5.2 i na osnovu te teoreme ostatak pri
deobi polinoma m(A)E sa AE — A je m(A), a kako je m(A) = O sledi da je
m(A)E deljivo sa A\E — A

m\E = (AE — A)C(\).
Dakle,
(AE = A)B(A) = fn(N)E = qA)m(AN)E = g(N\)(AE — A)C(N),
pa je
B(A) = q(N)C(N),

a kako je najveéi zajednicki delitelj za sve elemente matrice B(\) jednak 1,
sledi da je

g(\) = 1.
(]

TEOREMA 5.18. Karakteristicni i minimalni polinom matrice imaju iste
korene, jedino se moZe razlikovati visestrukost tih korena.

Doxkaz. Ocigledno sledi iz ¢injenice da je karakteristi¢ni polinom ma-
trice jednak proizvodu njenih invarijanata sli¢nosti,

) = f1(A) - fu(N),

pri ¢emu je f,(A) minimalni polinom matrice, a f;(A)|fit1(A),i=1,...,n—
1. O

Primeri.

1. Odredi¢emo minimalni polinom matrice

4 -2 2
A=| =5 7 =5
-6 6 —4

Karakteristi¢ni polinom matrice A je A3 —7A\2+16A—12 = (A—2)%(A—3), a
karakteristi¢ni koreni su A\; = 2, Ao = 2, A3 = 3. Posto minimalni polinom
ima iste korene kao karakteristi¢ni, minimalni polinom m(\) date matrice je
(A—=2)(A—3) ili je jednak karakteristicnom polinomu. Proverom (stavljajuéi
u polinom A2 — 5\ + 6 matricu A umesto ) dobijamo da je

A2 —5A+6FE =0,
pa je m(\) = A2 — 5\ + 6.

2. Minimalni polinom matrice moze se odrediti i na sledeéi nacin.
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Odredi¢emo minimalni polinom matrice

4 -2 2
A=| -5 7 =5
-6 6 —4

Za svako o € R otigledno je aA # FE, pa minimalni polinom nije line-
aran. Stavimo A% = oA + BE, tj.

14 —10 10 4 -2 2 100
A2=1] -25 29 —25 | =a| -5 7 -5 |+B8|0 10
—30 30 —26 —6 6 —4 00 1

Odavde dobijamo 9 jednacina sa po dve nepoznate a i 3. ReSavajuéi dve
od tih jednac¢ina dobi¢emo da je a« = 5, § = —6, a zatim éemo proveriti da
li ta resenja zadovoljavaju i svih preostalih 7 jedna¢ina. U nasem slucaju
dobijena resenja zadovoljavaju sve jednacine, pa je, prema tome, jednacina
najmanjeg stepena koju matrica A zadovoljava A? = 54 — 6E, odnosno
minimalni polinom matrice A je

m(\) = A% — 5\ + 6.

3. Tredi nacin za odredivanje minimalnog polinoma matrice A je svodenje
njene karakteristicne matrice \E'— A na Smitov kanonicki oblik N (), a onda
je trazeni minimalni polinom matrice A invarijanta sli¢nosti najveceg ste-
pena te matrice (tj. element u poslednjoj vrsti i poslednjoj koloni matrice

N\).

Dakle,
A—4 2 -2 1 0 0
AE—A = 5 A=T 5 ~ 10 A=2 0 = N(A).
6 -6 A+4 0 0 A=2)(A=13)

pa je minimalni polinom matrice A

m(\) = (A= 2)(A—=3) = A2 =5\ +6.

5.7. Prateéa matrica
DEFINICIJA 5.15. Neka je
FO) = A"+ a1 A" ar +ag

normalizovan polinom nad poljem F. Matrica
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—ap—1 1 0 ... O
—ap—2 0 1 0

CUFO) = | oo
—aq 0 0 1
—a 0 0

se naziva prate¢a matrica polinoma f(\).

Prateéa matrica polinoma A\ + a je [—al.

Cesto se u literaturi prateéa matrica nekog polinoma definise kao tran-
sponovana matrica matrice navedene u prethodnoj definiciji ili kao matrica
dobijena ,okretanjem” matrice navedene u definiciji oko sporedne dijago-
nale. S obzirom da se osnovna osobina prate¢e matrice (navedena u sledecoj
teoremi) dobija izra¢unavanjem determinante matrice \E —C(f())), a vred-
nost determinante se ne menja vrsenjem navedenih okretanja, sve te defini-
cije daju tu istu osobinu prateée matrice.

TEOREMA 5.19. Minimalni i karakteristiéni polinom pratece matrice

C(f(N)) polinoma f(\) je polinom f(\).
Dokaz. Ako je

FO) =N 4 an A"+ a)\ + ag,

onda je
—ap-1 1 0 0
—a,—0 0 1 0
C(fAN) = oo ,
—aq 0 0 1
—ag 0 0 0
pa je
At ap—1 —1 0 0
Ap—9 A =1 0
AE —C(f(A)=| oo
aq 0 0 —1
ag 0 0

Ako sada prvu vrstu gornje matrice pomnozimo sa A"~! i dodamo
poslednjoj vrsti, zatim drugu vrstu pomnozimo sa A"~2 i takode dodamo
poslednjoj vrsti i nastavimo tako dalje mnozeéi i-tu vrstu sa A" 7%, i =
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1,...,n — 1, i dodajudi poslednjoj vrsti, dobija se
Aap_1 —1 0 ... 0
Ap—9 A =1 ... 0
AE —C(f(A) ~BA) = | i
ai 0 0 —1
fN) 0 0 0

Matrica B(\) je dobijena od matrice AE — C(f())) vrSenjem elemen-
tarnih transformacija koje ne menjaju determinantu matrice, dakle,

IAE = C(f))] =B

Medutim, razvijajuéi |B(A)| po elementima poslednje vrste dobija se

IAE = C(fF)] =B = F(N),
dakle, karakteristi¢ni polinom matrice C'(f(\)) je f(A).

Potrebno je jos dokazati da je f(\) i minimalni polinom matrice C(f())).
Minor reda n — 1 matrice A\E' — C(f(\)) koji se dobija izostavljajuéi prvu
kolonu i poslednju vrstu te matrice je (—1)""!, pa je najveéi zajednicki
delitelj d,,—1(A) svih minora reda n—1 te matrice 1. S obzirom da je dyp—1(\)
jednak proizvodu prvih n—1 invarijanata slicnosti matrice C(f()\)), to znaci
da su sve invarijante sliCnosti te matrice, sem poslednje, trivijalne tj. jed-
nake 1, pa je poslednja invarijanta sli¢nosti (a to je minimalni polinom ma-
trice C(f()\))), jednaka karaktristicnom polinomu te matrice (Teoreme 5.15,
5.17). O

Na osnovu Teorema 5.14, 5.15 i 5.17 ocigledno sledi da vazi i sledeca
teorema.

TEOREMA 5.20. Neka su karakteristicni i minimalni polinom matrice
A € F™" jednaki f(X), a karakteristicni i minimalni polinom matrice B €
F™™ jednaki g(X\). Matrice A i B su slicne ako i samo ako je f(A) = g(\).

5.8. Karakteristiéni koreni i vektori

Razmotri¢emo sada problem odredivanja tzv. karakteristicnih korena i
vektora za datu linearnu transformaciju odnosno matricu. Ovaj problem se
Cesto sre¢e u raznim oblastima matematike, a takode i u primeni u drugim
naukama.

Taj problem se sastoji u slede¢em:

Ako je A linearna transformacija vektorskog prostora V' nad poljem F,
naci sve nenula vektore x € V' i skalare A € F' takve da je

A(z) = M.
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Ukoliko je vektorski prostor V neki od geometrijskih prostora, onda se nave-
deni problem moze prikazati na slede¢i na¢in: na¢i nenula vektor i odgo-
varajuci skalar tako da slika tog vektora linearnom transformacijom bude
kolinearna sa originalom.

Pre nego sto pokazemo kako se odreduju trazeni vektori i skalari da¢emo
neke definicije.

DEFINICIJA 5.16. Neka je A linearna transformacija vektorskog prosto-
ra V(F). Ako sux € V, x # 0 i XA € F takvi da je A(x) = Az, onda se
naziva karakteristicni vektor transformacije A, a \ karakteristicni koren te
transformacige.

DEFINICIJA 5.17. Neka je A € F™". Ako sux € F™', x #0 i\ €
F takvi da je Ax = Az, onda je x karakteristicni vektor matrice A, a A
karakteristicni koren te matrice.

Karakteristi¢ni koreni i karakteristi¢ni vektori nazivaju se i ,,sopstveni”
ili ,,svojstveni” koreni, odnosno vektori, a takode se za karakteristi¢ne korene
neki put koristi termin ,sopstvene (ili svojstvene) vrednosti”.

S obzirom na ranije utvrdene izomorfizme strukture linearnih transfor-
macija konac¢no dimenzionalnog vektorskog prostora i strukture odgovara-
ju¢ih matrica, sledi da je u kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru
koordinatna kolona [z] karakteristi¢nog vektora x linearne transformacije A
tog prostora karakteristiéni vektor matrice [A] te transformacije, a karak-
teristi¢ni koreni linearne transformacije i njene matrice su isti.

DEFINICIJA 5.18. Skup svih karakteristicnih korena linearne transfor-
macije (matrice) A naziva se spektar te linearne transformacije (matrice) i
oznacava sa o(A).

Ako je A linearna transformacija kona¢nodimenzionalnog vektorskog
prostora, a [A] njena matrica, onda je o(A) = o([4]).

TEOREMA 5.21. Ako je A linearna transformacija vektorskog prostora
V(F), a A\; jedan njen karakteristicni koren, onda je skup vektora

Sa(Ahi) = {z[A(z) = Aiz}
potprostor vektorskog prostora V (F).
Analogno tvrdenje vaZi za matrice.
DokAz. Za svako x,y € Sa(A\) ia,B € F je
Alazx + By) = aA(z) + BA(y) = adiz + BAiy = Ai(ax + By).
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DEFINICIJA 5.19. Ako je A linearna transformacija vektorskog prostora
V(F), a \; jedan njen karakteristicni koren, onda se Sa(X\;) naziva invari-
jantni potprostor linearne transformacije A koji odgovara karakteristicnom
korenu A;.

Analogno se definise invarijantni potprostor matrice.

Jednodimenzioni invarijantni potprostor se naziva i invarijantni pravac.

Jednacina Az = Az, gde je A = [a;5] € F™", a x = [z1,22,...,2y)’
moze se i ovako zapisati
(AE — A)x =0,
tj.
A—ay1  —ai —ain 1
—as1 A —a —agn 2o 0.
—Qn1 —Qp2 ... A — Qpn T,

Prethodna jednakost predstavlja homogen sistem linearnih jednacina po
nepoznatim x1,x2,...,Z, i on, kao §to je poznato, ima netrivijalno resenje
(razlicito od nula vektora) ako i samo ako je determinanta sistema jednaka
nuli, tj.

(5.7) IAE — A| =0.

Dakle, karakteristi¢ni koreni matrice A su reSenja po A u polju F' karak-
teristi¢ne jednacine matrice A (5.7) (tj. nule karakteristicnog polinoma ma-
trice A), drugih karakteristicnih korena nema, a karakteristiéni vektori po-
stoje samo za te vrednosti \.

Primeri.

1. Neka je V(R) vektorski prostor geometrijskih vezanih vektora sa
zajednickom pocetnom tackom O koji pripadaju jednoj ravni. Ako se u tom
prostoru uvede Dekartov pravougli koordinatni sistem, onda je simetrija o
u odnosu na pravu y = x jedna linearna transformacija. U odnosu na bazu
e1 = (1,0), ez = (0, 1) matrica te transformacije je

(=17 0]

Njena karakteristicna jednacina je

A -1

ME-lll=| T,

‘:A2—1:0,
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a karakteristi¢ni koreni su A\ = 1, Ao = —1.

Karakteristi¢ni vektor koji odgovara A\; dobijamo reSavanjem sistema

1 -1 I .
R
Odavde je z1 = z2, pa su karakteristi¢ni vektori matrice [o] sva nenula

1
reSenja gornjeg sistema, dakle, svaki vektor oblika « [ } , a € R, a#0.

1
Sliéno, za Ao = —1 bice
-1 -1 I .
oA
a odatle sledi da je ;1 = —z9, pa su karakteristi¢ni vektori koji odgovaraju
1
Ao svi vektori oblika o . } , a€R a#0.

Kako su karakteristi¢ni vektori matrice [o] koordinatne kolone karak-
teristi¢nih vektora linearne transformacije o, sledi da su a1 = (1,1) i ag =
(1,—1) (pri ¢emu se koordinate ovih vektora odreduju u odnosu na bazu
e1,e2) karakteristiéni vektori linearne transformacije o. Invarijantni pot-
prostori linearne transformacije o su potprostori L(a1) i L(ag) tj. potpros-
tori generisani sa a1, odnosno as.

S obzirom da su svi nenula skalarni umnosci karakteristicnog vektora
takode karakteristi¢ni vektori koji odgovaraju istom karakteristiénom ko-
renu, to se Cesto ne naglasava posebno, veé se samo kao karakteristi¢ni vek-
tori navode generatori odgovarajucih invarijantnih potprostora, Sto smo i mi
u ovom primeru uradili.

2. U vektorskom prostoru V(R) iz prethodnog primera, rotacija p te
ravni oko tacke O za ugao 7/2 je linearna transformacija ¢ija je matrica u
odnosu na bazu eq, ey

0 -1

Karakteristi¢na jednacina je

(5.8) ])\E—[p]\:[_)l\ H:VH:O,

a njeni koreni u polju nad kojim je dat vektorski prostor odnosno matrica, su
trazeni karakteristi¢ni koreni. U naSem primeru jednacina (5.8) nema realne
korene, tj. data matrica i njom odredena linearna transformacija nemaju
karakteristi¢ne korene, a to znaci ni vektore.
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Do istog zakljucka se moze doéi ociglednim geometrijskim razmatra-
njem (ne postoji nenula vektor koji bi posle rotacije za ugao /2 oko tacke
O bio kolinearan sa originalom).

3. Za matricu

2 21
1 31
1 2 2

odredi¢emo karakteristicne korene i vektore.

A=

Karakteristi¢ni polinom te matrice je

A-2 -2 -1
IAE — A| = 1 A=3 -1 | =X-724+11r-5.
-1 -2 A-=2

Ako normalizovan polinom sa celim koeficijentima ima racionalne nule,
one su celi brojevi i ¢inioci slobodnog ¢lana. U ovom primeru to mogu biti
41 i +5. Proverom se dobija da su karakteristi¢ni koreni matrice A, Ay = 5
i dvostruki koren g3 = 1.

Karakteristi¢ni vektor koji odgovara korenu A; = 5 dobija se iz
3 -2 -1 il
-1 2 -1 x2 | =0,
-1 -2 3 I3

odakle sledi 7 = x2 = x3. Dakle, za svako z; € R,

I 1
Il = 1
T 1

je karakteristi¢ni vektor koji odgovara korenu A1, a L([1,1,1]") je odgovara-
juéi invarijantni potprostor.

Sliéno, zZa )\273 = 1, iz
-1 -2 -1 1
-1 -2 -1 z | =0,
-1 -2 -1 1

sledi 1 + 229 + x3 = 0, pa su karakteristi¢ni vektori oblika

—2372 — I3 -2 -1
X9 = X9 1 + a3 0
T3 0 1
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Prema tome, karakteristicni vektor koji odgovara korenu A2 3 je vektor
x2[—2,1,0)'+23[—1,0, 1) za svako x9, z3 € R, a dvodimenzionalni potprostor
L([-2,1,0],[-1,0,1)) je odgovarajuéi invarijantni potprostor.

Kakva veza postoji izmedu viSestrukosti karakteristicnog korena i di-
menzije odgovarajuteg invarijantnog potprostora sledi iz sledece teoreme
koju navodimo bez dokaza.

TEOREMA 5.22. Ako je A € F™", a \; koren viSestrukosti k njene
karakteristicne jednacine, onda je rang matrice \iE— A veéi ili jednak n—k,
a dimenzija odgovarajuceq invarijantnog potprostora je manja ili jednaka k.

S obzirom da je matrica \;E — A singularna, uvek je
n—12>rang(ME — A) >n —k,
1 <dim(Sa(N)) <k,
odakle sledi da je za jednostruki koren \;
rang(ME — A) =n —1,
dim(S4(\;)) = 1.

TEOREMA 5.23. Ako su A1, Aa, ..., A\, svi karakteristicni koreni matrice
A€ F™ pri cemu su u prethodnom nizu viestruki koreni navedeni onoliko
puta kolika im je visestrukost, onda je

CL) |A| :)\1)\2...)\7“
b) trA=X A+ X+ + A\

Doxkaz.
A — ail —ai2 —Aaln
(5 9) ’)\E - A’ — —a1 A— a2 —Aa2n
—Qan1 —Qan2 A— Ann

=\"— (a11 +ag + ...+ ann)/\nfl + ...+ (—1)”’14‘

Zaista, svaki ¢lan u razvoju determinante |[\E — A| je proizvod n elemenata
matrice AE — A, odakle sledi da je |AEF — A| polinom n-tog stepena, a
najveci stepen A" se dobija iz proizvoda dijagonalnih elemenata (A—aj1)(A—
a) ... (A — ann), pa je vodedi koeficijenat 1. Iz tog istog proizvoda sledi
da je koeficijenat uz A"~ ! jednak —(a11 + a2 + ... + ann), a posto gornja
jednakost vazi za svako A, stavljajuéi u tu jednakost A = 0 dobija se da je
slobodan ¢lan (—1)"|A|.
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Sa druge strane, posto su A1, Ag, ..., A, svi koreni polinoma |[AE — A|
(5.10) AE —Al= (A= A)A=X2)...(A=Ap)
= A= (A F Ao+ AN (D) A A A
Uporedujuéi jednakosti (5.9) i (5.10) sledi tvrdenje teoreme. O
S obzirom da se trag matrice veoma jednostavno izracunava, prethodna

teorema se moze korisno upotrebiti u postupku odredivanja karakteristi¢nih
korena ili provere da li su karakteristi¢ni koreni ta¢no izra¢unati.



