GLAVA 6

Kanonicke forme sliénosti

Jedan od osnovnih problema pri ispitivanju sliénih matrica je problem
nalazenja kanonickih predstavnika u svakoj klasi medusobno sli¢nih matrica.
Najzgodnije je kada su te kanonicke matrice dijagonalne matrice zbog toga
$to su dijagonalne matrice vrlo jednostavnog oblika, sa njima se lako racuna,
a i neka bitna svojstva cele klase slicnih matrica se mogu neposredno uociti
iz dijagonalne matrice u toj klasi.

6.1. Sli¢nost sa dijagonalnom matricom

Sledeca teorema daje potrebne i dovoljne uslove za egzistenciju dija-
gonalne matrice slicne datoj matrici. Iz te teoreme neposredno sledi da
postoje klase medusobno sliénih matrica u kojima nema ni jedne dijagonalne
matrice, tako da ¢emo kanonicke predstavnike morati da trazimo na drugi
nacin.

TEOREMA 6.1. Matrica A € F™"™ je sliéna sa dijagonalnom matricom
ako 1 samo ako A ima n linearno nezavisnih karakteristicnih vektora.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je A sli¢na sa dijagonalnom matri-
com D,

P7'AP = D = diag (dy, ..., d,).
Vektorie; = [1,0,...,0),ea =1[0,1,0,...,0]"...,e, =[0,...,0,1] suocigled-
no karakteristi¢ni vektori matrice D. Dokaza¢emo da su vektori Pey, Peo, ..., Pe,
karakteristicni vektori matrice A. Zaista,
APei:PDei:diPei, izl,...,n.
S obzirom da je P regularna matrica, karakteristi¢ni vektori Pey, Pes, ..., Pe,
matrice A su linearno nezavisni.

Obrnuto, pretpostavimo sada da je A matrica koja ima n linearno
nezavisnih karakteristiénih vektora x1,xo,...,x,, dakle, Ax; = M\x;, i =
1,...,n.
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Neka je P = [z1,29,...,2,] € F™" matrica ¢ije kolone ¢ine vektori
T1,T9,...,T,. Tada je
AP = Alx1, e, ..., xy] = [Ax1, Az, ..., Azy] = [M1x1, Aama, . .., A2y
A0 ... 0
0 X ... O
:[l'l,xQ,---,.'L'n] . . . . = PD.
0O 0 ... A\
P je regularna matrica (jer su xj,x9,...,x, linearno nezavisni), pa je
P1AP =D. O
Primer. Matrica
0 2 -1
A=11 1 -1
3 6 —4

nije sli¢na sa dijagonalnom matricom nad poljem realnih brojeva (a ni nad
poljem kompleksnih brojeva). Naime, ona ima jedan karakteristi¢ni koren
A1 = —1, viSestrukosti 3, a odgovarajuci invarijantni potprostor je dimenzije
2, jednu bazu tog potprostora ¢ine vektori [1,0,1]" i [0,1,2)". Prema tome, A
nema tri linearno nezavisna karakteristicna vektora, pa na osnovu Teoreme
6.1 nije sli¢cna sa dijagonalnom matricom.

Videli smo da postoje mnogobrojni primeri matrica reda n nad poljem
F koje nemaju n linearno nezavisnih karakteristi¢nih vektora, sto znac¢i da u
klasama medusobno sli¢cnih matrica u kojima su te matrice nema dijagonal-
nih matrica. Za takve klase matrica moramo da trazimo drugacije kanonicke
predstavnike i pokusa¢emo da ih nademo medu matricama koje su bliske di-
jagonalnim matricama — to su tzv. kvazidijagonalne matrice.

DEFINICLJA 6.1. Matrica oblika

A A ..o Ay
Aoy Ay ... A
21 A % | k> 1,
Ap1 Agz Ak
gde su Ay, 1 =1,. ..,k kvadratne matrice, a A;;, © # j, nula matrice, naziva

se kvazidijagonalna matrica.

Ako su A = diag (Ay,...,Ax) i B =diag(Bu,..., By) kvazidijagonalne
matrice istog formata, takve da su formati odgovarajué¢ih blokova jednaki,
onda se lako proverava da je
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A+ B =diag(A; + By,..., A £ By),

aA = diag (a4, ...,adE), «a€F,

AB = diag (A1 B, ..., Ay By),

A™ = diag (AT, ..., A]),

A~ = diag (Al_l, . ,A,;l), A regularna matrica,
a ako je p(A\) € F[)\] proizvoljan polinom, onda je

p(4) = diag (p(A1), .., p(AR)).

Videli smo da je ra¢unanje sa kvazidijagonalnim matricama sli¢no rac¢u-
nanju sa dijagonalnim matricama, pri ¢emu se dijagonalni blokovi tretiraju

kao pojedinacni elementi u dijagonalnim matricama. I sliécnost ovakvih ma-
trica se moze ispitivati po blokovima, Sto sledi iz slede¢e dve teoreme.

TEOREMA 6.2. Ako su dijagonalni blokovi kvazidijagonalne matrice A =
diag (A1,..., Ax) redom  sliéni  odgovarajuéim  blokovima — matrice
B = diag (B, ..., By), tj. ako je

A =P 'BP, i=1,...,k,
onda su A i B slicne matrice i pritom je
A=P'BP,
gde je P = diag (Py,..., Py).

DokAz. Mnozeéi odgovarajuce matrice dobija se tvrdenje teoreme. [

Sledeca teorema, koju navodimo bez dokaza, utvrduje da se proizvoljn-
im premestanjem blokova na dijagonali kvazidijagonalne matrice uvek dobija
matrica sli¢na sa polaznom.

TEOREMA 6.3. Kwvazidijagonalna matrica A = diag (Ay, ..., Ay) je slic-
na sa matricom B = diag(4;,,...,Ai,), gde je i1,...,ix proizvoljna per-
mutacija indeksa 1, ... k.

6.2. Prva kanonicka forma sliénosti

Sada prelazimo na odredivanje kanonickih predstavnika za pojedine
klase sliécnih matrica, a njih ¢emo traziti medu kvazidijagonalnim matri-
cama. To se moze posti¢i na viSe nacina, pa ¢emo tako imati i viSe razli¢itih
kanonickih predstavnika.
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TEOREMA 6.4. Neka je A € F™™ matrica ¢ije su netrivijalne invari-
jante slicnosti polinomi f1(N),..., fr(\). Matrica A je slicna sa matricom

B = diag (C(fi(\)s-.., C(fe(N)).

Matrica B naziva se prva kanonicka forma klase matrica sliénih sa A.

DoOKAZ. Smitova kanoni¢ka matrica matrice AE — C(f1()\)) ima na
dijagonali 1,...,1, fi(\) (Teorema 5.19), a analogno vazi i za ostale blokove
C(f2(N)),...,C(fx(N)) sa dijagonale matrice B.

To znaci da se vrSenjem odgovarajucih elementarnih transformacija na
matrici AE — B, moze posti¢i da se svaki blok te matrice transformise u
njegovu Smitovu kanonicku matricu:

10 0 0
01 0 0
: 0
00 1
00 0 AN
AE — B~
10 0 0
01 0 0
0 oL Te
00 ... 1 0
i 00 ... 0 fr(n) |

Vrseci dalje elementarne transformacije tipa F;; na dobijenoj matri-
ci, premeStamo sve jedinice na pocetak dijagonale, a iza njih polinome
fi(\), ..., fr(N), pa se dobija da je

1 ....0 0 ... 0 ]

0 1 0 0
MBS0 0 A 0

(0 ... 0 0 ... fi(N)

To znaci da matrice A i B imaju redom jednake invarijante sli¢nosti:

L. L AN, (N,
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pa su sli¢ne (Teorema 5.14). O
Primer.
Neka su f1i(A) = A+ 1, fo(A) = M+ 11 f3(A) = M +2X3 + X +2
netrivijalne invarijante sli¢nosti realne matrice A.

Tada su prateée matrice ovih inavarijanata sli¢nosti

C(fi(N) = [-1],
010
C(fz(N)=1] 0 0 171,
-1 0 0
-2 1 00
0010
-2 0 00
pa je prva kanonicka forma B matrice A
C(f1(N) 0 0
B=| 0 e o
0 0 C(fs(N)
= . -
010
0 0 1
_ -1 0 0
-2 1 00
0 010
0 -1 0 0 1
-2 0 0 0

TEOREMA 6.5. Ako je A = diag(Ay,...,Ar) € F™" kvazidijagonal-

na matrica i ako je m;(A) minimalni polinom matrice A;, i = 1,...,k,
onda je minimalni polinom m 4 (\) matrice A jednak najmanjem zajednickom
sadrzaocu za polinome my(A),...,mg(N).

DokAz. Neka je p(\) proizvoljan polinom nad poljem F. Kako je
p(A) = diag (p(A1),...,p(Ak)), vazi (Teorema 5.16)

p(A) =0 <= (p(A1) = ON--- Ap(4y) = O)
= (mi(A)|p(A) A Ami(A)|p(A))-
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Utvrdili smo da je svaki polinom p(\) takav da je p(A) = O, polinom koji
je deljiv sa m;(A), @ = 1,...,k. Minimalni polinom my4(\) matrice A je
normalizovan polinom najmanjeg stepena takav da je m4(A) = O, dakle, to
je normalizovan polinom najmanjeg stepena deljiv sa m;(\), i = 1,...,k, tj.
ma(A) je najmanji zajednicki sadrzalac za polinome m;(\), i =1,..., k. O

NAPOMENA. Ako sum;(A),i=1,...,k relativno prosti polinomi, onda
je ma(A) =mi(N)...mg(A).

6.3. Elementarni delitelji

Uveséemo sada jednu novu definiciju koja ¢e nam omogucéiti da dodemo
do novih kanonckih formi sliénih matrica, koje ¢e biti blize dijagonalnoj
matrici od prve kanonicke forme, tj. do kanonicke forme koja ¢e na dijagonali
imati vise ,sitnijih” blokova.

DEFINICIJA 6.2. Neka je A(N) € FIA™", a fi(N),..., fa(X) njeni in-
varigantni faktori, pri éemu su fi(\) # 0, z' = 1,...,r, a fj(A) = 0,
j=r+1,...,n. Ako je svaki od polinoma fi(\ ),...,f,,( ) razloZen

i Cik,; .
i) =pit(N) - opy,t(N), =1
gde su p;1, ..., pik, razliciti, nesvodljivi nad F' normalizovani polinomsi, a svi
eksponenti e;1, . .., e, razliciti od nule, onda se polinomi

i Cik;
Pt (A)s - pig, (M)
nazivaju elementarnim deliteljima polinoma f;(\). Elementarni delitelji svih
nenula invarijantnih faktora matrice A(X\) ¢ine sistem elementarnih delitelja
te matrice. U tom sistemu svaki elementarni delitelj se pojavljuje onoliko
puta koliko puta se pojavljuje kao faktor u invarijantnim faktorima matrice.

Elementarni delitelji matrice A € F™" su elementarni delitelji nad F
njene karakteristicne matrice \E — A. Sistem elementarnih delitelja matrice
A je sistem elementarnih delitelja matrice A\E — A.

Primeri. Neka je A(\) € R[A]™" matrica ¢iji su invarijantni faktori
fi(A) = f2(N) =1,
f3(A) = A2 41,
f4(A> A+ 1N +1),
fs(N) =+ 1)()\2 + 1)3.

Sistem elementarnih delitelja matrice A(\) nad poljem realnih brojeva

je
M1, A+1, A1 A1, (A2 41)3
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Taj sistem je dobijen tako $to su netrivijalni invarijantni faktori f3(\),
fa(N) 1 f5(X\) matrice A(\) faktorizovani u proizvod nesvodljivih nad R fak-
tora, faktori sa istom osnovom su prikazani kao jedan polinom, a onda svi
ti faktori navedeni u sistemu elementarnih delitelja onoliko puta koliko puta
se pojavljuju kao ¢inioci u invarijantnim faktorima matrice.

To znaci, na primer, da se f5(\) ne sme faktorizovati u
Fs() =+ D+ D +1)%,

jer faktori A2+ 11 (A2 +1)? imaju istu osnovu - svi éinioci sa istom osnovom
moraju biti spojeni u jedan polinom (u definiciji elementarnih delitelja je
naglaSeno da su u faktorizaciji jednog invarijantnog faktora osnove ,razliciti”
polinomi.)

Razmotri¢emo sada obrnut problem. Ako je dat sistem elementarnih
delitelja matrice A € F™", da li je tim sistemom jednoznacno odreden niz
invarijanata slicnosti te matrice? U slede¢em primeru pokaza¢emo da je
zaista tako.

Neka je dat sistem elementarnih delitelja nad R matrice A € R™"
AN A+1 (A 1)2

Proizvod svih elementarnih delitelja iz sistema elementarnih delitelja jednak
je proizvodu invarijanata sli¢nosti (5to sledi iz nac¢ina na koji su dobijeni
elementarni delitelji). Sa druge strane, proizvod svih invarijanata sli¢nosti
jednak je karakteristi¢cnom polinomu matrice A (Teorema 5.15). To znaci
da je karakteristi¢ni polinom matrice A stepena 5, dakle, n = 5 i matrica A
ima pet invarijanata slicnosti fi(\),..., f5(A).

S obzirom da f;(A) deli fi11(A) , @ =1,2,3,4, svaki elementarni delitelj
je delitelj invarijante sli¢cnosti najvecéeg stepena f5(\), pa je f5(\) najmanji
zajednicki sadrzalac za sve elementarne delitelje, f5(\) = A(A + 1)

U sistemu elementarnih delitelja preostali su elementi
A A+ 1L
Analogno zakljucujemo da je f4(A\) najmanji zajednicki sadrzalac za pre-
ostale elementarne delitelje, dakle, fi(A) = A(A + 1).

Time je sistem elementarnih delitelja iscrpen, pa su preostale invarijante

slicnosti trivijalne, f3(A) = fa(A) = f1(A) = 1.

Ocigledno, ovo sto je prikazano na prethodnom primeru vazi i u opstem
slucaju. Prema tome, sistem elementarnih delitelja matrice A € F™" pot-
puno odreduje njene invarijante slicnosti. Znamo da su matrice sli¢ne ako i
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samo ako imaju redom jednake invarijante slicnosti (Teorema 5.14), pa vazi
slede¢a teorema.

TEOREMA 6.6. Dve matrice A, B € F™" su sliéne ako i samo ako imaju
iste sisteme elementarnih delitelja.

6.4. Druga kanonicka forma slicnosti

Iskoristi¢emo sada elementarne delitelje da dobijemo novu kanonicku
formu sli¢nosti, koja ¢e u opStem sluc¢aju biti bliza dijagonalnoj matrici od
prve kanonicke forme.

TEOREMA 6.7. Ako je A € F™" matrica ¢iji je sistem elementarnih
delitelja nad F

gl()‘>7 tee 798()\>7

onda je matrica A sliéna sa matricom
B = diag (C(g1(})), ..., C(gs(A))).

Matrica B naziva se druga kanonicka forma klase matrica sliénih sa A.

DokaAz. Neka su netrivijalne invarijante slicnosti matrice A polinomi
fi(A), ..., fk(A). Ako je fi(A) faktorizovan u proizvod elementarnih delitelja

fz()\) = gil(/\) .. .gimi()\), il, .. 7imi S {1, . ,S},

dokazacemo da je onda

S .
C(fi(N) ~ G; = diag (C(giy (N)); - - - C(girn, (M)
Kada to dokazemo, na osnovu Teorema 6.2, 6.3 i 6.4 sledi¢e da je druga
kanonicka forma sli¢na sa prvom kanonickom formom, a to znaci i sa matri-
com A.

Karakteristi¢ni i minimalni polinom matrice C(f;(\)) je polinom f;(\)
(Teorema 5.19), dokazacemo da je i za matricu G; polinom f;(\) karakter-
isti¢ni i minimalni polinom, a to ¢e znaciti da su C'(f;(A)) i G; sli¢ne matrice
(Teorema 5.20).

Na osnovu Teoreme 6.5 sledi da je minimalni polinom matrice G;

mGz()‘) = nzs (gh (A)v ce s i, ()‘)) = Gi; ()‘) <o Gim, ()‘) = fl()\)

Matrice G; i C(fi()\)) su istog reda, stepen polinoma f;(A) (koji je karak-
teristi¢ni polinom matrice C(f;(\)) jednak je redu tih matrica, to znaci da
je stepen minimalnog polinoma mg,(A) = fi(\) matrice G; jednak njenom
redu, dakle, f;(\) je i karakteristi¢ni polinom matrice G;.
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Prema tome, A L B. O

Primer.

Za realnu matricu A iz primera na strani 123 ¢ije su netrivijalne invar-
ijante sli¢nosti

) =A+1 (0 =X+ 1, f5(A) =M +2X3 + A+ 2,
za koju smo ve¢ nasli prvu kanonicku formu sli¢nosti, odredi¢emo drugu
kanonicku formu.

Sistem elementarnih delitelja nad poljem realnih brojeva matrice A je
A1, A+1, A2=X+1, A+1, X2=A+1, \+2,

pa je druga kanonicka forma

— _1 0 T
—1
1 1
-1 0
B =
-1
1 1
0 -1 0
—2

Uocavamo da je druga kanonicka forma, koja je dobijena ,usitnjava-
njem” blokova sa dijagonale prve kanonicke forme, bliza dijagonalnoj matrici
od prve kanonicke forme.

Pitanje je da li se ovaj postupak, kojim smo od prve kanoni¢ke forme
dobili drugu, moze na isti nac¢in nastaviti, tj. da li su prateée matrice elemen-
tarnih delitelja, koje se nalaze na dijagonali druge kanonicke forme, slicne
nekim kvazidijagonalnim matricama? Pokazaéemo da to nije moguce.

DEFINICIJA 6.3. Matrica A € F™" koja nije slicna ni sa jednom kvazidi-
jagonalnom matricom naziva se nerazloziva. U suprotnom matrica je raz-
loZiva.

TEOREMA 6.8. Matrica A € F™" je nerazloZiva nad F' ako i samo ako
su njen minimalni i karakteristicni polinom jednaki i oblika p*()\), gde je
p(X) normalizovan, nesvodljiv nad F polinom.
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DoxAz. Pretpostavimo da je matrica A nerazloziva. Onda ona ima
samo jednu netrivijalnu invarijantu sli¢nosti, jer bi u protivnom bila sli¢na
sa prvom kanonickom formom koja je kvazidijagonalna matrica.

Pretpostavka da ta invarijanta sli¢nosti moze da se rastavi u proizvod
dva elementarna delitelja opet dovodi do kontradikcije, jer bi onda druga
kanonicka forma bila kvazidijagonalna matrica sli¢na sa A.

Dakle, jedina netrivijalna invarijanta sli¢nosti (a to je onda minimalni
i karakteristi¢ni polinom matrice A) je polinom oblika p*()\) gde je p(\)
normalizovan, nesvodljiv nad F' polinom.

Obrnuto, prepostavimo sada da su minimalni i karakteristi¢ni polinom
matrice A jednaki i oblika p*()\), gde je p(\) normalizovan, nesvodljiv nad
F' polinom.

Ako pretpostavimo suprotno, tj. da je A razloziva, onda je A sli¢na sa
kvazidijagonalnom matricom M

S B O
atu-[2 9]
Odavde sledi da matrica M ima iste invarijante sli¢nosti kao A (Teo-
rema 5.14) itosu 1,..., 1,pk()\). Medutim, minimalni polinom matrice M
(a to znacii A) je jednak najmanjem zajednickom sadrzaocu za minimalne
polinome matrica B i C' )(Teorema 6.5), pa su minimalni polinomi matrica
B i C, redom p* ()\) i p*2()\), gde su ki, ko > 1. Matrice B i C su reda
manjeg od n, a p¥()\) je stepena n, §to znaci da je k > ki, ko.

Najmanji zajednicki sadrzalac za polinome p¥t(\) i p*2()) je onaj koji
ima veéi stepen, pa sledi da je minimalni polinom matrice M stepena manjeg
od n, a to je protivrec¢nost jer je minimalni polinom matrice M jednak
njenom karakteristi¢cnom polinomu koji je stepena n. O

6.5. Racionalna kanonicka forma sli¢nosti

Iako blokovi na dijagonali druge kanonicke forme nisu razlozive ma-
trice, ipak su ti blokovi sli¢ni sa jednom vrstom matrica koje su, iako nisu
kvazidijagonalne matrice, blize dijagonalnim matricama.

Pre nego sto navedemo odgovarajucée teoreme, podseti¢emo ¢itaoca na
opsti oblik Laplasove teoreme o razvoju determinanata, koja ¢e nam biti
potrebna za dokaz teoreme koja sledi.

Razvoj determinante |A| matrice A € F™™ po elementima jedne vrste
ili kolone je specijalan sluc¢aj Laplasove teoreme. Naime, |A| se moze razviti
ne samo po elementima jedne vrste ili kolone, ve¢ po elementima bilo kojih
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k, 1 < k < n, vrsta ili kolona. Umesto da biramo jednu vrstu u |A|, izabe-

rimo k vrsta sa rednim brojevima 41, ...,4;. Potom biramo na sve moguce
nacine k kolona (takvih izbora ima (Z)) Kada nac¢inimo jedan od tih izbora i
odaberemo kolone sa rednim brojevima j1, ..., jr, mnozimo minor )Afll ’_'_'"g:

(koji ¢ine elementi koji pripadaju odabranim vrstama i kolonama) sa alge-
barskim komplementom tog minora (koji ¢ine elementi koji ne pripadaju ni
jednoj od odabranih vrsta i kolona), a proizvod tih minora se jo§ mnozi sa
(—1)7rtHktut -t Zhir svih ovako dobijenih proizvoda minora je |A.

Primer.

Razviéemo determinantu

O = O N
S O N W
N~ =

po elementima prve dve kolone:

1201 12|21

o 1y1H2+142 1424143
Al= (1 -1 oHo 2‘“1) 3 1[0 2
12|21 1 0|3 4

1y 1424144 Cqy1424244
(=) 10H0 1‘”1) 10|01
“1 0|3 4 3 1|3 4

) 1424243 1) 14+243+4
=1 31”02‘”1) 1o]l21

TEOREMA 6.9. Matrica A € F™" éija je jedina netrivijalna invarijanta
slicnosti polinom p*(\), gde je p(\) € F[)], sli¢na je sa matricom

Clp(x) N 0 ... 0 0
0 C(p(\) N 0 0

B o= | :
0 0 0 ... Clp(\) N
0 0 0 ... 0  CW)

gde se na glavnoj dijagonali matrice B nalazi k blokova C(p(\)), a N je
matrica istog formata kao C(p(X)), koja u donjem levom uglu ima jedinicu,
a ostali elementi su joj 0.

Matrica B naziva se hiper-prateca matrica polinoma pk()\).
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NaveS¢emo najpre primer jedne hiper-pratete matrice, a potom ¢emo
dati dokaz prethodne teoreme.

Primer.

Za realnu matricu ¢ija je jedina netrivijalna invarijanta sli¢nosti poli-
nom (A% — X\ + 1)3 hiper-prateéa matrica je

1 1] oo |
10| 10 0
11| 0o

B= 10| 10
11

0 ~1 0

Uocavamo da se u hiper-pratecoj matrici iznad glavne dijagonale nalazi
neprekidan niz jedinica, a iznad njih su nule.

DokAz TEOREME 6.9. Ako je C(p(\)) matrica reda m, onda razvi-
jajuéi |AE — B| po elementima prvih m vrsta, pa zatim razvijajuéi sledeci
minor takode po prvih m vrsta itd. dobija se da je

IAE = B| = |]AE = C(p(\)|* = p"(N),

pa je karakteristi¢ni polinom matrice B jednak karakteristicnom polinomu
matrice A.

S obzirom da se iznad glavne dijagonale u matrici A\E'— B nalazi nepreki-
dan niz minus jedinica iznad kojih se nalaze nule, sledi da je minor reda
n — 1 te matrice dobijen izostavljanjem prve kolone i poslednje vrste jed-
nak 1 ili —1. To znaéi da je 1 najveéi zajednicki delitelj svih minora reda
n — 1, a kako je taj najveéi zajednicki delitelj proizvod svih invarijanata
sli¢nosti sem poslednje, zaklju¢ujemo da su invarijante si¢nosti matrice B,

1,...,1,p*(N\), tj. A je sicna sa B. O
TEOREMA 6.10. Matrica A € F™™ ¢&iji je sistem elementarnih delitelja
g1(A), ..., gs(N), sliéna je sa matricom
B = diag (B, ..., Bs),
gde je B; hiper-prateéa matrica elementarnog delitelja g;(\), i =1,...,s.

Matrica B naziva se racionalna kanonicka forma' klase matrica sliénih
sa A.

INeki autori koriste drugacije nazive za kanonicke forme, pa tako ono §to smo mi na-
zvali druga kanonicka forma nazivaju racionalna kanonicka forma, a racionalnu kanonicku
formu nazivaju druga kanonicka forma.
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DokAz. Na osnovu prethodnog (Teorema 6.9), odmah sledi da je ma-

trica B; slicna sa matricom C(g;()\)), i =1,...,s, pa je B sli¢cna sa drugom
kanonickom formom matrice A (Teorema 6.2), a to znadi i sa A. g
Primer.

Neka je A € R™™ matrica ¢iji je sistem elementarnih delitelja nad po-
ljem realnih brojeva

M 41, (A241)2 AV2+1)2% A +2

Tada je racionalna kanonicka forma za matricu A

o
—_

— Ol O
o Rl oo

O =IO O

I 2]l

U specijalnom slucaju, kada je polje F' polje kompleksnih brojeva,
racionalna kanonic¢ka forma ima posebno jednostavan oblik. S obzirom
da se nad poljem kompleksnih brojeva svaki polinom moze faktorizovati
u proizvod linearnih faktora, svi elementarni delitelji matrice A € C™" su
oblika (A —a)¥, pa su sve hiper-prateée matrice elementarnih delitelja oblika

a 1 0 ... 0 O
0 a 1 . 00
0 0 O a 1
0O 0 0 . 0 a

Matrice ovog oblika nazivaju se Zordanovi (Jordan) blokovi, a racionalna
kanonicka forma kompleksne matrice A naziva se Zordanova kanonicka forma
i to je kvazidijagonalna matrica koja na dijagonali ima Zordanove blokove
svih elementarnih delitelja iz sistema elementarnih delitelja matrice A.



