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Primeri grupa

1.1 Definicija grupe

Neka je G neprazan skup i neka je - : G x G — G binarna operacija na
njemu. Tada algebarsku strukturu (G,-) zovemo grupoid. Grupoidi mogu
imati odredena dodatna svojstva koja su od interesa za posebno proucavanje,
na primer:

(i) Grupoid (G, -) je asocijativan ukoliko za sve a, b, ¢, € G vazi
(a-b)-c=a-(b-c).
Asocijativni grupoidi se joS zovu i polugrupe.

(ii) Grupoid (G, -) ima jedinicu ako postoji element 1 € G (koji je, kao $to se
lako vidi, nuzno jedinstven) tako da

vazi za sve a € (. Polugrupe sa jedinicom se nazivaju monoidi.

(iii) Neka je (G,-) grupoid sa jedinicom 1. Za element a € G kazemo da je
invertibilan ako postoji b € G tako da je

b-a=a-b=1.

1
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2 GLAVA 1: Primeri grupa

Za element b kazemo da je inverz elementa a. Veoma se lako pokazuje
da je inverz elementa a, ako postoji, jedinstven, pa ima smisla da se taj
inverz oznaci sa a~! (buduéi da je on jednoznaéno odreden elementom
a).

Grupa je monoid u kojem je svaki element invertibilan; zbog toga je sa
logickog stanoviSta najprirodnije definisati grupe kao algebarske strukture

(G7 "y _17 1)

(tipa (2,1,0)) koje zadovoljavaju identitete (z - y) -z = = - (y - 2), 1 - © =
x-1l=zxziz !l -z =2z 271 = 1. Medutim, u ovom tekstu mi neemo
praviti distinkciju izmedu algebarske strukture i njenog nosaca (skupa na kojem
je definisana), te ¢emo tako govoriti prosto “grupa G”” podrazumevajuci da su
u svakoj takvoj situaciji operacije jasne iz konteksta; ovakav pristup je prilicno
uobicajen u klasi¢noj algebri. Takode, kada koristimo multiplikativnu notaciju
—tj. simbol - za operaciju grupe — uobicajeno je da se on izostavlja i zamenjuje
konkatenacijom (dopisivanjem) faktora, pa da se tako umesto « - b pise ab. (To
naravno ne znaci da se za operaciju u grupi ne koriste i drugi simboli, poput
+,%,%,0,...)

Ovakav zapis u multiplikativnoj notaciji (koja je ipak najceS¢a) omogucava
da se uvedu stepeni o™ elementa a grupe G, n € Z. Po definiciji ¢e uvek biti
a = 1,dok jezan > 0,

Za negativne eksponente definiSemo a~" = (a~!)". Za datu grupu Gia € G
moze se dogoditi da je neki stepen elementa a jednak jedinici, ™ = 1. Ukoliko
postoji, najmanji pozitivan ceo broj n sa ovom osobinom zovemo red elementa
a u G i oznatavamo sa o(a) (ili eventualno og(a) ukoliko grupa G nije jasna
iz konteksta). U suprotnom, ako takvo n ne postoji, kaZemo da je element a
beskonacnog reda i pisemo o(a) = oo.

Red grupe G je kardinal |G|. Prema tome, razlikujemo konacne i beskonac*-
ne grupe.

Komutativne grupe, tj. grupe G koje zadovoljavaju

ab = ba

za sve a,b € G zovemo Abelove' grupe. Sledeéi tradiciju u teoriji grupa (ali i
standardnu notaciju u nekim drugim fundamentalnim oblastima algebre, poput

'y &ast velikog norveskog matemati¢ara Nilsa Henrika Abela (1802-1829)
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linearne algebre, ali i Sire, u teoriji modula i prstena) ponekad se za Abelove
grupe koristi aditivna notacija, tj. njihove operacije se naj¢esée oznacavaju sim-
bolom +. U tom slu€aju, inverz elementa a piSemo —a, “jedinica” grupe se
zapravo oznacava sa 0, a stepeni elementa postaju njegovi umnosci (sa celim
koeficijentima):
no=a+a+---+a.
n

Red elementa je sada najmanji pozitivan ceo broj n tako da je na = 0.

Sada ¢emo rezimirati nekoliko elementarnih osobina grupa koje gotovo ne-
posredno slede iz prethodnih definicija:

U svakoj grupi G vazi (ab)~! =b~ta=! zasve a,b € G.

U svakoj grupi G vaZe zakoni kancelacije (skraivanja), tj. zasve a, z,y €
G imamo:

axr=ay = x=y,
ra=ya = T=y.

Neka je M monoid sa jedinicom 1. Tada skup M* svih invertibilnih
elemenata monoida M ¢ini grupu (u odnosu na operaciju monoida).

Neka je a element kona¢nog reda grupe G, o(a) = n. Tada vazi a™ = 1
ako i samo ako n | m. Stoga, za sve k € 7Z vazi

1.2 Prvi primeri grupa

Najocigledniji primeri grupa nastaju od struktura (prstena i polja) koje formi-
raju skupovi brojeva. Najpre, ako je R proizvoljan prsten, tada je po definiciji
(R,+) Abelova grupa. Zbog toga su (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) primeri
(beskonacnih) Abelovih grupa.

S druge strane, ako je IR prsten sa jedinicom, tada je njegova multiplika-
tivna struktura (R, -) monoid, pa skup R* invertibilnih elemenata prstena R
¢ini grupu u odnosu na mnoZenje prstena. Tako je, na primer, Z* = {1,—1}
2-elementna grupa (ovde je 1 jedinica grupe invertibilnih elemenata, a —1 je el-
ement reda 2). U svakom polju je, medutim, svaki nenula element invertibilan,
pasutako Q% = (Q\{0},-), R* = (R\{0},-), C* = (C\ {0}, -) novi primeri
beskonacnih Abelovih grupa.

pravilo “cipele-Carape”

kancelativnost

grupa invertibilnih
elemenata monoida

grupe brojeva u odnosu
na +

grupe brojeva u odnosu
na -
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Primer 1.1. U elementarnoj teoriji brojeva, osnovna algebarska struktura sa
kojom radimo je prsten ostataka po modulu n (n > 2):

(Zn;+n; 'n)a

Ciji su elementi 0, 1,...,n — 1, klase relacije ekvivalencije = (mod n) “kon-
gruentno po modulu n”, tzv. klase ostataka (npr. ako je n = 26, tada je 6 =
{...,—46,-20,6,32,58,...}), dok su operacije +, i -, redom sabiranje i
mnoZenje po modulu n. Aditivna grupa (Z,,, +y) prstena ostataka po modu-
lu n je primer konacne Abelove grupe. Ove grupe, zajedno sa (Z, +), zovemo
cikli¢ne grupe.

Primer 1.2. Nastavljajuéi se na prethodni primer, lako se pokazuje da je za
a € {1,...,n—1} klasa@ invertibilna u Z,, ako i samo ako je (a,n) = 1; naime,
invertibilnost @ ekvivalentna je postojanju reSenja kongruencijske jednacine

ar =1 (mod n).

Tako je |Z)| = ¢(n), gde je ¢ Ojlerova funkcija (koja prebraja pozitivne cele
brojeve manje od n i uzajamno proste sa n). Upravo iz ovog razloga, prsten Z,,
je polje ako i samo ako je n prost broj — upravo tada i samo tada je svaki nenula
ostatak invertibilan.

Primer 1.3. Nad Cetvoroelementnim skupom {1, a,b, ¢} defini§imo grupu na
sledeci nacin: neka je 1 jedinica, dok za preostala tri elementa vaZzi

ab=ba=c¢, bc=cb=a, ca=ac=0.

Lako se proverava da se na ovaj nacin dobija jedna Abelova grupa (u kojoj je
svaki element inverzan samom sebi) koju zovemo Klajnova® éetvorna grupa V.

Primer 1.4. Evo jednog primera kona¢ne nekomutativne grupe kojeg je otkrio
irski matematicar ser Vilijem Rouen Hamilton (1805-1865) Setajuci se Dabli-
nom 16. oktobra 1843. Hamilton je, naime, tragao za uopStenjem kompleks-
nih brojeva “u vise dimenzija”. Primetimo da je polje kompleksnih brojeva
C={a+10bi: a,b e R} uizvesnom smislu zasnovano na grupi koju ¢ine
1,—1,4,—i (u kojoj su elementi i, —i reda 4 posto je i> = (—i)? = —1, dok
je —1reda 2, (—1)2 = 1). Hamilton je neko vreme bezuspeino pokusavao da

2po nemagkom matemati¢aru Feliksu Klajnu (Felix Klein, 1849-1925)
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nade 3-dimenzionalno uopStenje kompleksne ravni i kompleksnih brojeva, pa
se zatim okrenuo pokusajima da to ucini u Cetiri dimenzije. Tokom Setnje je
iznenada doSao do otkrica, pa je perorezom uklesao na ogradu mosta Brum na
Kraljevskom kanalu sledecu formulu (koja se i danas moZze videti):

Rec je o koncizno zapisanim definicionim relacijama grupe kvaterniona Qg Ciji
su elementi simboli 1, —1, 4, —i, j, —j, k, —k, pri Cemu je

(=1)z =x(—1) = —x (zasve x, prilemuje — (—z) = x)

Sada se telo (ne nuzno komutativan prsten sa jedinicom u kojem je svaki nenula
element invertibilan) kvaterniona dobija od skupa svih elemenata oblika

a+bi+cj + dk,

a,b,c,d € R, pri Cemu se, pored mnozZenja koeficijenata u polju realnih brojeva,
primenjuju medusobna mnoZenja elemenata 1,4, j, k iz grupe Qs.

Za radoznalce

Ono $to je Hamilton zapravo pokusavao da pronade bila je asocijativna invertibilna
algebra konacne dimenzije nad poljem realnih brojeva R, a koja bi bila razli¢ita od
jedine dve takve do tada poznate strukture: samog R, i C. Naime, asocijativna algebra
je algebarska struktura A koja je vektorski prostor nad nekim poljem F, ali koja pri
tome ima definisanu i operaciju mnozenja elemenata koja je asocijativna (tako da je A
istovremeno i prsten) i bilinearna u odnosu na struktru vektorskog prostora. Potreba
da se nade takva struktura proizasla je iz Zelje da se razvije matematicki aparat koji bi
modelirao odredene pojave u fizici elektromagnetizma. Posle neuspe$nih pokuSaja da
se nade takva algebra dimenzije 3, Hamilton je pokuSao da konstruiSe primer dimenzije
4, i tako je “rodena” algebra kvaterniona, ¢iju bazu ¢ine 1,4, 7, k.

Dosta kasnije, F. G. Frobenius je 1877. dokazao svoju ¢uvenu teoremu: R, C i
algebra kvaterniona H su jedine kona¢no-dimenzionalne asocijativne invertibilne alge-
bre nad poljem realnih brojeva (koje su redom dimenzije 1,2,4, prve dve komutativne,
treCa nekomutativna). Nije ni ¢udo Sto se Hamilton toliko mucio da pronade primer,
kada su kvaternioni zapravo jedini netrivijalan primer koji je matematicki moguc¢! Ovaj
rezultat ima dalje znacajne posledice u topologiji i funkcionalnoj analizi, u klasifikaciji
normiranih algebri i topoloskih prstena.

Frobeniusova teorema
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1.3 Grupe permutacija i simetrija

Primer 1.5. Neka je X proizvoljan neprazan skup. Oznacimo sa Tx skup svih
funkcija X — X, tj. svih transformacija skupa X . Kompozicija funkcija (data
sa(fog)(x) =g(f(x))zasve x € X) je naravno asocijativna operacija, pa Tx
zapravo ¢ini monoid u odnosu na kompoziciju sa jedinicom idx, pun monoid
transformacija na X. Naravno, transformacija f : X — X invertibilna (tj.
postoji transformacija g tako da je f o g = g o f = idx) ako i samo ako je
[ bijekcija, odnosno permutacija skupa X. Grupu invertibilnih elemenata 7/
oznacavamo sa Sy i zovemo simetricna grupa na skupu X. Ukoliko je skup X
konacan, | X| = n, umesto Sx koristimo notaciju S,, za simetri¢nu grupu ste-
pena n. Permutacije n-elementnog skupa ¢emo rede pisati u KoSijevoj notaciji
(kao 2 x n matricu Ciji se prvi red sastoji od originala, a drugi od odgovarajucih
slika), a Cesce kao proizvode disjunktnih ciklusa (npr. (12)(345)).

U praksi se Cesto desava da skup X ima neku dodatnu matematicku struk-
turu, te da bismo Zeleli da posmatramo ne ba$ sve permutacije skupa X, veé
da se ograni¢imo samo na one koje na izvestan nacin korespondiraju sa tom
strukturom. Evo jednog tipi¢nog primera.

Primer 1.6. Neka je M = (X, d) metri¢ki prostor. Permutacija f skupa X je
izometrija prostora M ako Cuva rastojanje u M, tj. za sve x,y € X vaZzi

d(f(x), f(y)) = d(z,y).

Lako se pokazuje da je kompozicija dve izometrije ponovo izometrija, kao i da
je za svaku izometriju f prostora M, f~! takode izometrija. Zbog toga sve
izometrije prostora M Cine grupu koju oznacavamo sa Iso(M). U slucaju da je
M =R", n > 1, sa uobiajenim euklidskim rastojanjem

d(z,y) =V (r1— 1)+ + (T — Yn)?

zasver = (x1,...,2,) .y = (Y1,...,yn)", tada odgovarajuéu grupu izomet-

rija ozan¢avamo sa E'(n); ovo je tzv. n-dimenzionalna Euklidova grupa.

Primer 1.7. Nastavljajuéi se na prethodni primer, neka je ® C X figura u
M (proizvoljan skup tataka metri¢kog prostora). Za izometriju f € Iso(M)
kazemo da je simetrija figure ® ako je f(®) = ®. Ponovo se lako pokazuje da
sve simetrije date figure ® ¢ine grupu, Sym(®), koja je sadrzana (kao podgrupa)
u Iso(M).
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Za radoznalce

Na primer, ako je M euklidski prostor dimenzije n (tako da je Iso(M) = E(n)),
tada grupu simetrija figure koja se sastoji od jedne jedine tacke (recimo, koordinatnog
pocetka P) nazivamo ortogonalna grupa dimenzije n i oznatavamo je sa O(n). Nije
teSko pokazati da se O(n) zapravo poklapa sa grupom simetrija proizvoljne sfere (u
sluéaju n = 2, kruga) sa centrom u P. U slucaju n = 2, grupa O(2) se sastoji od
svih rotacija oko tacke P i osnih simetrija u odnosu na prave koje sadrze P. Od ovih
transformacija u ravni, primetimo da rotacije Cuvaju orijentaciju, dok je osne simetrije
obrcu, tako da rotacije same Cine grupu rotacija ili tzv. specijalnu ortogonalnu grupu
SO(2). Koncept specijalne ortogonalne grupe moze se uopstiti na vise dimenzija (kroz
grupu simetrija koordinatnog pocetka koje Cuvaju orijentaciju), pa tako dobijamo grupe
SO(n). Na primer, jo$ je Ojler pokazao da se grupa SO(3) sastoji od svih prostornih
rotacija oko prava koje sadrze koordinatni pocetak, dok je ve¢ struktura grupe SO(4)
znatno sloZenija. Ove grupe imaju fundamentalni znacaj u teorijskoj fizici, a narocito u
fizici elementarnih Cestica.

Primer 1.8. Neka je II,, pravilan n-tougao u ravni (bez ograni¢enja opstosti,
neka je njegov centar ba$ u koordinatnom pocetku P). Grupu njegovih simetrija
Sym(I1,,) (koja je sadrzana u O(2)) zovemo dijedarska grupa stepena n i ozna-
¢avamo je kraée sa D,,. Grupa D,, je konacna; zapravo, vazi |D,| = 2n. Naime,
ako je p rotacija oko koordinatnog pocetka za ugao 27”, a ¢ osna simetrija u
odnosu na pravu koja sarzi koordinatni pocetak i jedno teme poligona, tada su

svi elementi grupe D,, sledeci:

idge, p, p%,...,p" ', 0,0p,0p%, .. op" L
Primetimo da vazi p" = idge (tako daje p~—! = p"~ 1), zatim 02 = idg2 (0 je
sama sebi inverzna), i, konacno, lako se pokazuje da je

po=op t=0op" L.
Ove relacije izmedu simetrija p i o (koje generiSu D,,) u izvesnom smislu (koji
se precizno moze definisati tek u tzv. kombinatornoj teoriji grupa [LSch77,
MKS66]) u potpunosti “odreduju” dijedarsku grupu D,,.

Z.a radoznalce

Evo skice dokaza koji pokazuje korektnost liste izometrija u ravni koje Cine di-
jedarsku grupu. Neka su temena posmatranog poligona Ay, ..., A,i neka je o, na
primer, osna simetrija u odnosu na pravu PA;. Najpre tvrdimo da su sve izometrije
navedene u gornjem primeru razliCite. Zaista p*(A;) = pF(0(A1)) = Ay, $to
odmah povladi da za j # k vazi p? # pF, p? # op®iop’ # opF; tako, preostaje
da pokaZemo da je p* # op*. Medutim, ovo je oligledno posto je o(Ay) = A, i
p¥(Ay) = Apyo (gde je po potrebi A, druga oznaka za A,), a p*(A,) = A;.

ortogonalna grupa

specijalna ortogonalna
grupa

dijedarska grupa
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Dokazimo sada da II,, nema drugih simetrija. Neka je, dakle, 7 € D,,. Najpre,
oCigledno je da svaka simetrija od II,, fiksira P, zbog ¢ega je 7(P) = P. Takode, slika
svakog temena mora biti teme poligona i, StaviSe, slika svake strane poligona (tj. para
susednih temena) je strana poligona. Iskoristimo poznati stav iz euklidske geometrije
da je svaka izometrija u ravni jednoznacno odredena slikama bilo koje tri nekolinearne
tacke, pa zato posmatrajmo sliku APA; As. Po prethodnim primedbama, mora biti
T(APA1Ag) = AP Ay A1 za neko k, tako da je ili

T<‘41> - Ak?s T(A2> - Ak+l-,
ili
(A1) = Apy1, T(A2) = Ag.

Medutim, primetimo da i p*~! zadovoljava prvi od ova dva uslova, pa u tom sluaju

mora biti 7 = pF~!. S druge strane, i izometrija op* zadovoljava potonji uslov, kada
mora biti 7 = op¥. To znadi da smo pronasli sve simetrije od II,,, tj. sve elemente
grupe D,,.

1.4 Grupe matrica

Neka je « linearna transformacija tj. endomorfizam vektorskog prostora V' ko-
nacne dimenzije n nad poljem F'. Pretpostavimo da smo fiksirali jednu bazu
e1,...,e, prostora V. Posmatrajmo slike ovih baznih elemenata u odnosu na
«; tada postoje koeficijenti a;; € F', 1 < 4,7 < n, tako da vazi

n
alej) = Z aije;.
i=1

Tada, ako uzmemo proizvoljan vektor x = x1e; + - - - + xp ey, dobijamo
n n n n n
a(zr) = E zjo(e;) = E xj E ajje; = E g aijz; | e,
j=1 j=1 =1 i=1 \j=1

Sto znaci da ako svaki element x gornjeg oblika identifikujemo sa vektor-kolo-
nom (z1,...,7,)7, tada o poprima oblik

gde je A = (a;;). Pri tome, ako endomorfizmu 8 odgovara matrica B, tada je

(o B)(x) = B(a(x)) = BAx,
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odakle sledi da je End(V'), monoid endomorfizama od V', izomorfan sa punim
matri¢nim monoidom M., (F’) svih matrica formata n x n nad poljem F' (putem
izomorfizma o — A", gde je matrica A na malopre opisan nadin dobijena iz
a, jer se tada a o 3 slika u (BA)T = ATBT). U tom izomorfizmu, grupa
invertibilnih elemenata End(V)* = Aut(V) (j. grupa automorfizama od V')
odgovara kolekciji svih matrica nad F' ¢ija je determinanta invertibilni element
u F' (u slucaju polja, bilo koji nenula element). Dakle, radi se o grupi svih
regularnih (invertibilnih) n X n matrica, koju zovemo opsta linearna grupa i
oznacavamo sa G L, (F).

Ako se ograni¢imo samo na matrice ¢ija je determinanta jednaka 1, dobi-
jamo podgrupu od GL,,(F') koju zovemo specijalna linearna grupa, u oznaci
SL,(F). S druge strane, opste linearne grupe moZemo smestiti u “Siri kontekst”
afinih grupa AG L, (F') koje se sastoje od svih transformacija na F'"* oblika

x— Ax + 0,

gdeje A € GL,(F)ib € F". Specijalno, sve izometrijske transformacije eu-
klidske ravni, odnosno prostora (koordinatizovane u odnosu na npr. standardnu
bazu) sadrzane su u AG L2 (R), odnosno AG L3(RR), respektivno.

Za radoznalce

Regularna realna matrica A je ortogonalna ako je njen inverz jednak njenoj transpo-
novanoj matrici, A~! = AT Sve ortogonalne matrice ¢ine grupu (sadrzanu u G L,,(R))
koju oznacavamo sa O’(n) Opet ako se ograni¢imo samo na ortogonalne matrice ¢ija
je determinanta jednaka 1, dobijamo grupu (sadrzanu u SL,,(R)) koju oznaavamo sa
SO’ (n).

Neka je « linearna transformacija euklidskog prostora R™. Tada «, naravno, fik-
sira koordinatni pocetak, jer je «(0) = 0. MoZe se pokazati da « definiSe izometriju
u odnosu na euklidsku metriku ako i samo ako je pridruZzena matrica A € GL,(R)
(matrica A takva da je a(x) = Ax) ortogonalna. Zbog toga se pomenuti izomorfizam
Aut(R™) — GL,(R) restrikuje na izomorfizam ortogonalne grupe O(n) i grupe or-
togonalnih matrica O’(n) (Sto obja$njava ime grupe). Iz analognih razloga, imamo
izomorfizam SO(n) i SO’ (n).

S druge strane, regularna kompleksna matrica je unitarna ako je njen inverz jednak
njenoj kompleksno konjugovanoj transponovanoj matrici: A~1 = A", Ponovo nije
tesko pokazati da sve unitarne matrice ¢ine grupu koju oznatavamo sa U (n), dok grupu
koja se sastoji od svih unitarnih matrica sa determinantom 1 oznac¢avamo sa SU (n).
Ove grupe su redom sadrzane u GL,,(C) i SL, (C).

opsta linearna,
specijalna linearna i
afina grupa

grupa ortogonalnih
matrica

grupa unitarnih matrica
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Osnovni koncepti teorije grupa

2.1 Podgrupe

Ako je (G,-) grupa, podskup H C G koji takode Cini grupu (u odnosu na
restrikciju -« i operacije - polazne grupe ) zovemo podgrupa grupe G, i
piSemo H < G. Svaka grupa GG ima dve trivijalne podgrupe: to su sama grupa
G i E = {1}. Gotovo se neposredno vidi da za H C G vazi H < G ako i
samo ako je skup H zatvoren na operacije grupe G, tj. ako za sve a,b € H vazi
ab€ H,a ' € H,kaoil € H.

Operacije date grupe lako se proSiruju na njene podskupove. Naime, ako je
A, B C G, definiSemo

AB ={ab: a € A, be B},
kao i
Al ={a71: ac A}

Lako se pokazuje da je mnoZenje podskupova asocijativno, tj. vazi (AB)C =
A(BC) za sve A, B,C C G, kao i formula za inverz proizvoda, (AB)~! =
B~'A~!. U ovoj notaciji, imamo nekoliko “konciznih” karakterizacija pod-

grupa.

Propozicija 2.1. Neka je G grupa i H njen neprazan podskup. Tada je uslov
H < { ekvivalentan sa svakim od sledecih uslova:

10
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(1) HH=HiH '=H.
(2) HH=HiHH '=H.
(3) HH ' =H.

(4) HH™' C H.

Dokaz. Uslov (1) jasno vazi za svaku podgrupu. Implikacije (2)= (3)=-(4) su
trivijalne, a i implikacija (1)=(2) sledi neposredno. Prema tome, preostaje da
pokaZemo da uslov (4) implicira da je [ podgrupa od G.

Zaista, pretpostavka (4) daje da ab~' € H za sve a,b € H. Specijalno, tada
jel =aa"! € H,atakodeib™! € H zasve b € H. Zbog toga, pretpostavka
a,b € H povlaci

ab=a(b )t € H,

pa zakljucujemo da je H zatvoreno na operacije grupe G. O

2.2 Podgrupe i generatorni skupovi

Propozicija 2.2. Nekaje {H; : i € 1} proizvoljna neprazna familija podgrupa
grupe G. Tada je i
H=()H;

i€l

takode podgrupa od G.

Dokaz. Kakozasvei € I vazil € H;, sledida 1l € H. Pretpostavimo sada da
a,b € H. Tadaa,b € H;zasvei € I, paab,a”! € H; zasvei € I. Zbog
toga, ab,a™' € H, pasledidaje H < G. O

Zahvaljujuéi ovoj osobini, moZemo lako uvideti da za svaki podskup A C GG
postoji najmanja podgrupa od G (u smislu skupovne inkluzije) koja sadrzi A;

naime, to je
N H
ACH<G

Za ovu podgrupu kazemo da je generisana skupom A, i oznaavamo je sa (A).
Sledece tvrdenje daje opis elemenata podgrupe generisane nekim podsku-
pom grupe.

presek familije
podgrupa je ponovo
podgrupa

podgrupa generisana
skupom
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Propozicija 2.3. Neka je G grupa i A C G. Tada je (&) = E, dok je u slucaju
da je A neprazan skup

(Ay ={a'...aj": n>1a; € A, g;e{l,—1} zasve 1 <i<n}.

Dokaz. Najpre, neposredno se uoCava da svaka podgrupa od G koja sadrzi sve
elemente iz A mora da sadrZi i sve elemente navedene na desnoj strani gornje
jednakosti.

S druge strane, skup sa desne strane odreduje podgrupu od G. Zaista,
proizvod dva konacna proizvoda elemenata skupa A 1 njihovih inverza je ponovo
proizvod istog tipa. Dalje, posmatrani skup sadrzi 1 = aa~! (za prozivoljno
a € A). Najzad, inverz proizvoljnog elementa posmatranog skupa

(a5t .. a5yt =a, L a !

je ponovo u tom skupu. 0
Kada je A konacan skup, A = {ay,...,a,}, uobifajeno je da se u zapisu
podgrupe genrisane sa A skupovne zagrade izostave i da se pise (ay, ..., a,).

Ukoliko je (A) = G kazemo da je A generatorni skup grupe G. Grupa je
konacno generisana ako ima konaCan generatorni skup.

2.3 Koseti i indeks podgrupe

Nekaje H < Gig € G. Skup oblika H{g} (koji krace pisemo H g) zovemo
desni koset podgrupe H. Analogno definiSemo i levi koset gH podgrupe H u
G.

Lema 2.4. Neka je H < Gia,b € G. Tada vaZi:
(i) Ha = Hb ako i samo ako ab™' € H;
(ii) aH = bH ako i samo ako a~'b € H.

Dokaz. Dokazujemo samo tacku (i), poSto je druga tacka analogna. Ako je
Ha = Hbtadaje Hab~' = Hbb~! = H, tj. zasve h € H vaZida hab~! € H.
Specijalno, za h = 1 dobijamo Zeljeni rezultat ab~—! € H.

Obratno, zasve h € H vazi Hh = H; zaista, Hh C HH = H, dok obratna
inkluzija sledi iz jednakosti ¢ = g(h~'h) = (gh™')h € Hh za proizvoljno
g € H. Prema tome, ako je ab~! € H, tada je Hab~' = H, pa je Hb =
Hab~'b = Ha. O
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Propozicija 2.5. Desni (levi) koseti podgrupe H grupe G Cine particiju skupa
G.

Dokaz. Svaki element g € G je ujedno i element koseta Hg, jer 1 € H; zbog
toga je unija svih desnih koseta jednaka GG. DokaZimo jo§ da su razli¢iti desni
koseti disjunktni. Zaista, pretpostavimo da Ha N Hb # @. Tada postoji ¢ €
HanN Hb, paje

Cc = hla = h2b

zaneke hy,hy € H. Sledi daje ab~! = hl_lhz € H, pa je po prethodnoj lemi

Ha = Hb. Tvrdenje za leve kosete sledi analogno. O

Jasno, sama podgrupa H jeste istovremeno desni i levi koset: H = H1 =
1H. Primetimo da je ona jedini desni ili levi koset koji je podgrupa od G.

Propozicija 2.6. Neka je G grupa, a,b € Gi H < G. Tada je |Ha| = |bH| =
|H.

Dokaz. Preslikavanje ¢ : H — Ha definisano sa 1)(h) = ha je “1-1” zbog
kancelativnosti, a takode je i “na”, pa je v bijekcija. Analogno se dokazuje i
bH| = |H|. O

Propozicija 2.7. Neka je G grupai H < G. Tada je
{Hg: g€ G} =|{gH: gc G}l

Dokaz. Defini§imo preslikavanje ¢ : {Hg : g € G} — {gH : g € G} tako
daje

Y(Hg) =g 'H
za proizvoljno g € G. Pre svega, radi se o dobro definisanoj funkciji, jer Ha =
Hb imlicira a 'H = (Ha)™!' = (Hb)~! = b~ H. Bududi da vaZi i obratno,
1 je injektivno, a takode je i “na” jer je ¥(Hg~!) = gH. Prema tome, ¢ je
bijekcija. 0

Upravo prethodna propozicija motivise definiciju indeksa (G : H) podgrupe
H u G kao kardinala [{Hg : g € G}|.

Teorema 2.8 (Lagranz). Za svaku grupu G i njenu podgrupu H vaZi

Gl = (G : H)[H|.

svi koseti su iste
kardinalnosti

svaka podgrupa ima
jednako mnogo levih i
desnih koseta

indeks podgrupe

LagranZova teorema
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Dokaz. Fiksirajmo skup T' = {g; : i € I} koji sadrZi tacno po jedan element iz
svakog desnog koseta podgrupe H (ovakve skupove zovemo desne transverzale
grupe G u odnosu na H). OCito, |T'| = (G : H). DefiniS§imo preslikavanje
Y:T x H— Gsa

¥(g:i, h) = hgi.

Kako za proizvoljno a € G imamo da vazi a € Hg; za neko (zapravo, tacno
jedno) i € I, to je ¢ “na”. Pretpostavimo, dalje, da je h1g; = ¥(g;, h1) =
¥ (gj, h2) = hegj. Tada koseti Hg; i H g; nisu disjunktni, pa mora biti Hg; =
Hg;. Medutim, po izboru skupa 7' sledi da je ¢ = j, tj. g; = g;. Zbog toga je
h1 = ha, paje ¢ “1-17, odnosno bijekcija. O

Posledica 2.9. Neka je G konacna grupa, H < Gig € G. Tada |H| | |G| i
o(9) | 1G].

Posledica 2.10. (/) (Ojlerova teorema) Neka je n > 1 prirodan broj i a € Z
takav da je (a,n) = 1. Tada je

a?™ = 1(mod n).

(2) (Mala Fermaova teorema) Ako je p prost broj i a € Z takav da p 1 a tada

je
aP~! = 1(mod p).

Dokaz. (1) Posmatrajmo grupu Z.* invertibilnih ostataka po modulu n u odnosu
na operaciju mnoZenja. Ve¢ smo zakljucili da je ostatak r element ove grupe ako
i samo ako (r,n) = 1, zbog Cega je |Z)*| = ¢(n). Dakle, po datim uslovima,
ostatak @ broja a po modulu n pripada Z>. Po prethodnoj posledici, o(a) |
©(n), tj. ¢(n) = o(a)k za neko celo k. Sada u Z,< vazi

aap(n) _ ao(ﬁ)k — (ao(ﬁ))k - 1.

Drugim re¢ima, (™ = 1(mod n).
(2) Ovo je specijalan slucaj prethodne tacke, posto za proste brojeve p vazi
e(p) =p—1. O

2.4 Homomorfizmi, izomorfizmi

Neka su (G, -) i (H, *) grupe (zbog lakseg pracenja sledecih definicija koristimo
razliCite oznake za operacije ovih grupa). Za preslikavanje ¢ : G — H kaZemo
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da je homomorfizam ako za sve a,b € G vaZi

¢(ab) = ¢(a) * ¢(b).

Ukoliko je pri tome preslikavanje ¢ bijekcija, kazemo da je ¢ izomorfizam grupa
G i H, a ove grupe su tada izomorfne, §to piSemo G = H. Izomorfne grupe sa
algebarskog stanovisSta smatramo identi¢nim: jedina razlika izmedu izomorfnih
grupa G i H je zapravo u razli¢itim imenima njenih elemenata i operacija, ali
su svi odnosi, algebarska strukturna svojstva ista, tj. tablica grupe H se dobija
prostim preimenovanjem (u skladu sa bijekcijom ¢) elemenata iz tablice grupe
G.

Lako se pokazuje da za svaki homomorfizam mora biti ¢(1g) = 1g kao i
#(a™t) = (¢(a))~! zasve a € G, pri Cemu je inverz sa leve strane uzet u grupi
G, asadesne u grupi H.

Za proizvoljan homomorfizam ¢ : G — H definiSemo njegovu sliku

Im ¢ = ¢(G)
kao i njegovo jezgro
Ker¢ ={a€G: ¢(a) =1u}.

Po samoj definiciji, slika svakog homomorfizma jeste podgrupa od H.
Injektivni homomorfizam se jo$ naziva i potapanje: re€ je zapravo o izomor-
fizmu G i neke podgrupe od H. U slucaju kada je (G,-) = (H,*) govorimo
o endomorfizmima grupe G — homomorfimima G u samu sebe. Bijektivni en-
domorfizmi su automorfizni grupe G: u pitanju su zapravo “simetrije” same
grupe GG kao matemati¢kog objekta (koje Cuvaju njenu algebarsku strukturu, i te
simetrije takode ¢ine grupu Aut(G) < S¢ — grupu automorfizama od G.

Primer 2.11. Grupe (R",-) i (R, +) su izomorfne: preslikavanje ¢ : R™ — R
definisano sa

¢(x) =Inzx

je bijekcija i dobro je poznato pravilo za logaritme In(zy) = lnx + Iny.

Primer 2.12. Neka je n > 1 prirodan broj i

2mi 2 2

g=en = Cos— +isin—.
n n

homomorfizam grupa

izomorfizam grupa

slika i jezgro
homomorfizma

grupa automorfizama
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Tada skup kompleksnih brojeva {¢¥ : 0 < k < n — 1} u odnosu na mnoZenje
¢ini grupu koja je izomorfna cikli¢noj grupi Z,,: lako se pokazuje da je

¢:€ki—>E

izomorfizam (zahvaljujuéi tome $to je €>™ = 1). Specijalno, grupa koja se
sastoji od 1,4, —1, —¢ pomenuta u Primeru 1.4 izomorfna je cikli¢noj grupi Z.

Primer 2.13. Posmatrajmo kompleksne matrice

(3 0) (5 0) w=(00)

Ako E oznacava jedini¢nu matricu, lako se proverava da vazi
IP=J]"=K*=-F
kao i
I1J=K, JK=I, KI=J, JI=-K, KJ=-1I, IK =—J.

Zbog toga, matrice £, —FE,I,—I,J, —J K,—K ¢ine grupu,al — E, 7 +— I,
j— J ik — K definiSe izomorfizam sa grupom kvaterniona (Js. Primetimo
da sve ove matrice imaju determinantu jednaku 1, tako da smo nasli izomorfnu
“fotokopiju” grupe kvaterniona unutar specijalne linearne grupe S Lo (C).

Kao §to ¢emo videti iz narednog tvrdenja, multiskup redova elemenata gru-
pe je invarijanta u odnosu na izomorfizme. Stoga analiza tog multiskupa moze
biti korisno sredstvo u pokazivanju da dve grupe nisu izomorfne, narocito u
slu¢aju konac¢nih grupa.

Lema 2.14. Neka je ¢ : G — H izomorfizam grupa. Tada za sve a € G vaZi:
(i) Ako je a konacnog reda onda je o(a) = o(¢(a)).
(ii) Ako je a beskonacnog reda, onda je to i ¢(a).

Posledica 2.15. (i) V4 22 Z4.
(ii) D3 = S3 % Zs.

(iii) Dy 2 Qs.
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Dokaz. (i) U grupi V; svi nejedinicni elementi su reda 2, dok u Z, postoji ele-
ment reda 4 (naime, ostatak 1 po modulu 4).
(i) Direktno se proverava da je preslikavanje ¢ : D3 — S3 dato sa

p(o'p’) = (23)"(123),

i € {0,1}, j € {0, 1,2}, izomorfizam. Drugi deo tvrdenja sledi iz ¢injenice da
Zg ima element reda 6, $to nije slucaj sa Ss.

(iii) Direktnom proverom utvrdujemo da D4 ima 1 element reda 1, 5 eleme-
nata reda 2 i 2 elementa reda 4, dok Qg sadrZi po jedan element reda 112,16
elemenata reda 4. O

2.5 Cikli¢ne grupe

Teorema 2.16. Grupa G ima jednoelementni generatorni skup ako i samo ako
je ciklicna (tj. izomorfna sa Zy, za nekon > 1, ili sa 7).

Dokaz. Najpre, primetimo da sve cikline grupe imaju jednoelementni genera-
torni skup: u svim slucajevima to je ostatak 1 (po modulu n), odnosno ceo broj
1.

Zato podimo od pretpostavke da je G = (a) grupa sa jednoelementnim
generatornim skupom. Razmatramo dva slucaja. Ako je a konacnog reda,
o(a) = n, tada se G sastoji iz elemenata

koji su svi razliciti (jednakost bilo koja dva razlicita elementa iz ovog niza bi
bila u kontradikciji sa redom elementa a). Zato je preslikavanje ¢ : G — Z,
definisano sa ¢(a*) = k za sve 0 < k < n izomorfizam. U suprotnom, a je
beskonacnog reda, pa se po prethodnoj propoziciji G sastoji od elemenata a™,
n € Z, koji ponovo moraju biti svi razli¢iti. Sada je preslikavanje ¢ : G — Z
definisano sa ¢(a") = n za sve n € Z izomorfizam grupa. O

Zbog ove teoreme, od sada ¢emo sve grupe sa jednoelementnim genera-
torom zvati ciklicnim grupama.

Generalno, moZemo primetiti da se u proizvoljnoj grupi G i za bilo koje
a € G red elementa o(a) poklapa sa redom |(a)| podgrupe od G generisane sa
a. Ova primedba odmah daje sledeéa dva rezultata.

karakterizacija
cikli¢nih grupa
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Posledica 2.17. Neka je 1 < k < n. Tada Z, = (k) ako i samo ako je
(k,n) = 1; prema tome, ciklicna grupa Z,, ima tacno p(n) jednoelementnih
generatora. S druge strane, 1 i —1 su jedini jednoelementni generatori grupe
celih brojeva 7.

Posledica 2.18. Svaka grupa prostog reda je cikli¢na. Tako, za svaki prost broj
p, grupa Z,, je do na izomorfizam jedina grupa reda p.

Dokaz. Nekaje |G| = pia € G, a # 1. Tada o(a) | p, pa posto je o(a) # 1
sledi da je o(a) = p. Zbog toga je G = (a), tj. G je cikli¢na grupa (koja je
generisana svakim svojim nejedini¢nim elementom), G' = Z,,. O

Teorema 2.19. Svaka podgrupa ciklicne grupe je ciklicna. Pri tome:

(i) U Zy, klasa k generise podgrupu izomorfau sa Zg, gde je d = n/(k,n).
Podgrupe od Z.,, su u bijektivnoj korespondenciji sa pozitivnim deliteljima
broja n.

(ii) Sve podgrupe od 7 su oblika nZ = (n), gde je n pozitivan ceo broj.
Dokaz. Razmotrimo najpre kona¢nu cikli¢nu grupu Z,,. Neka je
H= {677'717 s 7rm—1}

neka njena podgrupai 0 < r; < --- < rp—1 < n. Najpre tvrdimo da 7 | n.
Zaista, u suprotnom vazi n = qry + r’ zaneko 0 < 7’ < ry; no, tada qr; € H,
azar’ = n —qry € H klasa 7’ je inverz elementa gr7 (jer je gr1 +, 7’ = 0),
Sto je kontradikcija sa minimalno$céu 7. Dalje, tvrdimo da je H = (77). Jasno,
mora biti (77) C H, pa H mora da sadrZi sve klase oblika kr1, 1 < k < n/ry.
Ako bi H sadrZao neku klasu 7; koji nije ovog oblika tada bismo imali

/ !
T =qTr1+T

zaneko 0 < 7 < ry, odakle sledi da za "’ = r; — ¢'r1 vazi v’ € H, kontradik-
cija. Dakle, H = {kr1 : 0 <k <n/ri},stoznatidajem = n/ryi H = Z,,.
Obratno, za svaki delitelj d | n, klasa n/d odreduje (jedinstvenu) podgrupu od
Z., izomorfnu sa Z,.

Neka je sada H (netrivijalna) podgrupa od Z. Sli¢no kao u slu¢aju kona¢nih
cikli¢nih grupa, neka je n najmanji pozitivan broj koji pripada H. Tada jasno
nZ < H. S druge strane, ako bi postojao k € H \ nZ tada bismo imali

=qn—+r

zaneko 0 < r < n, pa bi zaklju¢ak r = k — gn € H vodio u kontradikciju.
Prema tome, H = nZ = (n). O
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2.6 Neke znacajne podgrupe

Primer 2.20. Centar grupe G je skup svih onih elemenata G koji komutiraju
sa svim elementima grupe G, dakle,

Z(G)={9€G: gr=xgzasvex € G}.

Nije tesko uoditi da je Z(G) uvek podgrupa od G. Zaista, 1 € Z(G). Dalje,
ako a,b € Z(G) iz € G je proizvoljno, tada abr = axb = xab, pa ab € Z(G).
Takode, a 'z = a ! (za)a ' = a (ax)a™! = za= 1, tj. a7t € Z(Q).

U izvesnom smislu, centar grupe meri koliko je grupa G “daleko” od toga
da bude Abelova; ocigledno vazi da je G Abelova ako i samo ako je G = Z(G).
Drugi ekstrem nastaje kada je Z(G) = E; tada kazemo da je grupa G bez
centra.

Primer 2.21. Za a,b € G definiSemo komutator elemenata a, b (pri Cemu je
poredak bitan) sa:
la,b] = a~'bLab.

Naziv potic¢e od toga §to [a, b] u izvesnom smislu izrazava “razliku” elemenata
ab i ba (sli¢no kao u prstenima), buduéi da ocito vazi ab = bala, b].

Podgrupa grupe GG generisana svim njenim komutatorima zove se komuta-
torska ili izvodna grupa od G"

G' = {[a,b] : a,beqG)
Bududi da je inverz svakog komutatora ponovo komutator,
[a,0] ! = (a™'btab) ™t = b ta" ba = [b, d],

sledi da se izvodna podgrupa G’ sastoji od svih kona¢nih proizvoda komuta-
tora u GG. U odnosu na izvodu podgrupu, Abelove grupe su sada karakterisane
uslovom G’ = F.

Primer 2.22. Neka je G grupai X C G. DefiniSemo centralizator skupa X u
G kao skup svih elemenata G koji komutiraju sa svim elementima iz X:

CX)={9eG: gr=xgzasvex € X}.

Ukoliko je potrebno naglasiti u kojoj grupi posmatramo centralizator, piSemo ga
i kao Cg(X); ako je X = {z} tada centralizator oznatavamo prosto sa C'(x).
Sli¢no kao i u slu¢aju centra se lako pokazuje da je C'(X) < G zapravo, centar
grupe je specijalan slucaj centralizatora, naime Z(G) = C(G) je centralizator
cele grupe G.

centar grupe

komutator

izvodna podgrupa

centralizator



normalna podgrupa
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2.7 Normalne podgrupe

Za podgrupu H grupe GG kaZzemo da je normalna, u oznaci H < G, ako za sve
g € G vazi
gH = Hyg,

tj. ako se svaki levi koset od H poklapa sa odgovaraju¢im desnim kosetom.
Grupa G je prosta ako ne sadrzi netrivijalne normalne podgrupe (razlicite
od E i GG, koje su uvek normalne).

Primer 2.23. Svaka podgrupa Abelove grupe je normalna. Obrat ovog tvrdenja
ne vazi: na primer, u grupi kvaterniona (Jg svaka podgrupa je normalna, ali (g
nije Abelova.

S druge strane, postoje podgrupe koje nisu normalne. Na primer, pos-
matrajmo najmanju neabelovu grupu S3 = Ds i njenu (cikli¢cnu) podgrupu
H = ((12)). Tada je (13)H = {(13),(132)} # {(13),(123)} = H(13),

pa H nije normalna u Ss.

Primer 2.24. Centar grupe Z(G) je uvek normalna podgrupa od G, bududi
da po samoj definiciji centra vazi ga = ag zasve g € G, a € Z(G), pa je
92(G) = Z(G)g.

Lema 2.25. Akoje H < Gi(G: H) =2tadaje H < G.

Dokaz. Koseti podgrupe H su gH = H = Hg ako je g € H, a u suprotnom,
ako je g ¢ H, tadaimamo gH = G \ H = Hg. Prema tome, H < G. O

n—1 x

Primer 2.26. U dijedarskoj grupi D,,, rotacije idg2, p, . . ., p"~ Cine (cikli¢nu)
podgrupu R takvu da je (D,, : R) = 2. Zbog toga je Z,, = R < D,,

Evo jednog tvrdenja koje proveru normalnosti podgrupe ¢ini nesto opera-
tivnijom.

Propozicija 2.27. Neka je H < G. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:
(1) HQG.
(2) go'Hg=H zasve g € G.

(3) g 'Hg C H za sve g € G.
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Dokaz. Ako je H < G tadaje gH = Hgpaje H = g 'gH = g 'Hyg.
Implikacija (2)=-(3) je trivijalna. Konac¢no, pretpostavimo da je g 'Hg C H
za sve g € G. Tada za neki fiksirani element g € G, osim ¢ 'Hg C H, vazi
igHg™! = (¢7})"'Hg™' C H. Owda vazi H = g~ (gHg ')g C g~'Hyg,
paje H = g~ 'Hg, tj. vazi uslov (2). Iz njega se lako zakljucuje da je Hg =
9(g7'Hg) = gH. O

Posledica 2.28. Za svaku grupu G je G' < G.

Dokaz. Neka su a,b, g € G proizvoljni. Tada je

9 a,blg = (97 'a " g) (g7 "b " 9) (9 ag) (g~ "bg) = [g " ag, g by,

paje g 'G'g C G'. Po prethodnoj propoziciji, G’ < G. O

2.8 Direktni proizvodi

Neka su G, Gy grupe. Posmatrajmo direktan proizvod skupova G; X Go =
{(a,b) : a € G1,b € G2} inanjemu defini§imo operaciju sa

(a,b)(a’, V') = (ad’,bb")

za sve a,a’ € Gq, b,b € G, pri éemu se na prvoj koordinati primenjuje ope-
racija grupe (G1, a na drugoj operacija grupe G2. Na ovaj nacin je definisana
nova grupa, direktan proizvod G x G2, ¢ija je jedinica (1¢,, 1g, ), dok je inverz
dat sa (a,b)~! = (a=!,b71), pri ¢emu se opet na prvoj koordinati uzima inverz
u grupi G'1, a na drugoj u grupi Go.

Rutinski se pokazuju sledeéa tvrdenja.

Lema 2.29. (1) |Gy x G| = |G4] - |Gal.
(2) 0G1xaa(9:h) =[0G, (9), 06, (h)].
(3) Z(G1 x Ga) = Z(G1) x Z(Ga).
DefiniSemo projekcije direktnog proizvoda G = G1 x G4 sa
m(G) ={(a,1q,) : a € G1} i m(G) ={(1g,,b) : b€ Ga}.

Zapravo, ovo su slike endomorfizama my, w9 proizvoda GG1 X G2 definisanih sa
7r1(a, b) = (a, 1G2) i7r2(a, b) = (1G1ab) zasvea € G1, b € Go.

direktan proizvod

projekcije
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Propozicija 2.30. Neka je G = G X Go.
(1) m(G) < Gim(G) =2 Gizai=1,2,
(2) m(G)m(G) =G,

(3) m(G)Nm(G) = E.

Dokaz. (1) Vazi (c,b)"(a,1a,)(c,b) = (¢ tac,1g,) € m(G) za sve a,c €
G1, b € Go; izomorfizam 71 (G) = G jedatsa ¢ : (a,1lg,) — a,a € Gy. Isto
postupamo i za drugu projekciju.

(2) sledi iz (a,b) = (a,1g,)(1q,, b), a (3) je ofigledno. O

Inspirisan prethodnom propozicijom, prirodno se postavlja sledeci problem:
ako je data grupa G, kada se ona moze “razloziti” u direktan proizvod svojih
podgrupa, tj. kada je G = A x B zaneke A, B < G ? Iz prethodnoj se vidi
da tada A, B moraju biti normalne podgrupe od G koje zajedno generisu G, a
presek im je trivijalan. Zbog toga kazemo da je G unutrasnji direktan proizvod
svojih podgrupa A, B ako vazi:

() A,B4G,
(2) AB =G,
(3) ANB=E.

Lema 2.31. Neka je G grupa. Ako su A, B < G takve da AN B = FE, tada
vaziab=ba zasvea € A, b € B.

Dokaz. Zbog uslova normalnosti je
la,b] = a o tab = a7 (b7 ab) = (a7 b 'a)b € AN B.
No, tada mora biti [a, b] = 1, tj. ab = ba. O

Propozicija 2.32. Ako je G unutrasnji direktan proizvod svojih (normalnih)
podgrupa A, B, tada je G = A x B.

Dokaz. DefiniSimo preslikavanje ¢ : G — A x B sa

¢(9) = (a,b) <= g = ab.
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Ova definicija je logicki dobra jer ako imamo neku drugu faktorizaciju tako da
jeab=aiby,a; € A, b € B, tada je

ata; =bb;' € ANB,

pajeata; = bbf1 = 1,t.a = ayib = b;. S druge strane, zbog G = AB
svaki element (G ima faktorizaciju opisanog tipa, $to odmah takode implicira da
je ¢ “na”. Trivijalno, ¢ je injekcija, pa preostaje da pokazemo da je homomor-
fizam. Stoga uoc¢imo g,g91 € G takodaje g = abi gy = a1b1 za a,a; € A,
b, b1 € B. Koristeéi prethodnu lemu, dobijamo:

¢(991) = ¢(abarby) = ¢(aarbby) = (aay, bb) = (a,b)(a1,b1) = ¢(g)¢(g1),
Sto je i trebalo dokazati. O

Obratno, spoljasnji direktan proizvod G X G» je istovremeno unutrasnji
direktni proizvod svojih podgrupa 71 (G) = Gy i m2(G) = Go.

Pojmove spoljasnjeg i unutra$njeg direktnog proizvoda, kao i odgovarajuca
tvrdenja, moZemo uopstiti i na proizvoljne konacne familije grupa. Spoljasnji
direktni proizvod G = G X - - - x G, datih grupa GGy, . . . , G, definisan je prime-
nama operacija odgovarajucih grupa po komponentama. Projekcije definiSemo
kao (1 <i<n)

WZ(G) = {(1G17 vy iy 1Gn) 1 g € Gz}

Sli¢no kao i malopre, vazi m;(G) = G;, mi(G) < GiG = m(G) ... m(G).
No, vaziivise od 71 (G) N --- N7, (G) = E: imamo da je

WZ(G) N 7T1<G) - 7TZ'_1(G)7I'Z'+1(G) .. Wn(G) =F

zasve 1 <4 < n. Zato za grupu GG kaZemo da je unutra$nji direktan proizvod
svojih podgrupa A;, 1 < ¢ < n, ako vaze sledeéi uslovi:

(1) A; <Gzasvel <i<mn,
2) G=A,. . A,
3) AiﬁAl...Ai,lAiH...An:Ezasvelgign.

Na analogan nacin kao i ranije se pokazuje da pretpostavka da je G unutrasnji
proizvod svojih podgrupa A;, 1 <1¢ < n, impliciradaje G = Ay X --- X A,.

direktnan proizvod
konacne familije grupa
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Primer 2.33. Posmatrajmo grupe reda 8 — ve¢ smo upoznali tri takve: jednu
Abelovu, Zg, i dve nekomutativne, D4 i QJg. Sada moZemo konstruisati jo§ dve
Abelove grupe reda 8, naime Zg X Zy4 i Zo X Zg X Zs. Prva ima element reda
4 (ali ne i reda 8), dok su u drugoj grupi svi elementi reda 2; zbog toga su ovi
proizvodi, zajedno sa Zsg, tri razliite Abelove grupe. Kasnije ¢emo videti da su
ovim grupama iscrpljene (do na izomorfizam) sve grupe reda 8.



Konjugovanost

Opis normalnih podgrupa dat u Propoziciji 2.27 motiviSe uvodenje preslikavanja

04 : G — G (zadato a € () definisanog sa unutrasnji
1 automorfizam
O'a(g) =a "“ga. (konjugacija)

Zbog kancelativnosti je o, “1-17, a takode je i “na” (zbog o,(aga™t) = g).
Posto je

oa(gh) = a”'gha = (a”'ga)(a” " ha) = 04(g)oa(h)

za sve g, h € G, u pitanju je automorfizam grupe G. Ovaj automorfizam o,
se naziva konjugacija ili unutrasnji automorfizam grupe G (koji odgovara ele-
mentu a).
Putem unutrasnjih automorfizama definiSemo relaciju konjugovanosti u gru-
pi G sa
T~y <= r=g 'yg=0,(y) zaneko g € G

za sve x,y € G. Veoma se lako proverava da je ~ relacija ekvivalencije na G.
Osim konjugovanosti dva pojedinacna elementa, za dve podgrupe H, K < G
kazemo da su konjugovane ako je H = g"'Kg = 04(K) zaneko g € G (pri
tome, relacija konjugovanosti je takode relacija ekvivalencije na skupu Sub(G)
svih podgrupa od G). Prema tome, podgrupa je normalna ako i samo ako se
poklapa sa svim svojim konjugovanim podgrupama.
Oznacimo sa z klasu svih elemenata posmatrane grupe GG konjugovanih sa
x. Najpre Zelimo da saznamo kada je ova klasa jednoelementna. klasa konjugovanosti

25
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Lema 3.1. |Z| = 1 ako i samo ako x € Z(G).

Dokaz. Vazi |Z| = 1 ako i samo ako je o4(x) = x zasve g € G, tj. ako i
samo ako je xg = gz za sve ¢ € (. Poslednji uslov je pak ekvivalentan sa
x € Z(G). O

MozZemo postaviti pitanje o kardinalnosti proizvoljne klase konjugovanosti.
Odgovor nam daje sledece tvrdenje.

Propozicija 3.2. |z| = (G : C(z)).

Dokaz. Najpre, jasno je daje T = {o4(z) : g € G}. Prematome, |z| = |G/p|
gde je p relacija ekvivalencije na G definisana sa (g,h) € p ako i samo ako
o4(z) = op(x). Medutim, poslednji uslov ekvivalentan je sa g 'zg = h~lzh,
odnosno

1

zgh™t = gh™ 'z,
tj. gh~! € C(x). Prema tome, klase ekvivalencije relacije p su upravo desni
koseti centralizatora C'(x), odakle sledi tvrdenje. O

Sledeca jednakost (koja sledi iz prethodna dva tvrdenja i ¢injenice da je ~
relacija ekvivalencije), poznata pod imenom klasovna jednacina, povezuje red
grupe, red njenog centra i indekse netrivijalnih centralizatora.

Posledica 3.3 (Klasovna jednacina). Neka je {x; :€ ¢ € I} transverzala ne-
Jednoelementnih klasa konjugovanosti grupe G, tj. skup koji sadrZi tacno po
Jjednog predstavnika klasa ekvivalencije relacije ~ koje leZe van centra Z(Q).
Tada vaZi

G| =1Z(G)| + > (G : C(x:)).

iel

Posledica 3.4. Neka je p prost broj i |G| = p"™ za neko n > 1. Tada je Z(G)
netrivijalna grupa.

Dokaz. Ako x ¢ Z(G) tada C(x) # G, paje (G : C(x)) > 1. U tom slucaju,
mora biti p | (G : C(x)). Kako p | |G|, po klasovnoj jedna¢ini sledi da p |
|Z(G)|, zbog Eega ne mozZe biti Z(G) = E. O

Klase konjugovanosti sada daju jasan kriterijum normalnosti podgrupe.



27

Teorema 3.5. Neka je H < G. Tada je H < G ako i samo ako postoji X C G podgrupa je normalna
tako da je akko je unija celih
~ klasa konjugovanosti
H = U z,
reX

tj. ako i samo ako je H unija nekih klasa konjugovanosti u grupi G.

Dokaz. (=) Stavimo X = H. Zaista, ako je h € H tada po uslovu normalnosti
za proizvoljno g € G vazi o4(h) € H, pa je h C H. Otuda sledi inkluzija 2,
dok je obratna inkluzija ocita.

(<) Jasno, za svako g € G vazi 0,(%) = g 'Tg C T. Zbog toga je
Hoy, C H,paje H < G. ]

Posledica 3.6. U svakoj grupi G, ako H < Z(G) tada je H < G.

Dokaz. Po Lemi 3.1, svaki element centra Z(G) formira jednoelementnu klasu
ekvivalencije relacije ~, pa to isto vazi i za H. Sada tvrdenje sledi direktno po
prethodnoj teoremi. O

Relacija konjugovanosti u simetri¢nim grupama ima veoma jasan, koncizan
opis.

Propozicija 3.7. Za 7,7 € S,, vazi m ~ T ako i samo ako 7 i T u dekompoziciji  konjugovanost u

na disjunktne cikluse imaju istu strukturu ciklusa, tj. imaju isti broj razli¢itih ~ Simetricnim grupama
disjunktnih ciklusa i medu ciklusima se moZe uspostaviti bijekcija tako da su

odgovarajuci ciklusi iste duZine.

Dokaz. Neka je m = p~'7p za neku permutaciju p € S,. Razlozimo 7 na

proizvod disjunktnih ciklusa:
T=(a1az...)...(b1by...).
Tvrdimo da je tada
™= (p(a1) plaz) ...) ... (p(br) p(b2) -..).
Zaista, vazi
T=plrp=(p " araz...)p)...(p " (biba...)p),

pa je dovoljno analizirati konjugacije pojedinacnih ciklusa, tj. proveriti da je
p~Yaraz...)p = (p(a1) plaz) ...). Nekaje k € {1,...,n}. Ako p~ (k) &
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{a1,as,...}, tada je ocito (p~*(araz...)p)(k) = (p~'p)(k) = k. U suprot-
nom p~!(k) = a; zaneko i, tj. k = p(a;). U tom slucaju je

(p~ (araz...)p) (k) = ((araz ... )p)(a;) = p(ait1),

pri ¢emu je a; 11 = ap ako je ¢ duZzina posmatranog ciklusa. Dakle, p(a;) se
slika u p(a;+1), pa tvrdenje sledi. Stoga 7 i 7 imaju istu strukturu ciklusa.
Obratno, pretpostavimo da 7 i 7 imaju istu ciklicku strukturu, 7 = &1 ... &y,
IT =n1...0m, gdesufy,..., &y, odnosno n1,. .., Ny dve familije disjunk-
tnih ciklusa. Neka pri tome &; i 7; imaju istu duZinu za sve 1 < ¢ < m
& = (agi) e al(f)) in = (bgi) e bl(z)) DefiniS§imo parcijalno injektivno pres-
likavanje pna {1 ...,n} takodajezasve 1 <i<mil <j <,

()

Na ovaj nacin, preslikavanje p je ostalo nedefinisano na skupu {1,...,n} \
{agz) 1 <i<m,1<j <I}odn —1Ielemenata, gde je | = 1 +
.-+ + ;. Medutim, van slike p je ostalo takode tacno n — [ elemenata, naime
{1,...,n}\ {by) : 1 <i<m,1<j <} pasezbog toga p moze dopuniti
(i to na (n — I)! razli¢itih nacina) do permutacije skupa {1,...,n}. No, zbog
argumenata identi¢nih onima u prethodnom pasusu, sada je p~'7p = 7, pa je
T~ T. O

Primer 3.8. Konstrukciju iz drugog dela prethodnog dokaza ilustrovacemo na
konkretnom primeru. Neka je n = 9; posmatrajmo

m=(12)(34)(567) i T = (14)(26)(973).

Po prethodnoj propoziciji, ove dve permutacije jesu konjugovane u Sg posto
imaju istu ciklicku strukturu (dve transpozicije i jedan tercet, uz po dve fiksne
tacke). Ukoliko Zelimo do pronademo (bar jednu) permutaciju p koja realizuje

konjugovanost p~!7p = 7, moramo imati

(1 2 3 456 789
P=\142697377)
Vidimo da p jo$ nismo definisali u tackama 819, a da su s druge strane preostale
“neiskoriScene” slike 5 i 8. Njih moZemo popuniti umesto upitnika (na bilo

koja od dva moguca nacina), i tako dobijamo permutaciju koja odgovarajuéim
konjugovanjem prevodi 7 u 7.
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Primer 3.9. Prethodna propozicija nam omogucava da pokaZemo da svojstvo
normalnosti podgrupe u grupi nije tranzitivno, tj. dase iz H < K < GG ne moze
u opstem slucaju zakljuciti da je H < . Zaista, uzmimo G = Sy i defini§imo

K = {idn, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, H = {id,,, (12)(34)}.

Pri tome je K izomorfna Klajnovoj grupi V;, dok je H njena cikli¢na podgrupa
reda 2. Kako je (K : H) = 2, odmah imamo H < K. Takode, po Teoremi 3.5
imamo K < G, posto K Cine trivijalna permutacija i svi moguci proizvodi dva
disjunktna ciklusa duZzine 2. Medutim, upravo iz istog razloga H € G.

Za radoznalce

Za “tranzitivni prenos” normalnosti potreban je ja¢i pojam, naime pojam karakter-
isticne podgrupe. Za H < G kazemo da je karakteristicna podgrupa grupe G ako za
sve ¢ € Aut(G) vazi ¢(H) = H (kako je sa svakim automorfizmom ¢ i njegov inverz
¢~ ! takode automorfizam grupe G, moze se pokazati da je ovo ekvivalnentno slabi-
jem uslovu ¢(H) C H). Naravno, svaka karakteristi¢na podgrupa jeste normalna, dok
obratno, u opStem slu€aju, ne vazi. Sada nije teSko pokazati da pretpostavke da je I
karakteristicna u K i K karakteristicna u G impliciraju da je H karakteristi¢na (i stoga
normalna) u G. Medutim, vaZi i jaCe tvrdenje.

Propozicija 3.10. Ako je K < G i H karakteristicna podgrupa grupe K, tada je
H<QG.

Dokaz. Neka je g € G proizvoljno; posmatrajmo unutrasnji automorfizam o,. Imamo
04(K) = K zbog Cega je ¢ = 04|k € Aut(K). Po datim uslovima mora biti ¢(H) =
H. Medutim, po definiciji ¢ to znaci da je g"'Hg = H. ZakljuCujemo da je H <
G. O

normalnost podgrupa
nije tranzitivna osobina

karakteristi¢na
podgrupa



jezgro je uvek
normalna podgrupa

faktor grupa

Teoreme 0 homomorfizmu i korespondenciji

4.1 Jezgro i faktor grupa

Podsetimo se, za homomorfizam grupa ¢ : G — H jezgro tog homomorfizma
¢ine svi elementi od G koji se slikaju u jedinicu grupe H':

Ker¢ ={a e G: ¢(a) =1x}.
Lema 4.1. Za proizvoljan homomorfizam ¢ : G — H vazi Ker ¢ < G.

Dokaz. Uverimo se najpre da je Ker ¢ < G. Zaista, za proizvoljne a, b € Ker ¢

vazi ¢(a) = ¢(b) = 1y, paje ¢p(ab™t) = ¢(a) * (¢(b)) ™! = 1y, tj. ab™ ! €
Ker ¢. Normalnost Ker ¢ u G sledi posto vazi

$(g™"ag) = (6(9)) " * d(a) x d(9) = (6(9)) " * &(9) = 1u
za proizvoljno g € G i a € Ker ¢. O

Postavlja se prirodno pitanje: jesu li jezgrima homomorfizama (iz grupe G u
neku grupu) iscrpljene sve normalne podgrupe grupe G ? Odgovor je potvrdan
i u tom smislu su koncepti normalne podgrupe i homomorfizma definisanog na
datoj grupi ekvivalentni: jezgro svakog homomorfizma je normalna podgrupa,
i za svaku normalnu podgrupu N od G postoji homomorfizam grupe GG u neku
grupu Cije je jezgro bas N. Kako bismo ovo pokazali, potrebno je da uvedemo
fundamentalan pojam faktor grupe G /N, “koli¢nika” grupe G u odnosu na N.

30
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Neka je, dakle, N < G. Grupa G/N biée definisana na skupu koseta { Ng :
g € G} podgrupe N tako $to za a, b € G definiSemo

Na-Nb= Nab

(primetimo da je Nab upravo i rezultat mnoZenja koseta Na i Nb kao pod-
skupova grupe G, posto je zbog normalnosti N, NaNb = NNab = Nab).

Propozicija 4.2. Neka je G grupa i N Q G. Tada je G/N dobro definisana
grupa.

Dokaz. Dobru definisanost pokazujemo pretpostavljajuci da je Na = Nc i
Nb = Nd za neko a,b,c,d € G. Tada je ac™',bd~! € N. Medutim, tada
je

ab(cd)™! = abd ¢! = (ac V) [e(bd e e N

zbog normalnosti podgrupe N, odakle sledi Nab = Ncd. Asocijativnost se
automatski prenosi iz G. Jedinica je N = N1, a inverzni element koseta Na je
Na 1. O

Primetimo da je |G/N| = (G : N).
Sada definiSemo prirodno preslikavanje vy : G — G /N savn(g) = Ng
zasve g € G.

Propozicija 4.3. Neka je G grupai N < G. Tada je prirodno preslikavanje v
homomorfizam grupa takav da je Ker vy = N.

Dokaz. Za g,h € G vazi vy(gh) = Ngh = (Ng)(Nh) = vn(g)vn(h), zbog
Cega je vy homomorfizam (lako se vidi da je on sirjektivan, Imvy = G/N).
Vazi g € Kervy ako i samo ako vy (g) = N ako i samo ako Ng = N ako i
samo ako g € N, paje Kervy = N. O

4.2 Teorema o homomorfizmu

Jedna od centralnih teorema koja se vezuje za pojam homomorfizma grupa i
koja ima veoma Siroku primenu jeste teorema o homomorfizmu.

Teorema 4.4 (Teorema o homomorfizmu). Neka je ¢ : G — H homomorfizam
grupa. Tada je
G/ Ker ¢ = Im ¢.

prirodno preslikavanje

svaka normalna
podgrupa je jezgro

teorema o
homomorfizmu
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Dokaz. Defini§imo preslikavanje ¢ : G/ Ker ¢ — Im ¢ sa

¥ ((Ker ¢)a) = ¢(a)

za sve a € G. Sada za proizvoljne a,b € G vazi (Ker¢)a = (Ker ¢)b ako
i samo ako ab~! € Ker ¢ ako i samo ako ¢(ab~!) = 1y ako i samo ako
¢(a) = ¢(b) ako i samo ako Y ((Ker ¢)a) = ¢ ((Ker ¢)b). Zbog toga je 1) dobro
definisano i injektivno. O¢igledno je da je ¥ “na”, jer za sve h € Im ¢ postoji
a € G tako da je h = ¢(a) = ((Ker ¢)a). Konaéno, ¢ je homomorfizam jer
je

Y((Ker ¢)ab) = ¢(ab) = ¢(a)p(b) = P((Ker ¢)a)iy((Ker ¢)b)

zasvea,b e G. O

Kao prvi primer primene Teoreme o homomorfizmu, opisujemo faktor gru-
pe po njenom centru. Naime, primetimo da za sve a,b € G vazi o, 0 0 = 04,
o7 = 0,110 = idg. Zbog toga, unutra$nji automorfizmi &ine podgrupu od
Aut(Q), koju oznacavamo sa Inn(G).

Propozicija 4.5. Za svaku grupu G vazi G/Z(G) = Inn(G).
Dokaz. Posmatrajmo homomorfizam ¢ : G — Aut(G) definisan sa

o(a) = og4.

Jasno, Im ¢ = Inn(G). S druge strane, g € Ker ¢ ako i samo ako ¢, = idg
ako i samo ako g 'ag = a za sve a € G ako i samo ako ga = ag zasve a € G
ako i samo ako g € Z(G). Dakle, Ker ¢ = Z(G), pa rezultat sledi po Teoremi
0 homomorfizmu. O

Uzgred budi reCeno, Inn(G) je uvek normalna podgrupa od Aut(G), posto
za proizvoljan automorfizam ¢ € Aut(G) i a, g € G imamo

(¢ 00a00)(g) = dla o (g)a) = (¢(a)) " gd(a) = 04 (9),

paje ¢ oo, 00 = 04y € Inn(G). Tako, moZemo definisati faktor Out(G) =
Aut(G)/Inn(G) koji zovemo grupa spoljasnjih automorfizma od G.
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4.3 Srz, normalizator, N/C teorema
Srz podgrupe H < G je
core(H) = m g 'Hg.
geG

Buduéi da je presek proizvoljne familije podgrupa od G ponovo podgrupa od
G, odmah imamo da je core(H) < G.

Propozicija 4.6. Neka je G grupai H < G. Tada je core(H ) najveéa normalna
podgrupa od G sadriana u H.

Dokaz. OCito, core(H) C H. Pored toga, core(H) < G, jer je za proizvoljno
a €@,

a Hcore(H)]a = a™! ﬂ g 'Hg|a= ﬂ (g9a) ' H(ga) = core(H).
9geG geG

Konacno, ako je N normalna podgrupa od G sadrzana u H, tada je N =
g 'NgC g lHgzasveg € G,paje N C core(H). O

Normalizator skupa X C G je sledeci skup elemenata grupe G:
NX)={geG: gX =Xg}.

Sli¢no kao kod centralizatora, piSemo N¢ (X ) ako je potrebno naglasiti unutar
koje grupe se posmatra normalizator. Lako se pokazuje da je za sve X C G
normalizator N (X') podgrupa od G.

Propozicija 4.7. Neka je G grupai H < G. Tada je N (H) najveca podgrupa
od G u kojoj je H normalna.

Dokaz. Po samoj definiciji normalizatora, H < N(H). Nekajesada H < K <
G.Tadazasveg € K vazigH = Hg,pasledige N(H)i K C N(H). O

Za kraj ovog kratkog odeljka, navodimo jos jedan rezultat koji je koristan u
raznim primenama.

Propozicija 4.8 (N/C teorema). Neka je G grupa i H < G. Tada je C(H) <
N(H) i pri tome se faktor N(H)/C(H) moZe potopiti u Aut(H).

srz podgrupe

karakterizacija srzi

normalizator

karakterizacija
normalizatora

N/C teorema
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Dokaz. Posmatrajmo homomorfizam ¢ : N(H) — Aut(H ) definisan sa

¢(9) = oglu-

Pre svega, ova definicija je korektna jer je zaista 04| € Aut(H) zbogoy(H) =
g 'Hg = H zasve g € N(H). Odredimo sada jezgro ovog homomorfizma.
Imamo da g € Ker ¢ ako i samo ako ¢(g) = idy ako i samo ako za sve
h € H vazi g~'hg = h, tj. gh = hg. Ovaj poslednji uslov vaZi ako i samo
ako g € C(H) N N(H) = C(H), $to znaci da je Ker¢p = C(H). Otuda
je C(H) < N(H) i, po Teoremi o homomorfizmu, vazi da je N(H)/C(H)
izomorfno sa Im ¢, $to je podgrupa od Aut(H ). Drugim re¢ima, postoji pota-
panje N(H)/C(H) u Aut(H). O

4.4 Teorema o korespondenciji

Teorema o korespondenciji izrazava tesnu vezu izmedu podgrupa faktor grupe
G/N i podgrupa same grupe G.

Teorema 4.9 (Teorema o korespondenciji). Neka je G grupai N < G. Tada
je K < G/N ako i samo ako vazi K = H/N za neku podgrupu H < G koja
sadrZi N.

Pritome, H — H/N predstavija izomorfizam intervala [N, G] u parcijalno
uredenom skupu (Sub(G), C) svih podgrupa od G i parcijalno uredenog skupa
(Sub(G/N), C) svih podgrupa faktor grupe G /N.

Dokaz. Neka su preslikavanja ¢ : [N, G] — Sub(G/N) i : Sub(G/N) —
[N, G| definisana sa

¢(H) = H/N,
odnosno
W(E)= |J Ny
NgeK

Oba ova preslikavanja su dobro definisana, jer N <\ G povla¢i N < H za N <
H < G, pored toga, (K ) sadrzi N i re je o podgrupi od G, jer a,b € 1(K)
implicira a € Ngi, b € Ngs za neke g1, g2 € G takve da Ng;, Ngs € K, pa
ab™' € Ngig; 'N = Ng1gy ' C ¢(K) (zbog Ng1g; ' € K).

Dalje, ova preslikavanja su ocigledno injektivna i monotona. Konac¢no, pre-
ostaje da se primeti da je ¢t identicko preslikavanje na [NV, G], a da je ¢
identi¢ko preslikavanje na Sub(G /N ), zbog Cega su oba preslikavanja bijekcije
i, zapravo, izomorfizmi parcijalno uredenih skupova. O



Teoreme o izomorfizmu

5.1 Prva teorema o izomorfizmu

Neka su A, B dve podgrupe grupe GG. U opstem slucaju proizvod AB nije
podgrupa i stoga je uzi od (A U B). Pod odredenim uslovima to ipak jeste
slucaj.

Lema 5.1. Neka je G grupai A, B < G. Tada je (AU B) = AB < G ako i
samo ako je AB = BA.

Dokaz. (=) Primetimo da za proizvoljne a € A, b € B imamo a = al € AB
ib = 1b € AB. Kako je AB, po pretpostavci, podgrupa, ba € AB; zbog
toga je BA C AB. S druge strane, posto su A, B podgrupe, vazi A~! = A i
B™' = B,paje AB=A"'B7! = (BA)™' C (AB)"! = B~'A~! = BA.
Tako zakljucujemo da je AB = BA.

(<) Jasno, AB C (AU B). Neka su xz,y € AB proizvoljni. Tada je
vy ' € AB(AB)™! = ABB'A™! = ABA = AB, paje AB < G, zbog
Cegaje (AU B) C AB. Prematome, (AU B) = AB. O

Posledica 5.2. Neka je G grupa. Ako je A < Gi B 4G, tada je AB < G.

Teorema 5.3 (Prva teorema o izomorfizmu). Neka je G grupai A < G, B 4 G.
Tada je AN B < AivaZi

AB/B =~ A/AN B.

35
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Dokaz. Posmatrajmo preslikavanje ¢ : A — G/ B koje se dobija kao restrikcija
prirodnog preslikavanja vp na podgrupu A: ¢(a) = Ba. Sada g € Ker ¢ ako
isamo ako g € A1 Bg = B, §to je dalje ekvivalentno sa ¢ € AN B. Prema
tome, A N B je jezgro homomorfizma ¢ i zato je AN B < A. S druge strane,
Im¢p = ¢p(A) ={Ba: a€ A} ={Bba: a € A,be B} ={Bzx: x €
BA = AB} = AB/B, pa teorema sledi iz Teoreme o homomorfizmu. O

Z.a radoznalce

Sada ¢emo videti jednu izuzetno znacajnu (ali sloZeniju) posledicu Prve teoreme
o izomorfizmu, lemu Casenhausa®. Ona ima kljuénu ulogu u alternativnom dokazu

Teoreme Zordan-Heldera (Glava 11) preko grajerove teoreme o profinjenju.

Posledica 5.4 (Lema Casenhausa). Neka su A, B, C, D podgrupe grupe G takve da je
A4 BiC<AdD. Tadaje ABNC)<1QABND)iC(DNA)<C(DNB)ivazi

A(BND)/A(BNC)=C(DNB)/C(DN A).

Dokaz. Imajuéi u vidu Posledicu 5.2 i Cinjenicudaje A < Bi BN C < B, sledi da je
A(BNC) podgrupa od B (generisana sa AU(BNC')). Analogno, C(DNA) je podgrupa
od D. Takode, po istoj posledici imamo A(BNC') = (BNC)Ai1C(DNA) = (DNA)C.

Tvrdimodaje BNC < BND;nekajece BNCide BN D. Kakoc¢,d € B,
odmah sledi da je d"'cd € B. S druge strane, C' < D povlaci da d~ted € C, pa
d~led € BN C. Analogno zaklju¢ujemo daje DN A < DN B = BN D. Zbog toga
je

N=(BnC)DNA)=(DnA)(BNC)

normalna podgrupa od B N D.

*Hans Casenhaus (Hans Julius Zassenhaus, 1912—1991), nemacki matematicar
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Sada je dovoljno pokazati da je A(B N C) < A(B N D), odnosno da je A(B N
D)/A(B N C) izomorfno sa B N D/N. Ukoliko to pokazemo, analogno ¢ée slediti
C(DNB)/C(DNA)= BnD/N itvrdenje ¢e biti dokazano.

Najpre, neka je g € A(BN D). Tadaje g = abgdejea € Aib e BN D, paje,
imajuéiuvidu A< BiBNC < BND,

gA(BNC) =abA(BNC)=aAb(BNC) =

=ABNC)h=(BNC)Aab=A(BNC)g.

Zbog toga sledi daje A(BNC) < A(BN D).

Primenimo sada Prvu teoremu o izomorfizmu sa A(BN D) kao osnovnom grupom,
a u odnosu na njenu podgrupu H = BN D inormalnu podgrupu K = A(BNC'). Sada
je

HK =(BND)A(BNC)=ABND)BNC)=A(BND),
kao i
HNK=BNDNABNC)=N,

pri ¢emu je u poslednjoj jednakosti inkluzija O ocita, dok suprotna inkluzija sledi jer
x € BNDNA(BNC) impliciraxz = abzanekea € Aib € BNC,ax € D povladi da
jea =2b"! € DO~! = D. Uvritavajuéi sada ove podgrupe u HK/K = H/HN K
dobijamo upravo Zeljeni izomorfizam, a time i okon¢avamo dokaz. O

5.2 Druga teorema o izomorfizmu

Teorema 5.5 (Druga teorema o izomorfizmu). Neka je G grupai A < B < G,
A <G. Tada je B/A I G/A ivazi

(G/A)/(B/A) =2 G/B.
Dokaz. Posmatrajmo preslikavanje ¢ : G/A — G/ B definisano sa

¢(Ag) = By

zasve g € GG. Ovo je dobro definisani (sirjektivni) homomorfizam, jer Ag = Ah
povlati gh=! € A C B, patakoi Bg = Bh. Zbog toga, teorema ée biti
dokazana (na osnovu Teoreme o homomorfizmu) ¢im dokazemo da je Ker ¢ =
B/A. Zaista, Ag € Ker ¢ ako i samo ako Bg = B, $to je ekvivalentno sa
g € B, odnosno sa Ag € B/A. O

Kao ilustraciju ove teoreme, pokazujemo da je faktor G/G’ jedinstvena
maksimalna Abelova homomorfna slika grupe GG. Najpre nam treba pripremno
tvrdenje koje karakteriSe Abelove faktore.

druga teorema o
izomorfizmu

maksimalna Abelova
homomorfna slika
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Lema 5.6. Neka je H podgrupa grupe G. Tada je H <4 G i faktor G/H je
Abelova grupa ako i samo ako je G' < H.

Dokaz. (=) Po datim uslovima, vazi abH = Hab = HaHb = HbHa =
Hba = baH zasve a,b € G. Zato je [a,b] = (ba)tab € H,{j. G’ < H.

(«=) Pretpostavimo da H sadrzi sve komutatore grupe . Tadazasve g € G,
h € H vazi [h,g] = h™'g~'hg € H, odnosno g~ 'hg € H, pa je podgrupa
H normalna u G. S druge strane, za proizvoljne a,b € G imamo [a,b] =
(ba)~'ab € H, paje Hba = baH = abH = Hab, pa je faktor G/H Abelova
grupa. 0

Posledica 5.7. Neka je G proizvoljna grupa i A Abelova grupa. Sledeéa dva
tvrdenja su ekvivalentna:

(1) Postoji sirjektivni homomorfizam ¢ : G — A;
(2) Postoji sirjektivni homomorfizam Abelovih grupa v : G/G' — A.

Dokaz. (2)=-(1) je trivijalno, posto se ¢ moze dobiti kao kompozicija prirodnog
homomorfizma v¢r 1 9.

(1)=(2) Po Teoremi o homomorfizmu je G/ Ker¢ = A. No, tada je po
prethodnoj lemi G’ < Ker ¢. Kako su i Ker ¢ i G’ normalne podgrupe od G,
po Drugoj teoremi o izomorfizmu sledi da je (G/G’)/(Ker ¢/G') = A, pa je
tako A homomorfna slika od G/G’. O



Grupe permutacija

6.1 Kejlijeva teorema

Podsetimo se (iz uvodne glave) da smo sa Sx oznacili grupu svih permutacija
skupa X (bijekcija X — X) u odnosu na kompoziciju preslikavanja, te da smo
tu grupu nazvali simetricna grupa na X. Svaku podgupu G < Sx zovemo
grupa permutacija; ako je pri tome |X| = n, tada je grupa permutacija G
stepena n. Jedan od najosnovnijih rezultata teorije grupa, Kejlijeva* teorema,
pokazuje da su — do na izomorfizam — grupama permutacija iscrpljene sve grupe.

Teorema 6.1 (Kejli). Svaka grupa je izomorfna nekoj grupi permutacija.

Dokaz. Neka je G grupa. Dokazujemo da se ona moZe potopiti u simetricnu
grupu S na svom sopstvenom nosacu. DefiniS§imo ¢ : G — S¢ sa ¢(g) = pg
zasve g € G, gde je permutacija pgy na G definisana sa

pg(a) = ag

zasve a € G. (pg je permutacija zbog kancelativnosti u G' i pg(ag_l) =aza
sve a € (G.) Sada imamo:

[p(gh)|(a) = pgn(a) = a(gh) = (ag)h = pr(py(a)) = [#(g) © p(h)](a)

*Artur Kejli (Arthur Cayley 1821-1895), britanski matematiGar, jedan od osnivala teorije
grupa u savremenom smislu te reci
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za sve a € G, paje ¢(gh) = ¢(g) o ¢(h), tj. ¢ je homomorfizam. On je
injektivan, jer ¢(g) = pg = pn = ¢(h) povladi g = pg(1) = pp(1) = h. O

6.2 Parnost permutacije, alternativne grupe

Zan > 2im € S, definiSemo parnost permutacije 7 sa

p(7r) — H ﬂ(]) — 7T(Z)

| —1
1<i<j<n

Lako se pokazuje da je uvek p(7) € {1, —1}. p(7) zapravo meri parnost broja
inverzija u m — parova (i,7), ¢ < j, takvih da je 7(i) > 7w (j). Zbog toga za
7 sa osobinom p(mw) = 1 kazemo da je parna permutacija, a u suprotnom je
neparna. Takode se lako uocava da je proizvod dve parne permutacije ponovo
parna permutacija (zapravo, p je homomorfizam sa S,, na grupu Z* = Zs i
parne permutacije ¢ine jezgro tog homomorfizma), pa tako parne permutacije
¢ine (normalnu) podgrupu od S,, indeksa 2. Tu podgrupu oznaavamo sa A, i
zovemo alternativna grupa (stepena n).

Tipi¢an primer parne permutacije je 3-ciklus (abc), a < b < ¢, buduéi da
on ima dve inverzije: (b, ¢) (koji se slikau (¢, a)) i (a, c) (koji se slika u (b, a)).
Medutim, 3-ciklusi imaju posebnu ulogu u alternativnim grupama A,: oni je
generiSu. Zapravo, vredi i nesto jace tvrdenje.

Lema 6.2. Ciklusi 7, = (12k), 3 < k < n, generisu A,,.

Dokaz. Najpre, lako se vidi da je grupa A,, generisana svim dvostrukim proiz-
vodima transpozicija (ab)(cd) (ovo se moZe pokazati, na primer, indukcijom po
broju inverzija u posmatranoj parnoj permutaciji 7). Zbog toga ¢emo najpre
pokazati da se svaki 3-ciklus moZe dobiti kao proizvod ciklusa oblika 7y, a
zatim i da je svaki dvostruki proizvod transpozicija proizvod 3-ciklusa.

Zaista, neposrednim racunom permutacija se dobija da vazi

(1ab) = (1a2)(12b) = (12a)%(12b), (2ab) = (12a)(162) = (12a)(12b)?,

(abc) = (12a)(12b)%(12¢)(12a)?

za sve medusobno razlicite a, b, ¢ > 3. S druge strane, za razlicite a, b,c,d > 1
imamo
(ab)(ac) = (abe)
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(ab)(cd) = (ab)(bc)(be)(cd) = (bac)(cbd),
pa lema sledi. O
Lema 6.3. Neka je H < A, n > 3. Ako H sadrZi 3-ciklus, tada je H = A,,.

Dokaz. Pretpostavimo da (abc) € H. Neka je 7 proizvoljna parna permutacija
koja a slika u 1, b slika u 2, a ¢ u 3; tada je (123) = 7' (abc)r € H, kao
i (213) = (123)% € H. No, tada se i svi konjugovani elementi ciklusa (213)
nalaze u H. Odaberimo ¢ = (12)(3k) za k > 4 i primetimo da je o parna
permutacija; tada je 0~ 1(213)0 = (12k) € H. Medutim, po prethodnoj lemi,
ovi ciklusi zajedno sa (123) generiSu A,,, paje H = A,,. O

Sledecdi rezultat ilustruje veliki znacaj alternativnih grupa u teoriji grupa.
Teorema 6.4. Za sve n > 5, grupa A, je prosta.

Dokaz. Pretpostavimo da je H netrivijalna normalna podgrupa od A,,. Neka je
pri tome 7 € H netrivijalna permutacija sa maksimalnim brojem fiksnih tacaka
od svih permutacija koje pripadaju H. Dokazaéemo da je 7 3-ciklus, docim
teorema onda sledi direktno iz prethodne leme.

Pretpostavimo suprotno. Tada se u ciklusnoj reprezentaciji 7 (tj. u razla-
ganju na disjunktne cikluse) javljaju bar Cetiri simbola. Bez umanjenja opstosti,
moZemo pretpostaviti (uz preimenovanje elemenata osnovnog skupa, po potre-

bi) da su fiksne tacke permutacije 7 bas k + 1, ..., n, te da su disjunktni ciklusi
7 definisani na uzastopnim elementima koji zajedno ¢ine skup {1,...,k}. Pri
tome je k > 4.

Posmatramo dva slucaja: prvi je kada 7 sadrZi bar jedan ciklus duZzine bar
3, a drugi kada je 7 proizvod transpozicija. U oba slucaja ¢emo koristiti ciklus
o= (345) € A,,.

U prvom slu¢aju moZemo pisati, bez umanjenja opStosti,

r=(12...m)7r’

za neko m > 3, pri Cemu je ilim > 4, ilim = 3 i7" # id, (tako da 4 nije
fiksna tacka od 7/). Sada je zapravo k > 5, buduéi da je slu¢aj k = 4 nemoguc:
(1234) nije parna permutacija. Posmatrajmo sada permutaciju o~ 'ro7~! € H.
Zasvel <i<n— kvazi

o tror Nk 4i) = k41,

A, su proste grupe
zasven > 5
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jer je k + i fiksna tacka kako od 7 tako i od 0. Medutim, posto je 7(1) = 2 i
1, 2 su fiksne tacke od o, sledi

o tror 1) = 1.

1 1

Drugim recima, o~ "7o7~ " ima viSe fiksnih taaka od 7, pri ¢emu nije u pitanju
identicka permutacija jer je o ~'7o771(2) € {1, 3}. Kontradikcija.

Preostaje da se razmotri drugi slucaj kada je
= (12)(34)7

za neki proizvod transpozicija 7. Ako je on trivijalan (tj. & = 4), tada je
o 'ror™! = (345) € H, paimamo kontradikciju. Ako je pak

= (12)(34)(56)7",

tadaje 0~ 'ro7~! = (35)(46), a to je ponovo permutacija sa vise fiksnih tadaka
(naime, n — 4) nego 7, §to je nemoguce.
Prema tome, 7 mora biti 3-ciklus, pa je teorema dokazana. 0

Zapravo A, je uvek prosta grupa osim u slucaju n = 4: A; i Ay su trivi-
jalne grupe i Ag = Zs. Medutim, A, ima normalnu podgrupu K = Vj koju
smo videli u Primeru 3.9 koju ¢ine identicka permutacija i dvostruki proizvodi
ciklusa (12)(34), (13)(24), (14)(23) (ta podgrupa je zapravo normalna u celoj
simetri¢noj grupi S3). Grupa A4 jereda 12,a Ay /K = Z3: koseti su K, K(123)
i K(132).

Posledica 6.5. Za sven > 5vazi S, = Al = A,,.

Dokaz. Najpre, posto je A,, prosta po prethodnoj teoremi, izvodna grupa A/,
moZe biti samo F ili A, ; medutim, prvi slucaj otpada posto A,, nije Abelova.
Zato je A, = A,,, odakle odmah sledi da A,, < S/,. Medutim, po Posledici 5.7
znamo da je S, /S, maksimalna Abelova homomorfna slika grupe S,,. Buduci
da S,, ima homomorfizam na Zo (naime, parnost p), sledi da je (S,, : S]) > 2,
pamora biti S}, = A,,. O



Dejstvo grupe na skup

7.1 Dve definicije dejstva

(Desno) dejstvo grupe GG na neprazan skup X je preslikavanje
0: X xG—X

(pri ¢emu, radi preglednosti, 6(x, g) ponekad kraée pisemo kao x9) koje zado-
voljava uslove
(29)" = 29"

r =X

zasve x € X, g,h € G. Pojam dejstva grupe G na X ekvivalentan je konceptu
homomorfizma G — Sx (tzv. permutacijske reprezentacije grupe G na X) u
slede¢em smislu.

Propozicija 7.1. Za svako dejstvo 0 grupe G na skup X, preslikavanje ¢ : G —
Sx definisano sa

[9(9)l(z) = 27

Je homomorfizam grupa. Obratno, za svaki homomorfizam ¢ : G — Sx, pres-
likavanje 6 : X x G — X dato sa 0(z, g) = [¢(g)](x) je dejstvo G na X.
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Dokaz. Najpre, uo¢imo da je za sve g € G, funkcija x — 29 (fj. ¢(g)) zaista
permutacija skupa X : ovo zakljucujemo na osnovu (z9)9 ' = (29 )9 = 2! =
z, zbog Cega je ¢(g) o p(g™') = ¢p(g~') o ¢(g) identicko preslikavanje na X.
Sada za proizvoljno x € X vazi

[6(9) 0 d(M)](x) = (29)" = 2" = [¢(gh)](2),

paje ¢(gh) = ¢(g) o ¢(h), tj. ¢ je homomorfizam.
Obratno, ako je dat homomorfizam ¢ : G — Sy, tada je

0(0(x, 9),h) = [¢(g) o d()](x) = [p(gh)](x) = 0(z, gh)
zasver € Xig,he G, kaoif(z,1) = [p(1)](x) = x, paje 6 dejstvo. O

7.2 Orbite, tranzitivnost, stabilizator, jezgro

Neka je G grupa i 6 njeno dejstvo na skup X. Na skupu X definiSemo relaciju
~ na slede¢i nacin:

x~y<=y=u1a%zanekog € G.

Lako se pokazuje da je ~ relacija ekvivalencije na X . Klasu ekvivalencije ele-
menta z € X zovemo orbita od x i oznatavamo sa 2¢. Dakle,

2% ={29: geG}.

Dejstvo 6 je tranzitivno ako ima tacno jednu orbitu, tj. ako za sve z,y € X
postoji g € G tako da je x9 = y. Analogno, za grupu permutacija G < Sy (koja
na prirodan nacin deluje na skup X putem trivijalnog potapanjaidg : G — Sx)
kazemo da je tranzitivna ako za sve x,y € X postojio € G takodaje o(x) = y.

Opstije, grupa permutacija G je n-tfostruko tranzitivna ako za sve n-torke
(x1,...yxn), (Y1,...,ys) razli¢itih elemenata iz X postoji 0 € G tako da
je o(z;) = y; zasve 1 < ¢ < n. Na primer, S, je n-tostruko tranzitivna
grupa na {1,...,n} (§to je samo drugi na¢in da se kaze da S,, sadrZi sve per-
mutacije na n-elementom skupu), dok je A, (n — 2)-tostruko tranzitivna na
istom skupu: ako imamo medusobno razlifite zy, ..., T,—_2 kao i medusobno
razli¢ite yy, . . . , yn—2 tada parcijalnu injekciju x; — y;, 1 < i < n —2 mozZemo
prosiriti do permutacije na tacno dva nacina, od kojih ¢e jedan biti parna, a drugi
neparna permutacija.

Zax € X, skup

Gy ={9€G: 29 =z}

nazivamo stabilizator elementa .
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Propozicija 7.2. Neka je G grupa i 0 njeno dejstvo na skup X. Tada je za sve  kardinalnost orbite
re X, Gy <G, ivadi
129 = (G : G,).

Dokaz. Kako je ' = z, toje 1 € G,. Dalje, neka je g,h € G,. Tada
je x9h = (29)" = 2" = z, pa gh € G,. Takode, z 297" je inverzno
preslikavanje permutacije z — x9, pa 29 = x povlaci 29 =z, tj. g7 € G,.
Zbog toga je G, < G.

Definigimo sada preslikavanje ¢ : 2¢ — {G,g9: g € G} sa

P(x9) = Gpg.

Ovo preslikavanje je dobro definisano, jer 9 = z" implicira z9hh = g, tj.
gh~ ! € G, Grg = G,h. Buduéi da vaZi i obratan lanac implikacija, sledi da
je ¥ injekcija, a ocito je da je ¢ “na”. O

Posledica 7.3. Ako je G grupa permutacija stepena n (dakle, G < S, ) koja je  rezultat o redu
k-tostruko tranzitivna, tada tranzitivnih grupa

k'(Z) G.

Specijalno, red svake tranzitivne grupe permutacija stepena n je deljiv sa n.

Dokaz. Neka je
Xk:{(:m,,xk) Z#]ixl#xj} ng
Tada G deluje na skup X}, dejstvom 6, datim sa

Op((z1,...,2),m) = (w(x1),...,7(2E))-
Po prethodnom tvrdenju,

|G‘ = |($17- . -axk’)G| ) |G(:v

Ty wk)|'

Medutim, zbog uslova k-tostruke tranzitivnosti imamo da je (z1,. .. ,a:k)G =
X}, pa dobijamo traZeni rezultatiz | X;| = n(n—1)... (n—k+1) = k!(}). O

Jezgro dejstva 6, Ker 0, definiSemo kao jezgro pridruZenog homomorfizma  jezgro dejstva
¢ u smislu Propozicije 7.1: u pitanju su svi elementi g € G takvi da je x > a9
identic¢ko preslikavanje (tj. presek svih stabilizatora). Po Teoremi o homomor-
fizmu, G/ Ker 6 se potapa u Sx (tj. izmorfno je podgrupi od Sx).
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7.3 Dejstvo konjugovanjem i koset dejstvo

Primer 7.4. Neka je G grupa i 6 njeno dejstvo na sopstveni domen definisano
sa 29 = g~ lxg — ovo je dejstvo konjugovanjem (lako se proverava da su uslovi
za dejstvo zaista zadovoljeni). Tada se jezgro ovog dejstva poklapa sa centrom
Z(G), jerje 29 = x zasve x € G ako i samo ako zg = gz za sve z € G ako i
samo ako g € Z(G).

Orbite ovog desjtva su

2 ={g ag: ge G} =17,
dakle, klase konjugovanosti. Stabilizator elementa x je
Go={9eG: g lag=a}={geG: gz =ug},
tj. poklapa se sa centralizatorom C'(x).

Primer 7.5. Jo§ jedan prirodan primer dejstva grupe je koset dejstvo, gde grupa
G deluje na skup {Ha : a € G} desnih koseta neke podgrupe H < G. Pri
tome je

(Ha)? = Hag.

Odredimo jezgro ovog dejstva. Imamo da g € Ker 6 ako i samo ako je
Hag = Ha zasve a € G, a §to je ekvivalentno sa aga™' € Htj.g € a 'Ha
za sve a € (. Prema tome, Ker = core(H) — jezgro koset dejstva je srz
podgrupe H.

Pored toga, svako koset dejstvo je tranzitivno, buduéi da je orbita koseta
H = H1jednaka H® = {Hg: g € G}, skupu svih desnih koseta od H.

Posledica 7.6 (n!-teorema). Ako grupa G ima podgrupu H indeksa n, tada ima
i pravu normalnu podgrupu indeksa najvise n!.

Dokaz. Ako je (G : H) = n, tada H ima ta¢no n desnih koseta u G, pa za
koset dejstvo grupe G u odnosu na H vazi da se G/ Ker 6 potapa u S,,. Prema
tome, |G/ Ker 6| < n!, pa je tako Ker § = core(H ) normalna podgrupa od G
indeksa < n!. Ona je prava, jer je sadrzanau H. O

Ovaj rezultat povlaci da proste grupe ne mogu imati “velike” prave pod-
grupe, i to u sledeem smislu.

Posledica 7.7. Ako je G prosta grupa i H < G takva da je (G : H) = n tada
je |G| < nl (Stavise, |G| | n!).
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Primer 7.8. Po Teoremi 6.4, grupa A, je prosta za n > 5. Dakle, ako je
H < A, prava podgrupa, tada je (A,, : H) > n, jer bi u suprotnom bilo
|Ap| = in! < (n — 1)! - kontradikcija.

Zapravo, u prostoj grupi G za svaku pravu podgrupu H vazi core(H) = E,
zbog Cega je jezgro koset dejstva trivijalno i stoga se G moZe predstaviti kao
grupa permutacija na skupu desnih koseta od H.

7.4 Bernsajdova lema

Ovu glavu zavrSavamo rezultatom koji daje broj orbita dejstva konacne grupe
na skup.

Propozicija 7.9 (Bernsajdova’® lema). Neka je G konacna grupa koja deluje na
skup X (putem 0), i oznacimo Fix(g) = {x € X : x9 = x} za proizvoljno
g € G, skup svih fiksnih tacaka dejstva elementa g na X. Tada je broj orbita
dejstva 0 jednak

1 1 .
{z%: e X} = al > G = @l > [Fix(g)].
zeX

geG

Dokaz. Po Propoziciji 7.2 imamo da je za proizvoljno € X kardinalnost

njegove orbite [z¢| = (G : G,) = |G|/|G,|. Prema tome, |G| = |G|/|z%],
paje
G|
Y 1G] =1 =Gl
|z
yexC
Otuda sledi da je

D 1G] =G| {2 : z € X},
zeX

pa neposredno sledi prva jednakost. Druga jednakost je direktna posledica od
> 1Gs[ =) [Fix(g)l,
zeX geG

$to odmah uvidamo da vaZi buduéi da obe sume izraZavaju kardinalnost skupa
{(z,9) € X xG: 29 =x}. O

>Vilijam Bernsajd (William Burnside, 1852—1927), britanski matematiar

Bernsajdova lema o
broju orbita dejstva
konac¢ne grupe



Kosijeva lema

Teoreme Silova

Po Lagranzovoj teoremi, ako je H podgrupa grupe G reda n, tada red |H| deli
n. U opStem sluaju, ne vazi obrat ovog tvrdenja (“ako k | n = |G| tada G
ima podgrupu reda k”); najjednostavniji kontraprimer je grupa A4 koja je reda
12, ali nema podgrupu reda 6. Ipak, pitanje kada kona¢na grupa ima podgrupu
odredenog reda (kao i Zelja za stvaranjem “kataloga” svih konac¢nih grupa, do na
izomorfizam) u ogromnoj meri je motivisalo razvoj teorije kon¢nih grupa. Uz
odredena ogranicenja u odnosu na k i n svaka grupa reda n ipak ima podgrupu
reda k — na ovaj nacin su nastale tzv. teoreme Silova®.

8.1 Kosijeva lema

Istorijski gledano, prvi rezultat u upravo opisanom pravcu je sledeéi. On se
odnosi na slucaj kada je k prost broj.

Lema 8.1 (Kosijeva lema). Neka je G konacna grupa i p prost broj takav da
p | |G|. Tada G ima element reda p.

Dokaz. Definisimo sledeci podskup od GP:

A:{(glv"‘7gp): g]_gpzl}

®Ludvig Silov (Peter Ludwig Mejdell Sylow, 1832-1918), norveiki matematiar; poznat
izmedu ostalog i po tome S$to je zajedno sa Sofusom Lijem (Marius Sophus Lie, 1842-1899)
sredio 1 objavio sabranu matemati¢ku zaostavstinu N. H. Abela.
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Ovaj podskup je kardinalnosti |G|P~! buduéi da se lako pokazuje da je preslika-
vanje 1 : GP~! — A dato sa

V(G1s s Gp1) = (G15 s Gpt1, (91 Gp-1) ")

bijekcija. ZakljuCujemo da je | A| deljivo sa p.
DefiniSimo sada preslikavanje m : G — GP? sa

(91,925 9p) = (925 -+ - 9p, 91)-

Kako zy = 1 povladi yz = 1 u svakoj grupi, vazi da je 7(A4) C A, pa umesto
preslikavanja m moZemo posmatrati njegovu restrikciju na A (§to ¢emo i Ciniti
u ostatku dokaza). Lako se sada vidi da je m permutacija od A, a o€ito je da vazi
P =1idy.

Konacno, definiSimo sada dejstvo cikli¢ne grupe Z, na skup A odredeno
homomorfizmom (koje je zapravo potapanje) ¢ : Z, — S, koji generator Z,
slika u 7; dakle (1) = i stoga f() = 7™ za sve 0 < m < p. Stabilizator
svake p-torke iz A je podgrupa od Z,, tako da je on ili 1-elementna podgrupa ili
celo Zj. 1z Propozicije 7.2 sledi da svaka orbita posmatranog dejstva ima ili 1
ili p elemenata.

Pretpostavimo da imamo tacno k orbita, od kojih su j jednoelementne. Kako
orbite ¢ine particiju skupa A, zakljuéujemo da vazi

Al =7+ p(k — j).

Sledi da p | j. Medutim, pri tome mora biti j > 1, jer postoji bar jedna p-torka
iz A sa jednoelementom orbitom: to je, na primer, (1,1,...,1). Otuda je j >
p > 2, pa postoji bar joS jedna p-torka sa jednoelementnom orbitom. U toj p-
torci su sve cikli¢ne permutacije jednake, pa ona mora biti oblika (g, g, ..., g).
Kako ona pripada A, sledi da je g” = 1, tj. o(g) = p. O

Za prost broj p, grupa G je p-grupa ako za svako g € G (g # 1) postoji
n > 1 tako da je o(g) = p". Kosijeva lema nam omogudava da opisemo redove
konac¢nih p-grupa.

Lema 8.2. Neka je p prost broj. Konacna grupa je p-grupa ako i samo ako je
|G| = p" za nekon > 1.

Dokaz. (=) Neka je g prost broj, ¢ # p. Ako bi g | |G|, tada bi po Kosijevoj
lemi (G imala element reda ¢, $to je suprotno definiciji p-grupe. Dakle, p je
jedini prost faktor broja |G|, paje |G| = p™ za neko n. Obrat (<) sledi direktno
iz LagranZove teoreme. O

p-grupe
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Primer 8.3. Za sve proste brojeve p postoje i beskonacne p-grupe. Najpoz-
natiji primer su Priferove’ ili kvaziciklicne grupe Zp, podgrupe multiplika-
tivne grupe C* kompleksnih brojeva odredene sa

{z€C: 2*" =1zanekon > 1}.

Grupe Zpe imaju sledece zanimljivo svojstvo: one su beskonacne, ali je svaka
njihova prava podgrupa konacna (i zapravo cikli¢na). Naime, za A C Zp vaZi
da je (A) = Zy~ ako i samo ako je skup A beskonacan; u suprotnom, ako je A
konacan, tada je (A) = Z,m, gde je p"" = max,c4 o(2).

8.2 Prva teorema Silova

Prva teorema Silova predstavlja sustinsko pojacanje KoSijeve leme.

Teorema 8.4 (Prva teorema Silova). Neka je G konacna grupa, |G| = p™k, gde
je pprostbrojin,k > 1 takvi da p 1 k (dakle, izdvojili smo najvisi stepen kojim
pdeli |G|). Tada G ima podgrupu reda p".

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po redu grupe G. Bazu indukcije pred-
stavljaju slucajevi n = 1, odnosno k£ = 1. Slucaj £ = 1 je trivijalan, dok u
slucaju n = 1 tvrdenje sledi iz KoSijeve leme. Zato pretpostavimo da tvrdenje
teoreme vaZi za sve grupe reda p" &’ gde jeilil <n/ < n,ili1l < k' < k (pri
Cemu p 1 k).

Ako G ima pravu podgrupu H takvudap{ (G : H), tadaiz |H|(G : H) =
|G| = p"k sledi da je |H| = p"k’. Kako p t k’, po induktivnoj pretpostavci
sledi da H ima podgrupu reda p" koja je, naravno, podgrupaiu G.

U suprotnom, za sve prave podgrupe H od G vazi p | (G : H). Tada
klasovna jednacina povladi da je red centra Z(G) deljiv sa p, pa po Kosijevoj
lemi postoji @ € Z(G) tako da je o(a) = p. Ako je K = (a), tada je K <
Z(G) istoga K < G. Pored toga, vazi |G/K| = p" 1k, pa po induktivnoj
pretpostavci G /K ima podgrupu W reda p" 1. Po Teoremi o korespondenciji,
W mora biti oblika H /K za neku podgrupu H takvudaje K < H < G (naime,
za H = v (W), gde je vk : G — G/K prirodni homomorfizam). No, sada je

|H| = |H/K|-|K| = W|-|K|=p"""-p=p"

Time je okoncan induktivni dokaz. O

7Hajnc Prifer (Ernst Paul Heinz Priifer 1896-1934), nemacki matematicar
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Ako je G konac¢na grupa takva da je |G| = p"k, gdejen,k > 1ip 1t k, tada
svaku podgrupu od G reda p™ zovemo p-podgrupa Silova od G. Prema tome,
prethodna teorema tvrdi da p-podgrupe Silova grupe G postoje za svaki prost
broj p koji deli red |G|.

8.3 Druga teorema Silova

Druga teorema Silova tvrdi da su p-podgrupama Silova iscrpljene sve maksi-
malne (u smislu poretka indukovanog skupovnom inkluzijom) p-podgrupe od
G, dalje, da su p-podgrupe Silova konjugovane, a daje i korisne kvantitativne
informacije o njima. No, najpre nam treba pomo¢no tvrdenje.

Lema 8.5. Neka je P p-podgrupa Silova konacne grupe G, a H neka njena
p-podgrupa. Tada je H < N(P) ako i samo ako je H < P.

Dokaz. (=) Pretpostavimo da je H < N(P). Tadaje hP = Phzasve h € H,
paje HP = PH podgrupa od G. Stavise, P < HP (jer je HP < N(P)).
Po Prvoj teoremi o izomorfizmu (u odnosu na grupu HP)je HNP < H i
HP/P=H/HNP,paje

[H|-|P|

HP|= ———.
| | |H N P|

Kako je HNP < H, HN P je p-podgrupa od G. 1z gornje jednakosti sada sledi
da je i HP p-podgrupa od G. No, s druge strane imamo P < H P, pri ¢emu je

P p-podgrupa Silova od G, pa mora biti HP = P. Otuda je |H| = |H N P|, pa
kako se radi o kona¢nim grupama, dobijamo daje H = H N P, tj. H < P.
(<) Trivijalno, bududi da je P < N(P). O

Teorema 8.6 (Druga teorema Silova). Neka je p prost broj i G konacna grupa,
|G| = p"k za neke n,k > 1 takve da p 1 k.

(i) Svaka p-podgrupa od G sadrZana je u nekoj p-podgrupi Silova od G.
(ii) Svake dve p-podgrupe Silova od G su konjugovane.

(iii) Broj svih p-podgrupa Silova od G je s, = (G : N(P)), gde je P
proizvoljna p-podgrupa Silova. Pri tome je s, = 1(mod p)is, | k.

Dokaz. Ako je P p-podgrupa Silova od G, tada za prozivoljno g € G imamo
g 'Pg < Gilg 'Pg| = |P|, pajei g 'Pg takode p-podgrupa Silova od

druga teorema Silova
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G. Zbog toga, G deluje konjugovanjem na skup A = {g"'Pg : g € G};
preciznije, dejstvo je dato sa

0(g~'Pg,a) = a”' (97" Pg)a = (ga)~" Pga.

Ovo dejstvo je tranzitivno, jer ocito vazi (g ! Pg,a) = h"*Phzaa = g~ 'h.
Stabilizator elementa g~ ! Pg je

{a€G: (ga) ' Pga=g 'Pg} = N(g~'Pg).

Neka je sada H proizvoljna p-podgrupa od G, i neka je 0 restrikcija upravo
definisanog dejstva 6 na podgrupu H. (Dakle, umesto dejstvad : A x G — A
posmatramo 6y : A x H — A.) Ako sa H -1 p, oznaCimo stabilizator elementa
g 'Pg € Auodnosu na 6, po Propoziciji 7.2 imamo

(97" Pg)| = (H : Hy-1p,),

S$to znaci da su sve orbite dejstva 6y ili jednoelementne, ili kardinalnosti koja
je deljiva sa p. Pri tome je orbita |(g~'Pg)*| jednoelementna ako i samo
ako je (ga)"'Pga = g~ 'Pg za sve a € H, §to je pak ekvivalentno sa H <
N(g~'Pg). Po prethodnoj lemi, poslednja inkluzija vazi ako i samo ako je
H < g~ 'Py.

Kako orbite od 0 ¢ine particiju skupa A, sledi da je

Al ={g™ Pg: H < g~ Pg}|(mod p).

Pri tome, primetimo da gornja kongruencija vazi za proizvoljnu p-podgrupu H
od GG (pa tako imamo slobodu da je po Zelji variramo). Tako, ako odaberemo
H = P, odmah sledi da je

Al = Lmod ),

jer P < g 'Pgpovlati P = g~ 'Pg,paje {g7'Pg: P < g 'Pg} = {P}.
Zbog toga, za bilo koju p-podgrupu H < (G vazi

{g'Pg: H < g 'Pg}|=1(mod p).

To, izmedu ostalog, znaci da je skup {g~'Pg : H < g~!Pg} neprazan, ¢ime je
stavka (i) dokazana: za bilo koju p-podgrupu H postoji (bar jedna) p-podgrupa
Silova g~!Pg < G koja sadrzi H.
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Ako su sada P, () proizvoljne p-podgrupe Silova od G, po prethodno doka-
zanom postoji g € G tako da je Q < g~!Pg. Medutim, kako je |Q| = |P| =
lg~1 Pg|, ovo je moguée samo ako je Q = g~' Pg. Dakle, vaZi (ii): svake dve
p-podgrupe Silova grupe G su konjugovane.

Najzad, primetimo da je s, zapravo kardinalnost jedinsvene orbite PG =A
tranzitivnog dejstva 6 grupe G na A, s, = |A|. Po Propoziciji 7.2 imamo
sp = (G : Gp) = (G : N(P)), posto smo ve¢ dokazali da je stabilizator
od P ba§ N(P). Odavde sledi da s, | p"k = |G|, a ve¢ smo pokazali da je
sp = 1(mod p). Zbog toga s, | k, pa vazi (iii). O

Odmah beleZimo sledecu znacajnu primedbu.

Primer 8.7. Ako je p prost broj koji deli red grupe G, tada vaZi s, = 1 znaci
da postoji jedinstvena p-podgrupa Silova P < G, i tada po prethodnoj teoremi
(stavka (ii)) mora biti P < . Zbog toga u svakoj Abelovoj grupi G imamo
sp = 1 za sve proste brojeve p koji dele |G|. Medutim, postoje i druge grupe u
kojima vaZi ovaj uslov; zapravo, u klasi kona¢nih grupa ovaj uslov karakteriSe
tzv. nilpotentne grupe.

Za radoznalce

Nilpotentne grupe predstavljaju uopStenje Abelovih, 1 nalaze se “izmedu” Abelovih
i resivih grupa koje ¢emo izucavati u Glavi 12. Uslov nilpotentnosti za konacne grupe
(jedinstvenost, i stoga normalnost, svake podgrupe Silova) ima ¢itav niz ekvivalenata,
a ovde pominjemo samo dva: kona¢na grupa je nilpotetna ako i samo ako je izomorfna
direktnom proizvodu svih svojih podgrupa Silova, odnosno ako i samo ako svaka dva
njena elementa uzajamno prostih redova komutiraju. Grupa kvaterniona (Jg je primer
nilpotentne grupe koja nije Abelova.

Konstatacija iz prethodnog primera (s, = 1 = jedinstvena p-podgrupa
Silova je normalna u () daje jednu od mnogih primena teorema Silova: buduci
da one pruzaju moguénost za nalazenje netrivijalnih normalnih podgrupa pos-
matrane konacne grupe, one se mogu iskoristiti za dokazivanje da grupe odrede-
nog reda ne mogu biti proste. Ovakav nacin primene teorema Silova ilustrujemo
kroz sledece tvrdenje.

Propozicija 8.8. Neka su p,q dva razli¢ita prosta broja i G grupa reda p?q.
Tada G nije prosta.

Dokaz. Koriste¢i Drugu teoremu Silova dobijamo da je s, € {1,q} i s, €
{1,p,p*}. Akoje s, = 1ili s, = 1, dokaz je zavrSen, jer smo nasli netrivijalnu
normalnu podgrupu od G. Zato pretpostavimo da je s, = qi s, € {p, p*}. Tada

grupe reda p*q nisu
proste
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je ¢ = 1(mod p), paje ¢ > p, Sto odmah onemogucava slucaj s, = p (jer bi
tada bilop = 1(mod q)istogap > ¢). Prema tome, vaZi s, = p> = 1(mod q);
drugim re¢ima, ¢ | p2 — 1 = (p — 1)(p + 1). Ponovo, ne moZe biti ¢ | p — 1,
paq | p-+1,zbogcegajeq < p+ 1. Kakojep < ¢, sledidajeq=p+ 1, t.
p=2,q=3.

Znaci, preostaje razmatranje grupa reda 12 (kompletna klasifikacija ovih
grupa bi¢e izvrSena nesto kasnije, u Glavi 10). Zapravo, zanima nas da li je
moguce da je pri tome so = 31 s3 = 4. Neka su @1, Q2, @3, Q4 3-podgru-
pe Silova grupe G reda 12. One su cikli¢ne grupe reda 3, pa za i # j vazi
QiNQ; = E, zbog Cega je |Q1 U Q2 U Q3 U Q4] = 9. (Drugim re¢ima, G
ima 8 elemenata reda 3.) S druge strane, ako je P bilo koja 2-podgrupa Silova
od G, tada je |P| = 4 i svi njeni nejedini¢ni elementi su reda 2 ili 4. To mogu
biti samo preostala 3 elementa grupe G, pa sledi da je 2-podgrupa Silova od G
jedinstvena, $to je u suprotnosti sa so = 3. Kontradikcija. O



Konaéne Abelove grupe

U ovoj glavi, cilj je da se dokaZe Fundamentalna teorema o konacnim Abelovim
grupama.

Teorema 9.1. Neka je G Abelova grupa konacnog reda n. Tada je G izomorf-
na direktnom proizvodu ciklicnih grupa, gde je red svake od tih ciklicnih grupa
stepen prostog broja; drugim re¢ima, vaZi

G:valﬂl X"'XZP:’%

za (ne nuZno razlicite) proste brojeve p1,...,pt i m,...,my > 1 takve da je
n = pi"™*...p{". Pri tome je gornje direktno razlaganje do na permutaciju

faktora jednoznacno odredeno grupom G.

Dokaz ove znacajne teoreme sprovodimo u nekoliko faza, tacnije u Cetiri
“etape”. Najpre pokazujemo da se, pod odredenim “blagim” uslovima, dati
generatorni skup konac¢no generisane Abelove grupe moZe zameniti drugim ge-
neratornim skupom u kojem figuri$e unapred zadati element.

Lema 9.2. Neka je G = (x1,...,xq) Abelova grupa i

k k
y — xll xdd
njen element takav da je (ki,...,kq) = 1. Tada postoje ya,...,yq € G tako
da je

G = <yay27"'7yd>‘
55

fundamentalna teorema
o kona¢nim Abelovim
grupama
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Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po d. Najpre, ako je d = 1, tada je po
datom uslovu k1 € {1, —1}, pa odmah imamo da je (y) = (z1) = G.

Neka je sada d = 2. Tada, buduéi da pretpostavljamo da je (ki, k2) = 1,
postoje «, 3 € Z tako da je

aky + Bko = 1.

Stoga, ako definiSemo yo = xf x5 ¢, imamo (ne zaboravljaju¢i komutativnost u
grupi G):

k k k _
I = xflx 1+8ka _ x?kle 2mgk2x2 ks

ak1 akzxka OékQ

=Ty Ty
k1 k —ank
= (x11x22)a($f$2a) ?

a, ko

= y%y5> € (y,y2)-

)

Sli¢no,

Xro =T =

aki+Bke _ _Bk1_Bka —Pk1_aky
2 Ty Tg "Xy Ty

k1 _k —
= (P ab?)8 (2]
B8

)

=%y, " € (y, ).

Tako je G = (z1,22) C (y,y2) C G, paje G = (y, y2).

Konacno, neka je d > 3 i pretpostavimo da tvrdenje leme vaZi za sve
Abelove grupe sa < d generatora. Neka je ¢t = (ki,...,kq_1)1m; = ki/t
zasve 1 <7 < d — 1. DefiniSimo

o .ma mq—1
2=y .. Tg_q -

Po konstrukciji, (mi,...,mg—1) = 1, pa moZemo primeniti induktivnu pret-
postavku koja garantuje postojanje elemenata o, ..., yq_1 € G za koje je
<.’1§'17 cee )xd—1> - <Za Y2,y yd—1>'

Primetimo da je

kq— tmg_
y =2k ..:cdd_llxl;d = (z{™ .. x)" 1)x5d = ztfcsd,

kao i da vazi (¢,kq) = (ki1,...,kq—1,kq) = 1. Stoga nam slucaj d = 2
obezbeduje element y; € G takav da je

<Z7 $d> = <ya yd>'
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Tako je

G = <331,. . "xd—lvxd> = <x17 s 7$d—1><$d> = <z,y2, e vyd—1><-73d> =
= <Zvy27 ce. 7yd—17xd> — <Z,$d><y2, o 7yd—1> -
= <y>yd><y27 cee ’yd—1> = <yay27' . 'ayd>>

¢ime je induktivni dokaz okoncan. O

Propozicija 9.3. Svaka konacno generisana Abelova grupa je izomorfna direkt-
nom proizvodu ciklicnih grupa.

Dokaz. Nekaje G = (x1,...,xq); dokaz izvodimo indukcijom po d. Naravno,
ako je d = 1 tada je grupa G cikli¢na i propozicija sledi neposredno.

Zato, pretpostavimo da je d > 2 i da tvrdenje vaZi za sve Abelove grupe
generisane sa < d elemenata. Pri tome, pretpostavimo da je d najmanje moguce,
odnosno da smo uo¢ili po kardinalnosti minimalan generatorni skup za G. Sta-
viSe, bez ogranicenja opstosti, mozemo pretpostaviti da smo za tu fiksiranu vred-
nost d medu svim generatornim skupovima za G od d elemenata uocili onaj kod
koga je red o(x1) najmanji.

Posmatrajmo podgrupe H = (z1) i K = (z2,...,x4) od G. Tvrdimo da
je G unutra$nji direktan proizvod od H i K. Zaista, H, K < G, bududi da je
G Abelova grupa. Pored toga, HK = (x1)(z2,...,xq) = (x1,...,24) = G.
Prema tome, preostaje da se pokaze daje H N K = E.

Pretpostavimo suprotno, tj. da H N K sadrZi element

— m1 . m2 mgq
g=x ' =x5°...7,

razli¢it od jedinice grupe G, pri ¢emu je 1 < my < o(z1). Defini§imo ¢t =

(my, ma,...,mgq), zatim k; = m;/t za 1 < i < d i, najzad,
Yy = xfkla:é” . xsd
Po konstrukeiji, (—k1, k2, ..., kq) = 1, pa po prethodnoj lemi postoje elementi
Y2,...,Yq € Gtakodaje G = (y,y2,...,yq). Ako bi bilo y = 1 imali bismo
daje G = (y2,...,Yq), Sto je u suprotnosti sa pretpostavljenom minimalno$éu
d. No, sada je
t _ .—m1,.m2 mq __
Yy =x; lxg.xgt =1,

pa mora biti o(y) < t < m; < o(x1), a §to je pak kontradikcija sa izborom
generatornog skupa {x1, ..., x4} natinjenog na pocetku dokaza. Stoga, mora
biti H N K = E.
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Dakle, G =2 H x K, gde je H ciklicna grupa, a K je Abelova grupa gener-
isana sa d—1 elemenata. Po induktivnoj pretpostavci, K je izomorfno direktnom
proizvodu cikli¢nih grupa, pa zato ista konstatacija sada vazi i za G. O

Primetimo da do sada uopSte nismo koristili uslov konacnosti posmatrane
Abelove grupe. Sada ¢emo se podsetiti dobro poznatog tvrdenja o kona¢nim
cikli¢nim grupama.

Lema 9.4. Ako je (m,n) = 1 tada vaZi
Loon, = Loy, X L.

Prema tome, ako je n = p{'...p%" razlaganje prirodnog broja n na proste
faktore (gde su p1, ..., py razliciti prosti brojevi) tada je

T = Zyor X -+ X Lor.

Zajedno sa prethodnom propozicijom, ova lema neposredno daje prvi deo
Fundamentalne teoreme, tj. pokazuje egzistenciju opisanog razlaganja Abelove
grupe GG. Kako bismo kompletirali dokaz, preostaje da se pokaZze (sustinska)
jedinstvenost tog razlaganja.

Propozicija 9.5. Razlaganje konacne Abelove grupe G u direktan proizvod
cikli¢nih grupa ¢iji je red stepen nekog prostog broja je jedinstven do na poredak
faktora u direktnom proizvodu.

Dokaz. Fiksirajmo neki prost broj p koji deli red grupe G. Pretpostavimo da
je — u nekom razlaganju G na proizvod cikli¢nih grupa — Z,: najveci cikli¢ni
faktor Ciji je red stepen od p. Za 1 < 7 < ¢, neka o; oznacava broj faktora
u tom razlaganju koji su izomorfni sa Z,:. Tvrdimo da su brojevi aq, ..., oy
potpuno odredeni grupom (. Radi preglednijeg zapisa, pretpostavimo da je
G =2 Gy x --- x Gy, posmatrano razlaganje GG u direktan proizvod cikli¢nih
grupa.

Najpre Zelimo da prebrojimo elemente u G ¢iji red deli posmatrani prost
broj p (dakle, koji su reda 1 ili p), tj. k-torke

x=(21,...,2%) € Gy X -+ X G,
koje zadovoljavaju uslov xP = 1. Jasno, ovo Ce se desiti ako i samo ako vazi

z! = 1 u svakoj pojedinacnoj cikli¢noj grupi G;, 1 < i < k. Ako red |G,|
nije stepen prostog broja p, tada je, jasno, jedini izbor x; = 1 (ovde 1 oznacava
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jedini¢ni element grupa G;). U suprotnom, G; = Z,m za neko m > 1, pa tada
x; mozemo izabrati na p nacina, jer su u grupi Z,m klase ostataka reda 1 ili p
sledece: 0,pm—1, 2pm—1 ... (p — 1)p™~1. Dakle, broj na¢ina na koji mozemo
izabrati element x € G je

a1 a1+t

p™...p*=p

Sada prelazimo na prebrajanje elemenata x grupe G ¢&iji red deli p? (dakle,
&iji je red 1, ili p, ili p?). Sli¢no kao i malopre, za one “koordinate” i za koje
|G| nije stepen od p jedini izbor je x; = 1. Ako je pak G; = Z, tada svih
p elemenata grupe GG; dolaze u obzir kao moguée vrednosti za z; (bududi da
trazimo da bude xf _ 1). Najzad, ako je G; = Z,m zaneko m > 2, tada G;
ima tadno p? elemenata x; koji zadovoljavaju traZeni uslov (tj. u Ziym IMAamo p?
klasa ostataka ¢iji red deli p?, to su: 0, p™m=2, 2pm=2_ ... (p? — 1)p™~1). Tako,
broj nacina na koji moZemo izabrati element x za koji ¢e vaziti xP* =1 je

pal (pQ)a2 [N (p2)at — pal+2a2+...+2at‘

Analognim zakljuéivanjem, za 1 < j < t dobijamo da je broj elemenata
grupe G &iji red deli p’ jednak

PR (P () = prt ey
Prema tome, sledeci niz brojeva je jedinstveno odreden grupom G:

art+ax+a3+ -+ oy
a1+ 200 + 203+ -+ -+ 20
a1 + 2a9 +3ag + -+ 3y

ar + 2a0 +3as + -+ -+ tay

Oduzimanjem svakog od ovih zbirova od sledeceg u nizu, zaklju€ujemo da je
slededi niz brojeva jedinstveno odreden grupom G:

o) +aztaz+-- oy
g a3+t oy
s+ -+ oy

Qi
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odakle pak odmabh sledi da su pojedinacni brojevi ay, az—_1, . . ., @1 jedinstveno
odredeni grupom G.

Kako ovaj argument vazi za bilo koji prost delitelj reda grupe G, tvrdenje
sledi. O

Z.a radoznalce

Fundamentalna teoreme koju smo razmatrali u ovoj glavi ima svoje uopStenje za
proizvoljne konacno generisane Abelove grupe.

Teorema 9.6 (Fundamentalna teorema o konacno generisanim Abelovim grupama).
Neka je A konacno generisana Abelova grupa. Tada postoji konacna podgrupa G < A
i ceo broj k > 0 tako da je

A=GxZk

Prema tome, i dalje vazi da su konacno generisane Abelove grupe iscrpljene direkt-
nim proizvodima kona¢no mnogo cikli¢nih grupa; jedina razlika u odnosu na konacan
slucaj je u tome Sto neke od tih cikli¢nih grupa mogu biti beskonacne.



Grupe malog reda

U ovoj glavi nas cilj ¢e biti da na osnovu prethodnih teorijskih rezultata “iz-
gradimo” katalog grupa malog reda — do 15 elemenata. Pri tome ¢emo zapravo
dobiti dva opstija tvrdenja koja klasifikuju grupe reda p? (gde je p prost broj) i
reda 2p (gde je p neparan prost broj); takode ¢emo zabeleZiti bitnu primedbu u
vezi sa grupama reda pq (gde su p, ¢ razliciti prosti brojevi).

10.1 Grupe reda p? i pq

Primetimo da za svaki prost broj p postoji samo jedna grupa reda p: to je ciklicna
grupa Zj,. Time smo automatski opisali sve grupe reda 2,3,5,7,11,13, 17,19,...
Prema tome, prvi zadatak nam je da razmotrimo grupe reda 4, pa zato odmah
prelazimo na analizu grupa reda p? za proste brojeve p.

Lema 10.1. Ako je G/Z(QG) cikli¢na grupa, tada je G Abelova.

Dokaz. Neka je g € G takav da je G/Z(G) = (Z(G)g). Tada svaki element
grupe G pripada kosetu oblika Z (G) g™ zanekon € Z,paje G = ({g}UZ(Q)).
Sada smo nasli generatorni skup od G Cija svaka dva elementa komutiraju, pa
G mora biti Abelova grupa. O

Propozicija 10.2. Neka je p prost broj. Svaka grupa G reda p? je Abelova, pa
je G = Ly ili G = Zy X Ly,
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opis grupa reda p*
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Dokaz. Po Posledici 3.4 klasovne jednaCine, GG ima netrivijalan centar; pre-
ciznije, p deli | Z(G)|. Ako je |Z(G)| = p?, grupa G je Abelova, pa po Funda-
mentalnoj teoremi o kona¢nim Abelovim grupama dobijamo dve grupe iz for-
mulacije propozicije. U suprotnom, |Z(G)| = p. Ali, tada je |G/Z(G)| = p, pa
G/Z(G) mora biti cikli¢na grupa. No, tada je po prethodnoj lemi G Abelova,
Sto je u kontradikeiji sa | Z(G)| = p (. Z(G) < G). Prema tome, postoje samo
dve navedene grupe reda p?, i obe su Abelove. O

Time smo opisali sve grupe reda 4,9,25,. ..

Propozicija 10.3. Neka su p < q prosti brojevi. Ako p { ¢ — 1 tada je Zy, (do
na izomorfizam) jedina grupa reda pq.

Dokaz. Neka je G grupa reda pg. Kako s, | pisq = 1(mod ¢), odmah sledi
da je s, = 1. Medutim, vaziis, | ¢is, = 1(mod p). Po datom uslovu
otpada mogucnost da je s, = ¢, pa sledi da je s, = 1. Dakle, G ima jedinstvenu
(i stoga normalnu) p-podgrupu Silova P = Z,, kao i jedinstvenu g-podgrupu
Silova ) = Z4. Sada je oCito PQ) = G'i PN = FE, pa je G unutra$nji direktan
proizvod od P i Q. Sledi da je G = Z;, X Zgq = Zpq. O

Tako je, na primer, jedina grupa reda 15 je cikli¢na grupa Zs.

Za radoznalce

“Opéste kulture” radi, pomenimo da u sluc¢aju kada p | ¢ — 1 postoje ta¢no dve grupe
reda pg: Abelova grupa Z,,,, kao i jedna nekomutativna grupa (sa normalnom g-pod-
grupom Silova i ¢ razli¢itih p-podgrupa Silova). U slucaju kada je p = 2, u pitanju je
upravo dijedarska grupa D, (vidi naredni odeljak). Ova grupa nastaje konstrukcijom
tzv. poludirektnog proizvoda: u njoj se pojavljuju, kao i kod direktnih proizvoda, dve
podgrupe A, B grupe G takve da je AB = Gi AN B = F, medutim, sada samo od
podgrupe B zahtevamo da bude normalna. Tada piSemo G = A x B.

Postoji 1 “spoljasnji” pandan konstrukcije poludirektnog proizvoda, koji polazi od
dve grupe GG; 1 G2, i Cija definicija zahteva jedan homomorfizam

O G] — AH‘E(CJQ)

Tako dobijenu grupu oznacavamo sa GG1 X , Go. Pomenuta nekomutativna grupa reda pq
se dobija kao poludirektan proizvod Z,, x, Z, i njegova konsktrucija (i jedinstvenost)
se zasniva na ¢injenici da je za prost broj ¢, grupa automorfizama Aut(Z,) izomorfna
cikli¢noj grupi Z,—1, kao i fundamentalnom rezultatu iz teorije brojeva koji tvrdi da
u odnosu na svaki prost modul postoji tzv. primitivni koren (odnosno, da je grupa in-
vertibilnih elemenata Z) monoida (Z,, ;) cikli¢na kadgod je p prost broj, pri cemu
primitivnim korenom zovemo svaki generator potonje cikli¢ne grupe).
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10.2 Grupe reda 2p

Propozicija 10.4. Neka je p neparan prost broj i G grupa reda 2p. Tada je
G = Zgyili G = Dy,

Dokaz. Ako G ima element reda 2p, tada je oCito G = Zsy,.

U suprotnom, svi nejedini¢ni elementi grupe G su reda p ili 2. Kao i u
prethodnoj propoziciji, s, = 1, pa GG ima jedinstvenu p-podgrupu Silova P =
Zy,. Ona je generisana bilo kojim svojim nejedini¢nim elementom (reda p); neka
je a jedan od njih, P = (a). Sadaje (G : P) = 2, pa P < G ima ta¢no dva
koseta: P i Pb = {b,ab,...,a’"'b} za bilo koje b & P (odakle sledi da je
o(b) = 2). Zbog normalnosti P vaZi da je b~ 'ab = a* zaneko 1 < k < p, pa
imamo

a=>b"2ab? = akz,

StoznaCidap | k2 — 1 = (k — 1)(k + 1). Slu¢aj k = 1 povla¢i komutativnost
grupe G (i stoga G = Zg X Zy, = Zsap), pa preostaje slucaj k = p — 1. Tada vaZi
ab = baP~! ili, ekvivalentno, ba = a~'b. Primetimo da informacije koje smo
do sada prikupili o grupi G u potpunosti odreduju mnoZenje u G: ova grupa je
generisana sa a, b i vazi a? = b®> = 1, $to uz prethodnu relaciju daje, za sve
0<4i,i <p, 3,5 €{0,1},
it+i' 5 _
(i) () = a (o' ' = {ZM,Z,H j ) (1)

Stoga postoji najviSe jedna nekomutativna grupa reda 2p. Medutim, dijedarska
grupa D, jeste jedna takva grupa, pa mora biti G = D). O

Time smo opisali sve grupe reda 6,10,14,22,26,. ..

10.3 Grupe reda 8

Propozicija 10.5. Postoji do na izomorfizam ukupno pet grupa reda 8: tri
Abelove (7Zg, 7.y X Lo, Lo X Ty X Zs) i dve nekomutativne (Dy i Qg).

Dokaz. Prvi deo tvrdenja sledi iz Fundamentalne teoreme o konacnim Abelo-
vim grupama. Zato pretpostavimo da je G nekomutativna grupa reda 8.

Najpre, G nema element reda 8 (jer bi u suprotnom bilo G = Zg). S druge
strane, ako bi svi nejedini¢ni elementi bili reda 2, tada bismo za sve a,b €

opis grupa reda 2p

opis grupa reda 8



grupe reda p>

opis grupa reda 12

64 GLAVA 10: Grupe malog reda

G imali ab = (ba)?ab = ba(ba®b) = ba - b> = ba, pa bi G ponovo bila
komutativna. Prema tome, G ima element a reda 4. Tada zbog (G : (a)) = 2
imamo (a) < G i G/{a) = Zs, pa za proizvoljno b & (a) imamo b € (a) (pri
tome je G = (a,b) = {1,a,a?, a3 b,ab,a®b,a’b}). Dakle, b € {1, a,a?,a®},
pri ¢emu sluajevi b*> € {a,a®} otpadaju (jer bi tada bilo o(b) = 8). Znadi,
b? = 1ili b* = a®.

Sada posmatrajmo element b~ 'ab. Zbog (a) < G imamo da je b~'ab = a
za neko k < 3. Posto je o(b~tab) = o(a), sledi da je k € {1,3}. Slucaj k = 1
implicira komutativnost G, pa mora biti b~ 'ab = a® = a ™.

Na kraju primetimo da relacije a* = 1, b~'ab = a~! (koja je ekvivalentna
sa aba = b) i bilo koja od dve moguénosti b?> = 1, b*> = a?, jedinstveno odreduju
operaciju grupe G: naime, za i,4’ € {0,1,2,3}, 7,5" € {0,1} vazi

k

o, L, aiti pi’ ji=0

7 7 _ i—1 7 7 _ ’
(@'V)(a"'¥ ) =a"" (a' b a" )V _{ai_i/bj/+1 F
Zbog toga, postoje najviSe dve nekomutativne grupe reda 8. No, mi ve¢ znamo
za dve takve: to su Dy i (g, pa su to i jedine neabelove grupe reda 8. O

Za radoznalce

Napomenimo da ovo tvrdenje ima svoje “produZenje” na grupe reda p>, gde je p
neparan prost broj. Takvih grupa ima takode pet: tri Abelove (Z,,3, Zy2 X Zy, Zp X Ly X
Zyp) 1 dve nekomutativne. Jedna takva nekomutativna grupa se dobija kao poludirektan
proizvod Z,, X 4 Z,> definisan homomorfizmom ¢ : Z,, — Aut(Z,2) kojim generator
grupe Zj, deluje na Z,> automorfizmom

a— (p+1a

(ovo je automorfizam od Z,: reda p jer je (p + 1,p?) = 1i (p+ 1)? = 1(mod p?)).
Druga nekomutativna grupa reda p3 je UT(3, p), grupa svih gornjih trougaonih matrica
formata 3 x 3 nad p-elementnim poljem sa sva tri dijagonalna elementa jednaka 1. U
ovoj grupi su svi nejedini¢ni elementi reda p (do¢im prethodni poludirektni proizvod
ima elemente reda p?).

10.4 Grupe reda 12

Propozicija 10.6. Postoji do na izomorfizam ukupno pet grupa reda 12: dve
Abelove (7o = 7y X Ly i Ly X Lg = Lo X Lo X Z3) i tri nekomutativne (od
kojih su dve dijedarska grupa Dg i alternativna grupa Ay).
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Dokaz. Primetimo da smo analizu grupa reda 12 ve¢ zapoceli u Propoziciji 8.8:
naime, grupa G reda 12 ima 2- i 3-podgrupe Silova, i pri tome nije moguce da je
istovremeno sy = 31 s3 = 4. S druge strane, s = s3 = 1 daje Abelov slucaj,
koji sledi po Fundamentalnoj teoremi. Prema tome, preostaju mogucnosti so =
1, s3 = 4, odnosno so = 3, s3 = 1. U svakom slucaju, 3-podgrupe Silova od G
su cikli¢ne grupe reda 3.

Razmotrimo najpre prvu moguénost: sy = 1, s3 = 4. Neka je P jedinstvena
(i normalna) 2-podgrupa Silova od G. Posto je | P| = 4, imamo dva podslucaja:
PgZzLinZQ XZQ.

Ako je P = {(a) = Z4 1 Q = (b) jedna 3-podgrupa Silova od G, tada je
b=Llab = a* za neko k < 3, pa sledi

_ 3
a=>b"3ab®=d",

zbog Cega 4 | k* — 1. Jedina moguénost je k = 1, pa je ab = ba, $to znadi da je
grupa G Abelova; no, to je u suprotnosti sa s3 = 4, pa je ovaj slucaj nemoguc.

Drugi podslucaj je P & Zo X Zso; neka su a, b, ¢ elementi grupe G reda
2. Ako je sada Q = (d) jedna od 3-podgrupa Silova, tada konjugacija sa d
(zbog d~!'Pd = P) mora biti automorfizam od P reda 3, pa on cikli¢no permu-
tuje elemente a, b, c. Bez umanjenja opstosti, neka je d 'ad = b, d~'bd = ¢
idled = a. Drugim recima, vazi da = cd, db = ad i dc = bd. Sada
se svaki element grupe G moZe izraziti u obliku zd’ za € {1,a,b,c}, i €
{0,1,2}, i pri tome je svaki proizvod (zd*)(yd’) (z,y € {1,a,b,c}, 0 <
1,7 < 2) jedinstveno odreden. Zato postoji najviSe jedna grupa koja zado-
voljava s, = 11 s3 = 4. Medutim, lako se neposredno proverava da je
alternativna grupa A4 grupa reda 12 koja ima jedinstvenu 2-podgrupu Silova
{idg1,2,3.43, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} i Cetiri 3-podgrupe Silova (generisa-
ne 3-ciklusima), pa je u ovom slucaju G = A4.

Preostaje da se razmotri slucaj s = 3, s3 = 1. Sada GG ima jedinstvenu
(i normalnu) 3-podgrupu Silova Q = (a) = Zs3. Neka je H jedna 2-podgrupa
Silova od G. Svaki element od G se moZe izraziti kao a‘h zaneko 0 < i < 2
he H.

Ako je H = (b) = Z4, tada a, b ne mogu da komutiraju (jer je u suprotnom

G Abelova), pa mora biti b 'ab = a? = a~'. Otuda je
o o o kit i (0.9
(@W)(a*bY) = @i (P akb=I )Tt = ab! j € {0,2},
@t j e {13},

pa je mnoZenje u grupi G jedinstveno odredeno. To pokazuje da postoji najvise
jedna grupa reda 12 u kojoj je so = 3, s3 = 11 2-podgrupe Silova su cikli¢ne.
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Medutim, nije tesko direktno proveriti da je gornjim pravilom na skupu {a’b’ :
0 <i <2 0<j < 3} zaista definisana grupa: mnoZenje je asocijativno i
svaki element ima inverz (naime, (a’b’)~! je jednako a®>~“b*~7 ako je j parno,
a a’b*~7 ako je j neparno).

Konaéno, pretpostavimo da je H =2 Zo X Zo. Zbog nekomutativnosti G
mora postojati z € H tako da je z lax = a™!, tj. aza = x. Akosu y,z
preostala dva elementa H reda 2, tada je z = zy, pa ¥y 'ay = a~! implicira
2 laz = a, dok y~'ay = a povladi z~'az = a~!. Prema tome, bez uman-
jenja opStosti mozemo pretpostaviti da vazi prvi slucaj, tako da je aya = y i
az = za. Koristeéi ove jednakosti, zaklju¢ujemo da je svaki proizvod oblika
(a’h)(a’h’) jednozna¢no odreden, pa opet zakljuéujemo da moZe da postoji
najvise jedna grupa sa opisanim svojstvima. Kako dijedarska grupa Dg ima
ova svojstva (jedinsvena 3-podgrupa Silova je generisana rotacijom za 27/3, a
tri 2-podgrupe Silova su generisane parovima osnih simetrija sa ortogonalnim

osama), sledi da je G =2 Dg. ]

Za radoznalce

Nije teSko pokazati da je grupa u pretposlednjem slucaju u prethodnom dokazu zap-
ravo poludirektni proizvod cikli¢nih grupa Z, i Zs. Buduéi da smo ranije napomenuli
da je Aut(Z3) dvoelementna (cikli¢na) grupa, jedini automorfizmi u Zs su identi¢ko
preslikavanje i invertovanje (koje permutuje klase ostataka 1 i 2). Sada homomorfizam
iz 74 koji 0 i 2 %alje u identi¢ki automorfizam, a 1 i 3 u invertovanje (5to je jedini
netrivijalni homomorfizam Z, — Z-) definiSe posmatrani poludirketni proizvod.



Kompozicioni nizovi, teorema Zordan-Heldera

Neka je ¢ proizvoljna grupa. Niz podgrupa od G koji zadovoljava
G=Hy>-Hy>..>H,1>H,=F

se naziva normalni niz grupe G (duzine n). Pri tome, notacija H;4+; < H;
oznacavadaje H;11 < H;1i H;11 # H;. Primetimo da se pri tome od podgrupa
Hy, (osim, naravno, H1) ne trazi da budu normalne u G, ve¢ samo u prethod-
nom ¢lanu niza, Hi_1. Grupe H;/H; 11, 0 < i < n — 1, se nazivaju faktori
posmatranog normalnog niza.

Ako jezasve 0 < i <n — 1, H;;; maksimalna normalna podgrupa od H;,
drugim recima, ako su svi faktori proste grupe, tada normalni niz G = Hy >
Hy>...> H,1 > H, = FE zovemo kompozicioni niz grupe G.

Propozicija 11.1. Svaka konacna grupa G ima kompozicioni niz.

Dokaz. Tvrdenje neposredno sledi indukcijom po redu grupe G. Ono trivijalno
vazi ako je |G| = 1. U suprotnom, G ima maksimalnu normalnu podgrupu
H,. Kako je |H;| < |G|, po induktivnoj pretpostavci H; ima kompozicioni niz.
Nadovezivanjem G na taj niz dobijamo kompozicioni niz za G. O

Primer 11.2. Niz
Ay > {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} > {id, (12)(34)} > {id}

je kompozicioni niz alternativne grupe A4, posSto su njegovi faktori redom izo-
morfni sa Zs, Zsa, i ponovo Zy ($to su sve ocito proste grupe).
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Primer 11.3. Grupa celih brojeva Z nema kompozicioni niz, jer su svi lanci
njenih podgrupa u kojem je svaka podgrupa maksimalna u prethodnoj oblika

L > p1Zi > p1p2e > p1pap3Zi > .. .,

gde je p1,p2,ps,... proizvoljan beskonacan niz (ne nuzno razli¢itih) prostih
brojeva.

Za normalne nizove

G=Hy»-rH>..>H, >H,=F

G=Koy>Ki>..> K, 1>K,,=F
kaZemo da su ekvivalentni ako je n = m i pri tome postoji permutacija 7 skupa
{0,1,...,n — 1} tako da je H;/H;11 = K3/ Kri)41 zasve 0 <i <n — 1.
Drugim re¢ima, multiskupovi faktora posmatranih normalnih nizova se pokla-
paju, do na izomorfizam grupa.
Glavni rezultat u vezi sa kompozicionim nizovima grupa (u slu¢aju kada oni
uopite postoje) je Euvena teorema Zordan-Heldera®.

Teorema 11.4 (Teorema Zordan-Heldera). Svaka dva kompoziciona niza grupe
G su ekvivalentna.

Za dokaz ove teoreme nam je potrebno sledeée pomocno tvrdenje koje us-
postavlja vezu izmedu kompozicionih nizova grupe i njenih normalnih pod-

grupa.

Lema 11.5. Neka je H < G, gde je G grupa koja ima kompozicioni niz. Tada
i H ima kompozicioni niz, i njegovi faktori su (kao multiskup) sadrzani medu
faktorima nekog kompozicionog niza grupe G.

Dokaz. Fiksirajmo jedan kompozicioni niz grupe G:
G=Ky>Ki>...> K,_1> K, =F.
Uocimo tada sledeéi lanac podgrupa od H:

H=HnNnKo>HNKi>..>DHNK,1>HNK,=F.

80to Helder (Otto Ludwig Holder, 1859-1937), nemacki matematicar
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Ovo je u suStini normalni niz grupe H, s tim da su u gornjem lancu moguca
neka ponavljanja uzastopnih podgrupa, tako da njihovom eleminacijom dobi-
jamo normalni niz za H. Dokaza¢emo da je tako dobijen normalni niz zapravo
kompozicioni niz grupe H.

Za neko fiksirano ¢, oznacimo kraée L = H N K;. Kakoje L < K (a
takode i K; 1 < K;)sledidaje LK, < K;; s druge strane, K41 je normalna
u svakoj podgrupi od K; koja je sadrZzi, pa je zato K;11 < LK;1. Po Prvoj
teoremi o izomorfizmu je

LK/L'+1/Ki+1 = L/LQKZ’+1.
No,sadaje LN K; ;1 =HNK;NK;y1 =HNK;1,paje
L/LﬂKZ‘_H = (HﬂKZ)/(Hﬁ Ki+1)-

S druge strane, po Drugoj teoremi o izomorfizmu je LK1 /K11 < K/ K.
Medutim, ovaj poslednji faktor je prosta grupa, pa zato gornji izomorfizam
pruza dve moguénosti: ili je (HNK;)/(HNK;41) trivijalna grupa (tj. HNK; =
H N K1), ili je pak

(Hﬁ Ki)/(HﬂKH_l) = Ki/Ki-i-l-

Prema tome, uklanjanjem ponavljanja iz ranije uo¢enog lanca podgrupa od H
dobija se normalni niz te grupe u kojem je svaki faktor prost; dakle, radi se o
kompozicionom nizu. Takode, odmah sledi da su svi faktori tog kompozicionog
niza sadrZani (do na izmomorfizam) u multiskupu kompozicionih faktora po-
lazne grupe G. O

Dokaz Teoreme 11.4. Dokaz izvodimo indukcijom po duZini najkradeg kom-
pozicionog niza grupe G. Ako G ima kompozicioni niz duZine 1, tada je G
prostai G > E je jedini kompozicioni niz. Pretpostavimo da je tvrdenje tacno
za sve grupe koje imaju kompozicioni niz duZine ne veée od n — 1 (pri ¢emu su
tada svi kompozicioni nizovi takve grupe iste duZine).

Neka su sada

G=Hy-Hy>...>H, 1>H,=F

G=Ky>Ki>..0 K, 1> K, =F.

dva kompoziciona niza neke grupe G. Pokazademo da su oni ekvivalentni.

Dokaz teoreme
Zordan-Heldera
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Razmatramo dva slucaja. Prvi nastupa kada je H; = K7, kada se indukitvni
dokaz okoncava gotovo neposredno. Naime, moZemo primeniti induktivnu pret-
postavku na grupu H; koja ima kompozicione nizove

Hb>..0H,1>H,=FE

H=Ki>..0pK, 1>K,=F

duzina n — 1 i m — 1, respektivno. Induktivna pretpostavka implicira da je
n—1 = m — 1 (zbog Cega je n = m), te da su gornja dva niza ekviva-
lentna. No, tada su i pocetna dva kompoziciona niza grupe G ekvivalentna:
multiskupovi njihovih kompozicionih faktora se dobijaju dodavanjem faktora
G/H, = G/K;.

Zato pretpostavimo da je H; # K;. Bududi da je G/H, prosta grupa,
jedine normalne podgrupe od GG koje sadrze H; su H; i samo Gj isto vazi i
za Ki. Medutim, H1K; < Gipritome Hy < H{K;iK; < H{Kj, pabi
H1 K, # G impliciralo da je H; = H1 K1 = K;; zato mora biti H1 K7 = G.
Po Prvoj teoremi o izomorfizmu je

G/H1 :HlKl/Hl gKl/Hl N Ki,

a takode i
G/K1 = HlKl/Kl = Hl/Hl N Kj.

Oznacimo L = H; N K. Kako je L < G, po prethodnoj lemi L ima kompozi-
cioni niz:
L=Lo>Li>...> Ly 1> L,=F.

Dodajmo ovom nizu H; sleva; time dobijamo jedan kompozicioni niz za H;
bududi da smo upravo ustanovili da je H;/L = G/Kj, §to je prosta grupa.
Kako H; veé ima kompozicioni niz duzine n — 1 (dakle, kraéi od n), mora biti
k+1l=n—-1t.k=n—2,anizoviHy > L > Li>...>Ly=Fi
Hy > Hy > ... > H, = E su ekvivalentni. Kako je K;/L =~ G/H; takode
prosta grupa, isti ovaj postupak moZemo ponoviti i sa dodavanjem K sleva na
gornji kompozicioni niz — time se dobija da je £ = m — 2, odakle sledi da je
m = n. Dakle, i K; ima kompozicioni niz duZine manje od n (naime, K; >
Ky > ... > K, = F), pana osnovu induktivne pretpostavke zaklju¢ujemo da
suinizovi Ky > L>ILi> ... Lp=FiKi> KoD> ... K, =F
ekvivalentni. Dakle, kompozicione faktore niza G = Hy > H; > ... >
H,_1 > H, = FE dobijamo tako $to faktorimaniza Hy > L > L1 > ... >
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Ly, = E dodamo faktor G/H; = K1 /L, afaktoreniza G = Ko > K1 > ... >
K1 > K,, = F tako Sto faktorimaniza K1y > L > L1 > ...> Ly = F
dodamo faktor G/K; = Hy /L. Sledi da su posmatrana dva kompoziciona niza
grupe GG ekvivalentna. O

Primer 11.6. Pomalo “lakonski”, Teorema Zordan-Heldera bi se mogla formu-
lisati ovako: svaka grupa koja ima bar jedan kompozicioni niz jednozna¢no
odreduje svoje kompozicione faktore. Obratno, medutim, ne vazi. Na primer,

S3 > {id, (123), (132)}(: Ag) > {ld}

je kompozicioni niz (neabelove) grupe S3 i njeni kompozicioni faktori su izo-
morfni sa Zs i Zs. Medutim, iste grupe su kompozicioni faktori i cikli¢ne (dakle,
Abelove) grupe Zg. Prema tome, na osnovu kompozicionih faktora se Cak ne
moze ni reci da li je posmatrana grupa Abelova ili ne.

Za radoznalce

Ovde prikazujemo alternativni dokaz Teoreme Zordan-Heldera koji koristi Srajero-
vu? teoremu o profinjenju, a koja se pak oslanja na Lemu Casenhausa. Ovaj dokaz jeste
koncizniji, ali istovremeno i tehnicki sloZeniji.

Za normalni niz

G=Ky>bKi>..>K,_.1>K,=F
kazemo da je profinjenje niza

G=Hy>H>..0H, 1>H,=F
ako za sve 1 <17 < n postoji 1 < j < m tako da je H; = Kj; drugim reCima, prvi niz
se dobija od drugog umetanjem dodatnih podgrupa. Srajerova teorema o profinjenju
tvrdi da svaka dva normalna niza proizvoljne grupe GG imaju ekvivalentna profinjenja.

Dakle, neka su

G=My>M1>...0 My_1> M, =E

G=No> Ny >...>N_1>N=F

dva normalna niza grupe G. Za 1 <i < ki0 < j <[ defini§imo

My; = M;(M;_y N Ny),

°0Oto érajer (Otto Schreier, 1901-1929), austrijski matematicar, jedan od osnivaca kombina-
torne teorije grupa (uz fon Dika i Nilsena)

§rajerov dokaz
teoreme
Zordan-Heldera
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dokza0 <i<kil <j <[ definiSemo
Nij = Nj(Nj—l N ]\/L)

Pri tomeje MiO = Afi(]\/[i,1 QG) — Afiﬂfifl — ]\L‘,l i ALI = ]\/Ii(]\/[ifl ﬂE) = Z\/L,
dok je ocito M;; > M; ;11 zasve 0 < j < [. Dakle, umetanjem podgrupa M;; izmedu
M;_1 1 M;uprviniz (zasve 1 < ¢ < k) dobijamo nerastuci niz podgrupa od G duzine
kl. Dualno, umetanjem podgrupa N;; izmedu N;_; i N; udruginiz (zasve 1 < j <)
takode dobijamo nerastuci niz podgrupa od G duZzine kl.

Zelimo da pokaZemo da su ovako dobijeni nizovi normalni — sa eventualnim po-
navljanjima — kao i da su oni ekvivalentni. Lema Cahenhausa (Posledica 5.4) povlaci
daje

‘NLJ = M7(AL_1 n N]) S] AL(]\/[L—l N Nj—l) = ]\/1717]'_1

Nl‘j = Nj(Nj,1 N ]L/[z) g Nj(Nj,1 N Mifl) = Niflﬁj;

pored toga, vazi i
,Z\/[i’jfl/]\/[ij = Mz(]\{l,1 N Njfl)/]\f[i(]\/[ifl N Nj) =

&~ Nj(Nj—1 N M;—1)/Nj(Nj—1 0 M;) = Ni—1,;/Nij.

Prema tome, M; ;_1 = M;; ako i samo ako je N;_;; = N;;. To znali da kada
u dva posmatrana niza podgrupa od G duZine kl obriSemo sva ponavljanja podgrupa
dobijamo dva niza iste duZine koji su pri tome jo§ i ekvivalentna. Time je Srajerova
teorema dokazana.

Bududi da su normalni nizovi koji nemaju profinjenja ta¢no kompozicioni nizovi,
svako profinjenje kompozicionog niza neke grupe je jednako po¢etnom nizu. Srajerova
teorema tvrdi da svaka dva normalna niza grupe imaju ekvivalentna profinjenja, pa
odmah sledi da svaka dva kompoziciona niza moraju biti medusobno ekvivalentna.



Resive grupe

Za grupu G kazemo da je resiva ako ima normalni niz ¢iji su svi faktori Abelove
grupe.

Primer 12.1. Ocito, sve Abelove grupe A su resive (A > FE je trivijalan nor-
malni niz sa Abelovim faktorom). S druge strane, postoje i neabelove reSive
grupe: u prethodnom primeru smo videli da S3(= Ds3) ima kompozicioni niz sa
faktorima Zy i Z3. (Zapravo, reSiva je svaka dijedarska grupa D,, jer rotacije
¢ine normalnu podgrupu indeksa 2 — kojoj odgovara faktor Zs — a koja je pri
tome izomorfna sa Z,.) Takode, ako se na kompozicioni niz grupe A4 (iz
Primera 11.2) doda S4, dobija se normalni (zapravo, kompozicioni) niz grupe Sy
sa svim Abelovim faktorima, pa su zato i grupe Sy i A4 reSive. S druge strane,
zan > 5, A, je neabelova prosta grupa, pa zato nije reSiva (jer je A,, > F jedini
njen normalni niz).

Zapravo, poslednja primedba iz prethodnog primera se moZe uopstiti i na
simetri¢ne grupe.

Propozicija 12.2. Grupa S,, nije resiva za sve n > 5.

Dokaz. Kako jen > 5,niz S, > A,, > E je kompozicioni za S,, jer su mu fak-
tori proste grupe Zo i A,. Otuda S,, nije resiva jer ima neabelov kompozicioni
faktor. O
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Sy, nije resiva za sve
n>>5



n-ta izvodna podgrupa

kriterijum reSivosti
preko izvodnih
podgrupa
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Za radoznalce

Moze se pokazati da je kompozicioni niz iz prethodne propozicije zapravo jedin-
stven kompozicioni niz grupe S,,. Zaista, svaki drugi kompozicioni niz bi morao biti ob-
likaS, > H > Fgdejeili (S, : H) = 2,1ili je pak H normalna cikli¢na podgrupa reda
2. Prva moguénost otpada, jer bitadabilo S,, = A, Hi1Zo = A, H/H = A, /A, NH,
pa bi A,, N H bila podgrupa indeksa 2 (i stoga normalna) u A,,, a §to je nemoguce jer
jer A, prosta. S druge strane, ako bi bilo H = {id, o}, tada bi normalnost H povlacila
7 lonr =0 zasver €S, istogac € Z(S,). Medutim, lako se pokazuje da je grupa
S,, bez centra, pa ni ovaj drugi slucaj nije mogug.

Zan > 0 definiSemo n-tu izvodnu podgrupu grupe G tako $to je G 0 =q

G = (gMy

za sven > 0. Kako je H' < H i H/H' Abelova grupa za svaku grupu H
(StaviSe, znamo da je u pitanju maksimalni Abelov faktor od H), u lancu pod-
grupa

GG >G" >...>GM
su svi faktori Abelovi. Uslov da se taj lanac “spusta” do trivijalne podgrupe u
kona¢no mnogo koraka jeste moZda najpoznatiji kriterijum reSivosti.

Propozicija 12.3. Grupa G je resiva ako i samo ako postoji n > 0 tako da je
G™ =E.

Dokaz. (=) Neka je G reSiva grupa i neka je
G=Hy> Hi>..>H,=F

jedan njen normalni niz sa Abelovim faktorima. Po Lemi 5.6 vazi da je H] <
Hi 1 zasve 0 < i < n, pa induktivno dobijamo da G < H;. Specijalno,
G < H, = E,paje G = E.
(<) Uo¢imo najmanji prirodan broj n za koji je G = E. Tada imamo
normalni niz
G=GOp>aVs. . G =E,

jer bi G*¥) = G +1) impliciralo G = G*¥) za sve m > k, pa ne bi moglo
biti G = E. Faktori ovog niza G*) /G#+1) = G*) /(G*)) su Abelove
grupe, pa je G reSiva grupa. O

Ako je G refiva grupa, najmanje n za koje vazi G = E zovemo duZina
reSivosti grupe G. 1z prethodnog dokaza sledi da je posredi duzina najkradeg
normalnog niza za GG sa Abelovim faktorima — jedan takav niz je bas niz izvod-
nih podgrupa.
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Propozicija 12.4. Neka je G reSiva grupa.
(i) Ako je H < G tada je H reSiva grupa.
(ii) Ako je H < G tada je G/H re§iva grupa.

Dokaz. Pretpostavimo da je n duZina resivosti grupe G; dakle, G = E.

(i) Iz pretpostavke sledi da je H' < G’, zatim H” < G” i, induktivno,
H®) < G%) za svako k. Prema tome, H™) = E, tj. H je reSiva grupa i pri
tome duzina reSivosti H nije veéa od n.

(ii) Kako za bilo koji homomorfizam ¢ definisan na grupi G vazi ¢([g, h]) =
[#(g), d(h)], sledi da je (¢(G)) = ¢(G’). Specijalno, (G/H)' se sastoji od
koseta Hg takvih da je ¢ € G’. Induktivno, otuda sledi da je (G/H)*) =
{Hg: g € G®}, paje (G/H)™ trivijalna grupa { H}. Dakle, G/H je resiva
grupa i ponovo njena duZina reSivosti nije veca od n. O

Vazi i tvrdenje (u izvesnom smislu) obratno prethodnom.

Propozicija 12.5. Neka je G grupai H < G. Ako su H i G/H reSive grupe,
ondajetoiG.

Dokaz. Neka je s duZina reSivosti grupe G/ H, a t duzina reSivosti za H. Tada
je (G/H)®) = {H}, §to znati da je G®) < H. Notadaje GG+ < H®) = E,
pa je G resiva grupa (¢ija duZina reSivosti nije veéa od s + t). O

Ako se sada usresredimo na konacne grupe, tada osobina resivosti ima slede-
¢i elegantan opis.

Propozicija 12.6. Netrivijalna konacna grupa je reSiva ako i samo ako su joj
svi kompozicioni faktori ciklicne grupe prostog reda.

Dokaz. (<) Trivijalno, jer su sve cikli¢ne grupe Abelove, pa posmatrani kom-
pozicioni niz predstavlja normalni niz koji obezbeduje reSivost.

(=) Neka je G netrivijalna konac¢na reSiva grupa: pretpostavimo da je G >
H, > Hy; > ...> H, = Enjennormalni niz u kome su svi faktori Abelovi. Po
grajerovoj teoremi o profinjenju, ovaj niz se moZe profiniti do kompozicionog:

GDK1’1I>K1,2D...K1,m1:H1DK271D...DK27m2:HQD...

> Kym, = H, = E.

podgrupe i faktori
resivih grupa

kompozicioni faktori
resivih grupa



reSivost konac¢nih
p-grupa

reSivost grupa reda
p"q"
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Pri tome je podgrupa H; normalna u svim podgrupama K 1, ..., K ;,, za sve
1 <4 < n. Po Drugoj teoremi o izomorfizmu je

Kij/Kijy1 = (Kij/Hi)/(Kij+1/Hi),

pa je prosta grupa K; ;/K; j+1 homomorfna slika Abelove grupe K; ;/H; <
H;_1/H; i stoga je i sama Abelova. Sledi da je K;;/K; j+1 cikli¢na grupa
prostog reda, a analogan zakljucak sledi i za G/K 1, kao i H;/Kj1,1. Prema
tome, svi kompozicioni faktori od G su zaista cikli¢ne grupe prostog reda. [

Nas naredni cilj je da pokazemo da je svaka konacna p-grupa reSiva.

Lema 12.7. Svaka grupa reda p™ (n > 1) ima normalnu podgrupu reda p" .

Dokaz. Dokaz leme izvodimo indukcijom po n. Ako je n = 1, tvrdenje je
trivijalno; zato pretpostavimo da je n > 2 i da tvrdenje leme vaZi za sve p-
grupe reda < p"~!. Prema Posledici 3.4, red |Z(G)| centra posmatrane grupe
G deljiv je sa p. Po Kosijevoj lemi, postoji z € Z(G) tako da je o(z) = p.
Tada je H = (z) < Z(G), pa mora biti H < G. Sada je |G/H| = p"~ !, pa
po induktivnoj pretpostavci G/ H ima normalnu podgrupu kardinalnosti p™ 2.
Po Teoremi o korespondenciji, ta normalna podgrupa je oblika K/H, gde je K
neka normalna podgrupa od G koja sadrzi H. Sada je |K| = p"2|H| = p"~!,
pa je induktivni dokaz okoncan. O

Propozicija 12.8. Svaka konacna p-grupa je resiva.

Dokaz. Neka je G konaCna p-grupa, |G| = p”. Dokaz sledi indukcijom po n.
Zan = 1imamo da je G = Z,, §to je evidentno reSiva grupa. Ako je n > 2,
po prethodnoj lemi G ima normalnu podgrupu H reda p"~!. Po indukitvnoj
pretpostavci, H je reSiva grupa, pa ima normalni niz sa Abelovim faktorima.
Kako je G/H = 7Z,, nadovezivanjem G na poCetak tog niza dobijamo normalni
niz za G u kome su svi faktori Abelovi, pa sledi da je G takode resiva. O

Za radoznalce
Danas je poznat ¢itav niz dovoljnih uslova za reSivost konacne grupe. Jedan od
klasi¢nih rezultata u tome smislu je Bernsajdova pg-teorema [Bu0O4].

Teorema 12.9 (Bernsajd, 1904). Svaka konacna grupa reda p"q"™, gde su p # q prosti
brojeviin,m > 0, je resiva.

Zbog toga, red svake neabelove konaCne proste grupe mora biti deljiv sa bar tri
razli¢ita prosta faktora. Minimalan primer je A5 reda 60 = 22-3-5 (i to je jedina prosta
grupa reda 60). Znatno kasnije, dokazano je da jedan od tih prostih faktora mora biti 2.
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Teorema 12.10 (Fajt'?, Tompson'!, 1962/63). Svaka neabelova konacna prosta grupa  teorema Fajt-Tompsona
Jje parnog reda. Posledicno, svaka grupa neparnog reda je resiva.

U vreme kada je ovaj rezultat publikovan, njegov dokaz (koji zauzima 255 strana
¢itavog jednog broja Casopisa Pacific Journal of Mathematics [FT63]) bio je mozda i
najsloZeniji dokaz jedne teoreme u matematici uopste.

'OValter Fajt (Walter Feit, 1930-2004), americki matemati¢ar austrijskog porekla
""D7on Tompson (John Griggs Thompson, 1932-), ameri¢ki matemati¢ar, dobitnik Fildsove
medalje 1970. i Abelove nagrade 2008. godine
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