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Sta je funkcija?
A i B neprazni skupovi
x element skupa A
A B Dodeljujemo mu y (ili (f(x))) iz skupa B
Sve zajedno: preslikavanje

f:A—>B

x> f(z)

x - nezavisna promenljiva

y (ili f(x)) - zavisna promenljiva

x - original y (ili f(x)) - slika

A - domen (skup originala) funkcije f
B - kodomen (skup slika).
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Tabli¢no zadata funkcija

Tabli¢no zadata funkcija
3 4
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Tabli¢no zadata funkcija

Tabli¢no zadata funkcija

(1 2 3 45
I < 3511 3 ) '
Valuta ISO | Oznaka | Srednji kurs
Americki dolar USD $ 91,90
Evro EUR € 115,15
Hrvatska kuna HRK kn 15,40
Madarska forinta | HUF Ft 40,20
Svajcarski franak | CHF Fr 95,83

Ovo su proslogodisnji podaci
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ki zadata funkcija

Graficki zadata funkcija

cm

meseci

Prosecna visina dec¢aka u zavisnosti od uzrasta
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fik funkcije

Funkcija f i njen grafik Gy
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Implicitno zadata funkcija

<07 _1>
Implicitno zadata funkcija 22 + 3% = 1

(Poslovna matematika) February 22, 2015 6 / 43



Primeri funke

Identicko preslikavanje
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Primeri funkcija

Identicko preslikavanje

idg: A— A

ida(z) =2
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Primeri funkcija

Identicko preslikavanje

idg: A— A

ida(z) =2

Identicko preslikavanje idg
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Primeri funkcija

D : {Luka, Saga, Jovan, Olja, Matija, Bogdan, Milica} — {1,...,31}.

A. Pavlovi¢ (Poslovna matematika)

Ime Dan
Luka, 9
Sasa, 16
Jovan 23
Olja 3
Matija 26
Bogdan | 23
Milica, 18
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Primeri funkcija

Konstatna funkcija

—4 -3 -2 -1

Konstantna funkcija f(x) = 2
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Linearna funkcija
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Primeri funkcija

Linearna funkcija

flx)=ax+b
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Primeri funkcija

Linearna funkcija

flx)=ax+b

Linearna funkcija f(z) = 22 + 2
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Primeri funkcija

Kvadratna funkcija

f(z) = az® 4 bz + ¢
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Primeri funkcija

Kvadratna funkcija

f(z) = az® 4 bz + ¢

Kvadratna funkcija f(z) = 22 + z — 2
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Primeri funkcija

Eksponencijalna funkcija
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Primeri funkcija

Eksponencijalna funkcija

50

40

30
| | |

20
4

| |
T T T T T
—6—-5—-4-3-2-1 12 3 4

Eksponencijalna funkcija f(x) = e*
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Primeri funke

Logaritamska funkcija
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Primeri funkcija

Logaritamska funkcija

f(z)=log,z, a>0
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Primeri funkcija

Logaritamska funkcija

Logaritamska funkcija f(z) = log,
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Funkcija f : A — B je sirjekcija (ili ,,na") ako i samo ako

Vye Badre A y= f(z).
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Funkcija f : A — B je sirjekcija (ili ,,na") ako i samo ako
Vye Badre A y= f(z).

Svaki elemenat kodomena je slika bar jednog elementa domena.
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FiNSN, fln)= [”;1]

Uglaste zagrade oznacavaju najveéi ceo deo broja
Na primer 3, 6] = 3.
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=5 — =i - |25 = 3] -
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OSOBINE funkcijama

1
FiNSN, fln)= [”; ]
Uglaste zagrade oznacavaju najveéi ceo deo broja
Na primer 3, 6] = 3.

Za koje n je f(n) = 1007 Sta se slika u m € N?
Odgovor: 2m — 1 i 2m.

Svaki element iz kodomena ima barem jedan original
Dato preslikavanje sirjektivno.
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15 / 43



OSOBINE funk

g:R — R dato sa g(z) = 23 — z.
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OSOBINE funkcijama

g:R — R dato sa g(z) = 23 — z.

Funkcija g(z) = 23 — z
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OSOBINE funkcijama

g:R — R dato sa g(z) = 23 — z.

Funkcija g(z) = 23 — z
Sa grafika se vidi, a moze se i pokazati da svaki element iz kodomena
ima original. Neki od elemenata kodomena, na primer y = 0, imaju vise

svojih originala, x = -1, x =01z = 1.
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Funkcija f : A — B je injekcija (ili ,,1-1") ako i samo ako

V$1,332 cA f(a:l) = f(wg) = X1 = I9.
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OSOBINE funkcijama

Funkcija f : A — B je injekcija (ili ,,1-1") ako i samo ako
le,a:Q cA f(a:l) = f(wg) = X1 = I9.

Kod injektivne funkcije svaki element kodomena ima najvise jedan
original.
Neka je f: N — N data sa

f(n) =2n.

f(1)=2,f(2) =4,f(3)=6,...
Sta je original broja 100, §ta broja 1317
f(50) =250 = 100.
Broj 131 nema svoj original, jer ne postoji prirodan broj koji pomnozen
sa 2 daje 131 (nije paran).
Original parnog broja je njegova polovina, koja je jedinstvena, a
neparni brojevi nemaju svoj original. Kako svaka slika ima najviSe
jedan original, data funkcija f je injekcija.
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Funkcija f : A — B je bijekcija ako i samo ako je istovremeno i
sirjekcija i injekcija. Tada svaka slika ima ta¢no jedan original.
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OSOBINE funkcijama

Funkcija f : A — B je bijekcija ako i samo ako je istovremeno i
sirjekcija i injekcija. Tada svaka slika ima ta¢no jedan original.
Posmatramo funkciju

fR=R, f(z)=2x.

Domen i kodomen su promenjeni.

Neka su z1, 29 € R. Tada je f(z1) = 21, a f(x2) = 2x5. Ako je

f(x1) = f(x2), tj. 221 = 229, nakon deljenja sa 2, imamo da je z1 = z2,
§to pokazuje da je f injekcija.
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OSOBINE funkcijama

Funkcija f : A — B je bijekcija ako i samo ako je istovremeno i
sirjekcija i injekcija. Tada svaka slika ima ta¢no jedan original.
Posmatramo funkciju

fR=R, f(z)=2x.

Domen i kodomen su promenjeni.

Neka su z1, 29 € R. Tada je f(z1) = 21, a f(x2) = 2x5. Ako je

f(x1) = f(x2), tj. 221 = 229, nakon deljenja sa 2, imamo da je z1 = z2,
§to pokazuje da je f injekcija.

Za element y iz skupa slika imamo da je njegov original % (uvek
postoji), jer je f(¥) =2-4 =y, pa je preslikavanje f i sirjekcija, Sto
zajedno sa injekcijom daje da je f bijekcija.
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OSOBINE funk

Funkcija f(z) = 2z
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Operacije sa funkcijama

Za funkciju f : A — B (direktnom) slikom skupa C' C A nazivamo
skup

flC={f(z):z e C}.

Inverznom slikom skupa D C B nazivamo skup

fD]={z € A: f(x) € D}
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Operacije sa funkcijama

Za funkciju f : A — B (direktnom) slikom skupa C' C A nazivamo
skup

flC={f(z):z e C}.

Inverznom slikom skupa D C B nazivamo skup
f Dl ={z€A: f(x) € D}

Ako f(z) = 10%, onda je f[(—o0,0]] = (0, 1], dok je f~1[[1,10]] = [0, 1].
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Operacije sa funkcijama

Za funkcije f: A — Big: B — C definiSemo funkciju go f: A — C sa
go f(x) = g(f(x)) i nazivamo je kompozicija funkcija f i g.
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Operacije sa funkcijama

Za funkcije f: A — Big: B — C definiSemo funkciju go f: A — C sa
go f(x) = g(f(x)) i nazivamo je kompozicija funkcija f i g.
Ako je f(x) = 22 + 3, a g(x) = €%, onda je

go f(z) = g(f(x)) = g(a® +3) = = 5.
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Ako je f: A — B bijekcija, onda je f~!: B — A definisana sa

Ty =z fx) =y

inverzna funkcija funkcije f.
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Operacije sa funkcijama

Ako je f: A — B bijekcija, onda je f~!: B — A definisana sa

Ty =z fx) =y

inverzna funkcija funkcije f.
Za inverznu funkciju vazi da je fo f~' =idgi f~lo f =idy
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Operacije sa funkcijama

Ako je f: A — B bijekcija, onda je f~!: B — A definisana sa

Ty =z fx) =y

inverzna funkcija funkcije f.
Za inverznu funkciju vazi da je fo f~' =idgi f~lo f =idy
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Operacije sa funkcijama

Ako je f: A — B bijekcija, onda je f~!: B — A definisana sa

Ty =z fx) =y

inverzna funkcija funkcije f.
Za inverznu funkciju vazi da je fo f~' =idgi f~lo f =idy

Za funkciju f(x) = 3z — 1, inverzna je f~!(x) = ITH

r+1 r+1
=3
) =3

fof )= f(

)—l=(z+1)-1=z
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Operacije sa funkcijama

Tabelarno zadata funkcija F

1 | Partizan
2 | Crvena zvezda
3 | Vojvodina
4 | Jagodina
5 | Sloboda P. Sevojno
6 | Radnicki 1923
7 | Spartak Zlat. voda
8 | OFK Beograd
9 | Javor
10 | Rad
11 | Hajduk
12 | BSK
13 | Smederevo
14 | Novi Pazar
15 | Borac
16 | Metalac
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Operacije sa funkcijama

Tabelarno zadata funkcija F

1 | Partizan
2 | Crvena zvezda
3 | Vojvodina
4 | Jagodina
5 | Sloboda P. Sevojno
6 | Radnicki 1923
7 | Spartak Zlat. voda
8 | OFK Beograd Inverzna funkcija funkcije F' koja
9 | Javor . C . .
mestu na tabeli dodeljuje tim, a koja
10 | Rad . . .
T o duk je definisana u prethodnom primeru
ajc tabelom, je funkcija F~1 koja timu
12 | BSK L. .
dodeljuje mesto na kom se nalazi.
13 | Smederevo Tako je, npr.
14 | Novi Pazar
15 | Borac F~1(Vojvodina) = 3.
16 | Metalac
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Operacije sa funkcijama

Tabelarno zadata funkcija F

1 | Partizan
2 | Crvena zvezda
3 | Vojvodina
4 | Jagodina
5 | Sloboda P. Sevojno
6 | Radnicki 1923
7 | Spartak Zlat. voda
8 | OFK Beograd Na pitanje "Koji timovi idu u Euro-
9 | Javor K M od . it di
0 Rad upove?"', odgovor je prva tri, tj. di
_ rektna slika skupa {1, 2, 3},
11 | Hajduk
12 | BSK fi{1,2,3}]
13 Sme'derevo ={Partizan, Crvena Zvezda, Vojvodina}
14 | Novi Pazar
15 | Borac
16 | Metalac
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Operacije sa funkcijama

Tabelarno zadata funkcija F

1 | Partizan

2 | Crvena zvezda

3 | Vojvodina

4 | Jagodina

5 | Sloboda P. Sevojno

6 | Radnicki 1923

7 | Spartak Zlat. voda

8 | OFK Beograd Na  pitanje  "Na  kom  su

9 | Javor . . o

mestu  timovi iz Vojvodine?",

10 | Rad .. .

T o duk odgovor je inverzna slika skupa
J {Vojvodina, Hajduk, Spartak},

12 | BSK

13 | Smederevo fY{Vojvodina, Hajduk, Spartak}]

15 | Borac Y

16 | Metalac
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Operacije sa funkcijama

Tabelarno zadata funkcija F

1 | Partizan
2 | Crvena zvezda
3 | Vojvodina
4 | Jagodina
5 | Sloboda P. Sevojno
6 | Radnicki 1923
7 | Spartak Zlat. voda
FK B d
810 cogra Ako funkcija G dodeljuje grad iz kog
9 | Javor . D .
je tim, onda kompozicija G o F' daje
10 | Rad . . .
: odgovor iz kog je grada tim na odgo-
11 | Hajduk o
varajuéem mestu. T
12 | BSK
13 | Smederevo G o F(11) = G(Hajduk) = Kula
14 | Novi Pazar
15 | Borac
16 | Metalac
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Operacije sa funkcijama

Tabelarno zadata funkcija F

1 | Partizan
2 | Crvena zvezda
3 | Vojvodina
4 | Jagodina
5 | Sloboda P. Sevojno
6 | Radnicki 1923
7 | Spartak Zlat. voda
8 | OFK Beograd Ako je H inverzna funkcija funkcije
9 | Javor . .
F, onda H timu dodeljuje mesto na
10 | Rad .
T o duk tabeli.
2Jau H(Javor) =9
12 | BSK
13 | Smederevo
14 | Novi Pazar
15 | Borac
16 | Metalac

A. Pavlovi¢ (Poslovna matematika) February 22, 2015 23 / 43



L) SR EN SIS Nule funkcije

Nule funkcije funkcije f: A — R, A C R ¢ne skup tacaka ¢ija je slika
nula, tj.

{z: f(z) =0}
Koristedi inverznu sliku funkcije, skup nula funkcije f se moze definisati

kao f~1[{0}].

(Poslovna matema ) February 22, 2015 24 / 43



[OLT) SR LRGN Nule funkcije

Nule funkcije funkcije f: A — R, A C R ¢ne skup tacaka ¢ija je slika
nula, tj.

{z: f(z) =0}
Koristedi inverznu sliku funkcije, skup nula funkcije f se moze definisati

kao f~1[{0}].

Funkcija f(z) = 2% — 1
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Osobine realnih funkcija VALY

Funkcija je pozitivna tamo gde vazi f(z) > 0, a negativna tamo gde
je f(z) <

Skup Vrednostl za koje je funkcija poz1t1vna je f71(0,00)], dok je skup
vrednosti za koje je funkcija negativna f~![(—o0,0)}.
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Osobine realnih funkcija MK

e Recicemo da je funkcija striktno rastucéa ako

T < T9 = f(a:l) < f(aj‘Q)

Ako vazi
x1 <z = f(x1) < f(22),

onda je funkcija samo rastuéa, odnosno neopadajuca.

e Recicemo da je funkcija striktno opadajucéa ako

1 <23 = f(21) > f(22).

Ako vazi
x1 <z = f(x1) > f(22),

onda je funkcija samo opadajuéa, odnosno nerastuca.

A. Pavlovi¢ (Poslovna matematika) February 22, 2015
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Osobine realnih funkcija YIS
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Osobine realnih funkcija MK

Funkcija g(z) = — %z — 2
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Osobine realnih funkcija YIS

_— N W

-2 -1 1 2
Funkcija h(z) = 22
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Osobine realnih funkcija MK

= N o

——+— ——+—
—5—4-3-2-1 12345
Funkcija ¢(z) = 3

(Poslovna matematika)
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[OFT) SR LEN B Ekstremi

f u tadki zg ima lokalni maksimum ako
Je>0Vr e (zg—e,x0+¢) f(xo) > f(x)
f u tacki zg ima lokalni minimum ako

de>0Vx € (zg—e,z0+¢) f(zo) < f(x).
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[OFT) SR LEN B Ekstremi

f u tadki zg ima lokalni maksimum ako
Je>0Vr e (zg—e,x0+¢) f(xo) > f(x)
f u tacki zg ima lokalni minimum ako

de>0Vx € (zg—e,z0+¢) f(zo) < f(x).

4
3
2
1

0=0 3 9 1 2

Funkcije f(z) =22 — 11 f(z) = €*

A. Pavlovi¢ (Poslovna matematika) February 22, 2015
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Osobine realnih funkcija EEOESERISTI

e Funkcija je ograniéena sa gornje strane na skupu A C R ako
postoji broj M takvo da je svako x € A vazi f(x) < M.

e Funkcija je ograniéena sa donje strane na skupu A C R ako
postoji broj m takvo da je svako z € A vazi f(x) > m.
e Funkcija je ogranicena na skupu A C R ako je ogranicena i sa

donje i sa gornje strane na skupu A, tj. ako postoji broj K takvo
da je svako z € A vazi |f(x)| < K.
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Osobine realnih funkcija EEOESERISTI

|

T
—3 9 —
Funkcija }%(a:) = e]?r +
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Osobine realnih funk Ogranicenost

/

\ — N
_5_4_§\2_1 |2 3N\ 5

Funkcija g(z) = sinz

February 22, 2015 34 / 43
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Osobine realnih funkcija EEOESERISTI

—5—4-3—-2-1 1 2
Funkcija I(z) = 12 +1
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Linearna funkcija
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rne realne funkcije i njihove osobine Linearna funkcija
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Elementarne ) fy i njihove osobi Kvadratna funkecija

f(x)=az’+bx+ec, z€R,a#0.

matematika) February 22, 2015 37 / 43



rne realne funkcije i njihove osobine Kvadratna funkecija

f(@)=az® +bx+ec, x€R,a#0.

D >0 D=0 D<0

NS

a>0

A
7~

a<0

7
/N

Sematski prikaz grafika kvadratne funkcije u zavisnosti od znaka
vodeceg c¢lana i znaka diskriminante
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Elementarne realne funkcije i njihove osobine Stepene funkcije i polinomi

flz)=az", a#0

n parno n neparno

2 _1
3 14
2
a>0 1 1
-1 1 2
2 .

a<0
9 =1 L

13 -2 4

Stepene funkcije
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Elementarne ) fy i njihove osobi Stepene funkcije i polinomi

p(z) = apz" + ap_12" ' + ...+ a1z +ag, a, #0.

matematika) February 22, 2015 39 / 43



rne realne funkcije i njihove osobine Stepene funkcije i polinomi

p(z) = apz" + ap_12" ' + ...+ a1z +ag, a, #0.

Polinom p(z) = %334 — 128 — %332 + %x -1
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Funkcije oblika f(z) = =% i racionalne funkcije
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Elementarne realne funkcije i njihove osobine Funkcije oblika f(z) = IL" i racionalne funkcije

— [\S) w SN
]
I

Funkcija h(z) =

8=
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Elementarne realne funkcije i njihove osobine Funkcije oblika f(z) = IL" i racionalne funkcije

anT” + ap_ 12" ..+ a1z +ag
by x™ 4 byy_1x™ L+ ..+ bz + by’

r(z) =

apy by # 0.
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rne realne funkcije i njihove osobine Funkcije oblika f(z) = IL" i racionalne funkcije

anT” + ap_ 12" ..+ a1z +ag
r(z) =

= ns bm #£ 0.
by x™ 4 byy_1x™ L+ ..+ bz + by’ “ 7

4
34?
2

[uiy

1 2 3 4
_3
4 4
Funkcija h(z) = &2
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Eksponencijalna funkcija

f(z) =a",a>0.
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rne realne funkcije i njihove osobine

a>1

L

N W

|

f(z) =a",a>0.

/NN W

Eksponencijalna funkcija

I T
-4 -3 -2

T

-1

(Poslovna matema

+
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Logaritamska funkcija
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rne realne funkcije i njihove osobine Logaritamska funkcija

f(x) =log, z,

a>1 4

1 3

2

-1 1 2 3 4 1
—2

-3 -1

—4 —2

a > 0.
O<ax<l
1 3 4

Funkcije g(x) = Inz i h(z) =log1 x
2

(Poslovna matema
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