&OOM

- konacna verzija -



MEROZNACNA 1 APROKSIMATIVNA RESENJA
ZAKONA ODRZANJA

seminarski rad
na drugoj godini
postdiplomskih studija iz matematicke analize
PMF Novi Sad, Departman za matematiku i informatiku

student: Jelena Aleksié¢

Komisija za odbranu rada:
1. Prof. Stevan Pilipovi¢
2. Prof. Marko Nedeljkov

Novi Sad, februar 2005.



SADRZAJ

1. Uvod

1.1.  Odrziv i neodrziv oblik sistema PDJ

1.2.  Usrednjena superpozicija

1.3.  Koncepti resenja

1.4. Pregled rada

2. Meroznaéna resenja

2.1. Slaba i jaka konvergencija

2.2. Young-ova mera

2.3. Meroznacna resenja - definicija

2.4. Paraboli¢na aproksimacija

2.5.  Skalarni zakon odrzanja

3. Aproksimativna reSenja zakona odrzanja i ekvivalencija sa
konceptom meroznacnih reSenja

3.1.  Gs(92)-osnovni pojmovi

3.2.  Ekvivalencija aproksimativnih i meroznac¢nih resenja

Dodatak A. O Radonovim merama

Dodatak B. O funkcijama i merama ogranicene varijacije

B.1. BV funkcije

B.2. BV,

B.3. BV mere

Dodatak C. O kompenzovanoj kompaktnosti

Literatura

O O = =~

14
21
28
31
33

39
39
44
48
49
49
49
49
o1
52



"The inspiration for the study of dis-
continuous solutions comes from the
equations of gas dynamics. However, the
restriction to scalar equations with one
space variable does not cover any realistic
models.  We shall come closer to the
equations of gas dynamics ..., but the sit-
uation is far from completely understood.”

Lars Hoérmander, u ”Lecturs on
nonlinear hyperbolic PDE’s”

1. UvoD

1.1. Odrziv i neodrziv oblik sistema PDJ. Rade¢i sa nelinearnim
parcijalnim diferencijalnim jedna¢inama, nailazimo na dva oblika jedna-
¢ina, koji su na prvi pogled slicni, ali sustinski veoma razliciti. Ta
razlicitost odrazava se na koncepte resenja koji se mogu primeniti na
jedan, odnosno drugi oblik.

Sistem u odrzivom obliku je

(1) U + f(u)x = 07
gde je f glatka vektorska funkcija, a sistem u neodrzZivom obliku je

gde je g glatka matri¢na funkcija. Tacnije, sistem je u neodrzivom ob-
liku sve dok g(u) nije gradijent neke funkcije f(u), $to ¢esto nije slucaj
kada vektorska funkcija v = (ug, ..., u,) ima vise od jedne komponente,
n > 2.

U prvom seminarskom radu smo videli da u opstem sluc¢aju, Caushy-
ev problem za jednac¢inu u odrzivom obliku nema globalno klasi¢no
reSenje, cak i ako su pocetni uslovi glatki. Ako su pocetni uslovi
ogranicene funkcije, globalno slabo resenje se moze Cesto konstruisati.
Slabo resenje za odrzive sisteme konstruise se u prostoru C([0, c0); D'(R))N
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L>*(Rx(0,00)), jer prvo mozemo formirati nelinearnu funkciju f(u(z,t))
kao element iz L>®(R x (0,00)) i onda diferencirati kao distribuciju.
U neodrzivom obliku to nije moguce, u najmanju ruku za prekidna
resenja, jer clan g(u)u, ukljucuje problem mnozenja distribucija. Ipak
u procesu resavanja neodrzivih sistema, korisno je prvo testirati Sta
se desava u odrzivom sistemu kako bismo znali Sta da ocekujemo u
neodrzivom. O slabim resenjima odrzivih sistema gotovo da se sve
zna, [w],[sm]. Rezultati o lokalnim klasi¢nim resenjima neodrzivih sis-
tema mogu se naéi u [k]. Koncept uopstenih resenja primenjiv je u oba
slucaja, ali struktura diferencijalne algebre i ¢injenica da jednakost im-
plicira asociranost, tj. da je ideal N (pravi) podskup prostora distribu-
cionih nula-nizova, onemogucéuju postojanje prekidnih resenja, tacnije
udarnih talasa. Neodrzive sisteme mozemo posmatrati u tri oblika:

(a) u algebrama uopstenih funkcija sa jednakosti;

(b) u algebrama uopstenih funkcija gde asociranost zamenjuje jed-
nakost;

(¢) u prostoru mere, sa Vol’pert-ovom definicijom superpozicije funk-
cija.

U prvom slu¢aju nemamo udarne talase i zato prelazimo na asoci-
ranost. Trec¢i koncept sadrzi drugi prilaz problemu. Naime, ako je
v € L*® N BV,,.(R?), lokalno integrabilna funkcija ¢iji su prvi izvodi
mere, a h neprekidna funkcija, koristimo h(v), Vol’pert-ovu usrednjenu
(averaged) verziju superpozicije funkcija h i v koja je jednaka stan-
dardnoj superpoziciji funkcija, skoro svuda (u smislu Lebesque-ove
mere), tj. h(v(z,t)) = h(v(z,t)), s.s., ali h(v) je merljiva i lokalno
integrabilna u odnosu na mere d,w i dyw, za sve w € BV,.(R?). Tako
resavamo problem mnozenja h(v)d,w, naime prelazimo na h(v)d,w §to
je proizvod mera. Dobijamo da je u € L*NBV,,.(R*)NC(]0,0); D(R))
reSenje jednacine

(3) O+ g(u)0yu = 0,

u smislu mera.

1.2. Usrednjena superpozicija. Originalna Vol pert-ova ideja da defi-
niSe usrednjenu superpoziciju je sledec¢a. Neka je p mera na Borelovom
skupovima E u R" i f(z),z € R" integrabilna funkcija u odnosu na

. Tada je proizvod A\ := fu mera definisana na svakom Borelovom
skupu £ u R" na slede¢i nacin:

(4) AE) = /E f(2) dp(z).
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Ova definicija odgovara uobi¢ajenom mnozenju funkcija. Naime, svakoj
integrabilnoj funkciji ¢g(x) mozemo dodeliti meru

u(B) = [ gla)ds

Tada (4) dobija znacenje

AE) = / f(@)g(x) d,

i u potpunosti se slaze sa uobiCajenim mnozenjem funkcija. Dalje,
neka je f(z) neprekidna funkcija i u(z) = (uy(z), ..., uy(x)) vektorska
funkcija definisana na G C R". Neka je f(u(z)) uobicajena superpozi-
cija. Za x kazemo da je reqularna tacka od u(z) i a definicioni vektor,
ako postoji

a = li 3
Uq(T) . u(y)

gde je II,(z) = {y : (y — x,a) > 0}. U tom slu¢aju mozemo definisati
usrednjenu superpoziciju kao

Fluz)) = / F (@)t + u_a(2)(1 — 1) dt
= /0 f(( lim  u(y))t+ ( lim u(y))(1— t)> dt.

y—x, yGHa(z) y—, yGH_a(;p)

Vise o ovoj teoriji moze se na¢i u [vh|. Za nas rad, potrebna nam je
Vol'pert-ova usrednjena superpozicija u dva slucaja:
1. Ako je v neprekidna funkcija, onda se usrednjena superpozicija

svodi na uobicajenu superpoziciju funkcija, tj. h(v) = h(v), a proizvod

h(v)0,w je proizvod mere i neprekidne funkcije.
2. Ako su v, w funkcije skoka, tj.

v(z,t) = v+ (v, —u)H(z — ct),
w(x,t) =w + (w, —w)H(z — ct),
tada je proizvod

h(v)0,w = /0 (v, + a(v, —vy))da - (w, —w;)d(x — ct).

1.3. Koncepti reSenja. Dosadasnja prica navodi da posmatramo dva
koncepta resenja: koncept meroznacnih resenja, za koji je najzasluzniji
R.DiPerna' | i koncept aproksimativnih resenja u algebrama uopstenih
funkcija J.F.Colombeau-a. Ova dva koncepta su ekvivalentna u smislu

pak moramo pored DiPerne navesti i jo§ neka imena kao §to su Tartar, Ball,
Murat...
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da svako reSenje, ograniceno na odredeni nacin, u smislu jednog od
dva koncepta, indukuje resenje u drugom konceptu. Kako smo u pr-
vom seminarskom radu proucili aproksimativna resenja, cilj ovog semi-
narskog rada je prouc¢avanje mv-reSenja i uspostavljanje relacija izmedu
ova dva koncepta resenja.

Neka je 2 otvoren podskup od R™. Posmatrajmo skalarni zakon
odrzanja

(5) div f(u Z 6%
gde je f = (f1,.., fu) : R — R" glatka funkcija i u : Q@ — R. Takode
posmatrajmo i perturbovanu jednacinu (5),

(6) div f(u) = eL(u),

gde je L linearan parcijalni diferencijalni operator sa glatkim koefici-
jentima i € > 0. Jednacina (5) bi¢e hiperboli¢ni zakon odrzanja, a (6)
njegova parabolicna aproksimacija. Za njihova resenja zahteva¢emo da
budu ograni¢ena u odgovaraju¢em konceptu.

Meroznac¢na (krac¢e mv-) reSenja koristice za resavanje problema kon-
vergencije u problemu (6). Najvaznije osobine su sledece:

(i) Ako je u € L*>*(Q) slabo resenje jednacine (5), tada je familija
Dirac-ovih mera {0,(z)}sco meroznacno resenje.

(ii) Ako je (ue)->0 ogranicen niz resenja jednacine (6), tada je asoci-
rana Young-ova mera mv-resenje.

Uopstena resenja su resenja u diferencijalnim algebrama koje sadrze
distribucije i kao podalgebru imaju algebru glatkih funkcija. Mi ¢emo
raditi sa verzijom G4(£2) ¢iji elementi su klase ekvivalencije nizova glatkih
funkcija na €. Kako su predstavnici elemenata iz G4(£2) nizovi glatkih
funkcija, u G4(€2) jednacina (5) moze da se interpretira kao

(7) > f;(u)g—;j 0.

Svi izvodi i operacije su u smislu G4(92). u € G4(Q2) koje zadovoljava
jednacinu (7) zvaéemo jako resenje. Napomenimo jos da ovaj koncept
funkcioniSe i za neodrzive sisteme. Ipak, ovaj koncept ima i svojih
mana. Naime, ova stroga formulacija ne dozvoljava prekidna resenja.
Razlog tome je §to razlicite odrzive forme od (7) mogu biti ekviva-
lentne u G4(€2), a mogu implicirati razli¢ite uslove skoka (uslove na



8 Uvod

liniji prekida). Iz tih razloga se koristi asociranost, a2, umesto jed-
nakosti. Naime, dva elementa u,v iz G¢(£2) su asocirani ako i samo ako
razlika nizova njihovih predstavnika u. — v. konvergira slabo ka nuli.
To je nova relacija ekvivalencije, grublja od one koja definise faktor
algebru G,(€2). Dve distribucije su asocirane u Gs(2) ako i samo ako
su jednake.

u € G4(Q) koje zadovoljava jednacinu (7) u kojoj je jednakost za-
menjena asociranoséu, zvacemo aproksimativno resenje, tj. u € G4(Q)
je aproksimativno resenje ako zadovoljava

" ou
8 "(u)— ~ 0.
) > ity

Svako jako resenje je aproksimativno. Ako je u € L slabo resenje
jednacine (5), kao element iz G4(Q2), u je aproksimativno resenje. Ako
niz (u:)eso koji je predstavnik nekog u € G4(€2), zadovoljava (6), onda
je u aproksimativno reSenje.

J.F.Colombeau i M.Oberguggenberger pokazali su ekvivalenciju ova
dva koncepta resenja u slede¢em smislu:

(1) Ako je u € G4(€2) aproksimativno resenje, u odredenom smislu,
tada je Young-ova mera koja se dobija iz (u.).>o predstavnika od u,
mv-resenje za (5).

(2)Ako je p mv-resenje za (5), tada se moze nadi niz glatkih funkcija,
koji ima p kao Young-ovu meru, a koji je predstavnik uopstene funkcije
u € G5(Q), tako da je u aproksimativno resenje.

Napomenimo da, u ovom kontekstu, do sada nisu posmatrani poc¢etni
problemi zakona odrzanja, kao ni pitanje jedinstvenosti. Takode pobolj-
Sanje gore pomenutih rezultata moze se odvijati u smeru zamene L°°-
ogranicenja, LP-ograni¢enjima, uz pojacanje uslova rasta funkcije f.

1.4. Pregled rada. Sada ¢emo ukratko opisati sadrzaj ovog semi-
narskog rada.

Potsetimo se, pojam zakon odrZanja govori da je brzina promene
totalne koli¢ine supstance sadrzane u nekom fiksiranom domenu G
jednaka njenom fluksu na rubu domena G. Ako gustinu te supstance
oznacimo sa u, fluks sa f, zakon odrzanja je jednacina

d
9 — [ udx = — f-ndS,
) dt Jg oG
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gde je n spoljasnja normala na G, a dS element povrsine 0G. Kada
primenimo teoremu o divergenciji na desnu stranu jednacine (9) i dife-
renciramo pod integralom sa leve strane, dobijamo

/utdx:—/divfdx,
G G

/(ut + divf)dx = 0.
a

Ako su svi parcijalni izvodi od u i f neprekidni, dobijamo zakon odrzanja
u divergentnom obliku

odnosno,

U + dZUf =0.

Zakon odrzanja i njegove regularizacije

Sistem u odrzivom obliku je
(10) u + f(u)e =0,

gde je f glatka vektorska funkcija. Najcesce pretpostavljamo da je sis-
tem hiperbolican, tj. da Vf ima n razlicitih realnih karakteristicnih
korena. U kontekstu o kom ¢emo pricati, takode je moguce posmatrati
i Caushy-jev problem za sistem mesivitog tipa (sistem koji menja tip
iz hiperboli¢nog u elipticni).

Paraboli¢na regularizacija (difuzioni proces) sitema (10) je

Regularizacija treceg reda (disperzioni proces) sitema (10) je

Napomenimo da sa desne strane jednakosti mogu da se nadu i opstiji
operatori sa viSe parametara.

Obelezimo sa u(z,t), u(x,t; e), u(z,t; §) redom resenja od (10),
(11), (12).
Zasto uvodimo meroznacna resSenja?

Cilj nam je resiti problem singularnih limesa resenja regularizacija
zakona odrzanja, odnosno odgovoriti na slede¢a pitanja:
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1. Kada i kako nizovi resenja u(z,t;¢), u(x,t;d) (ili bar neki njihov
podniz) konvergiraju, kada parametar e, odnosno 4, tezi ka nuli.

2. Dali dobijeni limes resava jednacinu (10), tj. dalije lim. o u(z,t;¢)
= u(x,t), odnosno lims_ou(z,t;0) = u(x,t), u odredenoj topologiji.

Primeri

Ovaj problem javlja se ve¢ u skalarnim jedna¢inama.

1. Burger-ova jednacina, nula-difuzioni limes

U ovom primeru u(z, t;€) su reSenja paraboli¢ne jednacine

2
u
Uy + (?)x = EUgyg,

gde je € > 0 tzv. difuzioni parametar. Kada on tezi nuli, resenja
u(z, t; €) konvergiraju ka u(zx,t), reSenju hiperboli¢ne jednacine

u2

Ut+(2

Postojanje tzv. nula-difuzionig limesa dobija se klasicnom teorijom
kompaktnosti ili novijom teorijom kompenzovane kompaktnosti. Ovaj
problem je resen za sve skalarne jednacine u jednoj prostornoj dimen-
ziji.

2. KdV jednacina, nula-disperzioni limes
U ovom primeru u(x,t;d) su reSenja jednacine

2
u
U + (?)$ = 6ua:zza

gde je 0 > 0 tzv. disperzioni parametar. Kada 6 — 0, pojavljuju
se oscijacije (skokovi), te resenja u(x,t;d) neée konvergirati ka resenju
hiperboli¢ne jednacine u; + (“72)35 = 0. Lax i Levermore su pokazali da
resenja u(x,t;0) konvergiraju jako ka u(z,t), do trenutka kada se po-
jave udarni talasi (Sokovi). U prisustvu udarnih talasa, konvergencija
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postoji samo u slaboj topologiji i limes je resenje malo modifikovane
jednacine [11].

Kako se uvode mv-resSenja?

Posmatramo preslikavanje
(l‘,t) € Ri_ = Vi) € P(Rn),

gde je P(R™) prostor probabilistickih mera. Ovakvo preslikavanje zove
se uopsteno ili meroznacno resenje ako jednacina

(13) u+ f,=0

vazi u smislu distribucija. Tada kazemo da ocekivana vrednost vek-
torskog polja (u, f) ima divergenciju nula. Oznaka g, za g € C(R™;R")
je takode ocekivana vrednost, tj.

g=g(e.t) = / (N (e,

Sto je kompozicija neprekidne funkcije i mere, odn. distribucija. Stoga
jednacina (13) znaci da za sve test funkcije ¢ € C5°(R%),

0 <ﬂt _‘_7337 ¢> _ _< /n )\dV(x,t)a ¢t> — < o f()\)dV(:v,t)7¢mc> =0.

Kako se u ovom kontekstu interpretiraju klasi¢na distribu-
tivna reSenja?

Klasi¢na distributivna resenja u(z,t) sistema (10) identifikuju se sa
preslikavanjem koje slika (x,t) u tzv. Dirac-ovu meru u u(z,t), tj.

(ZL’, t) — 6u(a:7t)'

Ova interpretacija ima smisla, jer je u tom slucaju

/ )\déu(x’t) = / Aéu(m,t) d)\ = U(ZE, t)
n Rn

odnosno,

/n f(>‘) ddu(z,t) = /n f()‘)(su(:fc,t) A\ = f(u($v t))
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Da li postoji takvo resenje?

Teorema 1. [Young] Za svaki L*-ograniCen niz funkcija u;, postoji
ug, podniz niza u; i familija probabilistickih mera

v, € Prob(R"), yeR™, suppv, C L(O;r),

(sa L(O;r) ¢emo obeleziti loptu sa centrom u 0 polupre¢mika r) tako
da za sve funkcije g € C'(R") grani¢na vrednost

*

w' — lim g(uk(y))

postoji, i jednaka je o¢ekivanoj vrednosti funkcije g,

w = Jim () = [ o0\ dn, =i gly).
za skoro sve y € R".

Dakle, za svaku tacku y € R", imamo probabilisticku meru v, na
R™, koja opisuje konvergenciju niza wu(y).

Iz teoreme dobijamo da ako je aproksimacioni proces za sistem (10)
stabilan u L*°, imamo uopsteno resenje.

Ova teorema dokazana je na str. 24.

Problem klasifikacije resenja

Kada dobijemo resenja, nastaje problem odabiranja fizicki relevan-
tnih resenja. Stoga i u ovom konceptu, imamo uslov dopustivosti.
Medu klasiécnim distributivnim reSenjima birali smo one koji zadovo-
ljavaju entropijske uslove. Potsetimo se, funkciju n : R® — R, klase C*,
zovemo entropijom sistema (10) sa odgovarajuéim entropijskim fluksom
q: R" — R ako vazi

Dn(u)Df(u) = Dq(u),

gde D oznacava totalni izvod, a distributivno resenje je dopustivo ako
vazi

(n(u))e + (q(u))2 <0,
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u smislu distribucija, za sve konveksne entropijske parove (7,¢q). En-
tropijski par je konveksan, ako je entropija konveksna funkcija.

Ovde je taj uslov za nijansu komplikovaniji, naime ako uopsteno
resenje dopusta sve konveksne entropijske parove, ono mora biti Dirac-
ova mera. Preciznije, neka je (1, q) entropijski par sistema (10). Ako

vazi za sve konveksne entropijske parove, tada ¢emo pokazati da je

Vi) = Ou(a,t)-

Za skalarni zakon odrzanja, proizvoljnu funkciju mozemo uzeti za
entropiju i zatim naci adekvatan fluks. Tako da ako resavamo skalarni
problem, nejednakost (14) treba da vazi za sve konveksne funkcije 7.
Za sisteme od dve jednacine postoji Siroka klasa konveksnih entropija,
dovoljno jaka da redukuje Young-ovu meru na Dirac-ovu meru. Za
sisteme od tri ili viSe jednacina, entropija retko postoji, uglavnom za
jednacine mehanike kontinuma, tako da nam, u tom slucaju, treba al-
ternativna formulacija.

Uopstena verzija Lax-ove entropijske nejednakosti (14) vazi za sve
slabe limese difuzionog procesa (11). Ako je u(z, t; €) uniformno ograni-
¢en u L niz reSenja sistema (11), tada se lako moze proveriti da (14)
vazi za sve konveksne entropije, jer je v, ; Young-ova mera asocirana
sa nekim podnizom niza u(z,t; €). Ali, treba dalje pokazati da je
v Dirac-ova mera i da ona odgovara nula-difuzionom limesu. Rezul-
tati o egzistenciji i jedinstvenosti zavrsavaju poglavlje o meroznacnim
resenjima.

Trece poglavlje pocinje kratkim pregledom teorije Colombeau-ovih
specijalnih uopstenih funkcija, u kojima dobijamo koncept aproksima-
tivnih resenja. Poglavlje, kao i ceo rad, zavrsavamo izucavanjem ekvi-
valencije koncepta aproksimativnih i meroznac¢nih resenja.

Napomenimo jos da smo sa [ obelezavali kraj dokaza, a sa { kraj
primera.



"Weak convergence is teribly behaved
with respect to nonlinearities and yet
such weak convergence is apparently the
best we can achive.”

2. MEROZNACNA RESENJA

2.1. Slaba i jaka konvergencija. Jedna od najvecéih teskoc¢a u resa-
vanju nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina lezi u slede¢em
problemu: Kada dobijemo niz aproksimacija resenja, potrebno nam je
mnogo apriornih ocena da bismo obezbedili konvergenciju tog niza, ili
nekog njegovog podniza, ka resenju.

2.1.1. Slaba i slaba™ konvergencija na Banahovom prostoru i njegovom
dualu. Pre no sto poénemo pisati o tipovima konvergencija, potse-
timo se klasi¢nih rezultata funkcionalne analize o slaboj konvergen-
ciji. Na Banahovom prostoru X, ¢iji je dual X', slabu topologiju
o(X, X’) definisemo preko familije seminormi {p,, : #’ € X'} date
sa py(x) = |(x,2)]. Ako je dual X’ separabilan (ima prebrojiv gust
skup), onda je ova topologija metrizabilna na ograni¢enim skupovima
u X. Slaba konvergencija niza x,, ka z znaci

(xp,2') — (z,2'), Va'e X'

Na dualu X’ definisemo slabu* topologiju o (X', X') preko familije semi-
normi {¢, : * € X} date sa ¢,(z') = |(2/,x)|. Ako je X separabilan,
onda je ova topologija metrizabilna na ograni¢enim skupovima u X’ i
slaba* konvergencija niza !/, ka x’ znaci

(x,2)) — (x,2"), VzeX.
Jedini¢na lopta u X’ je slabo*™ kompaktna u ovoj topologiji.
2.1.2. Prostori LP(Q2), M(Q), My(Q2), Cy(2). Mi ¢emo posmatrati
prostore LP(§2),1 < p < oo, M(R), prostor Radon-ovih mera, gde je 2

otvoren podskup od R” snabdeven Lebesque-ovom merom. Dual pros-
tora LP(€2) je izometric¢en prostoru L?(§2), 1/p+1/q = 1. Iz ogranic¢enog
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niza f, u LP(Q2) mozemo izdvojiti podniz f,, koji slabo (slabo*) kon-
vergira ka nekom f, ako je 1 < p < oo (p = 00), tj.

[ fngto— [ ggas voe @)

Prostor L'(€) se moze izometricki potopiti u M,(2), prostor konaé¢nih
mera, koji je dual prostora C,(£2), prostora neprekidnih ograni¢enih
funkcija sa supremum normom. Iz ograni¢enog niza f,, u L' () mozemo
izdvojiti podniz f,, koji slabo* konvergira ka meri pu, tj.

/Qfmg dr — (i, 9), Vg € Cy(Q).

Prostor mera M(£2) nije Banahov, ali za svaki kompaktni K CC ,
ako sa X = C%(f2) obelezimo prostor neprekidnih funkcija sa nosacem
u K i supremum normom, tada je M() podprostor X} i mozemo
koristiti slabu® topologiju na X}.. Tada iz niza ograni¢enog u svim
X/ izdvajamo podniz koji je slabo™ konvergentan u X, za prebrojivo
mnogo kompaktnih skupova ¢ija je unija 2.

Na prostoru M(£2) slaba konvergencija definise se na slede¢i naéin:

= p = (Vg € C(Q)) /diuk — /diu, k — oo.
Vazi sledece tvrdenje:
Teorema 2. Ako puy — p slabo u M(Q) onda je
lim sup pi(K) < p(K)
za sve kompaktne skupove K CC €, i
p(V) < liminf (V)
za sve otvorene skupove V C ).

Pod pretpostavkom da je niz aproksimativnih resenja {u. } uniformno
(po €) ograni¢en u L imamo ekvivalenciju sledeéih konvergencija.

1. Ekvivalentne slabe konvergencije su:
-slaba* konvergencija u L,
-slaba konvergencija u L” ;1 < p < o0,
-konvergencija u smislu distribucija.
U ovom slucaju, prica¢emo o slaboj konvergenciji, tj. lokalnoj konver-
genciji ocena

u=w—limu, < / u(y)dy =lim [ wu.(y)dy,
K =0k
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za sve K CC (). Jedan od nacina da obezbedimo egzistenciju podniza
koji konvergira u odgovarajucoj slaboj topologiji je da dokazemo da za
niz {u.} vazi tzv. lokalna LP-kontrola

/|{u6}|p dy < const(K), K CC €,
k

koja se lako dobija iz principa maksimuma. Napomenimo jos da je
u gore pomenutim topologijama jedini¢na lopta kompaktna, tako da
su one dovoljno slabe da obezbede kompaktnost, ali isuvise slabe ba
garantuju neprekidnost nelinearne funkcije.

2. Ekvivalentne jake konvergencije su:
-konvergencija u jakoj topologiji prostora L},
-konvergencija u jakoj topologiji prostora L] .1 < p < co.
U ovom slucaju, pricacemo o jakoj konvergenciji, tj. konvergenciji po
normi

u=s—limu < / lu(y) — ue(y)| dy = 0,
K

za sve K CC Q.
Ako je niz {u.} konvergentan u jakoj topologiji i ako je funkcija
g : R™ — R? neprekidna, tada vazi

g(s —limu,) = s — lim g(u.),

Sto omogucava da jaki limes aproksimativnih resenja bude ponovo rese-
nje.

S druge strane, ako niz {u.} konvergira u slaboj topologiji, u opstem
slucaju, ako nemamo dodatne pretpostavke, imamo

g(w —limu,) # w — lim g(u,),

(v. primere 1, 2 i 3). Stoga je veoma bitno naéi pretpostavke pod
kojima ¢emo iz slabe konvergencije, dobiti jaku. Preciznije, u teoriji
zakona odrzanja pojavljuje se sledec¢i problem: Za dat slabo konver-
gentni niz aproksimativnih resenje, videti pod kojim uslovima ¢e taj niz
imati jako konvergentan podniz. Specifican problem je odrediti uslove
pod kojima se jaka konvergencija moze dobiti iz slabe ako nemamo
uniformne ocene izvoda. Naime, ako dokazemo ili pretpostavimo, da
su izvodi od wu. uniformno ograniceni, iz slabe konvergencije odmah
dobijamo jaku. Npr. ako u. slabo konvergira ka w i ako su gradijenti

. v . p
uniformno ograniceni u L,

/ |Vu.|P dy < const.,
K
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onda u. jako konvergira ka u. Uopste, slaba konvergencija i kompakt-
nost u strogoj topologiji, impliciraju jaku konvergenciju.

Za dobijanje jake iz slabe konvergencije koristi se Young-ova mera i
Tartar-Murat-ova teorema o kompenzovanoj (nadoknadenoj) kompak-
tnosti.

Primer 1. Dacemo primere koji pokazuju zasto, ako je f = w* —

limf,, ne mora da vazi i da je ®(f) = w* — lim®(f,). Krenuéemo od

jednostavnijeg primera koji je dat u [€2]. Mi éemo ga dopuniti dokazima

konvergencija koje su samo pomenute u predhodno citirsnoj knjizi.
Dakle, neka su dati brojevia < b 10 < XA < 1, za koje vazi

D(Aa+ (1 —A)b) # A®(a) + (1 — N\)D(b),
i neka je Q = (0,1) C R. Formiragmo funkcije fy na sledeéi nacin:
a, L<p<iA j=0,., k-1
— PR — = L > 3 ey
fi(®) { b, inace ’

Pokazimo da f, = f = Ma+ (1 — \)b, u L™. Neka je g proizvoljna
funkcija w LY(Q). To znaci da je [, |g(x)|dx < M, za neko M > 0, i
za svaki K C Q, [, |g(x)|dz < m(K)Mg, Mg > 0. Tada je

k—1  itX k—1 i+l
k k
‘ frgdx| <|al E / g(x)dx| + |b| /A g(z)dx
Q =0 % 7=0 JT
k—1 k—1
A 1—\
<la| M — b| M. _
_|a| 1 ;:0 2 +| | 2;:0 i

gde su M;, j =1,2,3 pozitivne konstante date sa

JHA

s i
Mlzmax{Maj : / ' yg(m)\d:cgmd%,%DM%,j:(),...,k:—l,}

k

i+l : 11
MQZmaX{Mﬂj ; / ' |g(x)|dx§m<[‘%7%]>Mﬁj, j:O,...,k‘—l}

A
1
M3 = max {Ml, Mg}.
Sada posmatrajmo kompoziciju ®(fx). Ona se slicno ponasa kao f.
Naime

oo = { o fSr< =0kt
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i slicno pokazemo da ®(f,) = ® = A®(a) + (1 — N)®(b) # &(f). O

Slede¢i primer je malo komplikovaniji, ali ¢e nam trebati kasnije kada
budemo eksplicitno konstruisali Young-ovu meru.

Definicija 1. Niz indukovan skaliranjem periodicne funkcije v je niz
funkcija konstruisanih na sledeci nacin:

up(z) = v(kx).
Poznat je sledeci rezultat.

Lema 1. Ako je v periodicna funkcija sa periodom p, onda niz induko-
van skaliranjem funkcije v slabo™® konvergira v L™ ka konstanti

]19 /0 " o(s) ds.

Dokaz.? Dokaz ¢emo izvesti u tri koraka. Prvo ¢emo pokazati da
ako za test funkciju ¢ € L' izaberemo karakteristicnu funkciju intervala
0, p], dobijamo jednakost

(15) (otkt) vte) ) = (5 [ etwyas o0 ).

Neka je 1) karakteristicna funkcija intervala [0, p], tj. ¥(x) = xjo(2), x €
R. Tada vazi

/_+oov(kt)w(t) dt:/opv(kt) dt:/okpv(x)d%

I%é/opv(x)dxz %k/opv(x)dx
(16) Z/Opv(-r) da :% 0p¢(t) dt/opv(:c) da
L

:% /+: (/Opv(m) dx>¢(t) dt
:<%/Opv(x)dx, ¢(t)>.

U drugom koraku, za test funkcije biramo karakteristicne funkcije in-
tervala oblika [0,b], gde je b proizvoljan pozitivan broj, i pokazujemo

2Kako nismo mogli naéi dokaz ove leme u literaturi, iznosimo nas dokaz i veru-
jemo da postoji i jednostavniji nac¢in da se ova lema pokaze.



Slaba i jaka konvergencija 19

slede¢u konvergenciju:

(17) <v(kt), w(t)> — <%/Opv(a7)dx, ¢(t)>, k — oo.

Neka je ¢ karakteristicna funkcija intervala [0, b], tj. () = X (x), © €
R. Tada vazi

(18) /_+OO o(kt) (1) dt = /Obv(k:t) dt — /Okbv@;) ‘%.

[e.9]

Za fiksirano k (b1 p su pozitivne konstante), postoji jedinstven prirodan
broj r takav da je

(19) rp < kb < (r+1)p.
Sada nastavljamo niz jednakosti (18):

/_+°ov(k:t)¢(t) i — /0 ' (k) dt /Okb " d%

[e.e]

" :% /Opv@c) dm+...+%/(:pl)pv($) dw+%/j”(fﬂ) d
= [ vwraes [
_r /Opv(@ dz + O(1\k).
Kako je
L@, v ) =L [Co@ar [ oma
P Jo P Jo =
(1) b

b/pmd
=— [ wv(x)dr,
P Jo

ostaje nam jo$ da pokazemo da (20) konvergira ka desnoj strani jed-
nakosti (21), kad k — oo, odnosno da pokazemo da ; — %, kad k — oo.
Mi znamo da r zavisi od k i zbog toga ¢emo pisati r = r(k). Takode

znamo da smo 7 (k) dobili kao jedinstveni prirodan broj koji zadovoljava
(19), odakle dobijamo da je

b_rk) b 1
A
p- k p k
Tako smo niz % ukljestili izmedu dva niza koja konvergiraju ka g, sto

kompletira dokaz konvergencije (17).
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I za karakteristicnu funkciju proizvoljnog intervala [a,b], a < b, do-
bijamo istu granicu. Ako interval [a,b] sadrzi nulu onda ga podelimo
na dva intervala [a,0] i [0,b]. Za interval [a, 0] tvrdenje dobijamo isto
kao za [0,b], jer se radi o periodi¢noj funkciji. Stoga smo pokazali da
tvrdenje leme vazi za sve karakteristicne funkcije. Za kompletan dokaz
leme potrebno je jos samo iskoristiti ¢injenicu da su karakteristicne
funkcije guste u L. O

Primer 2. Posmatramo niz funkcija u, : R — R indukovan skaliran-
jem periodicne funkcije v : R — R. Kao §to smo videli, imamo

1 P
ug(z) = v(kx), w"—limug = 5/ v(s) ds.
0

Ako je g proizvoljna neprekidna funkcija, niz g(uy) takode mozemo pos-
matrati kao niz indukovan skaliranjem periodicne funkcije g o v, pa
1mamo

w —lmglu) = / " g(o(s)) ds

(o)

=g(w* — lim ug).
O

Dosadasnji primeri odnosili su se na funkcije definisane na R. Oni se
mogu uopstiti i na R™.

Primer 3. Neka su vy, ..., y, nezavisni vektori u R™ i neka je
i=1

Dalje, neka je F(x,y) neprekidna ogranicena funkcija na € x R, za
koju vazi

F(l‘,y+y]):F(I’,y), jzlaan
Tada, kad n — oo niz f,(x) = F(x,nx) konvergira slabo* u L™ ka

1
flx :—/Fx,y dy.
@) = 5 | Pl
Ipak, slabi (slabi*) limesi nizova f, i ®(f,) nisu nezavisni. Kao i u
prethodnom primeru, ako niz f,, konvergira slabo™ u L>(Q) ka f i ®(f,)
konvergira ka h, onda (ako je ® konveksna), vazi h(x) > ®(f(x)), s.s.
%



Young-ova mera 21

2.2. Young-ova mera. Pocnimo od niza funkcija u; : R™ — R" koji
konvergira u slaboj* topologiji na L
w* — llim U = u.

Takav niz je uniformno ograni¢en u L* nekim brojem r > 0,
Juloo <,

i na svakom ogranicenom Borel-ovom skupu 2 C R™ vazi

lim Qul(y) dy = /Qu(y)dy

l—o0

O slaboj* konvergenciji kompozicije neprekidne realnoznac¢ne funkeci-
je g : R® — R i ovakvog niza govori Young-ova teorema. Ona reSava
problem nekompatibilnosti slabe konvergencije i nelinearne kompozi-
cije.

Teorema 3. Za svaki niz L>(§2; R™)-ogranicenih funkcija {u;}, postoji
{ur}, podniz niza {u;} i familija Borelovih probabilistickih mera

vy € Prob(R™), z€Q, suppv, C B(0;r),

(sa B(0;7) éemo obeleziti loptu sa centrom u 0 polupreénika r) tako da
za sve F' € C(R™) graniéna vrednost

W'~ lim F(u(y))
postoji, i jednaka je ocekivanoj vrednosti funkcije F),

W — lim Flug(z)) = / FO)dv(3) = F(a),

k—oo

za skoro sve x € (.

Za dokaz ove teoreme trebade nam teorija mera oscilacija (mea-
sures of oscillation), tzv. prorezane mere (slicing measures) i Radon-
Nikodinova teorema. Mere oscilacija reSavaju problem kada imamo
slabu konvergenciju, ali ne znamo da li imamo konvergenciju skoro
svuda (s.s.). Za sada pretpostavljamo da se problem koncentracije ne
pojavljuje (recimo da imamo tako dobre ocene). Tehnicke teskoce zas-
nivaju se na mogué¢im ekstremno divljim, ali ograni¢enim oscilacijama
koje se mogu pojaviti u slabo konvergentnom nizu. Plan je nac¢i mere
koje opisuju grani¢nu strukturu takvih oscilacija.

Potsetimo se da je probabilisticka mera m € Prob(§2), konacna
nenegativna Radon-ova mera na 2 koja zadovoljava uslov m(2) =
1. Radonove mere su lokalno konacne, spoljno regularne (m(A) =
inf{m(V) : A C V, V jeotvoren}) mere za koje vazi da za sve V
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otvorene podskupove od ©, m(V) = sup{m(K) : K cC V}. Tre-
tiramo ih, ustvari, kao neprekidne linearne funkcionele na prostoru
neprekidnih funkcija. Sve osobine ovakvih mera koje nam budu tre-
bale, naglasi¢emo u adekvatnim momentima, a ¢itaocima koji zele da
nauce vise o Radon-ovim i probabilistickim merama preporucujemo
[ps, s1].

Napomenimo jos da se Young-ova teorema moze prosiriti na niz koji
konvergira u slaboj* topologiji prostora LP. U tom slucaju, rast funkcije
g treba da bude ne veédi od rasta bilo kog polinoma stepena p, da bismo
dobili konvergenciju kompozicije.

Iz teoreme imamo, stavljajuéi F(t) = ¢, da i niz u; konvergira u
slaboj* topologiji, tj. da je

u(x):/ Adv,, © €.

Definicija 2. Familija mera (v;)zeq, definisanih u teoremi 8 zove se
Young-ova mera. Prostor Young-ovih mera obelezavamo sa Y().?

Sada ¢emo i¢i polako ka dokazu Young-ove teoreme. U daljem tekstu
) ¢e oznacavati otvoren podskup od R", a u konac¢nu, nenegativnu,
Radonovu meru na R"*™, m.,n > 1. Sa o ¢emo obeleziti kanonicku
projekciju mere p na R", tj. o(F) = u(E x R™), za sve Borelove
skupove £ C R".

Teorema 4. Za o-s.s. © € R" postoji Radonova probabilisticka mera
v, na R™, tako da

(1) preslikavanje x H/ f(z,y) dv.(y) je o-merljivo
Rm™m

w [ ey = [ ([ e )i,

za sve ogranicene, neprekidne funkcije f.

Dokaz teoreme 4: Podeli¢emo dokaz na tri dela.

3Neki autori ovakve mere obelezavaju sa V> (Q;R™), aludirajuéi da su to
Young-ove mere na R indukovane L°°-ograni¢enim nizom, dok pod Young-ovim
merama, u oznaci Y(£2;R™) podrazumevaju $iru klasu familija Radonovih prob-
abilistickih mera. Naime, Young-ovu meru definisu kao slabo merljivo preslika-
vanje 0 — rca(R™). Tako definisan skip Young-ovih mera je konveksan podskup
prostora LS (Q;rca(R™)), gde w oznacava ”slabo merljiva”, koji je dual prostora
L1(9; Co(R™)).
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1. Neka je { fx}r>1 C Co(R™) prebrojiv, gust podskup skupa ograni¢enih
neprekidnih funkcija. Njemu pridruzujemo Radonove mere

H(E) = / foly) du(e, ), k=12,
ExRm™

definisane na R", tj. za sve Borelove skupove £ C R". Jasno je da je
v* < 0. Dalje, za 0-s.s. x € R™ postoji limes

k

. (Bz,r))

D,~*(z) =lim ~———-2~
= o B r)
iy JBGryen B®) diey)

r—0 fB(x,T)X]Rm dﬂ(l‘,y)
preslikavanja x — Dyv*(x), k = 1,2, ... su ograni¢ena, o-merljiva i za
svaki Borelov skup £ C R" vazi
(23)

/ fey) du(z,y) = +*( /Dav Ydo(z), k=1,2,..
ExR™

Ovde smo koristili teoriju simetri¢nih izvoda [fed].

2. Sada fiksirajmo funkciju f € Cy(R™) iizaberimo podniz { fi, }j>1 C
{fr}r>1 koji konvergira ka f, uniformno na R™. Kako f; uniformno
konvergira ka f, izvodi D,y*i(x) ée biti uniformno ograniceni, pa ¢e za
o-s.s. x € R" postojati limes

Lo(f) = lim Doy (x)
(24) Sy fry) du(z,y)

= lim lim

joo r—0 fB(m,r‘)XRm d,U/(Qf,y)

i nece zavisiti od izbora podniza koji aproksimira f. Ako fiksiramo x

dobijemo preslikavanje [ f — I',(f)] € (Cb(Rm))/, ogranicenu linearnu

funkcionelu na C,(R™). Stoga postoji Radonova mera v, na R™ za koju
vazi

(22)

E=1,2,..

LU= [ fwdnt). fea®”)

S druge strane, ako fiksiramo f € C,(R™), dobijamo ograni¢eno, o-
merljivo preslikavanje [z — T,(f) ], pa iz (23) imamo

/Emef () dpu(,y) = / lim D,y (v) do(x) = /E Lo(f) do(x)

J—00

[ ([ st} aote)

za sve f € Cp(R™) i E (Borelov) C R™.

(25)
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3. Ako sada postupak aproksimacije nizom funkcija opisan u drugom
delu dokaza primenimo na funkciju g € C,(R"), iz (25) dobijamo

@) [ st = [ @ [ i),

za neprekidne, ogranic¢ene funkcije f,g. Ako stavimo f = 1 u (26),
dobijamo da je v,(R™) = 1, o-s.s. Dakle, dobili smo tvrdenje u speci-
jalnom slucaju, kada se neprekidna i organi¢ena funkcija na R" ™™ moze
napisati u obliku g(x)f(y). Ali svaka neprekidna i organi¢ena funkcija
na R™ moze se lokalno uniformno aproksimirati kona¢nim sumama
oblika Zf\il g'(z) f(y) za neprekidne i organicene ¢*, f', i =1,...,N,
sto kompletira nas dokaz. [

Dokaz teoreme 3: I ovaj dokaz podeli¢emo na tri dela.
1. Definisimo meru

up(F) = /QXE(x,fk(x)) de, k=1,2,..

za svaki Borelov skup £ C R™ x R™. Kako je
sup (2 x R™) = L"(2) < oo,
k

postoji podniz {i; }j>1 C {fr}r>1 koji slabo konvergira ka nenega-
tivnoj meri g, tj. postoji p € M(2 x R™), tako da pxp, — p, u
M(Q x R™). (Ovde smo sa — obelezili slabu konvergenciju, a L"
oznacava Lebesque-ovu meru dimenzije n.)

2. Dalje tvrdimo da je projekcija od g na R™ n—dimenzionalna
Lebesque-ova mera restrikovana na 2. Obelezi¢emo projekciju sa o.
Dakle tvrdimo

o= L"[Q.
Iz teoreme 2 imamo da za otvoren skup V' C € vazi
o(V) = u(V x R™) < liminf p, (V. x R™) = L™"(V).

Stoga je ¢ < L"[€2. S druge strane, neka je K CC €. Kako je {f,};
ogranicen u L>(€2; R™), postoji R > 0 tako da su nosaci mera ju, i p
sadrzani u 2 x B(0, R). Tako dobijamo da je

o(K) =u(K x R™) = u(K x B(0, )
> lim sup pu, (K x B(0, R)) = L"(K),

odakle imamo da je o > L™[Q, tj. o = L"[.
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3. Iz teoreme 4 zakljucujemo da postoji za o-s.s. x € () Borelova
probabilisticka mera v, tako da

[ st = [ ([ seninw) o)

za neprekidne, ogranicene funkcije f. Stavimo f(z,y) = &(x)F(y), gde
sué € Cy(Q), F € C(R™). Tada je

fim | €()F(fi () do = i [ fa ) du, (2.0)

j—0o0 j—o0o Rn+m

:/ﬂwm [z, y) du(x, y)

- [eo( [ rorinwm)
_ /Q ¢(2)F(x) da.

Napomenimo jos da smo dokaz izveli za ograni¢enu neprekidnu funkciju
F. Slicno dobijamo tvrdenje i za F' € C(R™), jer mozemo, ako je
potrebno, redefinisati F' za velike vrednosti |y| da ima kompaktan
nosac. U

Videli smo, dakle, da uniformno ogranicen niz L*° funkcija indukuje
Young-ovu meru. Vazi i obratno, tj. ako je data familija proba-
bilistickih mera (f1,)zcq, definisana za s.s. = € €, koja zavisi u slabo
merljivom smislu od x i supp p, C [—M, M]. Tada postoji niz funkcija
(ug)r C L, ¢ije norme su ogranicene sa M, takav da je (ji,)zcq Young-
ova mera indukovana nizom (ug)y.

Primer 4. Konstruisacemo eksplicitno Young-ovu meru u jednom pri-
meru. Koristicemo primer 2, tj. nastavicemo diskusiju zapocetu u tom
primeru. Tamo smo posmatrali niz funkcija v, : R — R indukovan
skaliranjem periodicne funkcije v : R — R. Kao $to smo videli,

1 P
uk(x) = v(kx), w"—limug = —/ v(s)ds,
P Jo

a za proizvoljnu neprekidnu funkciju g, vazi

w* — lim g(uy) = %/Opg(v(s)) ds.

Tako dobijamo nenegativnu ogranicenu linearnu funkcionelu koja deluje
na neprekidne funkcije g © moZe se predstaviti kao probabilisticka mera
v:

> atwtsn s = g1 [ goya

p
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Napomena. Ako je niz u; indukovan skaliranjem periodi¢ne funkcije
v, njemu asocirana Young-ova mera ne zavisi od x i data je slikom nor-
malizovane Lebesque-ove mere kompozicije funcije v, i karakterisicne
funkcije x, intervala [0, p]:

— v, (Xp_ds)_

p
Ovde smo sa v, oznagcili takozvanu ”push forvard” transformaciju funk-
cije v. Ona je povezana sa tzv. "pull back” transformacijom. Naime
ako imamo neko preslikavanje v iz prostora X u Y, onda se ”pull back”
definise na slede¢i nacin: v* : C(Y) — C(X), (v*f)(z) = f(v(x)), za
feC(Y). Tada imamo

(v f(x), ¢(x))

Uy =V

(f(v(z)), o(x))

(fy), () (y))

Tako dobijamo preslikavanje v, : C(X) — C(Y), (v.9)(y) = ¢(v~(y))J 1,
gde smo sa J obelezili Jakobijan %.
Kada ovaj racun primenimo na primer dobijemo

1/Opg(v(s))ds = (g(\),dv) = /9()‘>dV7

p
(w9, 22 ds ) =(g(), av),
(9 0.Cds)) =(g, dv).
v

Sada smo zainteresovani za jaku konvergenciju niza (ug),. Naime, iz
uniformne ogranicenosti niza (uy), u L*°(£2) imamo da ako niz konver-
gira u strogoj topologiji na L} (€) za neko p: 1 < p < oo, onda on
konvergira u strogoj topologiji na L () za sve ¢ : 1 < ¢ < o0, tj.
vazl

l—o00

lim /K uy) — uly)|7dy = 0.

zasve K CCR™izasve q: 1< g < oco. Ako je to slucaj reéi ¢emo
da niz u; jako konvergira.

Posledica 1. Niz uy, jako konvergira ka u ako i samo ako je Young-ova
mera u skoro svim tackama y jednaka Dirac-ovoj meri u u(y), tj.

(27) Vy = Ouy) , 2a skoro sve y.
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Dokaz posledice 1. Neka vazi (27). Da bismo pokazali jaku konver-
genciju dovoljno je pokazati da za neko p: 1 < p < oo niz konvergira
u strogoj topologiji na L? . Mi ¢emo pokazati za p = 2. Iz teoreme 3
imamo da je

w —tim () = [ v, = [ 9N dby) = gl

loc*

tj.,

(28) w” —lim g(uy) = g(u).

[zaberimo funkciju g koja je strogo konveksna. To znaci da je

(29) Qg(A Ao) == g(A) = g(Xo) = Vg(Ao) (A = Xo) = ¢[A = Aol
Kako je w* — lim u, = u, imamo da je limg_ . fK up —u)dy = 0,

odakle je limy, .o [, Vg(u)(ur, —u) dy = 0, sto uz (28) daje da je
(30) lim / Qg(ug,u

k—o00

za sve K CC 2. Iz (29) imamo da je

|uk - U|2 < Cng(Uk,U),
odakle uz (30) imamo da je

Jim [ Juk(y) = u(y)dy =0,
K
tj., da niz u, konvergira u strogoj topologiji na L2 (£2).

Za dokaz drugog smera trebace nam Jensen-ova nejednakost:

Lema 2 (Jensen-ova nejednakost). Neka je p pozitivna mera na o-
algebri M na skupu ), takva da je u(2) = 1. Ako je f € L'(u) realna
funkcija za koju vazi a < f(x) < b, za sve x € Q i ako je ¢ konveksna

a (a,b), onda je
/fdu /d) f)du.

Jednakost dobijamo ako 1 samo ako je p Dirac-ova mera.

Dokaz Jensen-ove nejednakosti moze se naéi npr. u [ru].

Pokazimo sada drugi smer tvrdenja. Ako wu; jako konvergira onda
(28) vazi za sve g. Kako je

uly) = [ Ndn = ()
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imamo

900} = [ gy, = w — timglun)
= g(u) = g((, ),

za sve ¢ i skoro sve gy, odnosno,

(31) {vy, g(A)) = g({vy, X)),

za sve g 1 skoro sve .

Ako je g strogo konveksna funkcija i v, probabilisticka mera, onda
nam Jensen-ova nejednakost daje

(U, g(N)) = g({vy, A)),

a jednakost vazi ako i samo ako je v, Dirac-ova masa, $to smo i zeleli
da pokazemo. [

2.3. Meroznacna reSenja - definicija. Posmatra¢emo sistem za-
kona odrzanja

(32) O+ 0, f(u) =0, f:R"—=R",

kao i dve njegove regularizacije, paraboli¢cnu drugog reda
(33) O+ 0, f (u) = e02u,

i regularizaciju tre¢eg reda
(34) O+ 0, f (u) = £02u.

Naravno, regularizacija sistema (32) moze da se sprovede na razne
nacine, tj. sa desne strane jednakosti u jednacinama (33, 34), moze da
se nade proizvoljni linearni parcijalni diferencijalni operator, najcesce
sa konstantnim koeficijentima.

U prvom seminarskom radu, [seml], posmatrali smo slaba resenja
zakona odrzanja. Ovde ¢emo se pozvati na delove koji nam trebaju.
Potsetimo se, (klasi¢no) slabo resenje definisali smo na tri nacina i
pokazali da su te tri definicije ekvivalentne. Ovde ¢emo se pozvati na
sledecu:

Definicija 3. Klasi¢no slabo resenje je merljiva funkcija

u:RiHR”
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koja zadovoljava (32) u smislu distribucija na RZ, tj. ako za sve test
funkcije ¢ € Cj(R%) vazi

(35) /O h /_ :O(@u + ¢p f(u)) dz dt = 0.

Podrazumeva se da su u i f(u) lokalno integrabilne. Sto se tice hiper-
boli¢nosti sistema (32), za definiciju meroznacnih resenja je svejedno da
li je sistem strogo hiperbolican (matrica f’(u) ima n razli¢itih realnih
karakteristi¢cnih korena) ili nestrogo hiperbolican (matrica f’(u) ima
pun skup karakteristicnih korena). Definicija koja sledi je originalna,
prva definicija meroznac¢nih resenja, ¢iji je tvorac DiPerna, [dp].

Definicija 4. Merljiva funkcija

v:yeRE — v, € Prob(R")
je meroznacno resenje sistema (32) ako
(36) Or{vy, A) + Ou(vy, f(A)) =0

vazi u smaslu distribucija na ]Ri, sto je ekvivalentno sa

/007_+°°(¢t<uy, A) + ¢o vy, fF(N)) dzdt =0

oo

za sve ¢ € Cj(R?).

Pod merljivoséu funkcije v podrazumevamo tzv. slabu® merljivost
tacaka v, iz njenog kodomena, Sto znaci da za sve neprekidne g, real-
noznacna funkcija

v e SO0 = [ SO,

je merljiva. Mi ¢emo posmatrati ona meroznacna resenja ¢iji se kodomen
sastoji od probabilistickih mera ¢iji nosaci leze u fiksiranom kompak-
tnom podskupu od R"™. Na taj nacin izbegavamo diskusiju o rastu
funkcije f. Zbog toga se u literaturi moze naci i slede¢a definicija
meroznacnih resenja, [cmo).

Definicija 5. Familija probabilistickih mera (vy)yeq na R", definisana
za skoro sve y € Q) je meroznacno resenje sistema (32) ako

() suppry, C K CC R"™ za fiksirani kompaktni skup K,
(12) za sve g € C(R™), preslikavanje y — /gdyy je merljivo,

(12) 0 {1y, A) + 0 vy, F(N)) = 0 waZi u smislu distribucija na R
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Sada ¢emo posmatrati regularizacije sistema (32). Cilj nam je da iz
niza resenja u. regularizovanog sistema, izvucemo meroznacno resenje

od (32).
Teorema 5. Neka je u. niz resenja odrzZivog sistema
(37) Owu + 0, f (u) = eLyu,

gde je L diferencijalni operator sa konstantnim koeficijentima. Ako je
niz u. uniformno ogranicen u L onda postoji meroznacno resenje v
sistema (32) koje dobijamo kao Young-ovu meru iz nekog podniza u.,
nizZa U, .

Tada kazemo da svaki proces sa singularnom perturbacijom koji je
stabilan u L*°, generiSe jedno meroznacno resenje neperturbovanog sis-
tema (32).

Dokaz teoreme 5. Kako je u. slabo resenje od (37) imamo da u
D'(R%) vazi
(38) Oue + Op f(ue) = €Ly (ue).

Iz Young-ove teoreme imamo da postoji podniz u.; niza u. i familija
probabilistickih mera v tako da je

(39) w* — lim f(ue;) = (vy, f(N)).

Pokazimo da je v meroznacno reSenje.
Young-ova mera je merljiva u smislu slabe® merljivosti tacaka v,.
Stoga treba jos pokazati da je

(40) Oy, A) + 0y, f(N)) =0,
u smislu distribucija na R? . Ako iskoristimo jednakost (39) dobijamo

O ( Vy, )+ O <I/y,f()\)> —
//R2 Pl t) Vy’ A) 40, 1) (v, f(A )>)dl’dt

hm Ue lim f(ug )

Wt [ (a0 + oule ) 0) dode

= — lim (Qu. + 0, (ue,) &)

=— l_iIIl()(gjo(qu) ,¢) = 0.



Paraboli¢na aproksimacija 31

U pretposlednjoj jednakosti smo iskoristili (38), ¢cime smo pokazali (40),
sto kompletira dokaz da je Young-ova mera dobijena iz podniza u.,,
meroznacno resenje sistema (32). O

2.4. Paraboli¢na aproksimacija. ViSe paznje posveti¢emo jednacini
(33). Posmatra¢emo Young-ovu meru koja se dobija iz podniza njenih
reSenja. Takode ¢emo posmatrati entropijske uslove o kojima smo pisali
u prvom seminarskom radu, [seml], koji nam trebaju za meroznacéna
resenja.

Lax-ova entropijska nejednakost je klasicna entropijska nejednakost
za prekidna resenja hiperboli¢nog sistema od n zakona odrzanja

(42) Owu+ 0, f(u) =0, f:R"—R"

Par funkcija (1, q), 7,q : R — R zvaéemo entropijski par za (42), ako
sva C'—resenja u = u(x,t) sistema (42) zadovoljavaju dodatni zakon
odrzanja oblika

(43) On(u) + Ouq(u) = 0.

Poslednji izraz, (43), predstavlja divergenciju entropijskoj polja, odno-
sno kaze da je divergencija entropijskoj polja jednaka nuli. Funkcija n
zove se entropija, a ¢ entropijski fluks.

Egzistencija entropijskog para bazira se na egzistenciji reSenja sis-
tema

(44) Vin(u)V f(u) = Vq(u),

koji se sastoji od n jednacina po dve promenljive i ¢. Uslov (44) zove
se uslov kompatibilnosti i moze se izvesti iz kvazilinearnih oblika zakona
odrzanja (42) i (43), za C'—reSenja,

(45) ou+ V f(u)opu =0
(46) Vil(u)u + Va(u)su = 0,

tako §to iz (45) izrazimo O;u i uvrstimo u (46). Dobijamo jednacinu

=~ Vi)V f(u) + Va(w) | eu = 0.

U sluéaju jednog (skalarnog) zakona odrzanja, uslov (44) ima puno
resenja. Na primer, svaka Lipschitz-ova funkcija n(u) moze posluziti
kao entropija, preko koje onda definisemo entropijski fluks

g(u) = / () f'(s) ds.
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Ako imamo dva (par) zakona odrzanja, uslov kompatibilnosti postaje
hiperboli¢ni sistem od dve jednacine po dve promenljive, ¢iji karak-
teristi¢ni oblik mozemo dobiti ako pomnozimo skalarno (44) desnim
karakteristicnim vektorom r;, Jakobijana od f:

Vf(u)ri(u) = A;(u)r;(u)
(VnVf—=Vq)-1;=0, j=1,2

AV —=Vq)-r; =0, j=12.

U slucaju sistema od vise od dva zakona odrzanja, uslov kompatibil-
nosti retko ima resenje. Ipak, mnoge klase zakona odrzanja, imaju en-
tropijski par kao posledicu simetricne strukture matrice zakona odrza-
nja, i u tom slucéaju entropija je strogo konveksna funkcija, [11, sem1].
Stoga ¢emo posmatrati sisteme zakona odrzanja koji imaju strogo kon-
veksan entropijski par, tj. entropijski par (1, q) gde je n strogo konvek-
sna funkcija.

Za takve zakone odrzanja, u skalarnom slucaju svaka strogo konvek-
sna funkcija n moze sluziti kao entropija, dok je za par zakona odrzanja,
u opstem slucaju, Lax[l1] konstruisao strogo konveksni entropijski par.
U prvom seminarskom radu (lema 1, str.19) pokazali smo da, pod pret-
postavkom da je entropija konveksna, u(z,t) koje se dobija kao limes
resenja sistema (33), je slabo (distributivno) resenje sistema (42) i zado-
voljava nejednakost

(47) om(u) + 0xq(u) <0.

Uslov (47) zove se Laz-ova entropijska nejednakost, i sluzi da iz klase
slabih resenja izdvoji fizicki relevantna resenja. Preciznije, L°>°—reSenje
u, sistema (42) je dopustivo ako svi konveksni entropijski parovi zado-
voljavaju (47) u smislu distribucija na R%, tj. ako vazi

[ @t + bty ara >0,

za sve test funkcije ¢ € Cj(R3), pod uslovom da je n konveksna, tj.
Vin > 0.

Ovaj uslov se dalje, prirodno proSiruje i na meroznac¢na resenja.
Pokaza¢emo da Young-ova mera koja se dobija iz niza resenja parabo-
licnog sistema (33), kao meroznacno resenje, zadovoljava entropijske
uslove. Isti rezultat za slaba reSenja, sada postaje posledica sledece
teoreme.



Skalarni zakon odrzanja 33

Teorema 6. Neka je v Young-ova mera dobijena iz niza resenja parabo-
licnog sistema (33), koji je uniformno ogranicen u L>. Tada je v me-
roznacno resenje sistema (42) koje zadovoljava uslov

(48) O (vy, n(N)) + 05 (1, q(N)) <0
u smislu distribucija na R3., za sve konveksne entropijske parove (n,q).

Dokaz. Iz uslova kompatibilnosti (44) imamo da je

Om(uc) + dra(u.) = V(u.) (O + Y f ()0 ).
a iz jednacine (33) imamo da je to dalje jednako sa
eVn(ue)Opptic,

Sto mozemo zapisati kao

£0,an(uz) — eV2n(ue) (O, Opu.).
Primetimo da je eV?n(u.)(0ue, Oyu.) > 0, $to nam daje sledeéi racun
O (ue) + 0zq(ue) = Vn(ue)(Opue + V f (ue) Ozue )

= eVn(u.)02u,.

= €0pan(ue) — eV2n(u.) (Oyue, Oyuy)

< €0 (ue).

(49)

Sada posmatramo granic¢ni proces kada ¢ — 0. Koristimo ¢injenice da
je

w* = limn(us,) = (v, n(N),  w* — limg(ue;) = (v, ¢(N)).
Uz primedbu da desna strana nejednakosti (49) tezi ka nuli u distribu-

tivnom smislu, dobijamo da vazi (48). O

Definicija 6. Sa M éemo obeleziti klasu meroznacénih resenja sis-
tema (42), a sa A ona meroznacéna reSenja koja zadovoljavaju uslov
(48) za sve konveksne entropijske parove (n,q). Zvacéemo ih dopustiva
Meroznacna resenja.

2.5. Skalarni zakon odrzanja. Sada ¢emo pretpostaviti da je u (42)
funkcija f : R — R, tj. posmatra¢emo skalarni zakon odrzanja

(50) Ou+ 0, f(u) =0, f:R—R.

Bez uticaja na opsStost, pretpostavicemo da je f rastuca. Za dokaz
jedinstvenosti Dirac-ovih resenja unutar klase A, koristi¢emo specijalnu
klasu entropijskih parova

(51) nA k) = A=kl g\ k) = [f(A) = f(R)],
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indeksiranu sa £ € R. Ova klasa uslova je jako bitna u teoriji slabih
reSenja zakona odrzanja, jer je dovoljno definisati uslov dopustivosti ko-
risteéi samo tu klasu. Naime, Lax|[l1] je primetio da zatvaranje skupa
svih konveksnih kombinacija funkcija aX + b i |A — k| daje klasu svih
konveksnih funkcija. Stoga se ¢esto u literaturi moze naci sledeéi kri-
terijum.

Definicija 7. L*>-resenje jednacine (50) je dopustivo ako
vazi, u distributivnom smislu, za sve k, gde sun i q dati sa (51) .

Takode je poznat rezultat, [11], da ako su slaba L*-reSenja uy i usg
dopustiva, odnosno ako zadovoljavaju uslov

(53) Oim(u;) + 9eq(u;) <0, 7 =1,2

za sve entropijske parove, onda je operator resenja L'-kontrakcija, u
smislu da je
+oo

(54) /_oo\ul(a:,t)—m(:c,t)\dxg/ s (2, 0) — ua(x, 0)| dr.

oo — o
Ova osobina, kao i jedinstvenost Dirac-ovih resenja u A, o cemu é¢emo
) )
pisati kasnije, posledica su tzv. osobine simetrije. Naime,

A=K [f(A) = f(R)]
je konveksni entropijski par po A za sve k, a isto tako moze da se

posmatra kao konveksni entropijski par po k za sve .

2.5.1. Usrednjeni princip kontrakcije za skalarnu jednacinu. Neka je v
meroznacno resenje sistema (50) u klasi A, sto znaci da

(55) On(vy, n(A)) + Ou(ry, q(A)) <0

u smislu distribucija na R?, za sve konveksne entropijske parove (1, ¢).
Dalje, neka je w jedinstveno dopustivo L°-resenje sistema (50) sa
pocetnim uslovom wy. Formalno, nejednakost kontrakcije je

(56) E = 0(vy, (A w(y))) + 0:(vy, ¢(Xw(y))) <O0.

Za sada ¢emo samo formalno diferencirati nejednakost (56) koriste¢i
pravilo o proizvodu. Zapisac¢emo E kao sumu F; + Es,

Ey = (Owy, (A w)) + (Fery, g(X,w))
Ey = (vy, Om(\, w) + 0,q(\, w)).

Kako je w = w(y) dopustivo, a (7, q) konveksni entropijski par po k,
za sve A, imamo

(57) Im(A, w(y)) + Ouq(A, w(y)) < 0.
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Kako je v dopustivo, a (7, q) konveksni entropijski par po A, za sve k,
imamo

(58) O vy, (A K)) + 9u(vy, g(A k) <0

U nejednakost (58) mozemo da diferenciramo, tj. da izvodom prodemo
pod integral, pa dobijamo

at/n()\, k) duy—l—(?z/q()\,k) dv, = /77()\, k) d(@tuy)—l—/q()\,k) d(0,1y),
pa imamo
(59) (O, n(A k) ) + (Oury, q(Nk)) <0, za sve k.

Ako fiksiramo y, i zamenimo k sa w(y) u (59), dobijamo E; < 0, a
ako fiksiramo y i integralimo po A, iz (57) imamo da je Ey < 0. Kao
posledicu, kad integralimo E po x, dobijamo da je

d [+

i) (Vy, | A —w(z,t)])dx <O0.

Integral u gornjoj nejednakosti zove se usrednjena devijacija za v, koja
potice od Dirac-ovog reSenja koncentrisanog u w(y). Stoga kazemo
da je usrednjena devijacija za v, koja potice od Dirac-ovog resenja
koncentrisanog u w(y), nerastu¢a po vremenu.

Posledica ovog racuna bi¢e da ako je v na pocetku Dirac-ova mera
koncentrisana u wy(x), onda je

Vy = Ou(y)-

Sledec¢a teorema opravdava dosadasnji racun. Samo ¢emo je formu-
lisati i dati nekoliko primedbi. Precizan, kompletan i jasan dokaz moze
se nadi u [dp], gde zauzima tri sitno kucane stranice, 242-244. Kasnije
¢e nam trebati njene posledice za jedinstvenost Dirac-ovih resenja.

Teorema 7. Neka je wyg € L™ i w jedinstveno dopustivo L™ —reSenje
problema

Ou+ 0, f(u)=0; f:R—R
(60)
u(z,0) =wo(x).
Ako je v dopustivo mu-resenje problema (50), takvo da je suppv, C
la,b], gde je [a,b] fiksiran, zatvoren interval, tada
E <0,

vazi u smislu distribucija na R?.
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Primedba 1. Uslov teoreme o uniformnoj ogranicenosti nosaca je
samo tehnicki pogodna, ali nije esencijalna. Klasa muv-resenja iz A
koja imaju uniformno ogranicen nosac je neprazna, Sto je posledica
Young-ove teoreme (teorema 3) i teoreme o egzistenciji (teorema 5).

Primedba 2. Nejednakost (56) moze biti izraZena u jeziku tenzorskog
proizvoda v ® o na R X R, gde je o Dirac-ovo resenje asocirano sa w:

61)  a(v@o, [A—pl)+0(v@o [f(N) - fw]) <0,

Ty = Ou(y)-
Koristicemo wobicajenu notaciju

(v @0, h(hp)) = / / HOp) ) do ()

za ocekivanu vrednost od h.

Primedba 3. Nejednakost (61) moze da se uopsti za opsti oblik zakona
odrzanja

O+ Y O, f(u) =0,
Jj=1

na nejednakost

m

O(v@a, |[A=pl)+ ) dulvea | fN) - fp)]) <0
j=1
2.5.2. Jedinstvenost Dirac-ovih resenja skalarne jednacine. Cilj nam je
da dodemo do posledice teoreme 7 koja kaze da je dopustivo reSenje
Dirac-ovo, ako je pocetni uslov tackasta masa. Pretpostavi¢emo, zbog
jednostavnijeg racuna, da je pocetni uslov wy(z) € L' N L*® i da v
zadovoljava

+oo
(62) / (vy, | Al) dx < const.

o

U tom slucaju, uz pomo¢ (62) i standardne L'—granice stabilnosti,

(63) [ otar< [ an

[e.e] —00

lako zakljucujemo da je

v [ vy I\ da

[e.9]

dobro definisana L*> funkcija. Iz nejednakosti (56) lako sledi da je
V(ty) < V(t1), zas.s. t; < tg, tj. da je V jednaka s.s. nekoj nerastucoj
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svuda definisanoj funkciji od ¢. Ako uvedemo jos jedan grani¢ni uslov,
npr.
+oo

(64) lim (vy, |\ —wo(z)|)dx =0,

=0 J_ o

dobijamo garanciju da je v Dirac-ovo resenje. U teoremi koja sledi
imac¢emo malo slabiji uslov.

Teorema 8. Neka je wy € L N L' i v dopustivo mv-resenje od (50),
takvo da je suppv, C [a,b], gde je [a,b] fiksiran, zatvoren interval.
Tada je v Dirac-ovo reSenje ako vaze uslovi (62) i

1 T —+o00
lim—/ / (Vy, | A= wo()] ) dadt = .
T 0 —00

T—0

Dokaz. 1z (63) imamo da je
lleir%/ | w(z,t) —wy(z)|dz =0,

a potom i

) 1 T —+o00
02%135?/0 /_Do (v, | A = wo(a)|) da dt —
T

1
— %{I})f/o V(s)ds =V (0) =
+00 +oo
:/ <V(:r,0)7 ’)‘de :/ <5wo(m)7 ’)\Hdl‘

Zakljuéujemo da je V = 0, jer je s.s. jednaka ogranicenoj nenega-
tivnoj nerastucoj funkciji. [

2.5.3. Egzistencija muv-reSenja sa Dirac-ovim pocetnim uslovom. Nije
tesko dobiti egzistenciju mv-reSenja sa uniformnim nosa¢em problema
(50), koje zadovoljava L'—grani¢ni uslov (62) i pocetni uslov (64).
Treba samo primetiti da Young-ova mera v asocirana sa nizom u.
reSenja parabolicne jednacine

(65) Owu + O f (u) = €0ppu,

sa pocetnim uslovom wy € L'NL* ima sve Zeljene osobine. Ogranicenje
(62) sledi iz L' —principa maksimuma za skalarnu jednacinu (65) i w*—
konvergencije niza reSenja u, :

+o00 +o0o
| ol [ ju@)ds,

o0 —00

w —lim |w.| = (v, [A]).
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Pocetni uslov (64) moze se dobiti na slican nacin iz
+o0o

(60 im [ s 1A = wl@) P o =0,
kao posledica uslova dopustivosti i Jensen-ove nejednakosti. Granicni
uslov (66) implicira da mere v(, ;) w*—konvergiraju ka Dirac-ovoj meri
u wo(x), za s.s. x, i stoga vazi (64). Dokaz jednakosti (66) moze se

naé¢i u [dp], u delu o minimalnim resenjima.

2.5.4. Konvergencija metoda viskoznosti za skalarnu jednacinu. Kao
posledicu teoreme 8 dobijamo novi dokaz konvergencije metoda viskoz-
nosti, primenjenog na Caushy-ev problem za skalarni zakon odrzanja,
koristec¢i uniformnu kontrolu samo za amplitude viskoznih resenja u..

Teorema 9. Svaki niz u. resenja Caushy-evog problema
Oyu~+ 0, f(u) =€ Oyt

(67) u(z,0) =ug(x)

sa pocetnim uslovom ug € L' U L™, ima podniz koji konvergira u jakoj
topologigi prostora L},.(R%), ka jedinstvenom dopustivom resenju prob-

lema (65) sa pocetnim uslovom uy.

Dokaz. Iz niza u. mozemo izdvojiti podniz i Young-ovu meru v
(v. teoremu 3), koja sluzi kao jedno dopustivo mv-resenje hiperboli¢ne
jednacine
(68) Oyu + 0, f(u) =0,

koje zadovoljava usrednjeno L'-ogranicenje, tj. uslov (62), i pocetni
uslov (64). Iz teoreme 8 zakljucujemo da je v Dirac-ovo resenje, a iz
posledice 1 da je konvergencija jaka. [J

Primedba 4. Ako je v jedinstvena, onda imamo konvergenciju cele
familije u..

Sada imamo dovoljno materijala da poredimo ovaj koncept sa kon-
ceptom aproksimativnih resenja.



3. APROKSIMATIVNA RESENJA ZAKONA ODRZANJA I
EKVIVALENCIJA SA KONCEPTOM MEROZNACNIH RESENJA

3.1. Gs(2)-osnovni pojmovi.

3.1.1. Konstrukcija algebre G4(€2). Posmatrajmo nizove glatkih funkcija
(Ue)eso € (C=(2))©) Q) (otvoren) C R™. Takav niz zvacemo umeren
(moderate) ako on zadovoljava uslov

VK CC Q, Ya € Ny, IN > 0 tako da je
[0%ue] Lo (rey = O(e™) ,e — 0.
Skup umerenih nizova glatkih funkcija obelezava¢emo sa €y 4[€2]. Niz
iz Enr 5[] zvacemo nula-niz (null, negligible) ako on zadovoljava uslov
VK CC ), Va € Ny, VM > 0 vazi

10%uc | oo (i) = O@E™) e —0.

Nula-nizove obelezava¢emo sa N(2). Enr 5[ je algebra sa parcijal-
nim izvodima u kojoj su operacije definisane po komponentama, tj.
¢lanovima nizova. N;(Q) je ideal algebre £y/4[Q], zatvoren u odnosu
na parcijalne izvode. U [gkos, str.11] mozete naé¢i dokaz da je umereni
niz nula-niz ako i samo ako zadovoljava uslov

VK CcC Q, VM > 0 vazi
Jucl i) = O(M) 2 0.
Dakle, niz (u.).~o je nula-niz ako
e Mu, € L2(Q), zasve M > 0.
Algebru specijalnih uwopstenih funkcija definisacemo kao faktor algebru
Go(Q) = Enrs[QA/NL().

Naveséemo neke osobine algebre G,(€2) koje su nam potrebne za
resavanje zakona odrzanja. Njene elemente (klase ekvivalencije) obeleza-
vacemo sa u = [(ue)es0] = [(ue)eso)nr- Vise i detaljnije o algebri G4(€2)
mozZete naéi u [gkos].

Sadrzaj ovog poglavlja, uz potrebne definicije i tvrdenja iz predhodnog, izlozen
je na seminaru grupe za analizu, Departman za matematiku, PMF, Novi Sad,
10.1.2005.
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3.1.2. Potapanje E'(Q2), D'(2), E(Q), D(2), L=(Q) u Gs(2). Prostor
distribucija sa kompaktnim nosacem, £'(2), moze se potopiti u G¢(£2)
na sledec¢i nacin. Fiksirajmo brzo opadajuc¢u glatku funkciju p na R”,

takvu da je
/ plx)de =1 i

/ z%p(x)dx =0, zasvea € R{, |a| >1

i neka je

p(x) = "p(x/e), x€R" e>0.
Ovakvu funkciju nazivamo molifajer. Dato w € £'(€2) mozemo do-
definisati van {2 nulom, a zatim definisati preslikavanje

v(w) = [(w * pe)ezol-

Preslikavanje ¢ je linearno, injektivno i o¢uvava parcijalne izvode. Stavise,
zav,w € Cg°(2) = D(N), glatke funkcije sa kompaktnim nosacem, vazi

t(vw) = 1(v) t(w).

Stoga je D(Q2) podalgebra algebre G¢(€2). To sledi iz ¢injenice da za
v € D(Q), (vkp-—v)e=0 € Ni(2), $to se lako moze pokazati koriséenjem
Taylor-ovog razvoja i strukture molifajera p. Istim ovim preslikavanjem,
mozemo potopiti i L>(€2). Preslikavanje ¢+ moze se prosiriti i na pota-
panje prostora distribucija D'(£2) u G4(2) koje se poklapa sa datim pres-
likavanjem na &£'(£2), kao i na L*°(2). Dokaz ovoga je mnogo slozeniji i
koristi ¢injenice da su D’'(£2) 1 G4(€2) snopovi. Moze se naéi u [gkos, str.
16-25]. Za dato u € D'(Q) i relativno kompaktan otvoren skup w C €,
biramo ¥, € D'(2), ¥, = 1 na w. Neka je ¢,(u) = [((Vyu) * pe)eso]-
Familija (i,(u))wcq elemenata algebre G4(€2) je koherentna (razliciti
elementi se poklapaju na presecima), pa postoji jedinstveni elemenat
iz G4(2) ¢ija restrikcija na sve w se poklapa sa ¢, (u). Taj elemenat
definise ¢(u) € G5(€2). Preslikavanje ¢ je linearno, injektivno, o¢uvava
parcijalne izvode i za v,w € C*(2) = £(12), glatke funkcije na Q, vazi
t(vw) = 1(v) t(w), pa je £(2) podalgebra algebre G,(€2).

3.1.3. Kompozicija, jednakost i asociranost u Gs(€2). Da bi kompozi-
cija funkcije f i u € G4(2) bila dobro definisana, dovoljno je da f bude
glatka, polinomijalno ogranicena funkcija sa polinomijalno ograni¢enim
izvodima. To zna¢i da, ako je f glatka, polinomijalno ogranicena
funkcija sa polinomijalno ogranic¢enim izvodima, i u = [(u.):] € G5(2),
onda je komporzicija f(u) € G4(Q2), i definisana je preko predstavnika
f(u) = [(f(ue))eso]. Takode ako je u € G4(Q2) dat preko dva razlicita
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predstavnika, tj. u = [(ue)es0] = [(ve)es0], $to znaci da je (u. —v:)eso €

N,(Q), onda je i (f(u:) — f(v:))s0 € Ns(Q).

Ovde smo videli da jednakost dva elementa u,v € G4(£2) znaci da
(ue — v.). € No(Q), tj. dazasve M > 0, e M(u. —v.) € LE(Q),
odnosno, u skladu sa definicijom nula-nizova,

sup [0%u.(z) — 0%v.(z)| < ™, e — 0,
zeK

za sve K, a, M. Osim jednakosti, na G¢(£2) imamo definisanu i relaciju
asociranosti. Naime, za dva elementa u, v iz Gs(€2) kazemo da su aso-
cirani, u &~ v, ako za njihove predstavnike (uc)eso 1 (ve)eso vazi

u: —v. — 0uD'(Q), kad e — 0,

t]. lirr(l)(uE — Ve, P) = lir%/(ug —v.)pdr =0, za sve ¢ € C°(2).

E— E— 0

Dve distribucije su asocirane ako i samo ako su jednake, tj. za g, h €
D'(Q2) vazi
h=yg <= ug)~=h)

= /(h*ps—g*p5)¢dx—>0, e—0
Q

<:>€in/ﬁ/Q (h(fc—y)—g(x—y))p@)cb(y)dxdy—% e—0,

§to znaci da //(h — g)p¢ dx dy ide brze u nulu od ".

Ako je g € L>(Q2), jedan od predstavnika za ¢(g) je (g*pe)e>0. Znamo
da je g* p. ograni¢ena nezavisno od ¢, i da gxp. — g u L, (). Odavde
sledi da za g, h € L>(2),

t(gh) = u(g) L(h).

Stoga koncept asociranosti ne sluzi samo da bismo definisali aproksi-
mativna resenja (resenja problema (72)), nego i da prosiri koncept
mnozenja sa klasicnog proizvoda funkcija na uopstene funkcije. Vise
detalja o ovoj temi mozete naéi u [b, c0, clr]. Bitno je i da je asoci-
jacija saglasna sa izvodima, kao i sa mnozenjem C*°-funkcijom, tj. za
u,v € Gs(Q), 9 € C®(N),a € NI iz u = v sledi

0%u ~ 0%
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3.1.4. Zakoni odrzanja u Gs(S2)-uopstena i aproksimativna resenja. Pos-
matra¢emo sada zakon odrzanja

(69) div f(u Z a%
gde je f = (f1,., fu) : R = R” glatka funkcija i u : Q@ — R. Takode

¢emo posmatrati i njegovu parabolicnu aproksimaciju
(70) div f(u) = eL(u),

gde je L linearan parcijalni diferencijalni operator sa glatkim koefici-
jentima i e > 0. Kako su predstavnici elemenata iz G4(2) nizovi glatkih
funkcija, u G4(€2) jednacina (69) moze da se interpretira kao

B 0
(71) > fwg= =0,

u € Gs(Q), resenje od (71), zvacemo (jako) uopsteno resenje. Prime-
timo da ovaj koncept mozemo koristiti i za resavanje neodrzivih jedna-
¢ina, [b, cclr, clr]. Ipak, ovako formulisana jednacina ne dozvoljava
prekidna resenja, jer razliciti odrzivi oblici od (71) mogu biti ekvi-
valentni u G,(€2), a davati razlicite uslove na prekidima (skokovima).
Zbog toga ¢emo posmatrati jednac¢inu

" 0
(72) 3 f;(u)a_;i ~ 0.
j=1

Resenje ove jednacine, u € G4(£2), zvacemo aproksimationo resenje.

U daljem radu, za funkciju f pretpostavi¢cemo da je

- f R — R" glatka funkcija najvise polinomijalnog rasta
(73) ¢iji su izvodi takode najvise polinomijalnog rasta.
Ova pretpostavka nam treba da bismo imali dobro definisanu kompozi-
ciju funkcije i uopstene funkcije.

Primedba 5. (i) Pod pretpostavkom (73), svako jako resenje u €
Gs(Q) je aproksimativno resenje. Da bismo to videli podsetimo se
definicija ovih pojmova i Sta one zapmvo znace. Ako je u € G4(9)
jako resenje, to znaci da je Z? | 3o O fi(u) =0 u G4(Q). Dalje, ako je
U = [(ua>s>0]7 onda j@

div f(u) = Kaggg T 8%;:,3))6] =0,
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Sto znadi da

(8f1(ue) . @f_w> € NL(9),

(9.701 al‘n
t.
sup |0* Of(ue) + ...+ Ofn(ue) <ceM e =0
rzeK axl &Jcn

za sve K, M, a. Sa druge strane, u € G4(Q2) je aproksimativno resenje

ako
0 f1(ue) 0 f(ue)
0x; et 0x,,
Sada je jasno da jednakost u G4(2) implicira asociranost.

— 0 uD'(Q), kad e — 0.

(1) Ako jev € L*>(Q) slabo resenje od (69) ($to znaci da je div f(v) =
0 uD(Q)), onda je u = 1(v) = [(v* pe)e| € Gs(Q) aproksimativno re-
genje. Naime, kako v* p. — v u Li ., onda i f(v*p.) — f(v). Stoga

div f(v * p) — 0, Sto znaci da je div f(u) =~ 0. O

U mnogim slucajima, jednacina (70) ima klasi¢no resenje u. za sve
e > 0, i tada gotovo uvek vazi princip maksimuma, pa stoga imamo da
je niz (ue)e>o ograniceni podskup od L>(£2). Sada ¢emo pokazati kako
se iz takvog niza konstruise aproksimativno resenje u € G4(12).

Definicija 8. Za u € G4(Q2) reéi éemo da je ogranicenog tipa, ako ima
predstavnika (u:)eso0 € Ens[SY], koji je ograniceni niz u L>®(S2).

Teorema 10. Neka f zadovoljava (73). Ako postoji niz (ve)eso C
L>(Q), ogranicen u L>(RY), tako da div f(v.) — 0 u D'(Q) kad e — 0,
tada postoji aproksimativno resenje u € Gs(§2) jednacine div f(u) =~ 0,
1 U je ogranicenog tipa.

Dokaz: U slucaju da je (v:).~o niz umerenih glatkih funkcija, tj.
(Ve)eso € Enrs[€], mozemo uzeti klasu tog niza za trazeno resenje u €
Gs(22). U opstem slucaju, prvo ¢emo uglacati niz (v.).~o, a onda izvesti
zavisnost od € na sledeé¢i nac¢in. Neka je ¢ € D(R"), suppp C €,
ciji je integral jednak jedan i neka je ¢s(z) = 6 "¢(5). Za fiksirano
e > 0, imamo da v, * ¢5 — v. u L} (Q) kad § — 0, i da je v. * @5
ogranic¢ena nezavisno od § u L*°(€2), a od ranije imamo da je ograni¢ena
nezavisno i od €. Neka je, dalje, (K,,)m>1 niz kompaktnih podskupova
od 2 koji pokriva €. Mozemo naéi strogo opadajuéi niz pozitivnih
brojeva (0,,)m>1, koji konvergira ka nuli, takav da je

1
”Ul/m * ¢(5 - Ul/m”Ll(Km) < E) za 0 <0 S 5m
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Definisimo jednu rastuéu, po delovima konstantnu funkciju n : (0, 00) —

(0,1]

ne)=—, zad, <e<d, m>1,
n(e) =

i preko nje trazeni niz

-3~

,  za € > 01,

Us = Up(e) * P, za € € (0,00).

Primetimo da je svaka funkcija u. glatka, da familija (vy))e>0 ima
istu L>°-granicu kao i (v:)eso 1 da je 0%us = vy * e 1(9°¢).. Odatle
imamo da je (u:)e>o umeren niz glatkih funkcija. Neka je u njegova
klasa u G,(Q). Jasno, u je ogranic¢enog tipa. Po definiciji, imamo da je

1
“us — Up(e) "Ll(Km) < Ea za 5m+1 <e< 5m7

1

odakle imamo da u. — v, — 0 u L} (Q). Stavise, obe familije su

ogranicene u L*>(Q2). Stoga imamo da

1
flus) = f(ogee) = (e — vy(e)) /0 Vf(Tu6 +(1- T)Un(a)) dr,

takode konvergira ka nuli u L}, (), a odatle i
(74) div f(ue) — div f(vye)) — 0, uD'(Q).

Uslov teoreme je da div f(v.) — 0, a kako je vy () podniz niza v, to isto
vazi i za vy). Stoga iz (74) dobijamo da div f(u.) — 0 u D'(Q2), §to
znaci da je divf(u) =~ 0. O

U prethodnom poglavlju smo videli da slicna tvrdenja vaze i za
meroznacna resenja zakona odrzanja, stoga je bilo prirodno pretpostaviti
da postoji izvesni vid ekvivalencije izmedu ova dva koncepta.

3.2. Ekvivalencija aproksimativnih i meroznaénih resenja.

Teorema 11. a) Neka je u € G4(2) uopstena funkcija ogranicenog tipa,
koja zadovoljava div f(u) ~ 0. Tada svaka Young-ova mera (fiz)zcq
konstruisana iz podniza svakog predstavnika od u je muv-resenje sistema
div f(u) = 0.

b) Ako je u = i(v), za neko v € L>(), tada je v(z) = [ Adp,(N) za

skoro sve x € €.



Ekvivalencija 45

Dokaz. a) Neka je u = [(ue).] € Gs(€2) ogranicenog tipa, tj. ||ue||r~ <
M, zaneko M > 01izasve e. Tada, na osnovu Young-ove teoreme (teo-
rema 2, poglavlja Young-ova mera) imamo da postoji podniz (u., )y i
familija mera (ug)., suppp. C [—M,M] na R, definisanih za skoro
sve ¢ € (), tako da za sve g € C(R) imamo slabu* konvergenciju
g(ue,) — G, 9(z) = [ gdp,, u L=(Q2). Specijalno, za nase funkcije f;,
imamo da

w* — lim fj(us,) = fj, u L>(Q).

k—oo

Ali kako je u aproksimativno resenje, znamo da vazi
divf(ue,) — 0, uD'(Q).
Tako dobijamo da je

Zai%[/fjdux] —0, uD(Q),

sto kompletira dokaz da je Young-ova mera (p,).er konstruisana iz
podniza svakog predstavnika od w, mv-resenje sistema div f(u) = 0.

b) Specijalno, iz Young-ove teoreme imamo da u., — fj;o Adpig(N),
odakle imamo da, ako je neko v € L>*(Q),i(v) ~ u, tada je v(x) =
[ Adpg(N), s.s. O

Primedba 6. Cak i ako je i(v) =~ u za neko v € L®(Q), moze da
se dogodi da razliciti podnizovi proizvode razlicite Young-ove mere. To
je povezano sa cinjenicom da g(u), u opstem slucaju, nije asocirano
sa g(i(v)). U ovom smislu, u € Gs(2) moZe da se posmatra kao
predstavnik familije Young-ovih mera. Problem jedinstvenosti disku-
tovacemo na kraju ovog poglavlja.

Teorema 12. a) Neka je (uy)zcq mu-resSenje sistema div f(u) = 0.
Tada postoji niz (u:)eso € Ems[SY, Cija klasa u je ogranicenog tipa i
zadovoljava div f(u) = 0.

b) Stavise, ovaj niz indukuje jedinstvenu Young-ovu meru koja je
jednaka sa (fiz)zecq 2a skoro sve x € §, i i(v) = u, gde je v(x) =

S Adpz(X).

Dokaz. a) Neka je (pg)zcq mv-resenje sistema div f(u) = 0. Tada
na osnovu diskusije iz poglavlja Yung-ova mera (v. str. 25) imamo da
postoji uniformno ograniceni niz (vy), C L*°(2) koji indukuje (pz)zeq
kao Young-ovu meru. To znaci da

v — v slabo®* u L™, k — oo
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i da za sve g € C(R)

g(vg) — g slabo™ u L™ k — oo

gde je g(z) = [ gdp,. Odatle imamo da kad k — oo
zax ) — Y g Ufgdum}, WD)
div f(vk) [ div f(X d,uz( )

Ova grani¢na vrednost je nula, jer je (i, )zcq mv-resenje sistema div f(u)
= (. Dakle dobili smo da je

lim Z %f](vk) 0 uD(Q).

Sada samo primenimo teoremu 10, iz koje dobijemo da postoji aproksi-
mativno resenje u € G4(Q2) jednacine div f(u) ~ 0, i u je ograni¢enog
tipa.

b) Za dokaz ovog dela treba¢e nam teorema 10. Kako za sve g €
C(R), g(vy) — g, slabo* u L, k — oo, imamo da svi podnizovi od vy
indukuju istu Young-ou meru. Za novi niz v,, uzetemo vi iz dokaza

m

teoreme 10, tj. imacemo
Upe) = Um,  2a 0pp1 < € < 0y, m 2> 1.

Sada formiramo u. = vy * ¢ 1 u = [(Ue)es0] € G5(2). Iz dokaza
teoreme 10 znamo da u. — v,y — 0, u L, .(Q), ¢ — 0. Stoga i
9() — g(oney) — 0, 1 Ly (), — 0, za sve g € C(R), 1. (g(u.)). i
(9(vy)))- imaju iste slabe* limese u L>(€2), za sve g. Odatle sledi da
(ts)e>0 1 (Vn(e))e indukuju istu Young-ovu meru. Sada postaje jasno da
je uri(v) = i(limy_vy) i daje v(z) = [Adu,(N). O

Primedba 7. I u ovom slucaju nemamo jedinstvenost, tj. uopstena
funkcija u definisana u dokazu teoreme 12 nije jedinstvena, kao mi
Young-ova mera (p;), iz teoreme 11. Nejedinstvenost proizilazi iz ¢i-
njenice da je ideal N(Q2) strogo mangi od prostora Li,.-nula nizova,
kogi je strogo mangi od prostora D'(2)-nula nizova, a znamo da za uni-
formno ogranicene nizove (v.)., (w.:). € L>(§2), koji, redom, indukuju
Young-ove mere (i,)y @ (Vy)z vaZi

[(Ve)e] = [(we)] u Gs(Q) = (ve — we). € Ns(Q),
(He)e = (Vo)a, 8.5. uV(Q) <= v.—w. =0, ¢ =0, u L (),
[(U€>E] ~ [(w€>€] U gs(Q> — Vg — We — O, g — 0, U D/(Q)
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Stoga, ako predstavnici dve uopstene funkcije indukuju istu Young-ovu
meru, one ce biti asocirane, a nece biti jednake u Gy(€2).
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DobpATAK A. O RADONOVIM MERAMA

Radonove mere se definisu na Hausdorfovom prostoru, X, sa topologi-
jom 7. Izvorna definicija podrazumeva par mera (M, m), gde je m
esencijalna mera asocirana sa M, Sto znaci da je

m(A) =sup{M(B)|B C A, M(B) < oo},
koji ima sledece osobine:
(1) M je spoljno reqularna, tj. za sve O € T,
M(O) =inf{M(V)|O C V, V je otvoren }.
(12) M je lokalno konacna, tj.
svaka tacka ima okolinu kona¢ne mere M.
(112) m je unutrasnje reqularna, tj. za sve O € T,
m(0) = sup{m(K)|K C O, K je kompaktan }.
(1222) m = M na otvorenim i skupovima konacne mere M.

Posledica osobine (u2) je da svi kompaktni skupovi imaju konaénu
meru M.
Izvornoj definiciji ekvivalentne su sledeé¢e dve definicije.

Definicija 9. M je Radonova mera ako je lokalno konacna , spoljno
reqularna i za svaki otvoren skup U vazi

M(U) = sup{ M(K)|K cc U}.

Definicija 10. m je Radonova mera ako je lokalno konacna i un-
utrasnje reqularna.

Vise o Radonovim merama u [s1, ps|.
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DopATAK B. O FUNKCIJAMA I MERAMA OGRANICENE VARIJACIJE

B.1. BV funkcije. Neka je u : J — R”. Totalna varijacija se definise
kao

N
TotVar(u) = sup { Z |u(xjir) —u(z;)| N, 21 < ... < acN}.
j=1

Za u kazemo da je funkcija ogranicene varijacije ako je TotVar(u) < oc.
Navesé¢emo neke od osobina ovih funkcija. BV-funkcije imaju na-
jvise prebrojivo mnogo prekida. Grani¢ne vrednosti limzﬂxg u(z) i
hmx—mg u(x) su dobro definisane kao i grani¢ne vrednosti u beskonaéno-
sti. Uz eventualno redefinisanje najvise prebrojivo mnogo vrednosti
ovih funkcija, dobijamo da su one desno neprekidne. Bitno je da za
svaku BV -funkciju u postoji po delovima konstantna funkcija v, tako
da je ||u — v||p=~ < €1 TotVar(v) <TotVar(u). Imamo i ocenu da je

1

g/ h |u(z + ¢) — u(z)| dx < TotVar(u).

o0

Za ovakve funkcije vaze slicne teoreme kao za Young-ove mere. Na-
ves¢éemo jednu od njih:
Teorema 1 (Helly). Neka je u. : R — R” niz BV -funkcija, takvih da
je TotVar(u.) < ci |u.(z)| < M. Tada postoji podniz (isto indeksiran)
koji konvergira ka funkciji koja ima iste osobine kao niz, tj.

lin% us(x) =u(z); TotVar(u) <c¢ |u| < M.
£—
Dokaz ove teoreme i viSe osobina BV -funkcija moze se naéi npr. u [br].

B.2. BVjy.. Nekajeu = u(yy,...,yn). u € BV, ako i samo ako su njeni
distribucioni izvodi D, u mere, tj. ako za sve kompaktne skupove K
postoji konstanta cx > 0 tako da je

0] ‘
U—dy SC ¢ )
[ g o] < exlol
za sve ¢ € C}, suppo C K.

B.3. BV mere. Totalna varijacija mere u, na o-algebri skupa X, je
skupovna funkcija definisana sa

TotVar(u) =v(u, A)

N
=sup{> _[u(4))| : N, A; C A AinA; =0, i #j}.
j=1
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Za u kazemo da je mera ogranicene varijacije ako je TotVar(u) < oo.
U tom slucaju je TotVar mera na istoj o-algebri. Primetimo da je tada
v konacna, jer vazi
()] < v(p, X).
Skup svih mera ogranic¢ene varijacije obelezava se sa CA i on je Ba-
nahov prostor sa normom definisanom sa

[lpl] = v(p, X).
Vise o merama ograni¢ene varijacije u [s1].
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DopAaTAK C. O KOMPENZOVANOJ KOMPAKTNOSTI

Kompenzovana kompaktnost je u uskoj vezi sa Young-ovim merama.
Oba ova pojma sluze za dobijanje jake iz slabe konvergencije, jer znamo
da

g(w —limu,) # w — lim g(u.)

g(s —limu.) = s — lim g(u.).

Da bismo obezbedili jaku konvergenciju nizu koji slabo konvergira
potrebne su nam dodatne pretpostavke. To moze biti uniformna ogra-
nicenost izvoda (u tackastoj ili usrednjenoj konvergenciji) ili kompak-
tnost u strogoj topologiji.

Ako, naprimer, imamo sistem od dva zakona odrzanja, koji je (strogo)
hiperboli¢an i prirodno nelinearan, L!-(jaku) kompaktnost (pod)niza
aproksimativnih reSenja mozemo dobiti uz uslov da imamo W~—12-
kompaktnost svih entropijskih polja.

Ekvivalentan uslov tome je da se asocirana Young-ova mera redukuje
na Dirakovu.

Vise o kompenzovanoj kompaktnosti u [dpl,t,t1].
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