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Predgovor

Magistarska teza posvecena je izu¢avanju Colombeau-ovskih i mero-
znacnih reSenja nekih klasa nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jed-
nacina. Tacnije posmatrana je jednacina oblika

divf(u) =0, (1)

za koju smo uspostavili izvestan vid ekvivalencije dva pomenuta kon-
cepta resenja, odnosno pokazali smo da L”-Young-ove mere, kao mero-
znacna reSenja jednacine (1), indukuju aproksimativna resenja p-ogra-
nicenog tipa, i obratno. Pre toga, slican vid ekvivalencije pokazan je za
L*>*-Young-ove mere i aproksimativna reSenja ogranic¢enog tipa, [11].
Zatim smo posmatrali i Euler-ove jednacine na koje smo primenili
koncept uopstenih Young-ovih mera, i pomoc¢u toga dobili aproksi-
mativna reSenja Euler-ovih jednacina. Na Euler-ove jednacine nije
dovoljno primeniti samo klasi¢nu teoriju Young-ovih mera, jer se u
nizu reSenja Navier-Stokes-ovih jednacina, iz kojeg dobijamo reSenje
Euler-ove jednacine, pojavljuju i oscilacije i koncentracije, a klasican
koncept Young-ovih mera pokriva samo problem oscilacija. Zbog toga
smo na ove jednacine primenili koncept uopstenih Young-ovih mera.
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Teza je podeljena na tri dela. U prvom poglavlju dali smo uvodne
napomene i potrebnu klasi¢nu teoriju, kao i objasnjenja kako su neki
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pojmovi o kojima smo pisali u tezi nastali. Stoga smo pisali o poj-
mu zakona odrzanja i njihovim slabim resenjima kao prvom konceptu
neklasi¢nih resenja. Zatim smo ispricali kako su nastala uopstena
reSenja, tj. Sta je bila Colombeau-ova ideja kada je konstruisao prvu
algebru uopstenih funkcija. Za svaku analizu konvergencije resenja
parcijalnih diferencijalnih jednac¢ina potrebni su nam pojmovi slabe i
slabe* konvergencije. Uvodno poglavlje zavrsavamo napomenama o
merama koje se pojavljuju u tezi i funkcijama i merama ogranicene
varijacije.

U drugom poglavlju predstavljena su dva koncepta resenja kao i
veza izmedu njih. Prvi koncept meroznac¢nih reSenja uveo je Roland
DiPerna, koje je iskoristio Young-ove mere kao resenja zakona odrzanja.
Posmatrane su specijalne klase Young-ovih mera, tzv. LP-Young-ove
mere, za 1 < p < oo. One resavaju problem nekompatibilnosti slabe
konvergencije i nelinearne kompozicije. Drugi koncept predstavlja
Colombeau-ove uopstene funkcije kao resenja zakona odrzanja. Za
ovaj koncept, najzasluzniji su J.F.Colombeau i M. Oberguggenberger.
Aproksimativna resenja su reSenja u Colombeau-ovim algebrama, gde
je jednakost zamenjena relacijom asociranosti.

U trecem poglavlju dato je uopstenje Young-ovih mera, za koje su
najzasluzniji DiPerna i Majda, zbog kojih su kasnije te mere i nazvane
po njima. Veéinu ovog poglavlja ¢ine rezultati iz njihovog rada [15].
Uopstene Young-ove mere se pod imenom DiPerna-Majda-mere prvi
put pojavljuju u radovima ceskih matematicara, Kruzik i Roubicek.
Ovaj koncept primenjen je na Navier-Stokes-ove jednacine u cilju do-
bijanja reSenja Euler-ovih jednac¢ina. Mi smo ga iskoristili kako bismo
dobili Colombeau-ovska resenja istih.

¢ O 0

Na ovom mestu zelim da izrazim svoju zahvalnost svima koji su
me podrzavali i pomagali mi tokom izrade magistarske teze.
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ARG

Magistarska teza je izradena u okviru projekta MNTR Metode
funkcionalne analize u resavanju PDJ i ODJ sa singularitetima.
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Glava 1

Uvod

1.1 Zakoni odrzanja

Pojam zakon odrZanja govori da je brzina promene totalne koli¢ine
supstance sadrzane u nekom fiksiranom domenu G jednaka njenom
fluksu na rubu domena G. Ako gustinu te supstance oznac¢imo sa u,
fluks sa f, zakon odrzanja je jednacCina

d
— | udr = — f-ndS, (1.1)
dt Jq ple

gde je n spoljasnja normala na G, a dS element povrsine dG. Kada
primenimo teoremu o divergenciji na desnu stranu jednacine (1.1) i
diferenciramo pod integralom sa leve strane, dobijamo

/utdx:—/divfdx,
el G

/(ut + divf)dx = 0.
G

odnosno,
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Ako su svi parcijalni izvodi funkcija v i f neprekidni, dobijamo zakon
odrzanja u divergentnom obliku

u +divf = 0. (1.2)

1.1.1  Slaba reSenja zakona odrzanja

U potrazi za neklasicnim reSenjima razvila su se tri ekvivalentna kon-
cepta slabih resenja: Lax-ov, distributivni i integralni oblik. Prvi
koncept potice od Lax-a.

Definicija 1 Funkcija u € L*(R?) je slabo resenje zakona odrzanja
(1.2) ako za sve test funkcije ¢ € C}(R?) vazi

/OOO/:O (¢ru + ¢ f(u))dzdt =0 (1.3)

Drugi koncept predstavljaju slaba resenja u distributivnom smislu.
Ovde za prostor test funkcija uzimamo D(Q2) = C§°(R2), gde je Q
otvoren podskup od R3. Prostor distribucija je prostor neprekidnih
linearnih funkcionela 7' : D(Q2) — C, za koje vazi

(VK cC Q)(3c¢>0)(Im € N) (Vo € D(Q)) supp¢ C K =
(T, ¢)| < csup sup [0%p(x)|.

€K |a|<m
Da bi zakon odrzanja imao smisla, dovoljno je da u i f(u) budu dis-
tribucije. Kako f ne mora biti linearna, moramo pretpostaviti da je
u merljiva funkcija tako da je f(u) definisana tackasto. Tada kazemo

da je u slabo regenje jednacine (1.2) na otvorenom skupu Q C R? ako
jeu € Li,.(Q), f(u) € L}, (Q) i ako za sve test funkcije ¢ € D(Q) vazi

J (g

Treci koncept predstavlja slaba resenja u tzv. integralnom obliku.



1.1 Zakoni odrzanja

Definicija 2 Funkcija u € L>(R%) je slabo reSenje zakona odrzanja
(1.2) ako za skoro sve zg,x € R i ty,t > 0 vazi

/7w%w—u@JQMy+/(ﬂMa@)—ﬂwmﬁ»ww=o<L®

o to

Pojam slabih resenja prosiruje koncept klasi¢nih resenja. Lako se
moze proveriti da je svako klasi¢no resenje takode i slabo.

Teorema 1 Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
a) u je slabo resenje u smislu definicije 1.
b) us + f(u), =0 u D'(R2).
c) u je slabo resenje u integralnom obliku, tj. u smislu definicije 2.
Stavise, preslikavanje t — f_Jr;o o(x, t)u(x, t)dx je neprekidno za
sve ¢ € D(R).

Dokaz ove teoreme, kao i vise o slabim resenjima dali smo u [1].

1.1.2 Uopstena reSenja, Colombeau-ova ideja

Pokusavajuéi da definiSe mnozenje distribucija, J.F. Colombeau je
konstruisao multiplikativne algebre u koje se distribucije mogu po-
topiti. Prva ideja je bila da se koriste C'*° ili holomorfne funkcije
na D(Q), prostoru C* kompleksoznaénih funkcija na €2, otvorenom
podskupu od R™ sa kompaktnim nosac¢em. Prirodno bi bilo definisati
proizvod dve distribucije T} i T na €2 kao preslikavanje

¢ € D(Q) — (11, 9) - (T2, ¢) € C,

ali taj koncept pada veé¢ na primeru mnozenja dve C'* funkcije, jer za
fi, fo € C*i¢ € D(Q) uglavnom vazi

[ fw@ds - [ f@o a2 [ fiw) s dr.



Uvod

U cilju prevazilazenja ovog problema, ali ne odbacivsi ideju o koris¢enju
C* ili holomorfnih funkcija na D(S2), dosla je ideja definisanja faktor
algebre.

D(Q) je gust u &'(£2), topoloskom dualu C* funkcija (zove se i pros-
tor distribucija na € sa kompaktnim nosacem), stoga je C*(&'(Q)) C
C>(D(Q)) inkluzija definisana preko restrikcije

® € C*(E(Q) — Plpi) € C(D()),

koja je injekcija, [9], [4].
Za f1, fo € C*(9), klasi¢ni proizvod f; - fo poklapa se sa preslika-
vanjem
T e 8,(9) = <T7f1><T7f2> eC
na skupu {0, : z € Q}, Dirac-ovih mera u tacki . Stoga je Colombeau
posmatrao slede¢u relaciju ekvivalencije r na C*(€(Q?)), Ry, Rs €
C=(&(Q)) :
Ry r Ry <= Ri(d,) = R2(0,), za sve x € Q.

Ako sa A oznacimo preslikavanje

Re C®(E(Q) — [z — R(,)] € C*(Q)

tada R € Ker A <= R r 0. Stoga su algebre C>(&'(Q))/Ker A
i C>®(Q) = L(E'(Q),C) izomorfne. Refleksivnost prostora C*°(2) je
dobro poznat klasi¢ni rezultat.

Novi koncept izvoda u C*°(D(f2)), Colombeau je definisao uopstava-
njem izvoda u smislu distribucija koji, preko preslikavanja A, odgovara
standardnim izvodima u C*°(2). Trazio je ideal od C*(D(f2)), ¢iji je
presek sa C(E'(§2)) bas Ker A.

Neka je

Ay = {¢ € D(R") :

/w(ac)da: = 1,/miw(x)dac =0,za1€N"1<]i| < q}.
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Dalje, sa ¢. , oznacavamo elemente iz A,, oblika

AN—2x
€

a0 = 2o

Ako je R € Ker A, zadato g e N,¢p € A; 1 K CC (2, postoje ¢ > 0 i
n > 0 tako da vazi

) AER", ¢ €A,

|R(¢en)| <ce?™ zasver e K, 0<e<n.

Ova karakterizacija skupa Ker A dala je definiciju trazenog ideala od
C>(D(Q2)). Kako proizvod elementa iz Ker A i elementa iz C*°(D(Q2))
moze rasti veoma brzo kad € — 0, Colombeau je odlucio da posmatra
one elemente C*°(D(Q)) koji imaju tzv. umereni rast.

Definicija 3 £,/(D(Q?)) je skup svih R elemenata iz C*°(D(Q?)) koji
imaju sledec¢u osobinu

BILT
zasve K CCQiD=———— 0<|k] <oo, postoji NV € N
Oxy*...0xkn
tako da za sve ¢ € Ay postoje konstante ¢ > 0,7 > 0 tako da
(DR)(¢on)| <ce™ | vazizasver € K,0<¢e <.

Ocigledno je da je proizvod dva elementa iz €,/(D(Q2)) elemenat u
En(D(N)), kao i da ako je R € E)(D(N)), onda jei DR € Ey(D(Q))
za sve parcijalne diferencijalne operatore D. Kao posebni podskupovi
od €y (D(Q)) izdvajaju se C*(E'(2)) i D'(Q).

Za odgovarajudi ideal, Colombeau je izabrao slede¢i podskup:

Definicija 4 N je skup svih R € €,,(D(2)) sa slede¢om osobinom
zasve K CC Q1D postoji N € N

tako da za sve ¢ € A,, g < N, postoje konstante ¢ > 0,7 > 0 tako da
(DR)(¢e)| < ce?™™ | vazizasvexr € K,0<e <.
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Ovaj ideal zadovoljava pocetnu ideju,
NNC®(E(Q)) = Ker A.
Definicija 5 Faktor algebra
5() = En(D(Q))/N
zove se algebra wopstenih funkcija.
G(£2) sadrzi C*(£2) kao podalgebru, jer je C*(Q2) = C>®(E'(Q)) =
Ker A, kao i D'(Q), jer je NND'(2) =0.

Ovo je bila prva Colombeau-ova definicija uopstenih funkcija, a
posle toga definisane su i algebre G4, G, koje se intenzivnije koriste u
teoriji parcijalnih diferencijalnih jednacina.

1.2 Slaba i slaba* konvergencija na Ba-
nahovom prostoru i njegovom dualu

Potsetimo se klasi¢nih rezultata funkcionalne analize o slaboj konver-
genciji. Na Banahovom prostoru X, ¢iji je dual X', slabu topologiju
o(X, X’) definisemo preko familije seminormi {p, : 2’ € X'} date
sa pp(z) = |(z,2")|. Ako je dual X' separabilan (ima prebrojiv gust
skup), onda je ova topologija metrizabilna na ograni¢enim skupovima
u X. Slaba konvergencija niza z, ka x znaci

(Tp, ') — (z,2"), Vi'e X'

Na dualu X’ definisemo slabu* topologiju o(X’, X) preko familije
seminormi {q, : € X} date sa ¢.(2') = |(2', z)|. Ako je X separabi-
lan, onda je ova topologija metrizabilna na ogranicenim skupovima u
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njegovom dualu

X' i slaba* konvergencija niza x], ka ' znaci
(,2)) — (x,2"), VzeX.

Jedini¢na lopta u X’ je slabo* kompaktna u ovoj topologiji.

Mi éemo posmatrati prostore LP(Q2),1 < p < oo, i M(R), pros-
tor Radon-ovih mera, gde je € otvoren podskup od R™ snabdeven
Lebesque-ovom merom. Dual prostora LP(2) je izometri¢en prostoru
L), 1/p +1/q =1, p > 1. Iz ograni¢enog niza f,, u L”(€2) mozemo
izdvojiti podniz f,, koji slabo, odnosno slabo*, konvergira ka nekom
f, ako je 1 < p < 0o, odnosno p = oo, tj.

/Qfmgdasa/ﬂfgdx, Vg € LUQ).

Prostor L'(€) se moze izometricki potopiti u M;(£2), prostor konacnih
mera, koji je dual prostora C,(€2), prostora neprekidnih ograni¢enih
funkcija sa supremum normom. Iz ograni¢enog niza f,, u L*(£2) moze-
mo izdvojiti podniz f,, koji slabo* konvergira ka meri y, tj.

/Qfmgdm - <:U“7.g>a ‘v’g € eb(Q)

Prostor mera M (2) nije Banahov, ali za svaki kompaktni K CC
Q, ako sa Xxg = €% () obelezimo prostor neprekidnih funkcija sa
nosac¢em u K i supremum normom, tada je M(€)) podprostor X/ i
mozemo koristiti slabu™ topologiju na X}.. Tada iz niza ograni¢enog
u svim X} izdvajamo podniz koji je slabo* konvergentan u X, za
prebrojivo mnogo kompaktnih skupova ¢ija je unija €.

Na prostoru M (€2) slaba konvergencija definiSe se na slede¢i nacin:

e — [ = (VK)(‘V’gEXK)/gd,ukﬁ/gdu, k — oo.
Q )

Vazi sledece tvrdenje:
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Teorema 2 Ako ur — p slabo u M(2), onda je
lim sup 1, (K) < p(K)

za sve kompaktne skupove K CC €, 1
(V) < liminf (V)

za sve otvorene skupove V C ().

Pod pretpostavkom da je niz aproksimativnih resenja {u.} uni-
formno (po €) ogranicen u L* imamo ekvivalenciju slede¢ih slabih
konvergencija:

-slaba* konvergencija u L,

-slaba konvergencija u L” ;1 < p < o0,

-konvergencija u smislu distribucija.
U ovom slucaju, pricacemo o slaboj konvergenciji, tj. lokalnoj konver-
genciji ocena

u=w—limu, <= / u(y)dy = lim [ u.(y)dy,
K =0 /K
za sve K CC ). Jedan od nacina da obezbedimo egzistenciju podniza
koji konvergira u odgovarajucoj slaboj topologiji je da dokazemo da
za niz {u.} vazi tzv. lokalna LP-kontrola

/ {u:}P dy < const(K), K CC Q,
K

koja se lako dobija iz principa maksimuma. Napomenimo jos da je
u gore pomenutim topologijama jedini¢na lopta kompaktna, tako da
su one dovoljno slabe da obezbede kompaktnost, ali isuvise slabe ba
garantuju neprekidnost nelinearne funkcije.

Ekvivalentne jake konvergencije su:

-konvergencija u jakoj topologiji prostora L}

locy
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-konvergencija u jakoj topologiji prostora L] ., 1 < p < oco.
U ovom sluc¢aju, prica¢emo o jakoj konvergenciji, tj. konvergenciji po

normi
u=s—limu, < / lu(y) — u-(y)| dy = 0,
K

za sve K CC (.
Ako je niz {u.} konvergentan u jakoj topologiji i ako je funkcija
g : R™ — RP neprekidna, tada vazi

g(s —limu,.) = s — lim g(u.),

Sto omogucava da jaki limes aproksimativnih resenja bude ponovo rese-
nje.

S druge strane, ako niz {u.} konvergira u slaboj topologiji, u
opstem slucaju, ako nemamo dodatne pretpostavke, imamo

g(w —limu,) # w — lim g(u.),

(v. primere 1, 2 i 3). Stoga je veoma bitno naéi pretpostavke pod ko-
jima ¢emo iz slabe konvergencije, dobiti jaku. Preciznije, u teoriji za-
kona odrzanja pojavljuje se sledeci problem: Za dat slabo konvergentni
niz aproksimativnih resSenja, videti pod kojim uslovima ¢e taj niz imati
jako konvergentan podniz. Specifican problem je odrediti uslove pod
kojima se jaka konvergencija moze dobiti iz slabe ako nemamo uni-
formne ocene izvoda. Naime, ako dokazemo ili pretpostavimo, da su
izvodi od wu. uniformno ograniceni, iz slabe konvergencije odmah do-
bijamo jaku. Npr. ako u. slabo konvergira ka u i ako su gradijenti

uniformno ograniceni u Lj ,

/ |Vu|? dy < const.,
K

onda u. jako konvergira ka u. Uopste, slaba konvergencija i kompak-
tnost u strogoj topologiji, impliciraju jaku konvergenciju.
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Za dobijanje jake iz slabe konvergencije koristi se Young-ova mera
i Tartar-Murat-ova teorema o kompenzovanoj (nadoknadenoj) kom-
paktnosti.
Primer 1 Daéemo primere koji pokazuju zasto, ako je f = w* —
limf,, ne mora da vazi i da je ®(f) = w* — lim®(f,,). Krenuéemo
od jednostavnijeg primera koji je dat w [17]. Mi éemo ga dopuniti
dokazima konvergencija koje su samo pomenute u predhodno citiranoj
knjiz.
Dakle, neka su dati brojevi a < b 10 < X\ < 1, za koje vazi
O(Aa+ (1 —A)b) # AP(a) + (1 — N\)D(b),
i neka je Q = (0,1) C R. Formirajmo funkcije fi. na sledeéi nacin:
a, L<x<iA j=0,., k-1
)= { g EErST |

mace

Pokazimo da fi, = f = Xa+ (1 — \)b, u L>®. Neka je g proizvolina
funkcija w L*(Q). To znaci da je [, |g9(x)|dx < M, za neko M > 0, i
za svaki K C Q, [, |g(x)|de < m(K)MK,MK > 0. Tada je

‘/fkgdx Z/ x)dz
=0 ‘%

k— E=1 gy

<|a| M ZE+|b\Mzz -

§M3 (CL)\ + b(l — ))7
gde su M;, j =1,2,3 pozitivne konstante date sa

]
<la|

M, = maX{Maj :

JtA

" g(@)| de < m(lé‘%DM j=0,k— 1,}

E
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My = max {ng :
41

I+

k

M3 = maX{Ml, MQ}

Sada posmatrajmo kompoziciju ®(fy). Ona se slicno ponasa kao
fr. Naime,

L<p<iA j=0,. k-1
— — = L PRRRR]
¢ (fi)(x) { ®(b), inace ’

i slicno pokazemo da ®(fy) = ® = A®(a) + (1 — N)®(b) # &(f). O

Slede¢i primer je malo komplikovaniji, ali ¢e nam trebati kasnije
kada budemo eksplicitno konstruisali Young-ovu meru.

Definicija 6 Niz indukovan skaliranjem periodicne funkcije v je niz
funkcija konstruisanih na slede¢i nacin:

ur(z) = v(kzx).
Poznat je sledeci rezultat.

Lema 1 Ako je v periodicna funkcija sa periodom p, onda niz induko-
van skaliranjem funkcije v slabo™® konvergira v L ka konstanti

]19 /0 " o(s) ds.
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Dokaz.! Dokaz ¢emo izvesti u tri koraka. Prvo ¢emo pokazati
da ako za test funkciju ¢» € L' izaberemo karakteristicnu funkciju
intervala [0, p], dobijamo jednakost

<v(k;t), ¢(t)> - <%/Opv(x) d , (1) > (1.5)

Neka je 1 karakteristicna funkcija intervala [0, p], tj.

Y(x) = xpgp(x), © €R.

Tada vazi
/_:Ov(kt)w(t)dt:/Opv(k;t)dt:/Okpv(a:)dg
:%ﬁ;/opv(x)dx = %k/opv(x)dx
:/Opv(x)dx:% Op¢(t)dt/0pv<x)dx (16)

:]19 /_:o (/Opv(:c) dx)z/z(t) dt
:<%/Opv(x)dx,¢(t)>.

U drugom koraku, za test funkcije biramo karakteristicne funkcije in-
tervala oblika [0, 0], gde je b proizvoljan pozitivan broj, i pokazujemo
slede¢u konvergenciju:

<v(kt), w(t)> — <Z%/Opv(m) dz , (1) > k—oo. (L7

1Kako nismo mogli naéi dokaz ove leme u literaturi, iznosimo na$ dokaz i veru-
jemo da postoji i jednostavniji na¢in da se ova lema pokaze.
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Neka je 1 karakteristicna funkcija intervala [0, b], tj.

Y(z) = X[0,b] (), x € R.

Tada vazi

/joov(kt)z/}(t) dt — /Obv(kt) it — /Okbv(q:) d—lj’. (1.8)

[e.o]

Za fiksirano k (b i p su pozitivne konstante), postoji jedinstven priro-
dan broj r takav da je

rp < kb < (r+1)p. (1.9)

Sada nastavljamo niz jednakosti (1.8):

/ k(1) di = /0 " o(kt) di = /0 Y ) dg

—00

1 (P 1 [ I
:—/ v(x)dr + ...+ —/ v(x)de + —/ v(x)dx
ko WU W S (1.10)

:£ /Opv(x) da:+%/r:bv(ﬂ?) dx
- /Opv(x) dz + O(1\k).
Kako je
<%/Opv(x) dx , () > :% /OpU@) dx - _:o w(t) dt
- (1.11)
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ostaje nam jos da pokazemo da (1.10) konvergira ka desnoj strani
jednakosti (1.11), kad k — oo, odnosno da pokazemo da ; — ]%, kad
k — oo. Mi znamo da r zavisi od k i zbog toga ¢emo pisati r = r(k).
Takode znamo da smo r(k) dobili kao jedinstveni prirodan broj koji
zadovoljava (1.9), odakle dobijamo da je

bork) b _ 1

p— k p k
Tako smo niz % ukljestili izmedu dva niza koja konvergiraju ka %v
sto kompletira dokaz konvergencije (1.7).

I za karakteristicnu funkciju proizvoljnog intervala [a,b], a < b,
dobijamo istu granicu. Ako interval [a, ] sadrzi nulu onda ga pode-
limo na dva intervala [a,0] i [0,b]. Za interval [a,0] tvrdenje dobi-
jamo isto kao za [0,0], jer se radi o periodi¢noj funkciji. Ako inter-
val [a,b] ne sadrzi nulu onda ga mozemo pretstaviti u obliku [a,b] =
[0,]\[0,a). Stoga smo pokazali da tvrdenje leme vazi za sve kara-
kteristicne funkcije. Za kompletan dokaz leme potrebno je jos samo

iskoristiti ¢injenicu da su karakteristiéne funkcije guste u L. [

Primer 2 Posmatramo niz funkcija up : R — R indukovan skalira-
njem periodicne funkcije v : R — R. Kao sto smo videli, imamo

1 [P
uk(x) = v(kx), w"—limug = —/ v(s) ds.
P Jo
Ako je g proizvoljna neprekidna funkcija, niz g(ug) takode moZemo
posmatrati kao niz indukovan skaliranjem periodicne funkcije gow, pa
1mamo

w = limg(w) = [ o(0(s)) ds

(o)

=g(w* — lim ug).
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O

Dosadasnji primeri odnosili su se na funkcije definisane na R. Oni
se mogu uopstiti i na R”™.

Primer 3 Neka su yq, ..., y, nezavisni vektori u R™ ¢ neka je
i=1

Dalje, neka je F(x,y) neprekidna ogranicena funkcija na Q x R™, za
koju vazi
Flx,y+vy;) =F(z,y), j=1,..n.

Tada, kad n — oo niz f,(x) = F(x,nx) konvergira slabo* u L™ ka

1
m/yﬂ%y)d%

gde je m(Y) mera skupa Y. Ipak, slabi, odnosno slabi*, limesi nizova
frn @ ®©(fn) nisu nezavisni. Kao i u prethodnom primeru, ako niz f,
konvergira slabo® u L*>(2) ka f i ®(f,) konvergira ka h, onda (ako je
¢ konveksna), vazi h(x) > ®(f(z)), s.s.

¢

fx) =

Da bismo razlikovali slabu od jake konvergencije, u tezi ¢emo sa —
obelezavati jaku konvergenciju, a sa — slabu konvergenciju, osim ako
nije drugacije naznaceno.
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1.3 O Radonovim merama

Radonove mere se definisu na Hausdorfovom prostoru, X, sa topologi-
jom 7. Izvorna definicija podrazumeva par mera (M,m), gde je m
esencijalna mera asocirana sa M, $to znaci da je

m(A) =sup{M(B)|B C A, M(B) < o},

koji ima sledece osobine:
1. M je spoljno regularna, tj. za sve O € T

M(O) =inf{M(V)|O C V, V je otvoren }.

2. M je lokalno konacna, tj. svaka tacka ima okolinu konacne mere
M.
3. m je unutrasnje reqularna, tj. za sve O € T,

m(0) = sup{m(K)|K C O, K je kompaktan }.

4. m = M na otvorenim i skupovima konac¢ne mere M.
Posledica osobine 2. je da svi kompaktni skupovi imaju kona¢nu meru
M.

Izvornoj definiciji ekvivalentne su sledeé¢e dve definicije.

Definicija 7 M je Radonova mera ako je lokalno konacna, spoljno
regularna i za svaki otvoren skup U vazi

M(U) =sup{M(K)|K cc U}.

Definicija 8 m je Radonova mera ako je lokalno konaé¢na i unutrasnje
regularna.

Vise o Radonovim merama moze se naéi u [27].
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Izvod mere u odnosu na meru

Izvod Radonove mere v u odnosu na meru o definise se preko formule

ey = g 1B )
Do () = lim o(B(z, 7))’

gde je B(z, ) lopta sa centrom u x poluprecnika r. Ovaj limes postoji
za o-s.s. = € R". Preslikavanje z — D,vy(x), je ograni¢eno i o-
merljivo. Ovakvi izvodi se jo§ nazivaju i simetri¢ni izvodi, [18].

U tezi smo koristili slede¢e oznake. Ako je G lokalno kompaktan
Hausdorf-ov prostor, onda sa M(G) oznacavamo Radon-ove mere na
G, sa M*(G) nenegativne mere iz M(G), a sa ProbM(G) mere sa
jedinicnom masom iz M+ (G). My(G) oznacava prostor konacnih mera
na G.

Oznaka L" je rezervisana za Lebesque-ovu meru dimenzije n.

1.4 O funkcijama i merama ogranicene
varijacije
1.4.1 BV funkcije

Neka je u : J — R". Totalna varijacija se definise kao

N
TotVar(u) = sup { Z lu(xjir) —u(z;)| N, 21 <. < a:N}.
j=1
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Za u kazemo da je funkcija ogranicene varijacije ako je TotVar(u) < oo.
Naves¢emo neke od osobina ovih funkcija. BV -funkcije imaju na-
jvise prebrojivo mnogo prekida. Grani¢ne vrednosti limxﬂxg u(z) i
lim, - u(z) su dobro definisane kao i grani¢ne vrednosti u beskonac¢no-
sti. Uz eventualno redefinisanje najvise prebrojivo mnogo vrednosti
ovih funkcija, dobijamo da su one desno neprekidne. Bitno je da za
svaku BV -funkciju u postoji po delovima konstantna funkcija v, tako

da je ||u — v||p=~ < e 1 TotVar(v) <TotVar(u). Imamo i ocenu da je

é/_ h lu(z + ¢€) — u(z)| dx < TotVar(u).

o0

Za ovakve funkcije vaze sli¢cne teoreme kao za Young-ove mere. Na-
ves¢emo jednu od njih:

Teorema (Helly). Neka je u. : R — R™ niz BV -funkcija, takvih da
je TotVar(u.) < c1i |u.(z)| < M. Tada postoji podniz (isto indeksiran)
koji konvergira ka funkciji koja ima iste osobine kao niz, t;j.

limu.(z) = u(x); TotVar(u) <c¢; |u] < M.

e—0

Dokaz ove teoreme i vise osobina BV -funkcija moze se naci npr. u [6].

Neka je u = u(y1,...,yn). u € BV, ako i samo ako su njeni dis-
tribucioni izvodi Dy u mere, tj. ako za sve kompaktne skupove K
postoji konstanta cx > 0 tako da je

10l0) ‘
u—dy| < c ,
[ g o] < cxlol

za sve ¢ € C supp¢ C K.
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1.4.2 BV mere

Totalna varijacija mere i, na o-algebri skupa X, je skupovna funkcija
definisana sa

TotVar(u) =v(u, A)

N
:sup{ZLu(A]” ZN, Aj C A, AzmA] :®7 Z#]}
j=1

Za pn kazemo da je mera ograniCene varijacije ako je TotVar(u) <
0o. U tom sluc¢aju je TotVar mera na istoj o-algebri. Primetimo da je
tada p konacna, jer vazi

()] < wp, X).

Skup svih mera ogranicene varijacije je Banahov prostor sa normom
definisanom sa

]| = v(p, X).

Vise o merama ogranicene varijacije moze se nacéi u [27].

Napomenimo jos da smo sa [] obelezavali kraj dokaza, a sa { kraj
primera.
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Glava 2

Aproksimativna i
meroznacna resenja zakona
odrzanja

2.1 Young-ove mere kao meroznacna resenja

Young-ove mere, u oznaci Y(€2; R™) su slabo merljiva preslikavanja
oblika

zr € Q— v, €rca(R™),
gde je Q(otvoren)C R"™, a rca(R™) je skup funkcija na Borelovoj o -
algebri na R", koje su regularne, prebrojivo aditivne skupovne funkcije

i imaju ogranicenu totalnu varijaciju. Prostor rca(R™) snabdeven to-
talnom varijacijom,

N
TV (u) —sup{Z|M(Aj)| ’NEN, A CR™ A NA; —@J?éj}a
=1
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kao normom, je Banahov i izometrijski je izomorfan dualu neprekidnih
funkcija koje se anuliraju u beskonac¢nosti,

(reca(R™), TV) = (Co(R™))".

Slabo merljiva znaéi da za sve v € Cy(R™), preslikavanje

r€Qr (v, v) :/ v( M) (dN\) € R

m

je merljivo.
Skup Young-ovih mera je konveksan podskup prostora

L3 (s rca(R™)) = (L'(Q; Co(R™)))'

Indeks "w” oznacava da se radi o slabo merljivim (engl. ”weakly
measurable”) funkcijama.

Mi éemo se baviti posebnim klasama Young-ovih mera, Y>°(€2; R™)
i YP(Q; R™), koje su ”indukovane” nizovima funkcija uniformno ogra-
nicenih u L>(Q;R™), respektivno, u LP(Q; R™).
2.1.1 L°*°*—Young-ove mere
Posmatramo niz funkcija

u; : R — R™
koji konvergira u slaboj* topologiji na L*>
w" — llim u; = u.

Takav niz je uniformno ograni¢en u L* nekim brojem r > 0,

”Ul”oo <,
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i na svakom ogranicenom Borel-ovom skupu 2 C R" vazi

l—00

lim Qul(y)dy = /Qu(y) dy.

O slaboj* konvergenciji kompozicije neprekidne realnoznaéne funk-
cije g : R™ — R i ovakvog niza govori Young-ova teorema. Ona resava
problem nekompatibilnosti slabe konvergencije i nelinearne kompozi-
cije.

Teorema 3 (Young) Za svaki niz L*°(Q;R™)-ogranicenih funkcija
{w}, postoji {uy}, podniz niza {w;} i Young-ova mera

V= {Vx}:r:efb
tako da za sve F € C(R™),

w* — lim F(u)=F= (v, F) (2.1)

gde je
F(z) = /m F(\) dv,(N), (2.2)

za skoro sve x € €.

Primedba 1 Birajuéi specificne funkcije F' u teoremi 3 dobijamo
sledece zakljucke.

1. Iz teoreme imamo, stavljajuéi F'(t) = t, da i niz uy konvergira
u slaboj* topologiji, i da mu je granica

u(x):/ Adv,, © € .

2. Ako je niz {uy} uniformno ogranicen, tj. ako postoji kompaktan
skup K C R™, tako da ug(z) € K, skoro svuda, za sve k, onda je
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suppv, C K. Ovu osobinu dobijamo ako za F' uzmemo funkciju koja
se anulira van K. Vazi i obrnuto, tj. da svaka Young-ova mera sa
kompaktnim nosacem ima L°°-ograni¢en niz koji je indukuje. Stoga
mozemo zakljuciti sledece.

Posledica 1 Young-ova mera v je indukovana nizom L>(§2, R™)-uni-
formno ogranicenih funkcija, ako 1 samo ako

dK CcCc R™, suppr, C K,  za skoro sve x € €.

Definicija 9 Familiju mera dobijenu iz niza L% (€2; R™)-uniformno
ogranicenih funkcija, kao u teoremi 3, zovemo L*>-Young-ova mera.
Skup ovako dobijenih Young-ovih mera obelezavamo sa Y>°(£2; R™).

Za dokaz Young-ove teoreme koristimo teoremu Radon-Nikodym-a. Sa
1 ¢emo obeleziti kona¢nu, nenegativnu, Radonovu meru na R** a
sa o njenu kanonicku projekciju na R", tj. o(E) = pu(E x R™), za sve
Borelove skupove £ C R".

Teorema 4 (Radon-Nykodim) Zao-s.s. © € R", postoji Radonova
probabilisticka mera v, € ProbM(R™), tako da

(1) preslikavanje x — f(z,y) dv.(y) je o-merljivo
Rm

w [ sendten = [ ([ fananm) o),

za sve ogranicene, neprekidne funkcije f.

Dokaz teoreme 4: Podelicemo dokaz na tri dela.
1. Neka je {fr}r>1 C Cp(R™) prebrojiv, gust podskup skupa
ogranicenih neprekidnih funkcija. Njemu pridruzujemo Radonove mere

HE = [ R iy, k=12
ExRm
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definisane na R", tj. za sve Borelove skupove E C R". Jasno je da je
v* <« 0. Dalje, za 0-s.s. © € R" postoji limes

im J5eryrm fo(y) dp(z,y) (2.3)

r—0 fB(x,T)XRm d,LL(iC,y)

k=12, ...

i preslikavanja x — D,v*(x), k = 1,2, ... su ograni¢ena (jer su funkcije
fr neprekidne i ogranicene), o-merljiva i za svaki Borelov skup £ C R”
vazi

| 8@ duten) =4B) = [ DAf@ o), k=12

(2.4)
Ovde smo koristili teoriju simetri¢nih izvoda, [18].
2. Sada fiksirajmo funkciju f € Cy(R™) iizaberimo podniz { fi, } j>1
C {fr}r>1 koji konvergira ka f, uniformno na R™. Kako f, uniformno
konvergira ka f, izvodi D,~* () ée biti uniformno ograniceni, pa ée
za 0-s.8. ¢ € R"” postojati limes

[.(f) = lim Doy (2)

Jj—00
ermefy AT, Y ()

5 g e

= lim lim
j—00 70 fB(:v,T)XRm du(z,y)

i neCe zavisiti od izbora podniza koji aproksimira f. Ako fiksiramo
2 dobijemo preslikavanje [f — Fx(f)} € (@b(Rm))/, ogranic¢enu lin-
earnu funkcionelu na C,(R™). Stoga postoji Radonova mera v, na R™
za koju vazi

Lo(f) = | fy)duva(y), f € Cy(R™).

]Rm
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S druge strane, ako fiksiramo f € C,(R™), dobijamo ogranic¢eno, o-
merljivo preslikavanje [z +— I';(f) ], pa iz (2.4) imamo

/Emef(y) dp(z, y) =/ lim D,v" () do(z) :[Erz(f) do(x)

. /z ( OO P ) ) do(o),

za sve [ € Cp(R™) i E (Borelov) C R™.
3. Ako sada postupak aproksimacije nizom funkcija opisan u dru-
gom delu dokaza primenimo na funkciju g € €,(R"™), iz (2.6) dobijamo

(2.6)

[ s@swane = [ o [ i) i), @

za neprekidne, ogranicene funkcije f,g. Ako stavimo f =1 u (2.7),
dobijamo da je v, (R™) =1, o-s.s.

Dakle, dobili smo tvrdenje u specijalnom slucaju, kada se nepre-
kidna i organic¢ena funkcija na R"*™ moze napisati u obliku g(x) f(y).
Ali svaka neprekidna i organic¢ena funkcija na R™ moze se lokalno
uniformno aproksimirati konaénim sumama oblika SV | ¢*(z) fi(y) za
neprekidne i organicene ¢¢, f%, i =1,..., N, §to kompletira nas dokaz.
O

Dokaz teoreme 3: I ovaj dokaz podeli¢emo na tri dela.
1. Definisimo meru

up(E) = /QXE(az,fk(x)) de, k=1,2,..

za svaki Borelov skup £ C R" x R™. Kako je

pe(Q x R™) = L"(Q) < oo,
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za sve k, imamo da su p(€2 X R™) uniformno ogranic¢ene po k. Stoga
postoji podniz {p; }j>1 C {pk}e=1 koji slabo konvergira ka nenega-
tivnoj meri p, tj. postoji p € M*(Q x R™), tako da pp, — p, u
M*(Q x R™). (Ovde smo sa — obelezili slabu konvergenciju, a L"
oznacava Lebesque-ovu meru dimenzije n.)

2. Dalje tvrdimo da je projekcija od g na R™ n—dimenzionalna
Lebesque-ova mera restrikovana na (). Obelezi¢emo projekciju sa o.
Dakle tvrdimo

g = Ln|g

Kako je g, slabo konvergentan niz Radon-ovih mera koji konver-
gira ka p imamo da za otvoren skup V' C 2 vazi

(V) = pu(V x R™) < liminf py, (V. x R™) = L™(V).

Stoga je 0 < L"[q. S druge strane, neka je K CC Q. Kako je {fi,};
ogranicen u L*(; R™), postoji R > 0 tako da su nosaci mera i, i pt
sadrzani u 2 x B(0; R). Tako dobijamo da je

o(K) =u(K x B™) = y(K x B(0, R))
> lim sup pu, (K x B(0, R)) = L"(K),

odakle imamo da je ¢ > L"|q, tj. 0 = L"|q.
Ovde smo koristili osobine slabo konvergentnih Radonovih mera
datih u slede¢oj lemi.

Lema 2 Ako py, — p u M(Q), onda je

lim sup py,(K) < p(K)
za sve kompaktne skupove K CC €, 1

p(V) < liminf (V)

za sve otvorene skupove V C ().
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3. Iz teoreme 4 zakljucujemo da postoji za o-s.s. x € () Borelova
probabilisticka mera v,, tako da

[ seanen = [([ sein) i,

za neprekidne, ogranic¢ene funkcije f. Stavimo f(x,y) = {(z)F(y), gde
su € Cy(Q), F € Cy(R™). Tada je

lim [ &(z)F(f,(z))dr = lim f(@,y) dpy (2, y)

J—7X JO J—70 JRrnt+m

—/an [z, y) du(z, y)

:/Qé(a:)</Rm F(y) de(y)) de

_ /Q ¢(2)F(2) da.

(2.8)

Napomenimo jos da smo dokaz izveli za ogranicenu neprekidnu
funkciju F. Isto vazi i ako je F' samo neprekidna. Kako su uy,
ogranicene uniformno, npr. |ug,| < M, u jednakosti (2.8) F pos-
matramo samo na skupu {y : |y| < M}, a van tog skupa je mozemo
redefinisati da bude nula. [

Primer 4 Konstruisacemo eksplicitno Young-ovu meru u jednom pri-
meru.

Posmatramo niz funkcija uy, : R — R indukovan skaliranjem peri-
odicne funkcije v: R — R.,

up(z) = v(kx).

Takav niz ima sledeéu osobinu.
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Lema 3 Ako je v periodicna funkcija sa periodom p, onda niz induko-
van skaliranjem funkcije v slabo™* konvergira v L ka konstanti

11) /0 " o(s) ds.

Dokaz ove osobine dali smo u odelgku 1.2, lema 1. Dakle, imamo

1 [P
ug(x) = v(kx), w"—limug = —/ v(s)ds.
P Jo
Ako je g proizvoljna neprekidna funkcija, niz g(uy) takode mozZemo
posmatrati kao niz indukovan skaliranjem periodicne funkcije gowv, pa
1Mamo

uﬁJmﬂmF%AZ@®Ms

(o)

=g(w* — lim ug).

Tako dobijamo menegativnu ogranicenu linearnu funkcionelu koja
deluje na neprekidne funkcije g i moze se predstaviti kao probabilisticka

1AZwmw=w4u»¥Aw»w

p

Zakljucujemo da ako je niz uy indukovan skaliranjem periodicne
funkcije v, njemu asocirana Young-ova mera ne zavisi od x i data
je slikom normalizovane Lebesque-ove mere kompozicije funcije v, i
karakterisicne funkcije x, intervala [0, p]:

Xpds>.

szz/:v*<
p
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Ovde smo sa v, oznacili takozvanu “push forward” transformaciju
funkcije v. Ona je povezana sa tzv. “pull back” transformacijom.
Naime ako imamo neko preslikavanje v iz prostora X w 'Y, onda se
"pull back” definise na sledeéi nacin: v* : C(Y) — C(X), (v*f)(x) =
f(v(x)), za f € C(Y). Tada imamo

(0" f(z), B(z)) ={ fu(z)). $(a))
(5w, o ()7
(). d)(w))

Tako dobijamo preslikavanje v, : C(X) — C(Y),
(v0)(y) = o(v™ (),

gde smo sa J obelezZili Jakobijan %

Kada ovaj racun primenimo na primer dobijemo

1/Opg(v(s))ds = (g(\),dv) = /Q(A)d’/v

p
(vg, ds ) =(g0N), dv).

<g, v*<%ds) > =(g, dv).

o

Young-ove mere karakterisu i jaku konvergenciju niza {uy};. Na-
ime, iz uniformne ogranicenosti niza {uy } u L*°(2) imamo da ako niz
konvergira u jakoj topologiji na L] (€) za ncko p: 1 < p < oo, onda
on konvergira u jakoj topologiji na L () za sve ¢: 1 < g < o0, tj.
vazi

l—o0

lim /K lur(y) — u(y)|?dy =0,
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zasve K CCR™izasve q: 1 <q< oo. Ako je to slucaj, reé¢i ¢emo
da niz {uy }x jako konvergira.

Posledica 2 Niz {uy}y, jako konvergira ka u ako i samo ako je Young-
ova mera u skoro svim tackama x jednaka Dirac-ovoj meri u u(x), .

Vo = Ou@z)  2a skoro sve x. (2.9)

Dokaz posledice 2. Neka vazi (2.9). Da bismo pokazali jaku
konvergenciju dovoljno je pokazati da za neko p : 1 < p < o0 niz
konvergira u jakoj topologiji na L} .. Mi ¢emo pokazati za p = 2. Iz
teoreme 3 imamo da je

w* — lim g(ug) = / g(A) dvy = / g(N) dbu(y) = g(u),

tj.,
w* — lim g(ug) = g(u). (2.10)
[zaberimo funkciju g koja je strogo konveksna. To znaci da je
Qg(A, Ao) = g(A) — g(Xo) = Vg(Ao)(A = Ao) = ¢|A — )\0|2‘ (2.11)
Kako je w* — lim uy = u imamo da je limy . fK up —u)dy =0,

odakle je limy .o [, Vg(u)(u, —u) dy = 0, $to uz (2.10) daje da je

klim / Qg(uy,u)dy =0, (2.12)
za sve K CC €. Iz (2.11) imamo da je

|uk’ - U|2 < Cng(Uk,U),
odakle uz (2.12) imamo da je

lim / fur(y) — u(y)Pdy =0,

l—o00

tj. da niz uy konvergira u jakoj topologiji na L2 (€2).
Za dokaz drugog smera treba¢e nam Jensen-ova nejednakost.
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Lema 4 (Jensen-ova nejednakost) Neka je p pozitivna mera na
o-algebri M na skupu Q, takva da je u(Q) = 1. Ako je f € L'(p)
realna funkcija za koju vazi a < f(x) < b, za sve x € Q i ako je ¢
konveksna na intervalu (a,b), onda je

¢(/Qfdu> < [Gordn (2.13)

Jednakost u (2.13) dobijamo ako i samo ako je . Dirac-ova mera.

Dokaz Jensen-ove nejednakosti moze se naéi npr. u [26].

Pokazimo sada drugi smer tvrdenja. Ako uy jako konvergira onda
(2.10) vazi za sve g. Kako je

u(x) = / ANdv, = (v, ),
(ergO) = [ 9N dy = 0 Tim g
= g(u) = g({va, A),
za sve ¢ i skoro sve y, odnosno,
(e, 9(A) = 9((ve, A)), (2.14)

za sve ¢ i skoro sve x.

[zaberimo neku funkciju g koja je strogo konveksna. Tada nam
Jensen-ova nejednakost daje

{va, g(N) = 9({va, V),

a jednakost vazi ako i samo ako je v, Dirac-ova mera, Sto smo i zeleli
da pokazemo. [
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2.1.2 [’—Young-ove mere

Za dalje uopstavanje Young-ovih mera zasluzna je Maria Schonbek,
28], koja je 1982. godine definisala LP-Young-ove mere, za 1 <
p < 400, kao Young-ove mere indukovane ograni¢enim nizovima LP-
funkcija. Kasnije je isto tvrdenje pokazano i za p = 1. Za slabo
konvergentan niz LP-funkcija vazi klasi¢an rezultat:

Lema 5 Ako niz uxy € LP(R",R™) slabo konvergira ka nekom u u
LP(R™, R™), onda postoji r > 0 tako da vazi

||uk: "LI7 S r,

uniformno za sve uy, 1

lim [ wp(y)dy = / u(y) dy,
Q Q

k—oo

za sve ogranicene Borelove skupove ).
Za [P-ograniCene nizove vazi teorema Young-ovog tipa.

Teorema 5 Svaki uniformno ogranicen niz {uy freny C LP(Q;R™), 1 <
p < 400, 1ma podniz, isto indeksiran, i postoji Young-ova mera v =
{Vi}eeq € Y(;R™), tako da za sve v € C,(R™)

vour = v, =0=(v,v),

kad k — oo, u L'(Q), gde je v,(x) = [gn v(A) vz(dX) i €,(R™) prostor
neprekidnih funkcija koje u beskonacnosti ne rastu brze od polinoma
stepena p, tj. C,(R™) = {v € C(R™) : v(A) = o(|A]?), |A\] — oo}

I za ovakav niz vazi teorema o jakoj konvergenciji. Naime, ovakav
niz jako konvergira ako i samo ako je

Vy = Oy(z), 2a skoro sve x € (0.
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Definicija 10 Familiju mera dobijenu iz niza LP(€2; R™)-uniformno
ogranicenih funkcija, kao u teoremi 5, zovemo LP-Young-ove mere.
Skup ovako dobijenih Young-ovih mera obelezavamo sa YP(£2; R™).

Karakterizaciju skupa Young-ovih mera indukovanih L”-ograni-
¢enim nizom, uradili su Kruzik i Roubicek, [21].

Teorema 6 Neka je 1 < p < oco. Tada v = {v,}, € Y*(Q;R™) ako i
samo ako

1. veY(QR™) i

2. [xr—>/ |/\|pdl/x()\)] € L'(Q). (2.15)

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da je (2.15) dovoljan uslov. Dokaz
ovog smera izveS¢emo u cetiri koraka.

1.korak: Konstrukcija aproksimativnih L*°-Young-ovih mera v”.

Neka je p € N, i B, = {A € R™ : |A| < p}. Definisimo ”cutoff”-
preslikavanja r* : R™ — R,

1, Al <p
PA)=q 1+p—Al p<A[<p+1
0, Al >p+1

i preslikavanja s” : 2 — R,
s”(x) :/m (1=r(N) dva(N)
- Al = p) dvg (A dvy(\
/P<|>\|<p+1(’ = p)dva >+/ (A) (2.16)

[A[>p+1

= [ \dve(\) + / dv,(N),
R™\Bp11

By
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preko kojih definisemo aproksimativne mere v* = {v°},,
vl =rfu, + s°(x)do.

Ovako definisane mere v2 su Radonove, probabilisticke i suppr? C
B,.1, a preslikavanje x +— v je slabo merljivo. Dakle, v, je Young-
ova mera.

2.korak: Konvergencija v, na v.

Dakle, krenuli smo od v = {v, }, € Y(2; R™) i napravili niz Young-
ovih mera v” = {v},,

vl =rfu, + s (x)do.
Hoé¢emo da pokazemo da
v —=v,  p— 00,
tj. za sve v € C,(2; R™),
(v, v) = {(v,v), p— oo, slabou L',
tj. za sve ¢ € L>(2) i za sve v € C,(2; R™)

((v",v),0) — ({v,v),9), p— oo
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Neka je ¢ € L*(Q2). Imamo,

[(00) = e (@) 6l0) | =

< Rm(l — rP(A)v(A) dva (N ()| + |5 (2)(x)v(0) |
< \{U(O)SPWW(%)}/#L ()] - [v(M)] dvz(A)
T} (z) . @
T2 (z)

Iz definicije preslikavanja s, (2.16), vidimo da je

sl <11 lim s”(x) =0, zas.s. x € Q,

p—00
kao posledica Lebesque-ove teoreme o dominantnoj konvergenciji, jer
je lim, .o (1 —77(\)) = 0, za sve A € R™. Tako dobijamo da

T)(x) — 0, zass. €.

Takode imamo da je

lim [v(A)|dvy(N) =0, zass. x €€,

pP—00 Rm\Bp
jer je [{v, v)| < +o0, skoro svuda na Q i ()2, (R™\ B,) = 0. Tako

dobijamo da i

Tg(x) — 0, zass. x €.
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Uveséemo skracéenicu
Cla)= [P,
kako bismo dobili ocene
=|v(0)s”(z)¢(x)| < |v(0)] \425 )|
@) =0 [ ) < [o@)] [ o)

R™\B,

<Jofe)| sup T2 (14 Cla).

xeRm 1

Stoga je,
‘ <v,,(:r;) — (:c)) ¢(x)) <T(x) + T(x)
< |¢(z)| sup

rerm 1+ |A]

2.17
v(A (24 C()). 247

Iz uslova 2. u (2.15) vidimo da je desna strana nejednakosti (2.17)
ogranicena, pa na osnovu Lebesque-ove teoreme o dominantnoj kon-
vergenciji imamo da je
lim ((v,v) — (v, v),¢)=0,
p—0
za proizvoljno ¢ € L=(Q), tj. (v?, v) = (v, v), u L}(Q).
3.korak: Dokaz da v* € YP(£2;R™). Trazimo LP-niz koji indukuje
VP,
Kako je suppr” C B,;q, imamo da v € Y>*(Q;R™), pa postoji
L*>-ogranicen niz {u”}s € N, takav da

w* — lim v(uf) = (7, v),

§—00
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u L>(€). Odatle imamo da v(u?) konvergira i slabo u L'(Q), i to vazi
za sve v € C(R™ R). Rast funkcije v sada je nebitan, jer w? imaju
kompaktan nosac.

4 .korak: Povezivanje 2. i 3. koraka.

Iz predhodna dva koraka imamo

w— lim lim v(u?) = (v, v), u L'(Q).

P—00 §—00

Znaci, za svako p, imamo niz u? koji indukuje meru v* = {v£},cq, a
nama treba niz koji ¢e indukovati meru v = {v,},cq. Stoga biramo
mrezu {us: }ee=, tako da

—limv(us) = (v, v), u LY(Q).

€= ¢

Za fiksirano p € Niv = |- |P, imamo da je

lim |up|pdx—// P Z4 @)
:// AP Tpdl/x()\)jtsp(x)éod)\) dr
Q m
s// AP dva(N) de
2 J Byt
s// AP duy()) d
Q m

:”C”LI(Q) < 0.
Tako smo dobili da za sve p i s vazi
1
p
[uflr@prm) < (”CHU(Q)) +1

tj. da je mreza {uff}cc= ograni¢ena u L(€2, R™). Sada hocemo da
prostor L>(€2) ® C,(R™), u kom se nalaze podintegralne funkcije v €
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C,(R™) i ue € L*°(9), zamenimo prostorom L*(€; Co(R™)), koji je se-
parabilan, pa mozemo pretpostaviti da je = = N. Tu zamenu mozemo
izvrsiti kada lokalizujemo pomenute prostore na skupove ogrni¢ene u
LP(Q2;R™), a opravdava je ¢injenica da ovi prostori imaju isto zatva-
ranje u prirodnom prostoru podintegralnih funkcija,

{h QO xR™ - R|3ae LYQ),beR: |h(z,N)| < alz) +b|>\|p},

snabdevenim familijom seminormi {|A|,},, definisanim sa

|h|, = sup ’/Qh(x,u(x)) dx‘.

"u"LP(Q;[Rm)Sp

Time smo pokazali jedan smer tvrdenja. Suprotan smer se doka-
zuje mnogo jednostavnije. Neka je v € YP(2;R™) indukovana nizom
{ug}ren C LP(2;R™). Tada za sve v € C,(R™)

voup = v, =(v,v),

kad k — oo, u L*(€2), odakle imamo da je

/ / AP dvg () doe < lilgninf/ |ur(N)|P dz < +o0,
Q Jrm - Jo

sto znaci da vazi uslov 2. iz (2.15). O

2.1.3 Meroznacna resenja zakona odrzanja
Posmatra¢emo sistem zakona odrzanja
divf(u) =0, f:R"—R" (2.18)

Definicija meroznacnih resenja prvi put se pojavljuje u DiPerna
[13], za sistem u; + f(u), = 0, u: RT — R", f: R" — R™. Mi ¢emo
je prilagoditi nasem sistemu.



40 Aproksimativna i meroznacna reSenja zakona odrzanja

Definicija 11 Merljiva funkcija
v:x € R} — v, € ProbM(R")

je meroznacno resenje sistema (2.18) ako

") &9 B

vazi u smislu distribucija na €2, sto je ekvivalentno sa

Z/Q<anfj >¢x]($) drz =10

za sve ¢ € CF(Q).

Pod merljivoséu funkcije v podrazumevamo tzv. slabu® merljivost
mera v, iz njenog kodomena, sto znaci da za sve neprekidne funkcije
f, preslikavanje

x = (v, f(N) = - f(A) dvg(N)
je merljivo.
Mi éemo posmatrati ona meroznacna resenja koja su u Y (2; R™)
i YP(Q;R™), tj. ona ¢iji se kodomen sastoji od probabilistickih mera
¢iji nosaci leze u fiksiranom kompaktnom podskupu od R™, odnosno
ona za koje je preslikavanje [z — [o |A[P dvy(N)] € L1(Q). Y>°(R)-
meroznacna resenja definisali su Colombeau i Oberguggenberger, [11].

Definicija 12 Familija probabilistickih mera {v,},cq na R, defini-
sana za skoro sve z € 2 je Y*(Q;R)-meroznacno resenje sistema
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(2.18) ako
1. suppv, C [-M, M], za neko M > 0,

2. za sve g € C(R), preslikavanje = +— /gdux je merljivo,

"\ 0 . /
3. ;a—%</f]de> :0, V&ZlUD(Q).

Analogno tome mozemo definisati i Y?(2; R)-meroznacna resenja.

Definicija 13 Familija probabilistickih mera {v,},cq na R, defini-
sana za skoro sve x € Q je YP(Q; R)-meroznacno resenje sistema (2.18)
ako

1. [xHA\A\pdyx(A)] e LN,

2. za sve g € C,(R), preslikavanje z — /gdl/gC je merljivo,

) . /
3. ;a—%</fjdyx> :0, V&ZluD(Q).

Sada ¢emo posmatrati regularizacije sistema (2.18). Cilj nam je
da iz niza resenja {u.} regularizovanog sistema, izvuéemo meroznacno
resenje od (2.18).

Teorema 7 Neka je {u.}o~o niz resenja odrzivog sistema
divf(u) = eL(u), (2.20)

gde je L elipticni diferencijalni operator sa konstantnim koeficijentima
i f e CR;R™). Ako je niz {u.}.~o uniformno ogranicen u L>(S2),
onda postogi Y>°(§2; R)-meroznacno resenje v sistema (2.18), koje do-
bijamo kao Young-ovu meru iz nekog {ue, }r podniza niza {ue}.~o.
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Tada kazemo da svaki proces sa singularnom perturbacijom koji
je stabilan u L, generiSe jedno meroznac¢no resenje neperturbovanog
sistema (2.18).

Dokaz teoreme 7. Kako je u. slabo resenje od (2.20) imamo da
u D'(Q) vazi
divf(ue) = eL(uy.). (2.21)
Iz Young-ove teoreme imamo da postoji podniz {u., } niza {u.}.-¢ i
familija probabilistickih mera v tako da je

w* — lm f(ue,) = (v, f(N)). (2.22)

Pokazimo da je v meroznacno reSenje.
Young-ova mera je merljiva u smislu slabe® merljivosti mera v,.
Stoga treba jo§ pokazati da je

"0
a_ X 1 == 07 223
D g (e i) (223)
7j=1
u smislu distribucija na Q. Ako iskoristimo jednakost (2.22) dobijamo

> g e fih == [ @ FO) 0 (0)

lim f(usj )

U pretposlednjoj jednakosti smo iskoristili (2.21), ¢ime smo pokazali
(2.23), sto kompletira dokaz da je Young-ova mera dobijena iz podniza
{ue, }, meroznacno resenje sistema (2.18). [

Sliéno dobijamo i Y?(€2; R)-merozna¢na resenja.
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Teorema 8 Neka je {u.}o~o niz resenja odrzivog sistema
divf(u) = eL(u), (2.25)

gde je L elipticni diferencijalni operator sa konstantnim koeficijentima
i f e CuR;R™). Ako je niz {u:}teso uniformno ogranicen u LP(S2),
onda postoji Y*(Q; R)-meroznacno resenje v sistema (2.18), koje do-
bijamo kao Young-ovu meru iz nekog {ue, }r podniza niza {u.}.~o.

Dokaz. Kako je i prostor L? potopljen u D', samo umesto Young-
ove teoreme treba iskoristiti teoremu 5, da bismo dobili tvrdenje ove
teoreme na isti nacin kao u dokazu teoreme 7. [

Tako dobijamo da i svaki proces sa singularnom perturbacijom koji
je stabilan u L?; generiSe LP-Young-ovu meru kao meroznacno resenje
neperturbovanog sistema.

2.2 Uopstene funkcije kao aproksimativna
resenja

2.2.1 Colombeau-ova specijalna algebra

Ideja konstrukcije specijalne algebre potice od potrebe da se prostor
distribucija predstavi preko nizova funkcija. Jedan od prvih rezultata
bio je taj da faktor algeba koja se dobija od nizova C* funkcija koji
konvergiraju u D’ preko ideala kog ¢ine oni nizovi koji konvergiraju
ka nuli, je izomorfna sa D’ i izomorzam slika nizove u njihove granice.

Primer 5 Delta-distribucija moze se prikazati kao granica tzv. ”strict
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delta’-niza (p.)o<e<1 C D(R™), za koji vazi

L. suppp. — {0}, ¢ — 0

2. lir% pedr =1, za sve € > (
3. / |p=(z)| dx je uniformno ogranic¢en po ¢,

i "model delta”-niza ¢., koji se dobija od proizvoljne funkcije ¢ €
D(R"), [¢ =1, kao

Kao resenje tog problema potrebna je asocijativna, komutativna alge-
bra (A(Q2),+,-) u kojoj vaze sledece osobine:

1. D'(Q) — A(Q), linearno, i f(z) =1 je jedinica u A(Q)

2. Postoje operatori izvoda 0; : A(2) — A(Q), i=1,...,n
koji su linearni i vazi Leibnitz-ovo pravilo

3. Oilp(a) je uobicajeni parcijalni izvod

4. Osobina koja ¢e resiti problem mnozenja distribucija

Posle mnogih rezultata o nepostojanju takve algebre (za konkretne
osobine pod 4.), od kojih je najpoznatiji Schwartz-ov, Colombea-u je
dokazao postojanje takve algebre gde je ¢etvrti uslov slededi,

4. - |ee()xe=(q) je tackasti proizvod funkcija.

Konstrukcija algebre G,(2)

Posmatrajmo nizove glatkih funkcija {u.}.~o € (€2(2))OY, gde je Q
otvoren skup u R”. Takav niz zvacemo umeren (engl. moderate) ako
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on zadovoljava uslov

VK CC (), Ya € Nj, 3N > 0 tako da je

H@o‘ugﬂLoo(K) = O(€_N) ,€ — O

Skup umerenih nizova glatkih funkcija obelezava¢emo sa €y 4(€2). Niz
iz E37,5(Q) zvademo nula-niz (engl. null, negligible) ako on zadovoljava
uslov

VK CC Q, Ya € N§, VM > 0 vazi
|0l iy = OE™) & = 0.
Nula-nizove obelezavacemo sa N,(€2). E375(€2) je algebra sa parci-
jalnim izvodima u kojoj su operacije definisane po komponentama, tj.
¢lanovima nizova. Ng(§2) je ideal algebre €,/5(2), zatvoren u odnosu

na parcijalne izvode. U [gkos, str.11] mozZe se naéi dokaz da je dovoljno
da vazi

VK CcC Q, VM > 0 vazi

|| Lo () = O(eM) e — 0.

da bi umereni niz bio nula-niz. Dakle, umeren niz {u.}.~o je nula-niz
ako
—-M 00
e Mu. € L5 (), zasve M > 0.

Algebra specijalnih uopstenih funkcija je faktor algebra

Njene elemente (klase ekvivalencije) obelezavacemo sa u = [{u. }.>0] =
[{ua}a>0} A 1 zvacemo uopstene funkcije. Restrikcija uopstene funkcije
na otvoren skup €2 C Q je definisana preko predstavnika, tj.

ulor = {uclor b + No(Q).
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Uopstena funkcija u se anulira na @', u|o = 0, ako i samo ako u|q €
N,(€). Nosac uopstene funkcije u je
supp u = { U{Q/ C Q| je otvoren i u|g = O}} :

odnosno komplement najveéeg otvorenog skupa €2’ na kom je u|o = 0.
Poslednja osobima je posledica ¢injenice da preslikavanja Q — G4(2),
) je otvoren, ¢ine snop (eng. "fine sheaf”) diferencijalnih algebri na
R™. u € G4(€) ima inverznu funkciju u odnosu na mnozenje, tj. postoji
v: uv =1, ako i samo ako, za svaki predstavnik {u.}.~o0 od u i za sve
K CC Q, postoje g > 01im € N, tako da je infg |u-(x)| > €™, za sve
£ <gg.

Potapanje prostora distribucija i klasi¢nih funkcija u G,(Q2)

Potapanje distribucija se konstruise preko konvolucije sa tzv. molifa-
jerima, funkcijama koje se dobijaju od funkcije p za koju vazi

L. / plx)der =1
2. / zp(x)de =0, zasvea €Ry, |af>1

na sledec¢i nacin,
p-(z) = "p(x/e), x€R" e>0.

Funkcija p sa ovakvim osobinama ne postoji u D(R™), ali postoji u
S(R™). Moze se dobiti primenom inverzne Furijeove transformacije na
bilo koju funkciju ¢ € §(R"), koja je na nekoj okolini nule jednaka
jedinici. Zato biramo p € §(R"™). Kako ovakvi molifajeri nemaju
konvoluciju sa D’, prvo se potapa prostor distribucija sa kompaktnim
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nosacem &£'. Dato w € &€(Q) mozemo dodefinisati van Q nulom, a
zatim definisati preslikavanje

L E(Q) — 95(Q)
w — {w * pe}eso + Ng().

Preslikavanje ¢ je linearno, injektivno i ocuvava parcijalne izvode. Dis-
tribucija w € &'(2) ima isti nosa¢ kao i njena slika «(w), tj. vazi
supp(w) = supp(¢(w)).

Glatke funkcije sa kompaktnim nosac¢em, f € C°(Q2), potapaju se
konstantnim preslikavanjem,

o: f={f}:+N,(Q).

Restrikovano na D(), ¢ se poklapa sa o,

L|D(Q) = 0.

Stavise, za v,w € CX(Q) = D(Q), glatke funkcije sa kompaktnim

nosacem, vazi
t(vw) = 1(v) L(w).

Stoga je D(Q) podalgebra algebre G,(€2). To sledi iz ¢injenice da za
v € D(Q), (vkp-—0)es0 € Ns(Q2), 8to se lako moze pokazati koriséenjem
Taylor-ovog razvoja i strukture molifajera p. Istim ovim preslikava-
njem, mozemo potopiti i L>*(2). Preslikavanje ¢ moze se prosiriti
i na potapanje prostora distribucija D'(Q2) u G4(2) koje se poklapa
sa datim preslikavanjem na &€'(Q2), kao i na L*>(£2). Dokaz ovoga je
mnogo slozeniji i koristi ¢injenice da su D’(Q2) i G4(£2) snopovi. Moze
se naci u [gkos, str. 16-25]. Za dato u € D'(2) i relativno kompaktan
otvoren skup w C €, biramo ¥, € D'(2), ¥, = 1 na w. Neka je
to(u) = [((Pou)*pe)eso] - Familija (1, (u))wco elemenata algebre §,(2)
je koherentna (razliciti elementi se poklapaju na presecima), pa postoji
jedinstveni elemenat iz G4(£2) Cija restrikcija na sve w se poklapa sa
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t,(u). Taj elemenat definise ¢(u) € G4(€2). Preslikavanje ¢ je linearno,
injektivno, ocuvava parcijalne izvode i za v, w € C* () = £(Q), glatke
funkcije na Q, vazi ¢(vw) = 1(v) t(w), pa je E(2) podalgebra algebre
Gs(©2). Ako definisemo

8'(Q) :={w e D(Q)|3Fw e §R") : w|lg =w € D'(Q)},

onda w € §'(§2) mozemo potopiti preko njene ekstenzije w € §'(R"),

W(w) = [{ (@ * p:)|o }J

Kako je LP(Q) C 8'(Q) C D'(Q), i prostor LP(Q) je potopljen u G4().

N

Kompozicija, jednakost i asociranost u 9,(2)

Da bi kompozicija funkcije f i u € G4(f2) bila dobro definisana, do-
voljno je da f bude glatka, polinomijalno ograni¢ena funkcija sa poli-
nomijalno ogranicenim izvodima. To znaci da, ako je f glatka, poli-
nomijalno ogranic¢ena funkcija sa polinomijalno ograni¢enim izvodima,
iu=[{u}.:] € G:(Q), onda je kompozicija f(u) € G,(€2), i definisana
je preko predstavnika f(u) = [{f(ue)}eso]- Takode ako je u € G4(Q)
dat preko dva razli¢ita predstavnika, tj. u = [{u5}5>0] = [{US}DO],
Sto znaci da je {ua - Ua}£>0 € NS(Q)v onda je 1 {f(ua) - f(va)}a>0 €
N (92).

Ovde smo videli da jednakost dva elementa u,v € G4(£2) znaci da
{ue —v.}e € Ny(Q), tj. da za sve M > 0, e M(u. —v.) € L2(Q),

loc
odnosno, u skladu sa definicijom nula-nizova,

sup |0%u.(z) — 0%v.(2)] < ce™, e — 0,
zeK

za sve K, a, M. Osim jednakosti, na G4(£2) imamo definisanu i relaciju
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asociranosti. Naime, za dva elementa u,v iz G4(£2) kazemo da su aso-
cirani, u ~ v, ako za njihove predstavnike {u.}.s0 1 {v:}es0 vazi

u: —v. — 0uD'(Q), kad ¢ — 0,

tj. lincl)(u8 — Ve, P) = liﬂ(l)/(ua —v.)pdxr =0, za sve ¢ € C3°(12).
£— e o)

Dve distribucije su asocirane ako i samo ako su jednake, tj. za
g,h € D'(Q) vazi

h=g <= ulg)=uh)

<:>/h*p5 g*p)pdr — 0, e — 0

<:>€n// (r—y —g(l‘—y))p< )cb( )dzdy — 0, € — 0,

§to znaci da //((h — g)p¢ )dzdy ide brze u nulu od &".

Ako je g € L*>®(Q), jedan od predstavnika za t(g) je (g * pe)e>0-
Znamo da je g x p. ogranicena nezavisno od €, i da g x p. — g u
L. (92). Odavde sledi da za g, h € L>(),

loc
L(gh) =~ u(g) u(h).

Stoga koncept asociranosti ne sluzi samo da bismo definisali aproksi-
mativna reSenja (reSenja problema (2.29)), nego i da prosiri koncept
mnozenja sa klasicnog proizvoda funkcija na uopstene funkcije. Vise
detalja o ovoj temi mozete naéi u [4, 10]. Bitno je i da je asociranost
saglasna sa izvodima, kao i sa mnozenjem C*>-funkcijom, tj. ako je
urvzau,v € Gy (), onda je i

0%u ~ 0%

za sve g € C*(Q),a € Nj.
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2.2.2 Zakoni odrzanja u G4(Q2)

Posmatra¢emo sada zakon odrzanja

div f(u Z o (2.26)

gde je f = (f1,., fu) : R — R" glatka funkcija i v : 2 — R. Takode
¢emo posmatrati i njegovu paraboli¢nu aproksimaciju

div f(u) = eL(u), (2.27)

gde je L linearan parcijalni diferencijalni operator sa glatkim koefici-
jentimaie > 0. Kako su predstavnici elemenata iz G4(2) nizovi glatkih
funkcija, u G5(€2) jednacina (2.26) moze da se interpretira kao

- ou
Z f;(u)% =0. (2.28)

u € G4(Q), resenje od (2.28), zvacemo (jako) uopsteno resenje. Prime-
timo da ovaj koncept mozemo koristiti i za resavanje neodrzivih jedna-
¢ina, [4]. Ipak, ovako formulisana jednacina ne dozvoljava prekidna
reSenja, jer razli¢iti odrzivi oblici od (2.28) mogu biti ekvivalentni u
Gs(9), a davati razlicite uslove na prekidima (skokovima). Zbog toga
¢emo posmatrati jednacinu

Zf 83:' ~ 0. (2.29)

Resenje ove jednacine, u € G4(Q), zvaéemo aproksimativono resenje. U
daljem radu, za funkciju f pretpostaviéemo da je
f R — R" glatka funkcija najvise polinomijalnog rasta

¢iji su izvodi takode najvise polinomijalnog rasta.
(2.30)
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Ova pretpostavka nam treba da bismo imali dobro definisanu kom-
poziciju funkcije i uopstene funkcije.

Primedba 2 (2) Pod pretpostavkom (2.30), svako jako resenje u €
9s(£2) je aproksimativno resenje. Da bismo to videli podsetimo se
definicija ovih pojmova i $ta one zapravo znace. Ako je u € G4(Q)
jako reSenje, to znaci da je > %fj(u) =0 u 95(2). Dalje, ako je

7j=1 Oz
U = [{ue}a>0]a onda je

i = [(22 .. 2809 ] g

Sto znaéi da

0 fi(ue) O fn(uc)
{ o +...+ o }867\@(9),

ao‘(afl(ua) + ...+ —afn(u5)>‘ <eM e 0

0x; B 0x,,

tj.

sup
rzeK

za sve K, M, a. Sa druge strane, u € G4(Q2) je aproksimativno resenje

1 uE 6,)71 uE

Sada je jasno da jednakost u Gs(2) implicira asociranost.

(12) Ako je v € LP(Q2), 1 < p < o0, slabo resenje od (2.26), sto
zadi da je div f(v) = 0u D'(Q), onda je u = o(v) = {v*p.}.] €
G4(9) aproksimativno resenje. Naime, kako v * p. — v u L}, , onda i
foxp:) — f(v). Stoga div f(v*p.) — 0, to znaci da je div f(u) ~ 0.

U mnogim slucajima, jednacina (2.27) ima klasi¢no resenje u. za
sve € > 0, i tada gotovo uvek vazi princip maksimuma, pa stoga imamo
da je niz {u.}.~0 ograniceni podskup od L>(f2). Sada ¢emo pokazati
kako se iz takvog niza konstruise aproksimativno resenje u € G4(€2).
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2.2.3 Aproksimativna reSenja ogranicenog tipa

Definicija 14 Za u € G,(Q2) reéi ¢emo da je ogranicenog tipa, ako ima
predstavnika {u.}e~o € Epr5(12), koji je ograniceni niz u L>(£2).

Teorema 9 Neka f zadovoljava (2.30). Ako postoji niz {v:}eso C
L>(Q), ogranicen u L>(2), tako da divf(v.) — 0 u D'(Q) kad e — 0,
tada postoji aproksimativno resenje u € G4() jednacine div f(u) =~ 0,
1 U je ogranicenog tipa.

Dokaz: U slucaju da je {v.}e~o niz umerenih glatkih funkcija, tj.
{veteso € Ens(2), mozemo uzeti klasu tog niza za trazeno resenje
u € G5(2). U opstem slucaju, prvo ¢emo uglacati niz {v.}.~o, a onda

integral jednak jedan i neka je
(T
onte) = 670( ).

Za fiksirano € > 0, imamo da v * ¢5 — v. u Lj,.(Q) kad 6 — 0, i da je
v: * ¢ ograni¢ena nezavisno od § u L*(2), a od ranije imamo da je
ogranicena nezavisno i od €. Neka je, dalje, (K, )m>1 niz kompaktnih
podskupova od € koji pokriva €2. Mozemo naci strogo opadajuéi niz

pozitivnih brojeva (0,,,)m>1, koji konvergira ka nuli, takav da je

1
[v1/m * G5 — vijm| L1 ) < 7 0<6< 0.

Definisimo jednu rastucu, po delovima konstantnu funkciju

77:(0,1)—>(0’1]
() = L za0<e< by m>1 (2.31)
mer= 1, zae>dy,

i preko nje trazeni niz

Ue = Uy(e) * O, za € € (0,1).
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Primetimo da je svaka funkcija u. glatka, da familija {v,)}->0 ima
istu L*>°-granicu kao i {v.}.~0 1 da je, po definiciji molifajera, 0%u. =
Up(e) % €71°1(879)., gde je (0°¢)s(x) = 67 "0%¢(%). Odatle imamo da je
{uc}e~0 umeren niz glatkih funkcija. Neka je u njegova klasa u G,(€2).
Jasno, u je ogranicenog tipa. Po definiciji, imamo da je

1
|te = Vo) | (1) < et B 4 Omi1 <€ < Oy,

odakle imamo da u. — v, — 0 u L} (). Stavise, obe familije su

loc
ogranicene u L>(2). Stoga imamo da

1
flue) — f(vn(s)) = (ue — Un(s)) /0 Vf (Tus +(1— T)Un(€)) dr,

takode konvergira ka nuli u L}, (), a odatle i
div f(u.) — div f(vye)) — 0 u D'(Q). (2.32)
Uslov teoreme je da div f(v.) — 0, a kako je v,y podniz niza v, to

isto vazi i za v,(). Stoga iz (2.32) dobijamo da div f(u.) — 0 u D'(Q),
sto znaci da je divf(u) =~ 0. O

2.2.4 Aproksimativna reSenja p-ogranicenog tipa

Definicija 15 Za u € G4(Q) reéi ¢emo da je p-ogranicenog tipa, ako
ima predstavnika {u.}.~0 € Ens(€2), koji je ograniceni niz u LP(12).

Ako je u € G4(9) p-ograni¢enog tipa, da bi f(u) bilo isto p-ograni¢enog
tipa, nije dovoljni da f zadovoljava uslov (2.30). Stoga u ovom delu
pretpostavljamo da je

[ € C(R;RY).

Za aproksimativna resenja p-ogranicenog tipa vazi slicno tvrdenje kao
u teoremi 9. Ona se dobijaju iz niza resenja ogranicenih u LP(€2).
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Teorema 10 Neka je f € C,(R;R™). Ako postoji niz {v. }.~¢ ogranicen
u LP(Q), tako da divf(ve) — 0 u D'(Q), kad ¢ — 0, tada postoji
aproksimativno resenje u € G4(S2) jednacine div f(u) =~ 0, i u je p-
ogranicenog tipa.

Dokaz. T u ovom slucaju, ako niz {v.}.~o nije umeren, pomocu
konvolucije sa molifajerima nac¢i¢emo trazeni umeren niz {u. }.~¢, kao
u dokazu teoreme 9,

Ue = Uy(e) * O, za € € (0,1),

gde je n(e) rastuéa, po delovima konstantna funkcija, definisana sa

(3.34). Dajeniz {u.}.~o umeren i da je njegova klasa u aproksimativno

reSenje, dokazuje se isto kao u teoremi 9. Ostaje jos da pokazemo da

je u p-ogranicenog tipa. Zbog toga ocenjujemo njegove predstavnike,
[uele = lvne) * @elir < lvnee) e 1@l ot < Jone)le-

Kako je v,() podniz niza v, koji je ogranicen u LP, imamo pokazano
i poslednje potrebno tvrdenje. [

U prethodnom poglavlju smo videli da sli¢cna tvrdenja vaze i za
meroznacna resenja zakona odrzanja, stoga je bilo prirodno pretposta-
viti da postoji izvesni vid ekvivalencije izmedu ova dva koncepta.

2.3 Ekvivalencija aproksimativnih i meroznacnih
reSenja
2.3.1 Resenja ogranicenog tipa i Y>°(Q; R™)

U ovom odeljku pretpostavi¢emo da je

f R — R", glatka funkcija najvise polinomijalnog rasta

¢iji su izvodi takode najvise polinomijalnog rasta.
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Teorema 11 a) Neka je u € G4(2) uopsStena funkcija ogranicenog
tipa, koja zadovoljava div f(u) ~ 0. Tada svaka Young-ova mera { iz }zeq,
konstruisana iz podniza svakog predstavnika od u, je meroznacno resenje
sistema div f(u) = 0.

b) Ako je u = 1(v), za neko v € L®(Q), tada je v(x) = [ Adpy(N)

za skoro sve x € €.

Dokaz. a) Neka je u = [{u.}.] € G,(€) ogranicenog tipa, tj.
|luc|ze < M, za neko M > 0 i za sve €. Tada, na osnovu Young-
ove teoreme (teorema 2, poglavlja Young-ova mera) imamo da postoji
podniz {ue, }r 1 familija mera {u,},, na R, definisanih za skoro sve
x € Q, za koje vazi suppu, C [—M,M], tako da za sve g € C(R)
imamo slabu* konvergenciju g(u.,) — g, g(z) = [ gdus, u L>=(9).
Specijalno, za nase funkcije f;, imamo da

w* — lim fj(ue,) = fj, u L>(Q).

k—o00

Ali kako je u aproksimativno resenje, znamo da vazi
divf(ue, ) — 0, uD'(Q).

Tako dobijamo da je

Z%{/fjdﬂx] —0, uD(Q),

sto kompletira dokaz da je Young-ova mera {/i,}.cr, konstruisana iz
podniza svakog predstavnika od u, meroznaéno resenje sistema div f(u)
= 0.

b) Specijalno, iz Young-ove teoreme imamo da u., — fj;o Adpg(N),
odakle imamo da, ako je neko v € L*(Q),1(v) = u, tada je v(z) =
[ Adpe(N), ss. O
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Primedba 3 Cak i ako je +(v) ~ u za neko v € L®(Q), moze da
se dogodi da razliciti podnizovi proizvode razli¢ite Young-ove mere.
To je povezano sa ¢injenicom da g(u), u opStem slucaju, nije asoci-
rano sa ¢g(¢(v)). U ovom smislu, u € G4(£2) moze da se posmatra kao
predstavnik familije Young-ovih mera. Problem jedinstvenosti disku-
tova¢emo u primedbi 4.

Teorema 12 a) Neka je { iz }req meroznacno resenje sistema div f(u)
= 0 ¢ neka supppu, C K CC R™, za skoro sve x € ). Tada postoji
niz {ucteso € Ens(), ¢ija klasa u je ogranicenog tipa i zadovoljava
div f(u) = 0.

b) Stavise, ovaj niz indukuje jedinstvenu Young-ovu meru koja je
jednaka sa {}zcq za skoro sve v € Q, i 1(v) = u, gde je v(zx) =
S Adps (V).

Dokaz. a) Neka je {11, },cq meroznacno resenje sistema div f(u) =
0. Tada na osnovu diskusije iz poglavlja Young-ova mera (v. str. 24)
imamo da postoji uniformno ograniceni niz {v}r C L*() koji in-
dukuje {ptz }zeq kao Young-ovu meru. To znaéi da
Vg — 0,
slabo* u L, kad k — oo, i da za sve g € C(R),
g(Uk) - ga

slabo* u L>, kad k — oo, gde je g(z) = [ gdu,. Odatle imamo da
kad k — oo

S gt =Yg | [ ] wwio)

/

-~

div §(v3) [ div £ diaa (V)
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Ova grani¢na vrednost je nula, jer je { i, tzcq meroznacno resenje sis-
tema div f(u) = 0. Dakle dobili smo da je

k—o00

: 0 ,
lim a—%f](vk) =0 uD'(Q).

Sada samo primenimo teoremu 9, iz koje dobijemo da postoji aproksi-
mativno resenje u € G,(Q) jednacine div f(u) ~ 0, i u je ograni¢enog
tipa.

b) Za dokaz ovog dela trebac¢e nam teorema 9. Kako za sve g €
C(R), g(vk) — g, slabo™ u L, kad k — oo, imamo da svi podnizovi
od v, indukuju istu Young-ovu meru. Za novi niz v,, uzeéemo vi iz
dokaza teoreme 9, tj. imac¢emo "

Upe) = Um, 280 <9 <0y, m> 1.

Sada formiramo u. = vy * ¢ 1 u = [{u.}eso] € G5(R2). Iz dokaza
teoreme 9 znamo da u. — vy — 0, u L, (), e — 0. Stoga i
9(0) — g(tn) — 0, 1 Ly(Q), € — 0, za5v6 g € C(R), . {g(ue)} i
{g(vye)) }c imaju iste slabe™ limese u L>(12), za sve g. Odatle sledi da
{uc}eso 1 {vye }e indukuju istu Young-ovu meru. Sada postaje jasno

da je u ~ 1(v) = ¢(limg_oo v) = t(v), gde je v(z) = [ Ndp,(A). O

Primedba 4 I u ovom sluc¢aju nemamo jedinstvenost, tj. uopstena
funkcija u definisana u dokazu teoreme 12 nije jedinstvena, kao ni
Young-ova mera {,}, iz teoreme 11. Nejedinstvenost proizilazi iz
¢injenice da je ideal N,(£2) strogo manji od prostora L}, -nula nizova,
koji je strogo manji od prostora D’())-nula nizova, a znamo da za
uniformno ogranicene nizove {v.}., {w.}. € L>(), koji, redom, in-
dukuju Young-ove mere {p,}, i {v,}, vazi

[{Ua}} = [{wa}] u Gs(Q) = {v. —w.}. € Ny(),
{pate = {Vate, 5.5 0 Y(Q) <= v, —w, — 0, ¢ =0, u L,.(Q),
[{v}] = [{we}] uGs(Q) <= v. —w. — 0, £ — 0, u D'(Q).
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Stoga, ako predstavnici dve uopstene funkcije indukuju istu Young-ovu
meru, one ¢e biti asocirane, a nece biti jednake u G4(£2).

2.3.2 Resenja p-ogranicenog tipa i Y?({2; R™)

Za aproksimativna reSenja p-ogranicenog tipa vaze slicna tvrdenja.
Ona indukuju meroznaéna resenja iz Y?(2; R™). U ovom odeljku pret-
postaviéemo da je

f e C(:R). (2.33)

Teorema 13 a) Neka je u € G4(Q) uopstena funkcija ogranicenog
tipa, koja zadovoljava div f(u) ~ 0. Tada svaka Young-ova mera { i, }+
€ YP(Q; R), konstruisana iz podniza svakog predstavnika od u, je mero-
znacno resenge sistema div f(u) = 0.

b) Ako je u ~ 1(v), za neko v € L'(Q), tada je v(z) = [ Adpy(N)
za skoro sve x € €.

Dokaz ovog tvrdenja je potpuno analogan dokazu teoreme 11,
samo umesto teoreme 3, treba iskoristiti teoremu 5. Za dokaz dela
pod b) treba iskoristiti teoremu 6, tj. ¢injenicu da je preslikavanje
[ = [gm AP dv, (V)] € L'(Q). O

Teorema 14 a) Neka je { i, }rcq meroznacno resenje sistema div f(u)
= 0 i neka preslikavanje [x — [o,. [A\[? dvy(N)] € L*(Q). Tada postoji
niz {ueteso € Ens(Q), ¢ija klasa u je p-ogranicenog tipa i zadovoljava
div f(u) = 0.

b) Stavise, ovaj niz indukuje jedinstvenu Young-ovu meru koja je
gednaka sa {p,}rcq za skoro sve x € Q, i 1(v) = u, gde je v(x) =

S Adps (V).

Dokaz. Na osnovu teoreme 6 imamo da je merozna¢no reSenje
{12} LP-Young-ova mera, pa postoji niz {uy } koji indukuje meru {z, }.
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Niz {uy} je ograni¢en u L? i za sve g € C,(£2; R™) imamo slabu konver-
genciju u L' kompozicije g(ux). Kada to primenimo na nasu funkciju
f="(f1,.., fn), dobijamo da

S o b = S| [ fdn]. woi@

div f(vy) J div () dpia (V)

Ova grani¢na vrednost je nula, jer je {i, }.cq meroznacéno resenje od
div f(u) = 0. Dakle, niz {uy} zadovoljava uslove teoreme 10, pa kad
primenino istu teoremu, dobijamo tvrdenje pod a). Dokaz tvrdenja
pod b) dobijamo analogno kao u dokazu teoreme 12, uz koriséenje
adekvatnih teorema za LP. [J
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Glava 3

Uopstene Young-ove mere

U ovom poglavlju baviécemo se ekstenzijom koncepta LP-Young-ovih
mera, opisanim u odeljku 2.1, koje su indukovane nizom u, : 2 — R™
funkcija iz LP za koje vazi

[h@pa<c (3.1)
Q

gde je 2 ograniceni podskup od R" i p > 1.

U specijalnom slucaju, za p = 2, i posebnu klasu funkcija za koju
¢e postojati limes kompozicije sa u., koje su date kasnije sa (3.10),
dobijamo uopstene Young-ove mere kao meroznacna resenja Euler-ove
jednacine, preko kojih se mogu predstaviti oscilacije i koncentracije.
Te mere i njihove osobine, date su u teoremama 16 i 17.

Tartar, [29, 30|, je prvi primetio da su Young-ove mere korisne i
bitne za problem predstavljanja i analize oscilacija, i tako je nastao
koncept meroznaé¢nih resenja zakona odrzanja preko klasiéne Young-
ove mere, DiPerna, [13], predstavljen u predhodnom poglavlju za jed-
nacinu divf(u) = 0. Za proucavanje koncentracija ovaj koncept nije
bio dovoljan, pa su DiPerna i Majda, [15] uveli LP-Young-ove mere,
koje su uopstili kako bi definisali meroznacna resenja Euler-ovih jednacina.
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3.1 Euler-ove i Navier-Stokes-ove jednacine

Euler-ove jednacine za nestisljiv homogen fluid u n-prostornoj dimen-
ziji su jednacine oblika

— 4+ v-Vu=-Vp, (3.2)

gde jet >0, x € R",
V(21 .y s t) = (V1 (21, ey T3 ), oy U (20, oy 2 1) T RTXR™ — R,

i jos vazi
vy ov,

divo = — + ...
v 8x1+ +8:pn

=0

v(z;0) = vo(x).

Velicina v predstavlja brzinu fluida, a p skalarni pritisak. Euler-ove
jednacine (3.2) ¢ine sistem jednacina
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ot
Vu;, j =1,...,n, tj. matrica

— v
jer je vektor — =

ot ot

-
) , Vv je matrica c¢ije su kolone

o Ou
8$1 81‘1
N I (3.4)
ovy ov,,
oz, o,
a v - Vv je vektor
Zn: v, @Ul
i=1 ‘O,
; (3.5)

i=1 ‘Oz
koji se dobije kao proizvod matrice (3.4) i vektora v = (vy,...,v,)".

Navier-Stokes-ove jednacine, sa Reynold-ovim brojem —, su jedna-
€
¢ine oblika
ov®
ot

Struktura resenja Euler-ovih jednacina i ponasSanje niza reSenja
Navier-Stokes-ovih jednacina kada ¢ — 0 su problemi od Sirokog
interesa. U kontekstu Navier-Stokes-ovog limesa, vaznost koncepta
meroznacnih resenja je ilustrovan slede¢om teoremom, koju ¢emo kas-
nije pokazati.

+v° - Vo' = =Vp® + cAv®. (3.6)

Teorema 15 Neka je vy glatka funkcija iz L*(R3) koja zadovoljava
uslov

divyg = 0,
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i neka je v slabo resenje Navier-Stokes-ove jednacine (3.6) sa pocet-
nim uslovom vy.

Tada vazi da, kad ¢ — 0, postoji konvergentan podniz reSenja koji
definise meroznacno resenje 3D-nestisljive Euler-ove jednacine (3.2),
zan=3.

Motivacija za teoremu je delom sledeca. Za glatki pocetni uslov,
postoji fiksiran vremenski interval [0,7] na kom Navier-Stokes-ovo
resenje v, jako konvergira u L% kad ¢ — 0. Granica v tog niza je
resenje Euler-ove jednacine. Tokom ovog vremenskog intervala, kad
t € [0, T], asocirano meroznacno resenje Euler-ove jednacine redukuje
se na Dirac-ovu masu u tacki v(z;t). Numericki dokazi [5, 7, 8] indi-
ciraju da kompleksnost toka fluida raste brzo tokom vremena. To su-
gerira da posle izvesnog kriticnog vremena, Navier-Stokes-ovo resenje
v. konvergira slabo, ali ne i jako, u L?, jer se razvijaju oscilacije i/ili
koncentracije.

Na nivou meroznacnih reSenja pojava oscilacija i koncentracija se
manifestuje kao dekompozicija Dirac-ove mase na mere kompleksnije
strukture. DiPerna i Majda predstavili su okvir za izucavanje ove
mogucénosti.

Slabo resenje Euler-ovih jednacina se dobija iz odrzivog oblika
jednacine (3.2),

ov _ :
E—Fdw(v@v)—l—Vp:O, dive =0, (3.7)
mnozenjem odgovaraju¢om test-funkcijom i parcijalnom integracijom.
U odrzivoj jednacini (3.7), pojavljuje se divergencija matrice (v;v;)i;,
Sto se definise kao vektor ¢iji su elementi divergencije kolona matrice
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(vivj)ija tJ

-
dive ® v :<div (V101 .oy VUL )y e, AV (V10 -, vnvn))

(Za | Za Ul)T. (3.8)

Kada izracunamo izvode proizvoda funkcija i iskoristimo da je dive =
0, iz (3.8) dobijamo sistem (3.3).

Funkcija v € L?(Q) je slabo reSenje Euler-ovih jednacina na €, ako
je dive = 0, u distributivnom smislu, i

/ ¢ v+ Vo:vQ@udrdt =0, (3.9)
Q

vazi za sve test-funkcije ¢ € (CgO(Q))n, divgp = 0. Ovde je ¢; - v
skalarni proizvod vektora ¢; = (¢1,, ..., ¢n,) i v = (v1,...,v,) ", Vo je

0pi
matrica —¢ , & oznaka : je proizvod matrica, A: B = E a;jbij.
027]' .. i

Progirujuéi definiciju 11, i koristeéi (3.9), DiPerna i Majda su defi-

nisali meroznacno resenje Euler ove jednacine kao Young-ovu meru v
koja zadovoljava

0
ot

za neku distribuciju p, tj. ako vazi

—(v,v)+div(r,o®v)+Vp=0, div(r,v)=0,

/¢t Diait)s V) + Vo i (Viguy, v @) dwdt = 0,

za sve vektorske test funkcije ¢ € (C)", divg =0, i

//w Diaty, 0 ) ddt = 0,



66 Uopstene Young-ove mere

za sve skalarne test funkcije ¢ € C5°.
I ovde meroznacno resenje dobijamo kao Young-ovu meru gene-
risanu nizom Euler-ovih resenja.

Propozicija 1 Ako je u. niz resenja Euler-ove jednacine (3.2), koji
je uniformno ogranicen u L,

Jue] oo ) < C,

tada je Young-ova mera v generisana ovim nizom, meroznacno resenje
FEuler-ove jednacine.

Videli smo da je pri formulisanju teorema Young-ovog tipa, treba
odrediti klasu funkcija g za koje ¢e kompozicija sa nizom uniformno
ogranicenih funkcija u LP imati limes. Na osnovu strukture Euler-
ove jednacine, DiPerna i Majda su dosli do zakljucka da se najmanja
klasa funkcija relevantna za posmatranje limesa kompozicije sastoji od
funkcija g oblika

g(u) = go(u) (1 + ful?) + gH(%) uf?, (3.10)

gde je go € Co(R™) i gy € C(S™!), kojoj pripadaju funkcije v i v ® v
iz Euler-ove jednacine. U novoj teoremi Young-ovog tipa dobijamo
uopstene Young-ove mere kao vektorske mere v specijalne strukture,
koje ¢e biti predstavljene u teoremama 18 i 19, datim u slede¢em
odeljku. Delovanje mere v na funkcije oblika (3.10) prikazano je u
slede¢im teoremama.

Teorema 16 Neka je {u.}e~o proizvoljna familija uniformno ograni-
cenih funkcija u L*(Q C R™ x R). Tada postoji podniz, isto indeksiran,
i postogi mera pr € M () takva da

u]* = p,
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u M(2), i postoji p-merljivo preslikavange
(I7t) < Q- {V(lr;t)7 V(Qx;t)} < M+(Rn) b PTObM(‘Sm_l)v
takvo da za sve g oblika (3.10), vaZi
glue) = (', g0) (1 + f) dwdt + (v*, gu ) dps,

gde je f Radon-Nykodim-ov izvod mere p po dxdt, tj.

tiy | [ oglu.) dodt =
://¢<y1,g0>(1+f)dl‘dt+//¢<y27gH>d,ua

za sve ¢ € Cg°.

Primedba 5 Uredena trojka (i, v, v?) predstavlja kanonicku dekom-
poziciju vektorske mere v, koju ¢emo zvati uopstena Young-ova mera.
Ona je definisana na klasi funkcija siroj od klase funkcija oblika (3.10)
na kojoj daje konvergenciju tipa

g(ue) = (v,9),

za sve g iz te klase, koju ¢emo posmatrati u slede¢emo odeljku. Re-
strikcija mere v na klasu funkcija oblika (3.10) daje

v = v(dzdt + dp) + v du. (3.11)

Definicija 16 Uopstena Young-ova mera v je meroznacno resenje
Euler-ove jednacine ako

/ (v, v)y+Vo: (r,veuv) =0, (3.12)
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vazi za sve ¢ € (Ggo)n, za koje vazi divep =0, i
/ Vo:(vv)=

Primedba 6 Kako je delovanje mere v u (3.12) ograniceno na speci-
jalnu klasu funkcija oblika (3.10), mi ¢emo posmatrati dekompoziciju
(3.11) da bismo (3.12) izrazili u slede¢em obliku

//qbt< Vigtys T ‘2>(1+f)dxdt
Vo < m),%}m:o.

Sledeée tvrdenje je direktna posledica teoreme 16 i definicije 16.

vazi za sve ¢ € Cf°.

Propozicija 2 Uopstene Young-ove mere asocirane sa svakim nizom
slabih resenja Fuler-ove jednacine, koji ima lokalno uniformno ograni-
cenu kineticku energiju, tj. zadovoljava

/ |u |* dwdt < C,
Q

definise meroznacno resenje Euler-ove jednacine.

Primer 6 ! Svako klasi¢no slabo resenje Euler-ove jednacine u sa
lokalno konacnom kinetickom energijom definiSe meroznacno resenje
na sledec¢i nacin,

dp = |ul? dzdt

1
Yiast) = Outast)

v 6 = Oo(zit) € M(Sn_1>a

(=3

1Vige konkretnih primera u kojima se pojavljuju oscilacije i razvijaju koncen-
tracije mozZete naéi u [21]
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, u(z;t)
gde je O(x;t) = )
RN (110 VRS
U dvodimenzionalnom slu¢aju, ove mere imaju oblik
p="T6(z)
V(lzv;t) = do
V(Qw) = uniformna mera na S,

gde je I' fiksirana konstanta, a §(z) Dirac-ova mera na pravoj x = 0.
Uniformna mera na S! definiSe se preko sledeée formule

df
2 = 0)—.
(Vi) 91 ) /51 gn( >27r

Trojka (i, ', v?) definise meroznacno resenje v = (u, v%, v?) koje je
visoko koncentrovano i ima ne-Dirac-ovo ponasSanje na homogenim
funkcijama. Primetimo jos§ da je u ovom slu¢aju mera v' klasiéna
Young-ova mera.

Kao posledicu ove diskusije dobijamo sledece tvrdenje, koje ¢e biti
dokazano u slede¢em odeljku.

Teorema 17 Neka je v = (u,v',v?) uopstena Young-ova mera aso-
cirana sa L*-nizom u. — u, i neka je

Lebesque-ova dekompozicija mere p na singularni v apsolutno neprekid-
ni deo.

a) Ako je |uc|lo < C, onda je us =0, a klasicna Young-ova mera
v se dobija kao

Pty = (L4 [ul*) ™ vy (14 )
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b) Slaba neprekidnost tipa

g(ue) = g(u),

1

vazi za g = go(1 + |ul?), go € Co(R™), ako i samo ako se V' redukuje

na tezinsku Dirac-ovu meru,

1

W) = (&3 8)Dugasn),

gde je 0 < a<1i(l+ul?)=a(l+f).
c) Jaka konvergencija

u. — u, u L2,
vazi ako v samo ako je us =0 1 a =1, skoro svuda.

U slede¢em odeljku bavi¢emo se osobinama uopstenih Young-ovih
mera, pomocu kojih ¢emo, u odeljku 3.3. naé¢i meroznacna resenja
Navier-Stokes-ovih jednacina, koja preko nula-viskoznog limesa daju
resenja Euler-ovih jednacina.

Koncept meroznacnih resenja, koji je predstavljen ovde, primenjuje
se na mnoge nelinearne jednacine matematicke fizike sa prirodnom L?-
granicom, koja se joS naziva i energetska granica.

3.2 Konstrukcija uopstenih Young-ovih mera

Za uniformno ogranicen niz LP-funkcija, tj. niz koji zadovoljava (3.1),
i nelinearnu funkciju g, treba nam slabi limes njihove kompozicije,

w — lim g(u.),
e—0

tj. treba da postoji limes

hm/ngS(x)g(ug(x)) dx, (3.13)

e—0
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zasve ¢ € Cy(£2). Najsiru klasu funkcija gde ocekujemo da izracunamo
limes (3.13) ¢ine funkcije oblika

g(u) = g(u) (1 + ul?), (3.14)

gde je g € Cy(R™). Na prostoru funkcija oblika (3.14), norma se
definise preko norme prostora neprekidnih ogranicenih funkcija na R™,

[9]ec = max |g(w)| = [9] -
Vazi sledeca teorema o reprezentaciji.

Teorema 18 Neka niz {u.}teso zadovoljava uslov (3.1). Tada postoji
podniz, isto indeksiran, i postoji skalarna mera o € M*(Q), tako da
imamo sledeéu w*-konvergenciju

(1 + |us(2)[?) dz — do,
tj. vazi
lim/gb(l—i— e (2)P) d = /¢da,

za sve ¢ € Co(€2).
Vise od toga, postoji ogranicena linearna transformacija

T : Cy(R™) — L>(0),
tako da za sve g oblika (3.14) vazi
9(u.(x)) dv =— T(g)do, (3.15)

tj. vazi
nm/ﬁﬂ%m»M—g%/ﬁa%xrw%mWﬁm

=0 (3.16)
- [or@do

za sve ¢ € Cy(€2).
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Ovde imamo ogranic¢ene neprekidne funkcije na R™. Da bismo ko-
ristili Risz-ovu teoremu o reprezentaciji mere na kompaktnom skupu
(nenegativna mera je neprekidna nenegativna funkcionela na C(K)),
potrebno je izvrsiti kompaktifikaciju od R™. U sluc¢aju C,(R™) koris-
timo Stone-Cach-ovu kompaktifikaciju, koja daje izomorfizam

Cp(R™) = C(BR™).

Mi ¢emo ignorisati izomorfizam izmedu ovih prostora i reé¢i ¢emo da
je g € C(R™) ako i samo ako g € C(SR™). Skup svih linearnih
kombinacija funkcija oblika

{6(2)g(u) |6 € €o(Q), G € C(BR™)}

je gust u Co(Q2 x SR™), a FR™ je kompaktan Hausdorff-ov prostor.
Dual prostora Co(2 x SR™) je prostor Radon-ovih mera na Q x SR™,
tj.
Co(Q x BR™Y = M(Q x SR™).
Dokaz teoreme 18. Za fiksirano ¢, funkcija u. definise jedin-
stvenu Radonovu meru v, € M*(Q2 x SR™) na sledeéi nacin,

(v., 67) = / bg(ue) dr = / 6 () (1 + Juel?) e,

za sve ¢ € Cy(R2), g € Cy(SR™). Uniformno ogranicenje funkcija u.,
(3.1), implicira da su i mere v, uniformno ogranicene, tj. da vazi,

(2 x BR™)| < C.

Stoga, zbog slabe*-kompaktnosti u M*(Q x SR™) i Riesz-ove teoreme
o reprezentaciji, imamo da postoji konvergentan podniz niza mera v.,
isto indeksiran, tj. postoji mera v € M+ (Q x SR™) takva da

Ve = 1,
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u M*(2 x fR™), §to znagdi,

lim/g¢g(u£)dx = lim(v.,¢g) = (v, ¢g) (3.17)

za sve ¢ € Cp(R), g € Cy(R™).
Ako stavimo g = 1 u (3.17), imamo da je skalarna mera o projekcija
mere v na R™, tj. vazi (3.15), i

o(E) = v(E x fR™),

za sve Borel-ove skupove E u ). Ako skalarnu meru v; definiSemo na
) na sledeci nacin

<I/§,¢>E<l/,¢§>,
dobijamo da za nju vazi
(300 = (v, 63)] = | vz, 63)
li g(u:) (1 P) d
1m/9q§g(u)( —i—]u!) x

< [l tim [ 6(1+ ) do
Q
= [ tim( (1 + ucl?) i, )

sto implicira da je |v3(E)| < |glwo(E), za sve E, tj. da je v apsolutno
neprekidna u odnosu na o. Iz Radon-Nykodym-ove teoreme sledi da
za sve g, mera v; moze da se predstavi u obliku

w(B) = [ rao

(3.18)
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za neko f € L'(o). Funkcija f linearno zavisi od ¢ i definige trans-
formaciju T'. Ogranicenost transformacije 7" sledi iz (3.18) i dualnosti
prostora L'i L>*. [

Granice u (3.15) i (3.16) mogu se interpretirati kao vektorske mere.
Potsetimo se da slabo*-merljiva vektorska mera v na 2, svaki Borel-
ov skup F u  slika u v(FE), sto je element duala X', nekog Banach-
ovog prostora X, i v(F) je slabo*-prebrojivo aditivna, tj. ako je F
prebrojiva unija disjunktnih skupova Ej, onda je

N
v(E) =w" — lim v(E;),

N—o0
Jj=1

t.

N—o00 <

(v(E),g)=w"— lim Z<1/(Ej),g>,

za sve g € X. Prostor vektorskih mera obelezava se sa M (€2; X'). Za
X = C(R™) imamo da je granica u (3.16) vektorska mera iz prostora
M (€; C,(R™)"). Tako dobijamo sledeéu posledicu.

Posledica 3 Skalarna mera o i linearna transformacija T iz teoreme
18 definisu vektorsku meru v u M (Q; €,(R™)'),

<mmw=éﬂmm

na svim Borel-ovim skupovima E.

Isto tvrdenje kao u teoremi 18 mozemo formulisati i za neprekidne
funkcije oblika

o) = g (2 ) (3.19)

Jul
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gde je gy € €(S™1). U tom slucaju dobijamo skalarnu meru p kao
limes
|uel” — p,

u M(2). Za funkcije oblika (3.19) vaze ista tvrdenja kao u teoremi 18 i
posledici 3, samo o treba zameniti sa p. Kako (1+ |u-(z)|P) dz — do,
i |uel? — p, imamo da vazi

do =dp + dx.
Stoga postoji linearna transformacija
£ s (s — L),

takva da je

iy [ ogu(ulul? do = [ 62 (u) d (3.20)
za sve gg € C(S"1) i ¢ € Cy(Q).

Reprezentacija na separabilnim prostorima

Poce¢emo od konstrukcije familije mera 1/(2 y € ProbM (S™1) iz teo-

reme 16. Koristicemo verziju teoreme 18 Roja se odnosi na funkcije
oblika (3.19).

Teorema 19 (Young-ove mere za homogene funkcije) Postoji
u-merljivo preslikavange

r € Qs v, € ProbM(S"1),

takvo da

iy [ og(u)do = [ o{ve.gu)d
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za sve g oblika g = gg|ul? i ¢ € Co(Q), gde je

(Vpygn ) = / gu dv,.
Sn—l

Dokaz. Izaberimo prebrojiv gust skup funkcija h; iz separabilnog
prostora €(S"'). Iz (3.20) imamo da postoji skup N mere nula,
pu(N) =0, takav da je

Lo hy(2)] < Nhyloo, (3.21)

za x € Q\ N. Ovo je direktna posledica ogranic¢enosti transforma-
cije L. Neophodno je izbeé¢i samo prebrojiv broj skupova mere nula
kako bismo tvrdili (3.21) na jednom skupu N mere nula. Na os-

novu Riesz-ove teoreme o reprezentaciji, postoji jedinstveni element
v, € MT(S"1) takav daje

(Veyhj) = Lo hy(x),

za x € 2\ N. Ovo nam daje trazeno p-merljivo preslikavanje iz 2
u ProbM(S™1). Ako izaberemo za h = 1, iz (3.21) vidimo da je v
probabilisticka mera, jer je tada

/sm dvy = (v, 1) = L(1),

/ / dv, dp = / OL(1)dp = hm/ o|ue|P dx,
Sn—1

za sve ¢ € CP(Q O

Isti dokaz daje jos konkretniju reprezentaciju funkcije T iz teo-
reme 18, ako funkcija g biramo iz separabilne kompletno regularne
podalgebre od C,(R™). Podalgebra F' je kompletno regularna ako

tj.
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je zatvorena u odnosu na maksimum-normu, sadrzi konstante i raz-
dvaja tacke od zatvorenih skupova. O ovakvim algebrama moze se
na¢i u npr. [19]. Primeri ovakvih algebra su F, = C,(R™) i F, =
Co(R™) U {konstante}. Svakoj takvoj podalgebri F' mozemo pridruziti
jednu kompaktifikaciju skupa R™, u oznaci SpR™. BrR™ je kom-
paktan kompletno regularan Hausdorff-ov prostor i podalgebra F' je
izomorfna sa C(BrR™). Stoga se svaka neprekidna linearna funkcionela
na F idetifikuje sa jednom merom iz M (GrR™). Vazi i sledeca osobina

FiCchkh= 5F1Rm C ﬁFQRm

Specijalno, algebra SpR™ je izomorfna sa kompaktifikacijom od R™
pomocu jedne tacke, tzv. ”severnog pola”, pa je u tom slucaju

M(ﬁFoRm) = M(Rm) ©® {a5sp}7 (3'22)

gde je (0sp, 1) = 11 (dsp,90) = 0, za sve go € Co(R™). Stoga mere
na kompaktifikaciji jednom tackom skupa R™ imaju dekompoziciju na
meru na R™ i Dirac-ovu meru u severnom polu.

Teorema 20 Postoji o-merljivo preslikavanje
x € Q— v, € ProbM(BrR™),

takvo da

hm/¢g u.)dz = /¢ Ve, G ) (3.23)

za sve g € F i ¢ € Cy(Q), gde je

(Ve,g) = / gdvy. (3.24)
BrR™

Dokaz teoreme 20 je isti kao u teoremi 19, pa ¢emo ga izostaviti.
Sada mozemo da kompletiramo dokaz teoreme 16 o uopstenoj meri,
koriste¢i F u teoremi 20. Kako mere na kompaktifikaciji jednom
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tackom skupa R™ imaju dekompoziciju na meru na R™ i Dirac-ovu
meru u severnom polu, (3.22), i osobine (3.23) i (3.24) iz teoreme 20,
deo 1/(1 n Young-ove mere iz teoreme 16 nije probabilisticka mera, jer

negde moze otiéiiu beskonacnost, zbog dela d5,. Ovu osobinu imamo
u sledecoj posledeci teoreme 20, koja je motivisana ¢injenicom da se
svaka probabilisticka mera v € ProbM ((rR™) moze predstaviti u
obliku
v=1v"+(1—a)dy,

gdeje! e MT(R™) 10 < a=vH(R™) <1,
Posledica 4 Postoji o-merljivo preslikavanje o, 0 < o < 1, tako da
mera v, iz teoreme 20 ima oblik

vy = vy + (1 — a(z))dgp,
gde je vl € MT(R™) i v}(R™) = a(x). Stoga, ako je

g(u) = go(u) (1 + |ul?), (3.25)

gde je go € Co(R™), tada je

im [ ég(u)do = [ 6{ut.g0) do

Posmatrajmo sada uopstenu Young-ovu meru, u, datu u speci-
jalnom slucaju teoreme 16, koji se odnosi na funkcije oblika (3.19).
Lebesque-ova dekompozicija mere p na singularni i apsolutno nepre-
kidni deo je data sa

p=ps+ fdz,
gde je psLdr, f € LYQ)io=dr+ p.

Propozicija 3 Ako je g oblika (3.25), gde je go € Co(R™), tada je

lim / bg(ue) dr = / o(v1,g0)(1+ ) d, (3.26)
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gde je v} definisano u posledici 4, tj. vaZi

/¢< Ve, 9o ) dps = 0, (3.27)
za sve go € Co(R™).

Dokaz. Ako je gp funkcija koja ima nosa¢ u lopti precnika R,
odnosno ako je go bilo koja ogranic¢ena funkcija, onda je (3.26) trivi-
jalno zadovoljeno, jer je tada

<V:r:790> = <V; + (1 - Oé($))5sp,90> = <V;790>'
Iskoristi¢emo tu cinjenicu za dokaz propozicije. Posmatra¢emo niz
koji se dobija odsecanjem niza u. na slede¢i nacin,

R

_ R
U’s _75u8’

gde je 7' karakteristicna funkcija skupa na kom je |u.| < R. Ako se
go anulira za |u| > R, tada je

o) (1 + [uf”) = go(ue) (1 + Jucl”)

pa se mozemo pozvati na prezentaciju klasi¢ne Young-ove mere (2.1),
(2.2), za F = g, koja nam daje egzistenciju familije mera v? €
ProbM (R™), takve da je

lim/gbg(uf)dJSZ/ch/fag)dx
:/¢<V;,g0>(1+f)d:c+/¢<vi,go>dus,

za sve g oblika g = go(l + ]u\p). Kako klasi¢na Young-ova mera nema
singularni deo, ovde je

/¢< V;790>d:us = 07 (328)
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za sve go koje se anuliraju za |u| > R. Dakle dobili smo trazeno
tvrdenje (3.27), ali za funkcije go koje se anuliraju za |u| > R. Da
bismo dobili trazeno tvrdenje za sve gg € Co(R™), treba primetiti da
(3.28) definise linearnu neprekidnu funkcionelu na Cy(R™), za fiksirano
¢, i da je skup funkcija gy koje se anuliraju van neke lopte, gust u
Co(R™). O

Direktna posledica ove propozicije je sledece tvrdenje.

Posledica 5 Ako je |u.|o < C, tada je ps =0, i
ve = (1+ ) (1+ [ul?) v,

je klasicna Young-ova mera definisana u predthodnom poglavlju sa
(2.1) 7 (2.2).
Za kraj ovog odeljka, pokazacemo tvrdenja b) i ¢) teoreme 17. Neka
je
us — u, u LP(Q), 1 < p < oo,
i neka vazi
g(us) = g(u), u LP(Q), (3.29)

za sve g oblika g = go(u)(1+|ulP), go € Co(R™). Iz (3.29) i propozicije
3 imamo da je

/w%%m+ﬁMﬂm/mmw:/@ww
tj. da je
(V2,90 f(x) = (Ouiw), ), (3.30)

za skoro sve z. Iz (3.30) vidimo da je v} tezinska Dirac-ova mera,
skoro svuda, u odnosu na fdx. Zbog toga, a na osnovu posledice 4,
zakljuéujemo da postoji a(z), 0 < a < 1, tako da

(1+|ul) = a(z)f(z), s.s.
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Ostaje nam jos deo c) teoreme 17. Znamo da u. — w u LP ako i samo
ako |uc|P — |ulP u M(Q2).? Kada primenimo teoremu 19 za gy = 1
dobijamo da |u. [P — |u[? u M(2) vazi ako i samo ako je

\ul’ dz = ps + fdx,

odnosno ako je us = 01 f = |ul?, skoro svuda. Ova diskusija, za p = 2
nam daje tvrdenje teoreme 17.

3.3 Meroznacna resenja Euler-ovih jednacina
i nula difuzioni limes za Navier-Stokes-
ove jednacine

Prvo ¢emo pokazati propoziciju koja intuitivno govori da slaba stabil-
nost i slaba konzistencija Euler-ovih jednacina impliciraju konvergen-
ciju ka meroznac¢nom resenju.

Propozicija 4 Neka je u. niz funkcija za koje vazi divu, = 0, i neka
su zadovoljene sledece osobine:

a) Slaba stabilnost: Za svako Q@ C R" X R™, postoji konstanta C(£2)
takva da je

//Q lu (x5 1) |* dadt < C(Q).

b) Slaba konzistencija: za sve test funkcije ¢ € (C5°(2))™, divg = 0,
vazi
e—0

lim//gzﬁt-u5+v¢:u5®u5dxdt:().
Q

Ako je v = (u, v, v?) asocirana uopstena Young-ova mera iz teoreme
16, tada je v meroznacno resenje Euler-ovih jednacina na 2.

20vo tvrdenje je poznato kao Vitali-Hahn-Saks-ova teorema.
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Dokaz. Iz definicije meroznac¢nih resenja Euler-ove jednacine,
definicija 16, primenjene na funkcije oblika (3.10), $to je dato u primed-
bi 6, i uslova slabe konzistencije, imamo da je

O:lim//(bt-ua—ngb:ua@uadxdt:
Q

e—0
1 u S 2
://Q¢t<’/(m;t)7rlu|2>(1+f)d$dt+v¢- (Viws), 0 ®0) dp,

u

gde je 6 = OJ

u

Kao dirLk’tnu posledicu propozicije 4, dobijamo teoremu 15, datu
u prvom odeljku ovog poglavlja.

Iz klasi¢ne teorije Navier-Stokes-ove jednacine, [31], poznato je da
za svako ug € L*(R®), za koje vazi divug = 0, u smislu distribu-
cija, postoji najmanje jedno (Lerey-Hopf-ovo) slabo resenje, u.(x;t),
Navier-Stokes-ovih jednacina koje zadovoljava nejednakost kineticke
energije,

max [ o < /R o ()2 .
Stoga, za veliki Reynold-ov broj, 1\e, u. zadovoljava uslov slabe sta-
bilnosti. Mnozenjem Navier-Stokes-ove jednacine sa test funkcijom ¢,
dobijamo

/ /Q Grtte + V¢ ue @ e dudt = e / / Adu, dad. (3.31)

Kako je | [[ Agu.| < Cluc|2 < CT|uol3., (3.31) implicira da je is-
punjen uslov konzistentnosti. Da bismo dobili tvrdenje teoreme 15,
treba samo primeniti propoziciju 4 na niz u., koji ispunjava oba uslova,
slabe stabilnosti i slabe konzistencije.
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3.4 Colombeau-ovska resenja Euler-ovih
jednacina

Na kraju cilj nam je da iskoristimo ideju iz Propozicije 4 za dobi-
janje meroznacnih resenja Euler-ovih jednacina, kako bismo dobili
Colombeau-ovsko resenje istih. Naime, ako posmatramo Euler-ove
jednacine u odrzivom obliku

0
6—;) +div(v®wv)+Vp=0, dive=0, (3.32)
gde je
-
dive ® v :<div (V101 ooy VUL ), e, AV (V10 -, vnvn)>

:(Z: aii (v101), Z: aii (vnvi))T, (339

vidimo da je to sistem u kom se svaka od jednac¢ina moze zapisati u
obliku

div,1f/(v) = 0, 7 =1,..n,
gde je v = (v1, ..., ), f7 = (vj, 10}, V20;, ..., V,v;), a divergenciju pos-
matramo u odnosu na promenljive (¢, 21, x9, ...z, ), odnosno dobijamo

sistem oblika
div,1F(v) = 0,

gde je F = (f%, ... fM".

Propozicija 5 Neka je {v.}.~0 niz funkcija za koje vazi divv. = 0, i
neka su zadovoljene sledece osobine:
a) Slaba stabilnost: Za svako Q@ C R"xR*, postoji konstanta C(£2)

takva da je
// lv. (25 1) |* dwdt < C(Q).
Q
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b) Slaba konzistencija: za sve test funkcije ¢ € (CP(Q))", vazi

lim//¢t-v5+v¢:vg®vedxdt:().
Q

e—0

Tada postoji u € Gs, aproksimativno reSenje Euler-ovih jednacina.

Dokaz. U slucaju da je {v.}e~0 niz umerenih glatkih funkcija, tj.
{vc}es0 € Ears(Q2), mozemo uzeti klasu tog niza za trazeno resenje
u € G4(R2). U opstem slucaju, iskoristicemo ideju iz teoreme 9, iz
odeljka 2.2.3, kako bismo uglacali niz {v.}.~o.

Neka su ¢/ € D(R™™), j = 1,...,n, ¢iji su integrali jednaki jedan
i neka je

Wala) =570 (5).

Uvedimo oznaku ¢ = (¢!, ...,4™) i napisimo funkcije v. preko koordi-
nata, v. = (v},...,v"). Za fiksirano £ > 0, imamo da v x ¢/5 — v, u
L2 (), kad § — 0, i da je v x1)7; ograni¢ena nezavisno od ¢ u L?(12),
jer je
[0l * 5o < Jollz7 s = [v2] ez,

a od ranije imamo da je ogranicena nezavisno i od €. Neka je, dalje,
(K )m>1 niz kompaktnih podskupova od Q koji pokriva Q. Mozemo
naci strogo opadajuéi niz pozitivnih brojeva (0,,)m>1, koji konvergira
ka nuli, takav da je

, o za0<d < .

||U{/m * wé - U{/m”LQ(Km) S E

Definisimo jednu rastucu, po delovima konstantnu funkciju

77:(0,1)—>(071]
(e) = L 7a0<e< 0y m>1 (3.34)
MET=11, zae>4,
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i preko nje trazeni niz
ul = vg(e) x) zae€(0,1), izasve j=1,...,n.

Primetimo da je svaka funkcija u! glatka, i da se familija {vi} (5)}5>0
isto ponasa kao i {vi}e=0. Po definiciji molifajera ¢}, imamo da je
0ul = v) .y * e7lol(0°97)., gde je (0°¢7)s(x) = 670" (). Odatle
imamo da je {u.}.>o umeren niz glatkih funkcija. Neka je v/ njegova
klasa u G5(Q2). Po definiciji, imamo da je ul — v} |2k, < 0 28
Oma1 < € < O, odakle imamo da

ul — vl =0 (3.35)

u L} (). Stavise, obe familije su ogranicene u L?(Q).

Uslov slabe konzistencije daje da za sve j = 1,...,n vazi

lir% // olv? + Z ¢l vlvl dadt = 0,
e i=1
tj. da je
div, 1 £/ (v.) = 0, u D'().

Znaci, da bismo pokazali da je u aproksimativno resenje, dovoljno je
pokazati da

divi1f7 (ue) — divp1 [ (vy)) = 0, u D'(Q),

tj. da za test funkcije ¢’ € CF (), vazi

lim //Q (ul — vz(g))gb{ + Z (wlul — vz(s)vg(e))qﬁéi dxdt = 0,
i=1

e—0
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sto ¢emo dobiti iz (3.35) i sledece ocene,

‘//U—U ©) ¢J+Z uju —U n(g)ﬁbj dl’dt‘
:‘//Q( _Un(a ¢J+Z uﬂu + v’ () i—vi(s)vg(g))gﬁii dxdt‘

<Jul = v} lz2l ]2+

> sup g,

=1

n
<l = vl Iz + 3 (calud = vl laa + esllut = v 2 ),
i=1

(et = v Dot + o e = o 12

gde su ¢y, 9, c3 pozitivne konstante. Koristili smo Schwartz-ovu ne-
jednakost, |uv|p < Jufp2|v]L2, za u,v € L?. sup|¢? | postoji, jer ¢7.
ima kompaktan nosac.

Ostaje nam jos da pokazemo da je divu &~ 0. Znamo da je divv, =
0u D, pajeidivu,e =0u D' Znaci dovoljno je pokazati da

divu, — divoye) — 0, u D',

Sto sledi iz ocene

’//QZ( )9, dxdt' Z““j — 0! 21 6a; 2
=1
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koncept uopstenih Young-ovih mera, i pomoc¢u toga dobili aproksima-
tivna resenja Euler-ovih jednacina.
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