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1 Iskazna logika

1.1 Iskazi, iskazne formule

Iskaz je recenica koja ima tacno jedno od svojstava ,biti tacan® ili ,biti
netacan®. Za oznacavanje obi¢no koristimo mala slova p,q,r... Od iskaza
P, q,r koristeéi tzv. logicke veznike ne, 1, i, ako...onda, ako i samo ako
dobijamo slozene iskaze.

e Negacija iskaza p je ne p. Oznacava se sa —p. Negacija tacnog iskaza je
netacan iskaz i obrnuto.

p: 3 deli 14. —=p: 3 ne deli 14.

e Konjunkcija redom iskaza p i q je iskaz p i q. Oznacava se sa p A q. Ko-
njunkcija je tacan iskaz ako su p i ¢ tacni iskazi, u ostalim slucajevima
konjunkcija je netacan iskaz.

o Disjunkcija redom iskaza p i ¢q je iskaz p ili ¢. Oznacava se sa p V q.
Disjunkcija je netacan iskaz ako su p i ¢ netacni iskazi, u ostalim s-
lucajevima disjunkcija je tacan iskaz. Usvaja se da veznik ili nema
isklju¢éni smisao.

o Implikacija redom iskaza p i ¢q je iskaz ako p onda g. Oznacava se sa
p = q. Implikacija je netacan iskaz ako je p tacan iskaz a ¢ je netacan
iskaz, u ostalim slucajevima je tacan. Kazemo da u implikaciji p = ¢,
p je dovoljan uslov za ¢, a g je potreban uslov za p. Kazemo jos da je
p antecedent, a q konsekvent, kao i sledece formulacije: iz p sledi ¢, p
implicira q.

Iskaz ,,Ako ovaj putnicki avion poleti ka mesecu, taj avion ¢e sleteti na
mesec. “ je matematicki gledano tacan iskaz, iako na prvi pogled deluje
da nije.

e Fkvivalencija redom iskaza p i g je iskaz p ako i samo ako ¢. Oznacava
se sa p < q. Ekvivalencija je tacan iskaz ako su p i ¢ ili oba tacna ili
oba netacna. U preostalim sluc¢ajevima ekvivalencija je netacan iskaz.
Ekvivalencijom se u matematici ¢esto definisSu novi termini, polazeci od
ve¢ poznatih. Cesto umesto ,,ako i samo ako* pisemo skraéeno ,akko*.




Slova kojima se oznacavaju iskazi zovu se iskazna slova, a oznake lo-
gickih veznika —, A, V, =, < zovu se znaci logickih operacija. U nastavku da-
jemo kako se definisu precizno iskazne formule. Ovo je primer tzv. rekurzivne
definicije.

1. Iskazna slova su iskazne formule.

2. Akosu A i B iskazne formule, ondasui—A, (AAB), (AVB), (A= B),
(A < B) iskazne formule.

3. lzraz je iskazna formula samo ako je formiran kona¢nim brojem primena
pravila 1.1 2..

Po dogovoru se izostavljaju neke zagrade u iskaznim formulama kao sto

sledi
e Ne stavljaju se spoljne zagrade.

e Akosu Ay, Ay, ..., A, iskazne formule, onda se umesto (... ((A; A As) A
A) AN - N A1) N A, pise Ay ANAy AN Ag--- ANA,1 A A, isliéno za
veznik V.

e Uvodi se dogovor o redosledu veznika prema kome su A i V ispred = i
<. Na primer, umesto p = (¢ A r), piSemo p = g A .

Podniz iskazne formule je njena potformula, ako je i sam taj izraz iskazna
formula. Definicija potformule se odnosi samo na iskaznu formulu kod koje
nisu uklonjene zagrade. Na primer gAp jeste, a p = ¢ nije potformula formule

P = qADp.

e Pitanje: Ako je AN B iskazna formula, da li A i B moraju biti iskazne
formule?

1.2 Iskazna algebra, interpretacija

Iskazna algebra je uredena Sestorka ({T,Ll},—, A,V,= <) &ija je prva
komponenta skup {T, L}, druga komponenta je jedna unarna operacija, a
ostale komponente su cetiri binarne operacije, definisane redom sledeéim
tablicama:



|- AT L V]|TL =|TL | TL1
T[L T T L T TT T[T L TI[TL
LT L)L L LT L L|TT L|LT

Navedene operacije oznacavaju se isto kao odgovarajuéi logicki veznici,
ali to nisu isti pojmovi. Znak A u iskaznoj formuli p A ¢ je zamena za veznik,
reC 4, a oznaka u gornjoj tablici opisuje operaciju na skupu {T, L}.

Neka je A iskazna formula. Interpretacija formule A je funkcija koja s-
vakom iskaznom slovu iz A pridruzuje elemenat skupa {T, L}. Elemenat
dodeljen iskaznom slovu je njegova (istinitosna) vrednost. Ako su svim slovi-
ma iz A dodeljene vrednosti, mozemo definisati vrednost iskazne formule A
za datu interpretaciju, u oznaci v(A) na sledeéi naéin:

1. Ako je formula iskazno slovo p, onda je v(p) vrednost slova p.

2. Ako su v(A) i v(B) istinitosne vrednosti formula A i B, onda je

- v(=A) = —w(A)

- v(AAB) =v(A) ANv(B)

- v(AV B)=v(A) Vu(B)

- v(A= B)=v(A) = v(B)
- v(A< B)=v(A) & v(B)

Ako je za neku interpretaciju vrednost formule T, kazemo da je formula
tacna u toj interpretacji, a ako joj je vrednost |, kazemo da je netacna u
toj interpretaciji.

Da bi se odredile vrednosti formule za sve interpetacije, koristimo tablice
istinitosti. Ako formula A sadrzi n razli¢itih iskaznih slova, tablica instinosti
¢e imati 2" redova.

1.3 Tautologije

Iskazna formula je tautologija, ako je tacna u svakoj interpretaciji. U njenoj
tablici istinitosti poslednja kolona se sastoji samo od simbola T. Neke poznate
tautologije:

1. zakon iskljucenja treceg: p V —p;

2. modus ponendo ponens: p A (p = q) = ¢;
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3. modus tollendo tollens: =g A (p = ¢q) = —p;

4. modus tollendo ponens: =p A (p V q) = ¢;

5. zakon hipotetickog silogizma: (p = ¢) A (g =1) = (p = 7);

6. zakon svodenja na apsurd: p = (¢ A —q) = —p;

7. zakon pojednostavljivanja: p A ¢ = p;

8. zakon dvostruke negacije: p < ——p;

9. zakon kontrapozicije: (p = q) & (—q¢ = —p);
10. De Morganovi zakoni: =(p A q) < —pV —q, =(pV q) < —p A —g;
11. zakon za implikaciju: (p = q) < —pV g;
12. zakon za ekvivalenciju: (p < q) < (p = q) A (¢ = p);

Nqg<=qN\Dp;
13. zakoni komutativnosti: pAdg /P
pVq<=qVp;

A
14. zakoni asocijativnosti pA(
pV(gVr)

A
15. zakoni distributivnosti: PAL
pVi(gAr)

Np & p;

16. zakoni idempotentnosti pPAP=D
pVp<=Dp;

pA(PVa) < p;

17. zakoni apsorpcije
pV(pAgq) < p.

Tautologije 8-17 se zovu tautoloske ekvivalencije. Ponekad se koristi i
oznaka ~ ako je u pitanju tautoloska ekvivalencija; recimo umesto (p =
q) < —p Vg pisemo p =g~ pVq



1.4 Kanonske forme

Za proizvoljnu operaciju f : {T, L} — {T, L} mozemo odrediti iskaznu
formulu A(py, ..., pn) ¢ija tablica istinitosti odgovara operaciji f. Zbog lakseg
zapisa koristi¢emo slede¢u oznaku:

o T,o0=T
€T =
—xr,a= L
Teorema 1.1. Ako je f : {T,L}* — {T, L} proizvoljna n-arna operacija
na skupu {T, L} koja nije konstantno jednaka L, onda

fan.oe)= | & A-Aagn (1)

flat,e,on)=T

Dokaz. S obzirom da L Av(A) = L1 1 Vuv(A)=v(A) za bilo koju iskaznu
formulu A, sledi da (1) mozemo zapisati na slede¢i naé¢in:

flze, ... zn) = \/ flag,...;an) NP A ANaom. (2)
(al,...,an)e{T,J_}"

tj. dovoljno je pokazati (2). Neka je (by,...,b,) € {T,L}" proizvoljno.
Mozemo primetiti da je b;* = T akoisamo ako je b; = ay, tj. bBJ* A+ - NS =T
ako i samo ako «; = b; za sve ¢. U svim ostalim sluc¢ajevima je vrednost tog
izraza L. Sledi da je vrednost desne strane jednakosti (2)

LV NV (f(br, .. b)) AT)V -V L= f(by,...,by).
[

Iskazna formula koja se u obliku (1) pridruzuje funkciji f zove se kanonska
disjunktivna forma.
Analogno mozemo dokazati sledece tvrdenje.

Teorema 1.2. Ako je f : {T,L}" — {T, L} proizvoljna n-arna operacija
na skupu {T, L} koja nije konstantno jednaka T, onda

flan. )= N\ Ve v (3)
flat,...,an)=1

Iskazna formula koja se u obliku (3) pridruzuje funkciji f zove se kanonska
konjunktivna forma.



Zadaci iz iskazne logike

1. Da li su sledece recenice iskazi?

a) Svaki broj deljiv sa 4 je paran.

2+3=5.

Ova recenica nije tacna.

)
b) Ako je broj deljiv sa 3, deljiv je i sa 6.
c)

)

d

2. Koji od sledec¢ih izraza su iskazne formule?

a) p=g;

b) qpV —p = p;
c)p=(¢=(p=(p));
d) -pVge (gAr=p.

3. Za datu interpretaciju odrediti istinitosnu vrednost iskazne formule.

a) peqVig=p), v(p)=T;
b) (pAq)Vr< qgAr, v(p)=v(q) =T,v(r)= L.

4. Sta se moze reci o v(q) ako je v((p = (¢=p)) =) =T iv(p) = T?
5. Odrediti istinitosnu vrednost iskazne formule u svim interpretacijama.

a) pAq=(¢=—p);
b) pA-p=1rAq.

6. Dokazati da je iskazna formula tautologija diskusijom po slovu.

a) p= (¢ = p);
b) pVae ((p=4q) =q).
7. Dokazati da je iskazna formula tautologija svodenjem na protivre¢nost.
a) r = (—xr = vy);
b) (z=2)=(y=2) = (zVy=2));



8.

10.

11.

12.

13.

14.

Naé¢i formulu u kanonskoj konjunktivnoj formi i kanonskoj disjunk-
tivnoj formi ¢ija je istinitosna tablica:

e R

e e e i
FEAAFE A<
e e R

Konstruisati iskaznu formulu F(p, q,r) koja je tacna ako i samo ako
tacno dve njene promenljive imaju vrednost T.

Naéi bar jednu iskaznu formulu F(p,q,r) takvu da vaze sledeca tri
uslova:
a) u svakoj interpretaciji u kojoj je p V ¢ = r tacno, tacno je i F;
b) u interpretaciji u kojoj je F' ta¢no, ta¢no jeip = qV r;
¢) u interpretaciji kada je =p A g A —r tacno, tada je F' netacno.

Nadi iskaznu formulu F(p, ¢, r) takvu da vazi: formula p A F' tautoloski
je ekvivalentna sa p A ¢, a p V F' tautoloski je ekvivalentna sa p V r.

Da li postoji iskazna formula F'(p,q,r) takva da je formula (p V ¢ =
F) < (F = p Ar) tautologija?

Generatorni skup operacija iskazne algebre je skup operacija pomocu
kojih se mogu izraziti sve ostale operacije iskazne algebre. Baza iskazne
algebre je minimalni generatorni skup. Dokazati da je {=-, =} genera-
torni skup.

Dokazati da je {=, %} generatorni skup gde je operacija % data tabe-
lom:

#\TJ_
T 1L T
1 1 L



15. Dokazati da ne postoji za svaku iskaznu formulu njoj ekvivalentna u
kojoj su jedini veznici V i =-.

16. Dokazati da se = ne moze izraziti preko A i V.

17. Nekaje F(py, ..., pn; =) formula koja od veznika sadrzi samo =. Dokaza-
ti da postoji iskazno slovo p;,i € {1,2,...,n} takvo da u svakoj inter-
pretaciji vazi: ako je v(p;) = T, onda je v(F) = T.



2 Predikatska logika

2.1 Termi, formule

Cilj ove sekcije je da definiSemo predikatske formule. Polazni simboli su:
e zagrade, zarez, tzv. pomocni znaci;

e znaci konstante ay, as, as, . ..

e promenljive x1,x9, 23, .. .;
funkeiiski el gl 2 ) .
o funkcijski znaci fi, fo, ..., fi,. ... f] .-
lacijski znaci R}, R}, ..., R3,..., R} .. ;
e relacijski znaci Ry, R,,...,R{,.... R ...;
e logicki veznici -, A\, V, =, < i oznake V, 3.

Konstante su oznake za pojedinaéne objekte. Na primer 0, 1, m, v/2,
T, 1, tacka A, prava p i slicno. Zajednicka imena za objekte iste vrste su
promenljive. Gornji indeks u funkcijskom i relacijskom znaku oznacava nje-
govu arnost, a donji sluzi za razlikovanje znakova iste duzine. Neke unarne op-
eracije na odgovaraju¢im domenima su recimo Vo log , neke binarne operacije
su +, —. Neke unarne relacije na odgovaraju¢im skupovima su ,,biti paran®,
,biti prost ¢, neke binarne relacije su <, 22, |. Ako je P(x) zapis recenice x ima
svojtstvo P, onda se recenica ,Za svako x, x ima svojstvo P.* oznacCava sa
(Vz)P(x). Oznaka (Yx) se zove univerzalni kvantifikator. Recenica ,Postoji
x tako da x ima svojstvo P.“ oznacava se sa (Jz)P(x). Oznaka (3z) se zove
egzistencijalni kvantifikator. Kada se istice skup na koji se odnosi formula,
onda mozemo na dva nacina simbolicki da zapiSemo recenicu. Na primer
recenicu ,,Svi prirodni brojevi su deljivi sa 1.“ mozemo zapisati kao

(Vz € N)(1]z) ili (Vz)(z € N = 1]z);
A recenicu ,,Postoji prirodan broj deljiv sa 2.“ mozemo zapisati kao

(Jz € N)(2|z) ili (Fz)(z € NA2|z).



U nastavku prikazujemo kako se precizno definisu termi.
1. Promenljive i znaci konstanti su termi.

2. Ako je f funkcijski znak, a ti,...,t, termi, onda je i f"(t1,...,t,)
isto term.

3. Izraz je term samo ako je formiran kona¢nim brojem primena pravila
1.i2.

Ako je R} relacijski znak, a ti,...,t, termi, onda je R(ty,...,t,) atom-
arna formula.
Predikatske formule se definisu na sledeé¢i nacin:

1. Svaka atomarna formula je predikatska formula.

2. Ako su F i G predikatske formule, a x promenljiva, onda su i —.F,
(FAG), (FVQ), (F=G),(F&g), ((Vo)F) i ((3x)F) predikatske

formule.

3. Izraz je predikatska formula samo ako je formiran konacnim brojem
primena pravila 1.1 2..

Potformula predikatske formule je podniz koji je i sam formula.

Oblast dejstva kvantifikatora (Vx) i (Jz) koji se pojavljuje u formuli je
sam kvantifikator zajedno sa najmanjom potformulom koja neposredno sledi
iza njega.

Pojavljivanje promenljive z u nekoj formuli je vezano ako se x javlja u
oblasti dejstva nekog kvantifikatora, inace je slobodno.

Primer 2.1. U sledeéim formulama crvenom bojom su oznacena vezana, a
zelenom bojom slobodna pojavljivanja promenljivih.

o (Vo)a(z) = (3y)B(r,y) V(v)
o (Vz)(a(z) = (Fy)B(z,y) V(1))
o (Vo)(a(z) = Fy)(B(r,y) V()

Promenljiva x je slobodna ili vezana u formuli A ako u njoj ima redom
slobodno ili vezano pojavljivanje.
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2.2 Interpretacija

Interpretacija formule ili skupa formula je uredeni par D = (D, ¢), gde je D
domen interpretacije a ¢ funkcija koja pridruzuje

e svakoj konstanti fiksni element iz D;

e svakom funkcijskom simbolu duzine n neku n-arnu operaciju na D (tj.
funkciju iz D™ u D);

e svakom relacijskom simbolu duzine n neku n-arnu relaciju na D (tj.
podskup iz D").

Primer 2.2. Neka je data formula R(y, f(x,a)), i neka je data interpretacija

D = (N, ¢), gde je N skup prirodnih brojeva, a ¢ = (11 _{_ f) . Tada gornja
formula postaje recenica ,, Prirodan brojy je veéi od x+1 (x je takode prirodan

broj). «
Neka je data formula (Vz)(R23(x,a) = (Jy)(R2(fi(z,y),a))) i posmatra-
gmo interpretaciju D = (R, @), tj. domen interpretacije skup realnih brojeva
2 p2
R, a neka je ¢ = 8 ‘1 R
svaki realan broj x mangi od 0 postoji realan broj y takav da je proizvod x -y
mangi od 0.

. Tada gornja formula postaje recenica ,,Za

Niz elemenata iz domena kojima zamenjujemo promenljive zove se wval-
uacija domena D. Predikatska formula za datu valuaciju postaje tacan ili
netacan iskaz nakon sto se njene slobodne promenljive zamene odgovara-
jué¢im elementima valuacije. Prva formula iz prethodnog primera je tacna za
valuaciju (1,3), ali nije ta¢na za valuaciju (2, 3).

Kazemo da je formula F tacna u interpretaciji D, ako je tacna za svaku
valuaciju iz D. Formula je zatvorena, ako u njoj nema slobodnih promenljivih
(kao druga formula iz prethodnog primera). Zatvorena formula je u svakoj
interpretaciji tacna ili neta¢na recenica, dakle iskaz, bez obzira na valuaciju.
Ako je formula F tacna u interpretaciji D, onda je D model formule F. D je
model za neki skup formula §, ako je svaka formula iz S tacna u interpretaciji

D.
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2.3

Valjane formule

Formula F je valjana ako je tacna u svakoj interpretaciji. To se oznacava na
slededi nacin: = F.

Teorema 2.3. Ako su F i G proizvoljne predikatske formule, onda su sledece
formule valjane:

1. (Vo)F = (3z)F;

2. (Va)(Vy)F < (Vy)(Va)F;

3. (z)(Fy)F < (Fy)(Fr)F;

4. Ba)(vy)F = (Vy)(32)F;

5. (3x)~F < =(Va)F;

6. (Vz)-F < —(3z)F;

7. (V2)(FAG) & (Vo) F A (Va)G;
8. (Fx)(FAG) = (Fx)F A (Fz)G,;
9. (Vx)F VvV (Vx)G = (Va)(F Vv G),
10. (3z)(FVG) < (Jo)F Vv (Ix)G

Dokaz
1. Neka je D proizvoljna interpretacija i v proizvoljna valuacija domena

D. Treba dokazati da vazi sledece tvrdenje: ako je (Vx)F tacna za v,
onda je i (3z)F tacna za valuaciju v. Ako je (Vz)F tatna za v, onda
je formula F tacna za sve valuacije koje se od v razlikuju najvise na
mestu z-a. Jasno je da onda u tom domenu postoji elemenat b tako
da je za valuaciju dobijenu iz v uvrstavanjem elementa b na mesto z-a
formula F tacna. To znaci da je za valuaciju v ta¢na formula (3x)F.

. Formula (Vz)(Vy)F je tatna na nekom domenu D u interpretaciji D i

za valuaciju v ako i samo ako je formula (Vy)JF tacna za svaku valuaciju
koja se od v razlikuje najvise na mestu z-a, ako i samo ako je formula
F tacna za svaku valuaciju koja se od prethodne razlikuje najvise na
mestu y-a, dakle koja se od valuacije v razlikuje najvise na mestima
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x 1y. Sa druge strane, kada se krene od formule (Vy)(Vz)F, na slican
nacin se dobija da je ona tacna za valuaciju v ako i samo ako je formula
F tacna za valuaciju koja se od v razlikuje na mestima y i x. Dakle,
formule (Vz)(Vy)F i (Vy)(Vz)F su tacne uvek za iste valuacije, pa je
ekvivalencija te dve formule valjana formula.

Da se pokaze kako obrnute implikacije u formulama 1,4,8,9 nisu tacne,
dovoljno je na¢i kontraprimer.

1. Neka je domen D = {1,2,3} i F atomarna formula koja predstavlja
unarnu relaciju: x je u relaciji ako je manji od 2.

4. Neka je domen skup prirodnih brojeva, a F atomarna formula koja
predstavlja binarnu relaciju y < x.

8-9. Neka je domen skup prirodnih brojeva, a F i G atomarne formule z je
paran i x je neparan.

Izvod iskazne formule A je predikatska formula dobijena iz A zamenom
svih iskaznih slova predikatskim formulama, pri ¢emu se isto slovo zamenjuje
istom formulom.

Teorema 2.4. [zvod tautologije je valjana formula.

Dokaz. Neka su py,...,p, sva iskazna slova koja se javljaju u tautologiji A
i F predikatska formula dobijena iz A zamenom tih slova redom formula-
ma Fi,...,F,. Neka je data interpretacija D formula F i neka je v jedna
valuacija. Za tu valuaciju formule Fi,...,F, postaju iskazi, njihove istini-
tosne vrednosti obrazuju n-torku simbola T, 1, pa kada se pridruze slovima
D1, - -, Pn, odreduju jednu interpretaciju iskazne formule A. Posto je A tau-
tologija, ona je tacna u ovoj interpretaciji. Ovo vazi za bilo koju valuaciju
proizvoljne interpretacije formule F, pa je ona valjana. |

Teorema 2.5. Formula F je tacna u interpetaciji D ako i samo ako je u tog
interpretaciji tacna i formula (Vx;)F.
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Zadaci iz predikatske logike
1. Ispitati tacnost formula:

a) a’(axa,a)

b) (3r)a?(x * z,a)

c) (Vx)(3y)a®(x x y,a)

u slede¢im interpretacijama (a2, *,a):

L4 D - (N’ :7 +7 1);
e D= (N7:7 y 1)7
e D=(R,=+,0).

2. Nadi bar jedan model i kontramodel za svaku od formula (gde su a.f i
7 relacijski znakovi).

a) (Va)(3z)a(z, 2);
b) (Vz)(Vy)(Vz)(a(z, y) A aly, 2) = a(z, 2));
c) (Vo)(v(z) V B(x)) = (Va)y(z) V (Vo) 5(z).

3. Negirati sledece formule.

) = (Fy)o(z,y));
(p(z,y) & (F)e(f(2,y, 2), 2));
e(z,y) = (V2)p(z, 2).
4. Dokazati:
= (Vz)(P(z) = Q(z)) A (3z)P(z) = (32)Q(z)

gde su P i Q) relacijski znakovi.

5. Dokazati:

= (Vo) (Fy) (P(x) = Q) A (Fz)P(z) = (B2)Q(z)

gde su P i @ relacijski znakovi.
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10.

11.

12.

Dokazati:
= (Vo) (3y) Pz, y) A (Vy)(32)Q(y, 2) = (Va)(3y)(32)(P(z,y) AQ(y, 2))
gde su P i @ relacijski znakovi.
Dokazati:

= =(3x)(M(z) A ~P(z)) A (3z)(S(z) A M(z)) = (32)(S(z) A P(z))
gde su M, P i S relacijski znakovi.

Dokazati:

= (V2)(3y) P(x, y) A (Vo) (Vy) (P(z,y)A=Q(y, v) = P(y,z))
= (Vo)(3y) Py, z) vV (37)(Fy)Q(x, v)

gde su P i @ relacijski znakovi.

Dokazati:

= (V2)(3y) P(f(y, 2, 2), y) AN(3z)(Vy) = P(x, f(y, 2, y))
= (32)(3y)3F2)~(P(f(z,y,2),2) = P(y, f(2,2,2)))

ade je P relacijski, a f funkcijski znak.
Dokazati:
# (Va)(A(z) = B(z)) = —~((F2)A(z) A (G2)~B(x))
gde su A i B relacijski znakovi.
Dokazati:
# (va)(vy) (R(z,y) = R(y.x)) = (Va)R(z, 2)V(¥)(¥y)(v=) (R(z, y)AR(y, =) = R(x,2))
gde je R relacijski znak.
Dokazati:
£ (Vo) Rz, 2)A(V2) (Vy) (R(z, y) = R(y,)) = (Y2)(¥y)(v2) (R(z, y)AR(y, ) = R(x,2))

gde je R relacijski znak.
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13.

14.

15.

16.

17.

Nac¢i model za sledeé¢i skup formula:

{(ve)By)(R(z,y) V R(y, x)), (Vo) ~R(z, x),
(32)(Vy)~R(z,y), (32)(Vy)=R(y, x)},

pri ¢emu je R relacijski znak.

Naci model za slede¢i skup formula:

{(¥2)=R(z, ), (Y2)(3y) R(z,y), ¥2) () R(y, ),
32)(3y) (@ # y A =R(x,y) A=R(y, 2)), (V2)(Vy)=(R(z,y) A R(y, x))},

pri cemu je R relacijski znak.

Dokazati:

e (Vo) (Vy) R(f (2, y),y) vV (Vo) (Vy) Rz, f (2, y))

gde je R relacijski, a f funkcijski znak.

Data je formula (Vz)(a(x) = a(f(x))) gde je o relacijski, a f funkcijski
znak. Dokazati da formula nije valjana.

Dokazati:

7 (32)By) Rz, y) A(Yz) (Vy) (R(z, y) < (32)(R(x, 2)AR(z,9))) = (Fz)R(z, z)

gde je R relacijski znak.
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3 Skupovi

3.1 Skup, podskup, prazan skup

Skup je osnovni pojam za koji se ne daje eksplicitna definicija. Skupovi imaju
elemente, a osnovni odnos izmedu njih i skupova je pripadanje. Da je a
elemenat skupa A belezi se oznakom a € A. Negacija ove formule belezi
se sa a ¢ A iona znaci da a ne pripada skupu A. Ako je P(x) formula
sa slobodnom promenljivom z, onda oznaka {z : P(x)} oznacava skup ¢iji
elementi zadovoljavaju formulu P(x).

Primer 3.1. Oznaka {z : v € Z N 2* = 1} odreduje skup ciji su elementi
brojevi 1 7 —1.

Za skupove A i B definiSe se da su jednaki, u oznaci A = B, ako imaju

iste elemente:
A=B <+ (Vz)(x € A<z € B).

Skup A je podskup skupa B, ako su svi elementi skupa A sadrzani u
skupu B:
AC B« (Vx)(r € A=z € B).

Napomena 3.2. U prethodnim definicijama i u daljem tekstu znak < i tekst
,ako © samo ako “ imaju isti smisao 1 ulogu.

Teorema 3.3. Za proizvoljne skupove A, B, C' vazi
1. A=A;
2. A=B= B=A;
3. A=BAB=C=A=C.

Dokaz.

1. Formula x € A < = € A je izvod tautologije p < p, pa je na osnovu
tvrdenja 2.5 formula (Vz)(z € A < x € A) valjana.

2. Sledi iz tautologije (p < q) < (¢ < p) i tvrdenja 2.5:

A=B+ (V) (zreAsrzeB)« (Vo) (reBsrxe A« B=A.
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3. Tranzitivnost se pokazuje pomocu valjane formule 7. iz teoreme 2.3:
(A=B)AN(B=C) <« (Vx)(re Az e B)AN(Vz)(xr € B& o €
C) < (Vx)((re Ao xe B)A(r € B< z e ()), aodavde sledi
(Vz)(x e Az e ).

|
Teorema 3.4. Za proizvoljne skupove A, B,C vazi
1. ACA;
2. ACBANBCA= A= B;
3. ACBABC(C=ACC.

Ako je BC Ai B # A, kaze se da je B pravi podskup skupa A, u oznaci
B cC A
Razlika skupova A i B je skup A\B koji se definise sa

AB={r:x€ ANz ¢ B}.
Teorema 3.5. Neka su X 1Y proizvoljni skupovi. Tada X\X =Y\Y.

Dokaz. v € X\X oz e XN ¢ X orxeYANr ¢Y < xeY\Y, na
osnovu tautologije p A =p < g A —q. |

Razlika X\ X tako ne zavisi od skupa X. Zato definisemo prazan skup,
u oznaci (). Po ovoj definiciji z € § & x € X Az ¢ X. Buduéi da je desna
strana ekvivalencije kontradikcija, ni za jedno x ne vazi x € (). Prazan skup
dakle nema elemenata.

Teorema 3.6. Za svaki skup X vazi () C X.

3.2 Konstrukcije skupova

Presek skupova A i B je skup koji sadrzi ta¢no one elemente koji se nalaze
istovremeno u oba skupa:

ANB={x:x€ ANz € B}.
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Unija skupova A i B je skup koji sadrzi sve elemente koji se nalaze bar u
jednom od njih:
AUB={x:x€ AVx e B}.

Razlika skupova ve¢ je definisana. Specijalno, ako B C A, onda se razlika
A\ B zove komplement skupa B u odnosu na A i oznacava se sa C4(B). Cesto
se posmatraju isklju¢ivo podskupovi nekog unapred datog skupa U, koji se
zove univerzalni skup. Tada se za B C U, Cy(B) oznacava sa B i zove se
komplement skupa B:

B={z:2¢ B}.

Kolekcija svih podskupova proizvoljnog skupa A zove se partitivni skup
skupa A, u oznaci P(A):

P(A) = {X : X C A}.

Primer 3.7. P({a,b,c}) = {0,{a},{b},{c},{a,b},{b,c},{a,c},{a,b,c}},
P(0) = {0}.

Teorema 3.8. Neka je A skup i X,Y,7Z C A. Tada vazi:
1. XNY=YNX, XUuY=YUX;
2.XNYN2Z)=(XNY)NnZ, XUuYUuZ)=(XUY)UZ;
3 XNYUuZ)=XnNnY)u(XnZ), Xu(YnNnZ)=(XUuY)Nn(XUZ);
4. XNX=X, XUuX=X;
5 XNX=0, XUX = A;
6. XNA=X, XUl=X.
Dokaz. Za vezbu. |

Ako su A i B skupovi, onda se skup svih uredenih parova sa prvom
koordinatom iz A, a drugom iz B zove direktan proizvod skupova A i B, u
oznaci A X B:

Ax B={(a,b):ac ANb€ B}.

Primer 3.9. Ako A=1{0,1} i B ={a,b,c}, onda
Ax B ={(0,a),(0,b),(0,¢),(1,a),(1,b),(1,¢)}
B x A ={(a,0),(a,1),(b,0),(b,1),(c,0),(c,1)}.
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Dakle, u opstem slucaju A x B # B x A.
Direktan proizvod n skupova Ay, ..., A,, uoznaci A; x --- x A,, je skup
uredenih n-torki sa koordinatama iz odgovarajucih skupova:

Ay x - x Ay ={(ay,...,a,) ra; € Ajyi=1,...,n}

Zadaci iz skupova

1. Neka je Askupi X,Y,Z C A. Tada vazi:

a) XNY =YNX,XUY=YUX;

b) XN(YNZ)=(XnNY)NnZ,XU(YUZ)=(XUY)UZ;

c) XNYUZ)=(XNnY)U(XNZ),XU(YNnZ)=(XUuY)N(XUZ),
d) XNX=X,XUX=X;

&) XNX=0,XUX = 4;

f) XNA=X,XU0=X;

g) (XNY)UX=X,(XUY)nX =X.

2. Dokazati da za A, B C U vazi:

a) ACO < A=0;
b) A\ B=ANTB;
c) A=A

d) AnD=0;

e) AUU =U

3. Dokazati da za proizvoljne skupove A i B vazi:
a) A,B C AU B;
b) ANB C A, B.

4. Dokazati da za proizvoljne A, B,C C U vazi:

a) AUBCC& ACCABCC,
b) Ako je A C B, onda vazi:
i) AnC cBNC;
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12.

13.

ii) AuC Cc BUC;,

iii) C\BCC\A.
Dokazati da su sledec¢i uslovi ekvivalentni ako su A i B proizvoljni
podskupovi skupa U.

a) AC B;

b) AU B = B;
c) ANB=A;
d) AnNB=1.

Dokazati da za proizvoljne skupove A, B, C vazi:
a) ANB=AUB,AUB =ANDB;
b) A\ (BNC) = (A\B)U(A\C);
c) A\(BUC) = (A\B)N(A\C);
d) (AuB)\C=(A\C)U(B\(O).
Dokazati da za A, B,C C U vazi:

a) ANA =0, AN) = A, AAU = A;
b) AAB = BAA;

¢) AAB = (AUB)\ (AN B);

d) (AAB)AC = AN(BAC).

Neka je A = {1,2}. Odrediti ANP(A).

. Neka je A ={1,{1}}. Odrediti ANP(A).
10.
11.

Nadi skup A koji ima bar dva zajednic¢ka elementa sa skupom P(A).
Dokazati da za proizvoljne skupove E i F' vazi:

a) P(E)NP(F)=P(ENF);
b) P(E)UP(F) CP(EUF);
c) P(E)UP(F)# P(EUF) u opstem slucaju.

Naéi troelementni skup A koji ima bar dva zajednicka elementa sa

P(A).
Nadi skup A koji ima neprazan presek sa P(P(A)).
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4 Relacije

4.1 Osnovni pojmovi

Ako je A neprazan skup i n prirodan broj, onda je podskup p iz A™ n-arna
relacija na A. Broj n je arnost relacije p. Relacije arnosti 1 su unarne, relacije
arnosti dva su binarne relacije, a arnosti tri su ternare relacije. Za nas su
najinteresantnije binearne relacije. Ako je (z,y) € p, kazemo da je x u relaciji
p sa y, to oznacavamo i na sledeéi nacin: xpy.

Primer 4.1.
e Skup P parnih brojeva je unarna relacija na skupu N.
e Najpoznatije binarne relacije na skupu N su <, <, =, |...
o Skup {(z,y,z) : 2* + y* = 2%} je ternarna relacija na R.

Nadalje, kad kazemo relacija, uvek mislimo na binarnu relaciju sem ako
nije drugacije naglaseno.

Prazan skup kao podskup iz A% je prazna relacija na A. Ceo skup A? je
puna relacija na A. Relacija A = {(z,x) : x € A} zove se dijagonalna relacija
na skupu A. Ako su p i 6 relacije na A, onda je

e pNO={(z,y): (x,y) € pA(z,y) €0}
o pUl={(z,y): (z,y) €pV(z,y) €}
o p={(z,y): (x,y) & p};
e pCo<=((z,y) €p=(v,y) €0);
o pl={(y,2): (,9) € p}.

Primer 4.2.

Na skupu N <N >= A, <U >= N?;

Na skupu N < =>, < 1=>.
Na skupu N A C|C<.
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Kompozicija relacija p i 6 na skupu A je relacija p o na A definisana na
slede¢i nacin:
pold ={(z,y): (32)((x,2) € pA(z,y) €0)}.
Primer 4.3. Neka je A = {a,b,c,d} i p = {(a,b),(a,c),(a,d),(bd)} 16 =
{(b,0), (b,¢), (d, )} Tada
pol = {<a7 a)? (a’ C)v <b7 C)};
fop= {(b7 b)’ (b7 C)> (b’ d>}

Dakle, u opstem slucaju kompozicija nije komutativna. Komutativnost
vazi samo u nekim specijalnim sluc¢ajevima.

Teorema 4.4. Ako je p C A%, onda je po A= Nop=np.

Dokaz. (z,y) € po A ako i samo ako (32)((z,2) € p A (z,y) € A). Ako
postoji elemenat oznac¢en sa z, onda to moze biti samo y, (jer (z,y) € A)
i obratno, elemenat y garantuje postojanje trazenog z. Zato je poslednja
formula ekvivalentna sa (z,y) € p A (y,y) € A, odnosno (z,y) € p. Slican je
dokaz i druge jednakosti. [

Teorema 4.5. Kompozicija relacija je asocijativna, tj. za p,0,0 C A? vaZi
po(oc)=(pob)oo.

Teorema 4.6. Za proizvolje relacija p, 0,0 na A vazi:
1. po(Uc)=(pol)U(poo); (pUb)oog=(poo)U(foo);
2. po(@Nno)C(pob)N(poo); (pNbh)oc C(poa)N(foo);
3. (puUl)yt=ptuet;

4. (pNO)~=ptno
5. (pof)t=0"1op;
6. (p=) ' =p;
7.(p)7 = (V).
Dokaz. Za vezbu. [ |

Teorema 4.7. Ako su p, 0,0 relacije na A, onda vazi: p C0 = cop C ool
1pCO=poocChoo.

Dokaz. Za vezbu. [ ]
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4.2 Relacija ekvivalencije i relacija poretka
Relacija p na skupu A je

o refleksivna ako i samo ako za sve x € A vazi (z,z) € p, odnosno ako i
samo ako A C p;

e simetricna ako i samo ako za sve x,y € A vazi (z,y) € p = (y,z) € p,
odnosno ako i samo ako p C p~1;

e tranzitivna ako i samo ako za sve x,y,z € A vazi (z,y) € pA (y,2) €
p = (x,z) € p, odnosno ako i samo ako po p C p.

Relacija p na A koja je refleksivna, simetricna i tranzitivna je relacija
ekvivalencije na A.

Neka je p relacija ekvivalencije na A i a € A. Klasa ekvivalencije za a je
skup [a], = {z : apz} a skup A/p = {[z], : x € A} se zove kolicnicki skup.

Teorema 4.8. Neka je p proizvoljna relacija ekvivalencije na A i x,y € A.
Tada

1. [z], # 0;
2 (2o Nyl # 0= [al, = [y,
3. Hlz], -z € A} = A.
Dokaz.
1. Za svako x iz A je zbog refleksivnosti zpz. Otuda bar = € [z],.

2. Pretpostavimo da z € [z], N [y],. Odatle zpz i ypz. Koristedi to, kao i
osobine relacije ekvivalencije, dokazujemo da su klase [z], i [y], jednake.
Ako u € [z],, onda zpu, odnosno upx. Kako je zpz, sledi upz, a zbog
zpy je upy, odnosno ypu. Dakle, u € [y],, tj. [x], C [y],. Analogno se
pokazuje i obratna inkluzija, pa vazi jednakost klasa.

3. Svaki x € A je u klasi [z],, zato je A podskup unije klasa, obrat je
oc¢igledan.
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Kolekcija nepraznih, u parovima disjunktnih podskupova skupa A, ¢ija
je unija A, zove se particija (razbijanje) skupa A. Skupovi koji obrazuju
particiju su njene klase. Koli¢nicki skup je tako jedna particija skupa A.
Kaze se i da relacija ekvivalencije razbija skup na klase ekvivalencije.

Ne samo da klase ekvivalencije date relacije ekvivalencije obrazuju parti-
ciju, nego i obratno: particija na skupu A odreduje relaciju ekvivalencije.

Teorema 4.9. Neka je I particija nepraznog skupa A. Definisemo na A
relaciju pr; na sledeci nacin: xpny ako i samo ako x @y pripadaju isto] klasi
particije I1. Tada je pn relacija ekvivalencije na A.

Dokaz. Sledi neposredno iz gornje definicije relacije pry. [

Teorema 4.10. Neka je p relacija ekvivalencije na A, a py relacija ekvi-
valencije koja odgovara particiji A/p. Tada je p = p;. Obratno, neka je 11
particija skupa A i pp odgovarajuéa relacija ekvivalencije. Tada A/pn = 1.

Dokaz. Direktno iz definicije. |

Relacija p na skupu A je antisimetricna ako i samo ako za sve x,y € A
vazi (z,y) € pA (y,x) € p= x =y, odnosno ako i samo ako pNp~1 C A.

Relacija p na A koja je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna je relacija
poretka na A. Ako je p relacija poretka na A, onda se kaze da je A ureden
relacijom p. Uredeni par (A, p) tada se zove uredeni skup. Poredak p na A je
linearan ako za sve x,y € A vazi zpy ili ypx.

Uredeni skupovi mogu se predstavljati dijagramima. Elementi skupa A
predstavljaju se kao tacke u ravni i to tako da se xpy obelezava spojnicom od
x ka y, pri ¢emu je na crtezu x nize od y. Ne oznacava se xpx, niti rpz ako
postoje spojnice zpy i ypz. Na sledecoj slici su dijagrami tri kona¢na uredena
skupa. Prvi je linearno uredeni skup ({1, 2, 3,4}, <). Druga je kolekcija cetiri
podskupa skupa {a, b, ¢, d} uredena inkluzijom. Treéi je ({1,2,3,4,5,6},]).

slika :)

Neka je (A, p) uredeni skup.

e Elemenat a € A je minimalan, ako ne postoji x € A tako da x # a i
xrpa;

e Elemenat a € A je maksimalan, ako ne postoji x € A tako da x # a i
apw;

e Elemenat a € A je najmangi, ako za sve x € A vazi apx;
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e Elemenat a € A je najveci, ako za sve x € A vazi zpa.

Primer 4.11. U prvom uredenom skupu elemenat 1 je i minimalan i naj-
mangi, a 4 i maksimalan i najveéi. U drugom uredenom skupu elementi {a}
i {b} su minimalni, a {a,b,c} i {a,b,d} maksimalni, nagmangi i najveéi el-
emenat ne postoji. U trecem uredenom skupu elemenat 1 je 1 minimalan 1
najmangi, elementi 4, 5 1 6 su maksimalni, a najveéi ne postoji.

Zadaci iz relacija

1. Dokazati da za proizvoljne relacije p, 0,0 na A vazi:

a) po(§Uo)=(pof)U(poa); (pUbh)oog=(poa)U(foo);
b) po(0no)C(pob)N(poa); (pNB)oa C(poa)n(foo);
c) (pud)t=ptusl

d) (pno)~t=ptnoY

e) (pof)™t=0"op;

£) (0" =p;

g) )=

2. Ako su p, 0,0 relacije na A, dokazati da vazi: p C 60 = cop Coofi
pCl=poocChoo.

3. Odrediti da li su sledece relacije na A = {1, 2, 3} refleksivne, simetri¢ne,
anitisimetricne, tranzitivne:

a) {(1,1),(2,2)};

b) {(1,1), (1,3)};

c) {(2,2),(1,3),3,1)};

d) {(1,2), (1,3)};

e) {(1,1),(2,2),(3,3),(1,3),(2,3)};
f) {(1,1),(2,2),(3,3)}-

4. Koje od sledeé¢ih relacija su relacije ekvivalencije:

a) paralelnost pravih;
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b) normalnost pravih;

¢) podudarnost trouglova;

d) relacija =,C N2, m € N, gde a =, b ako i samo ako m | (a — b).

. Data je relacija p = {(2,2),(2,3), (5,3)} na skupu A = {1,2,3,4,5}.

a) Odrediti najmanju relaciju ekvivalencije na A koja sadrzi p i naéi
klase ekvivalencije;

b) Odrediti najmanju relaciju poretka na A koja sadrzi p i nacrtati

odgovarajuc¢i Hase-dijagram.

. Ako je PP skup svih parnih brojeva, relacija ~ na Z je definisana sa
x ~ y ako i samo ako je z +y € P. Da li je ~ relacija ekvivalencije i
ako jeste, sta su klase ekvivalencije?

. Neka je p relacija ekvivalencije na skupu A, 6 relacija ekvivalencije na
B i 7 relacija na A x B definisana sa (z,y)7(u,v) ako i samo ako xpu
i y0v. Dokazati da je T relacija ekvivalencije na A x B.

. Koja od navedenih relacija su parcijalna/linearna uredenja:

a) <naN, Z Q R;
b) C na P(A) za proizvoljno A;
c) | na N, Z.
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10.

11.

Dokazati da svako parcijalno uredenje ima najvise po jedan najmanji i
najveci elemenat.

Nacrtati Hase-dijagram za sledece uredene skupove:

a) ({1,2,...,12},|);
b) (N, <);
c) (P(A),C) za A=/{a,b,c}.

Odrediti specijalne elemente za uredene skupove iz prethodnog zadatka.
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5 Funkcije

5.1 Osnovni pojmovi

Neka su A i B proizvoljni neprazni skupovi. Tada se f C A x B zove funkcija
iz A u B ako i samo ako za svako x € A postoji tacno jedno y € B tako
da (z,y) € f. (z,y) € f se belezi sa f(z) = y. Elemenat x je original, a y
njegova slika. Skup A se zove domen funkcije f, a B kodomen. Skup

f(A)={y € B:y= f(x),za neko x € A}

je podskup kodomena koji se zove skup slika. Da je f funkcija iz A u B
oznacava se sa f : A — B, a koristi se i oznaka f : z — f(x). Funkcije
fCAXxBigCCxDsujednake ako je A=C, B=Di f =g. Ako je
f:A— Bi X neprazni podskup iz A, onda se definiSe nova funkcija, ¢iji je
domen X, u oznaci f|x : X — B, tako da je za v € X f|x(z) = f(z). flx
je restrikcija funkcije f na X.

Neka su dati skupovi A, B i C' i funkcije f : A - Big: B — C.
Uzastopnim primenom ovih funkcija dobija se kompozicija funkcija f i g u

oznaci g o f. To je funkcija iz A u C' definisana sa

go flx) =g(f(x)).

Funkcija I : A — A definisana sa [4(x) = z za sve x € A zove se
identicka funkcija ili identicko preslikavanje.

Teorema 5.1. Neka je f: A— B. Tada je folgs=filgof=f.

Dokaz. Domen funkcije f o I4 je A, a kodomen B. Dalje, f o [4(z)
f(Ia(x)) = f(x). Dokaz druge jednakosti je slican.

Teorema 5.2. Nekaje f: A— B,g: B—C 1h:C — D. Tada je

ho(gef)=(hog)of.

Dokaz. Domen obe funkcije ho(go f)i(hog)of je A, akodomen D. Dalje, za
x € Aho(go f)(x) =h(gof(x)) =hlg(f(x)),i(hog)o f(z) = hog(f(x))) =
h(g(f(x))). |
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Funkcija f : A — B je injektivna, injekcija, ,,1-1“ ako ispunjava uslov: iz
x1 # 9 sledi f(z1) # f(x2). Funkcija f : A — B je je sirjektivna, sirjekcija,
,na“ ako ispunjava uslov: za svako y € B postoji x € A tako da je y = f(x).
Funkcija f : A — B je bijekcija ako je istovremeno sirjekcija i injekcija.

Teorema 5.3. Nekaje f: A— Big: B — C.
1. Ako su f i g injektivne, onda je i g o f injektivna funkcija.
2. Ako su f i g sirjektivne, onda je i g o f sirjektivna funkcija.

Dokaz. 1. Neka 1 # z5. Tada, posto je f injekcija sledi f(x1) # f(x2).

Iz ovoga sada, posto je g injekcija sledi g(f(z1)) # g(f(x2)), paje go f
injektivna funkcija.

2. Neka je z € C. Posto je g sirjektivna funkcija postoji y € B tako da
g(y) = z. Sada za y € B zbog sirjektivnosti funkcije f postoji x € A
tako da f(x) = vy, tj. sveukupno g(f(z)) = z pa je g o f sirjektivna
funkcija.

|

Posledica 5.4. Ako su f : A — B i g: B — C bijekcije, onda je i go f :
A — C bigekcija.

Teorema 5.5. Nekaje f: A— Big: B— C.
1. Ako je g o f injektivna funkcija, onda je i f injekcija.
2. Ako je g o f sirjektivna funkcija, onda je i g sirjekcija.
Dokaz. Za vezbu. [

Teorema 5.6. Neka je data funkcija f : A — B. Postoji najvise jedna
funkcija g : B — A takva da vazi go f =14 i fog=Ig.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoje dve funkcije g; : B — A 1 gs :
B — A sa navedenim osobinama, tj. takve da vazi gy o f = I, fog, = Ip,
g0 f =14, fogs=1Ip. Tada prema teoremama 5.1 i 5.2 imamo

gi=qolp=qgo(fog)=(gi0of)oga=140¢2=go.
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Na osnovu ovog tvrdenja uvodimo slede¢u definiciju i novu oznaku. Neka
je f: A — B. Ako postoji funkcija f~!: B — A, sa osobinama f~lo f =1,
i fof!=1Ig, ondaje f~! inverzna funkcija funkcije f.

Teorema 5.7. Funkcija f ima inverznu funkciju ako i samo ako je f bijek-
cija.

Dokaz. Pretpostavimo da f : A — B ima inverznu funkciju f~!. Dokazujemo
da je f bijekcija. Iz fo f =141 fo f~! = Ip i ¢injenica da su I, i Ip
bijekcije, prema teoremi 5.5 sledi da je f bijekcija.

Obratno, pretpostavimo da je f bijekcija iz A u B. Definisemo funkciju
7' : B — A na sledeéi nacin. Za y € B f~'(y) = x ako i samo ako
f(z) = y. Funkcija f~! je dobro definisana jer je f injekcija i sirjekcija.
Dokazujemo da f~! ima svojstvo inverzne funkcije. Neka je € A. Tada je
Frof(@) = F (@) = f(y) =2 = La(e), ti. f o f = L4. Akojey € B,
ondaje fo f~Hy) = f(f7'(y) = f&) =y =1Ip(y). tj. fof'=Ip. W

Teorema 5.8. Neka je f~!: B — A inverzna funkcija funkcije f : A — B.
Tada vazi

1. {71 je bijekcija;
2. (f ) t=¢
Dokaz.

1. Kako je fo f~! = Ig, a I injekcija, po teoremi 5.5 f~! je injekcija.
Slicno, kako je f~'o f = I4, a 14 sirjekcija, opet po teoremi 5.5 f~! je
sirjekcija.

2. Kako je f~! : B — A bijekcija, ima inverznu funkciju koja preslikava
Au B. Iz jednakosti f~o f = I4 i fo f~! = Ip, kao i Einjenice da
je inverzna funkcija jedinstvena, sledi da je inverzna funkcija za f~1
upravo f.

Neka je f proizvoljna funkcija iz A u B. Definisemo na skupu A relaciju
ker f na slededi nacin: zker fy ako i samo ako f(z) = f(y). Relacija ker f zove
se jezgro funkcije f.
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Teorema 5.9. Jezgro funkcije f: A — B je relacija ekvivalencije na skupu
A.

Dokaz. Dokaz sledi direktno iz definicije. |

Kolekcija svih funkcija iz skupa A u skup B oznacava se sa B4. Funkcija
fiz Nu A, gde je N skup prirodnih brojeva, a A proizvoljan neprazan skup
ZOVe Se Miz.

5.2 Ekvivalenti skupovi, kardinali

Skup A je ekvivalentan sa skupom B, u oznaci A ~ B ako i samo ako postoji
bijekcija f: A — B.

Primer 5.10. 1. Skupovi {1,2,3} i {a,b,c} jesu ekvivalentni, dok {1,2}
i {a,b,c} nisu, jer ne postoji nijedna bijekcija iz {1,2} u {a,b,c}.

2. Skup prirodnih brojeva N i skup svih parnih brojeva Np su ekvivalentni,
jedna bijekcija izmedu njih je f : N — Np data sa f(n) = 2n.

3. Intervali realnih brojeva A = [0,1] i B = [5,7] su ekvivalentni. Funkcija
f A — B, data formulom f(x) =2z +5 je bijekcija iz A u B.

Teorema 5.11. Ako su A, B i C' proizvoljni skupovi, onda vazi:
e A~ A;
e iz A~ B sledi B~ A;
e akoje A~ B iB~C, ondaje A~ C.
Dokaz. Direktno iz definicije. [

Skup je beskonacan ako je ekvivalentan sa nekim svojim pravim pod-
skupom. Skup koji nije beskonacan je konacan. Ako je skup ekvivalentan sa
skupom prirodnih brojeva, onda je prebrojiv.

Teorema 5.12. Skup celih brojeva Z je prebrojiv.
Dokaz. Funkcija f : Z — N data sa

2z + 1, ako je x > 0;
flz) = .
—2x, ako je x < 0.

je bijekcija. [ |
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Teorema 5.13. Skup racionalnih brojeva Q je prebrojiv.
Teorema 5.14. Nijedan skup nije ekvivalentan sa svojim partitivnim skupom

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da za neki skup A postoji bijekcija f iz
Au P(A). Uocimo skup

B={xecA:x¢ f(x)}.

B je podskup iz A. Po pretpostavci postoji b € A takav da je f(b) = B. Za b
postoje dve moguénosti: b € B, ili b ¢ B. Obe moguénosti daju kontradikciju.
|

Teorema 5.15. Skup realnih brojeva je ekvivalentan sa partitivnim skupom
prirodnih brojeva.

Skup realnih brojeva, dakle, nije prebrojiv, kazemo da je neprebrojiv.

Teorema 5.16. Svi intervali realnih brojeva su medusobno ekvivalentni i
ekvivalentni su sa celim skupom realnih brojeva.

Dokaz. Za vezbu. [ |

Svakom skupu A pridruzuje se kardinalni broj, tako da vazi A i B imaju
isti kardinalni broj ako i samo ako A ~ B. Precizna definicija kardinalnog
broja je van ovog kursa. Kardinalni broj konac¢nog skupa jednak je broju
elemenata tog skupa. Kardinalni broj prebrojivog skupa je Yo (alef nula).
Skupovi N, Z, @ dakle imaju kardinalni broj Ny. Kardinalni broj skupa real-
nih brojeva R oznacava se sa ¢ (kontinuum). Na osnovu teorema 5.14 i 5.15
sledi Wy # c.

Zadaci iz funkcija

1. Dopuniti sledeée skupove f C A x B do funkcije, ako je A = {1,2,3,4}
i B=1{1,2,3}, a zatim odrediti da li su injekcije, sirjekcije, bijekcije:

a) {(17 1), (2, 3)7 (37 2)};
b) {(2,1),(2,2),(3,3)}.

2. Ispitati da li su sledec¢e funkcije injekcije, sirjekcije, bijekcije:

a) f:R — R definisana sa f(x) =2z — 1;
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b) g:R — R definisana sa g(z) = z? — 5z — 10;
¢) h:R — R definisana sa h(z) = 2%

I

d) k:R%Rdeﬁnisanasak(x):{ 3§+2 reQ

x z¢Q
3. Neka je f: A— Big:B — C. Dokazati:
a) Ako je g o f injektivna funkcija, onda je i f injektivna. Dalii g
mora biti injektivna?
b) Ako je g o f sirjektivna funkcija, onda je i g sirjektivna. Da lii f
mora biti sirjektivna?

4. Nekaje f: X - Y, A BC X, C,D CY. Tada vazi:

a) ako je A C B, onda f(A) C f(B);
b) ako je C C D, onda je f~1(C) C f~Y(D)

)

)

) f(AUB) = f(A)U f(B);
d) f(ANB) C f(A)N f(B);

)

)

)

)

C

(
e) fFHCUD)=fHC)U f (D)
f) f7(CnD)=fHC)n f~HD);
g AQf f(A));

h
5. Odrediti kerf za f : Z — 7 definisanu sa f(x) = |z|.

6. Data je funkcija f : A — B. Dokazati da je f injekcija ako i samo ako
kerf = AA.

7. Dokazati da su svi intervali realnih brojeva medusobno ekvivalentni i
da su ekvivalentni sa celim skupom realnih brojeva.
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6 Grupe

6.1 Osnovni pojmovi

Ako je A neprazan skup i n € N, onda se funkcija f : A" — A zove operacija
na A.
Uredeni par (G, -), gde je G neprazan skup se zove grupa, ako

e - je binarna operacija na G}
e zasve r,y,z € G jeispunjeno z - (y-2) = (x - y) - z;

e postoji u G neutralni elemenat e tako da za svako x € G vazi x - e =
e-x=u,

e za svako x € G postoji inverzni elemenat y € G, tako da je z -y =
y-x = e, gde je e neutralni elemenat iz prethodne tacke.

Primer 6.1. (Z,+) jeste grupa, (N,+) nije grupa jer (izmedu ostalog) ne
postoji u njoj neutralni elemenat, (Ng,+) nije grupa, jer sem 0 nijedan el-
emenat nema inverzni, (N, —) isto nije grupa jer (izmedu ostalog) — nije
operacija na skupu N.

Ako u nekoj grupi (G, -) za sve x,y € G je ispunjeno z -y = y - x, onda
kazemo da je (G, -) Abelova grupa.

Teorema 6.2.

1. U svakoj grupi (G, -) neutralni elemenat je jedinstven.

2. U svakoj grupi (G, -) inverzni elemenat svakog elementa je jedinstven.
Dokaz.

1. Pretpostavimo suprotno, da imamo bar dva neutralna elementa, neka
su oni e; 1 ey. Tada imamo e; = e - €3 = es.

2. Opet pretpostavimo suprotno, neka elemenat z ima dva inverzna ele-
menta y i z. Neka je e neutralni elemenat grupe G. Tada vaziy = y-e =
y-(x-2)=(y-x)-z2=e€-z2=2.

35



Najcesce oznake za operacije u grupi su - i +. Prvo oznacavanje je mul-
tiplikativno, a drugo aditivno. U multiplikativnoj notaciji neutralni elemenat
se ¢esto se oznacava sa 1, a inverzni za a sa a~!, dok u aditivnoj notaciji
neutralni elemenat se oznacava sa 0, a inverzni za a sa —a.

Iz jedinstvenosti inverznih elemenata i jednakosti z - 27! = 271 -2 = e,
sledi da je inverzni elemenat za z~! je bas z. Drugim re¢ima, (z71)™! = x za

svako z € (.

Teorema 6.3. U svakoj grupi (G,-) za a,b € G jednac¢inea-x =biy-a=1>b
imagu jedinstvena reSenja po x odnosno y.

Dokaz. Jedno reSenje jednacine a -z = b je a~! - b. Zaista, a - (a7! - b) =

(a-a™')-b=e-b="0b. Oznacimo sa c elemenat a~! - b. Pretpostavimo da je
i neko d € G reSenje, tj. dajea-d=5b. Tadajed=e-d=(a"'-a)-d=
al(a-d)=at b=c, pa je resenje jedinstveno. [ |

Ako je grupa konacna, onda se ova jedinstvenost resenja gornjih jednacina
prepoznaje u njenoj Kejlijevoj tablici: u svakoj vrsti i koloni, svaki elemenat
grupe javlja se tac¢no jednom.

Posledica 6.4. Za proizvoljne elemente a, b i ¢ grupe (G, ) ispunjeno je
1za-c=0b-c sledi a = b,
izc-a=c-bsledi a=>.

Dokaz. Sledi neposredno iz jedinstvenosti resenja jedna¢ina navedenih u teo-
remi 6.3. |

Za elemenat x grupe G kazemo da je idempotentan ako je ispunjeno x-x =
x. Vazi sledece.

Lema 6.5. U grupi (G, -) jedini idempotentan elemenat je neutralni elemenat
e.

Dokaz. Lako se vidi da je e zaista idempotentan. S druge stane, ako je za
neki elemenat x ispunjeno je z - x = x, tada v = z-e = z- (v - 27! =

(- z)- o t=z-27'=e |
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Ako je (G,-) grupa i H neprazni podskup iz G, onda je (H, ) podgrupa
grupe G, ako je (H,-;) grupa i -1 je restrikcija operacije - na skup H x H.
Uobicajeno je da se podgrupa grupe (G, -) oznacava sa (H,-), odnosno da
operacija - i njena restrikcija imaju istu oznaku. Da je H podgrupa grupe G,
oznacava se Cesto i sa H < G.

Teorema 6.6. Za podgrupu H grupe (G,-) ispunjeno je:
1. neutralni elemenat v H poklapa se sa neutralnim elementom iz G;

2. ako je a € H, onda se inverzni elemenat za a uw H poklapa sa inverznim
elementom za a u G.

Dokaz.

1. (H,-) je grupa, pa ona ima neutralni elemenat e, za koji vazi e;-e; = e;.
Kako je e; € GG, a u grupi je samo neutralni elemenat idempotentan
(teorema 6.5), sledi e; = e.

2. Neka je a™! inverzni elemenat za a u G. Zbog jedinstvenosti inverznih
elemenata u GG, samo je a~! reSenje jednacine a-x =eiz-a = e, pa je
dokazan i ovaj deo.

Teorema 6.7. Neprazan podskup H, grupe (G,-) je njena podgrupa, ako i
samo ako su ispunjena sledeca dva uslova:

a) Ako a,b € H, ondaa-b € H.
b) Akoa € H, ondaa™' € H.

Dokaz. Neka je H podgrupa u G. Uslov a) vazi jer je operacija u podgrupi
restrikcija operacije u grupi. b) je ispunjeno na osnovu teoreme 6.6.
Obratno, pretpostavimo da je za neprazni podskup H iz G ispunjeno a)
ib). Iz a) sledi da je restrikcija operacije - iz G na uredene parove iz H
operacija na H. Dokazujemo da neutralni elemenat e pripada H. Kako je H
neprazan, postojia € H. Premab) a™' € H, odakle, premaa) a-a™' =e € H.
Asocijativnost se prenosi na podskup, pa je (H,-) grupa. [ |

Gornja karakterizacija podgrupe moze se formulisati kao jedinstveni uslov:
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Teorema 6.8. Neprazan podskup H grupe G je njena podgrupa ako i samo
ako iz a,b € H sledia-b~' € H.

Dokaz. Ako je H podgrupa i a,b € H, onda na osnovu dela b) prethodnog
tvrdenja, b~! € H, a prema a), a- b~ € H.

Obratno, pretpostavimo da uslov tvrdenja vazi. Tada za neko a € H (H
je neprazan), e = a-a~' € H. Tadaiz a € H sledi e-a™' = a7 € H.
Ispunjen je uslov b) iz prethodne teoreme. Dokazujemo da vazi i uslov a).
Neka je a,b € H. Tada b~' € H i odatle a- (b™')"' = a-b € H. Na osnovu
prethodne teoreme, H je podgrupa grupe G. [ |

U svakoj grupi (G, -) podgrupe su bar {e} i sama grupa G, to su trivijalne
podgrupe.

6.2 Simetricna i ciklicna grupa

Sve bijekcije A — A na nekom nepraznom skupu A obrazuju grupu u odnosu
na kompoziciju funkcija. Naime, kompozicija dve bijekcije je takode bijekcija,
kompozicija funkcija je asocijativna, neutralni elemenat je identicka funkcija,
a inverzni elemenat za f je f~!. Ako skup A ima n elemenata, ova grupa se
oznacava sa S, 1 zove se simetricna grupa S,. Primetimo da grupa S, ima
n! elemenata.

Neka su (G,-) i (H,x*) dve grupe. Funkcija f : G — H je homomorfizam
grupe G u grupu H, ako za sve x,y € G vazi

flx-y) = f(x)* f(y).

Poslednju jednakost jos formulisemo kao saglasnost funkcije f sa operacijama
u G i H. Homomorfizam f : G — H koji je i bijekcija zove se izomorfizam
grupe G na grupu H. Za grupe G i H kazemo da su izomorfni ako postoji
izomorfizam iz G u H. Ako je G izomorfan sa H, pisSemo G = H, odnosno
(G7 ) = (H7 *)

Teorema 6.9. Svaka konacna grupa G reda n izomorfna je sa nekom pod-
grupom simetricne grupe Sy

Dokaz. Svaki elemenat a grupe G definiSe jednu bijekciju na skupu elemenata
te grupe; to je funkcije m, : © — ax. Zaista, ako je x # y, onda je na osnovu
posledice 6.4 ax # ay, pa je 7, injekcija. Ako je y € G, onda je za v = a™ly,
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7.(r) = ma(a™ly) = aa"'y = y, pa je m, sirjekcija. Za svako a € G, 7, je
tako jedna bijekcija, tj. permutacija skupa G.
Neka je [lg = {7, : a € G}. Pokazujemo dve stvari:

1. Tl u odnosu na kompoziciju je podgrupa grupe S,,.
2. Grupa G izomorfna je sa grupom Il.

1. myomy =7a € lg, jer je za x € G, m, 0 mp(x) = mo(mp(x)) = 7o (bx) =
abr = (1) Za v € G, Ty 0 Te-1(x) = To(ma-1(2)) = Tala ') =
aa"'x = x, pa je m,—1 inverzna permutacija za 7, i ona pripada skupu
[l (primetimo da je neutralni elemenat permutacija 7., za koju je
Te(T) = ex = x).

Prema teoremi 6.7, Il je podgrupa grupe S,,.

2. Preslikavanje F' : a — m, je bijekcija iz G na Ilg. Zaista, iz a # b

sledi ax # bz (zbog kancelacije), pa je m, # m, tj. F je injekcija.

Sirjektivnost je ocigledna, na 7, se preslikava elemenat a. S obzirom da
je F(ab) = my, = w4 0 mp, = F(a) o F(b), F je izomorfizam.

Za n € N, n-ti stepen elemenata a, u oznaci a”, jea-a-----a, gde se a

ponavlja n puta. Ako je a elemenat grupe (G, ), onda se jos definise a® = e

ia™ = (a=!)™. Skup svih stepena elementa a grupe G' oznacavamo sa (a).
Teorema 6.10. Ako je G grupa, onda je (a) podgrupa.

Dokaz. {a) je neprazan podskup iz G, jer sadrzi bar a' tj. a. Dalje, po defini-
ciji stepena je a™-a" = a™*", a inverzni elemenat za a" je a=". Prema teoremi
6.7 (a) je podgrupa grupe G. [

Ako je G = {(a) za neko a, grupa G je ciklicna.

6.3 Lagranzova teorema, normalne podgrupe

Teorema 6.11. Ako je H podgrupa grupe G, onda je relacija 6y na G,
definisana sa
adyb ako i samo ako ab™t € H

relacija ekvivalencije.
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Dokaz. Za svako a € G, ispunjeno je adga, jer je aa™! = e € H. Ako je
adgb, onda je ab™! € H, pa je i (ab™')~' € H. Kako je (ab™')™' = ba™!,
sledi bdga. Ako je adgyb i bdyc, onda je ab™! € H i be™! € H. Odatle je
(ab™1)(bc™') = a(bb™')c = ac™' € H, pa vazi adyec. |

Klase ekvivalencije relacije 6 se mogu opisati na slede¢i nacin.
Ako je H podgrupa grupe G' i a € GG, onda se skup

Ha={ha:he H}

zove desna klasa razlaganja grupe G po podgrupi H, za a € G, ili krace,
desni koset.
Desne klase obrazuju particiju grupe G, to sledi iz naredne teoreme.

Teorema 6.12. Ako je H podgrupa grupe G i Ha desna klasa elementa a,
onda je za svako x € G ispunjeno

x € Ha ako i samo ako zdga.

Dokaz. Ako x € Ha, onda je z = ha zaneko h € H, paje ra™' = (ha)a™ =
h(aa™) = h, tj. za™' € H, odakle zdga. Obratno, ako je xdga, onda je
xa~' € H, paje xa~! = h za neko h € H, odnosno xa~‘a = ha, tj. = ha, i
najzad z € Ha. [

Zato vazi adgb ako i samo ako Ha = Hb. Drugim rec¢ima, klase ekviva-
lencije relacije dy poklapaju se sa desnim klasama po H: Ha = [a]s,, .
Analogno se za datu podgrupu H definise relacija \g:

alyb ako i samo ako a™'b € H,
a takode i leva klasa aH za a € G:
aH ={ah:h e H}.

Slicno kao gore, vazi a\gb ako i samo ako aH = bH, a to znaci da se
klase ekvivalencije relacije Ay poklapaju sa levim klasama po H.

Lema 6.13. Ako je H podgrupa grupe G i a € G, onda je preslikavanje
04 - h — ha bijekcija iz H na desnu klasu Ha.

Dokaz. Ako su hy i hy elementi podgrupe H i a € G, onda iz hia = hoa
sledi hy = hs, na osnovu zakona kancelacije. Zato je o, injekcija. Za ha € Ha
jasno je da vazi o,(h) = ha, tj. o, je i sirjekcija. |
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Sledi znacajno svojstvo konacénih grupa, tzv. Lagranzova teorema.
Teorema 6.14. Red konacne grupe deljiv je redom svake njene podgrupe.

Dokaz. Neka je n red grupe, a m red podgrupe H. Desne klase po H obrazuju
particiju skupa G. Grupa je konac¢nog reda, pa i klasa ima konatno mnogo,
tj. G=HUH, U---UHay_y, gde su ay,...,a,_1 neki razliciti elementi iz
G. Na osnovu prethodne leme, svaka klasa ima isti broj elemenata kao H.
Zato n =k -m, pa m deli n. [

Red elemenata a u grupi G definise se kao red podgrupe (a) generisane
sa a. Odavde neposredno sledi sledece svojstvo.

Posledica 6.15. U grupi konacnog reda red elemenata je delilac reda grupe.

U opstem slucaju Ha # aH, tj. desna i leva klasa po podgrupi H za isti
elemenat se razlikuju. Podgrupa H grupe G je normalna, ako za svako a € G

vazi jednakost Ha = aH. Da je H normalna podgrupa grupe GG oznacava se
sa H<@G.

Zadaci iz grupa

1. Proveriti da li je grupa:

a) (Z,+), (@, +), (R\{0},+), (R, +);
b) (@\ {0}, ), (R\ {0},;
c¢) Skup svih bijekcija na nepraznom skupu S u odnosu na o;
d)
)

e) (P(S),L);
f) (Z)=,,,+m)-

Klajnova grupa;

2. Dokazati da za svako n € N postoji grupa reda n.

3. Akosu G = (G,-) i H= (H,x) grupe ,onda je i G x H= (G x H,®)

grupa, pri ¢emu je operacija ® definisana sa:

(a,b) ® (¢,d) == (a-c,bxd).
4. Neka je (G, -) grupa. Dokazati da za sve =,y € G vazi
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v lyr =yt Ay lay =2 = rt = Yyt =e.

5. Nadi sve podgrupe Klajnove grupe.
6. Dokazati da je presek dve podgrupe grupe G takode podgrupa od G.

7. Dokazati da je H U K podgrupa grupe G, gde su H i K podgrupe od
G, ako i samo ako je H C K ili K C H.

8. Razloziti slede¢e permutacije iz Sy na disjunktne cikluse:

34\
1’

W

2
3
1 2 3 4
b) 5 (1324)’
) o= 1 23 4\
=\ 214 3)
1 2 3 4
d)5:(4321)’
) o= 1 2 3 4
“e=\3124)
111
. . . (12345678
9.U881zracunat1(83427561)

10. Naéi o ako je:

a) (134)0(341)=(234)uSy
b) (513)192346)%1((123)(367))" =iduSn.

11. Dokazati da je red elemenata a u grupi (G,-) najmanji prirodan broj
k za koji je a* = e ili je beskonaénog reda ako takav broj ne postoji.

12. Dokazati da je grupa reda n ciklicna ako i samo ako postoji elemenat
reda n.

13. Svake dve ciklicne grupe istog reda su izomorfne. Dokazati.

14. Svaka podgrupa H Abelove grupe G je normalna podgrupa od G.
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15.

16.

17.

Nacéi sve normalne podgrupe grupe (Zis, +15)-

Neka je H < (. Tada je H << G ako i samo ako za svako g € G i svako
he€ H vazi g thg € H.

Dokazati da je Z(G) = {x € G : (Vg € G)(gx = xg)} (centar grupe G)
normalna podgrupa grupe G = (G, -).
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7 Prsteni i polja

7.1 Prsteni
Uredeni par (G, -), gde je G neprazan skup se zove polugrupa, ako

e - je binarna operacija na G}

e zasve x,y,z € G je ispunjeno x - (y - 2) = (z - y) - 2.

Prsten je operacijska struktura (R, +, -) sa dve binarne operacije, za koju
vazi

e (R,+) je Abelova grupa;

e (R,-) je polugrupa;

e ispunjeni su slede¢i distributivni zakoni: za sve z,y,2 € R

r-(y+z2)=x-y+az-zi(z+y)-z=z-2+y-z

Po dogovoru u grupi (R, +) neutralni elemenat obelezavamo sa 0, a in-
verzni za x sa —x. + se naziva prva operacija, a - druga, i - ima prednost u
odnosu na + kad se gleda redosled operacija.

Primer 7.1. Osnovni primer prstena od koga potice i oznacavanje operacija
u samoj definiciji, jeste struktura (Z,+,-) celih brojeva u odnosu na sabiranje
1 mnoZenje. Isto tako i racionalni, zatim realni 1 kompleksni, redom obrazuju
prstene u odnosu na sabiranje i mnozZenje. Ovi brojevi zadovoljavaju dodatna
svojstva, pa ih razmotrimo kasnije u okviru bogatijih algebarskih struktura.

Za prsten se kaze da je sa jedinicom ako u njemu postoji neutralni eleme-
nat u odnosu na drugu operaciju. Taj neutralni elemenat obi¢no oznacavamo
sa 1. Prsten je komutativan, ako je druga operacija komutativna.

Elemenat a # 0 prstena R je delitely nule ako postoji b # 0, tako da je
a-b=10ilib-a = 0. Kazemo da je prsten bez delitelja nule ako za sve x,y € R
izz-y=0slediz=0iliy=0.
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Primer 7.2. U prstenu (Zg, +¢, ) elemenat 3 je delitelj nule, jer 3 -2 = 0.

Ako su a i biz R, onda a deli b, kaze se i da je a delitelj elementa b, u
oznaci a | b, ako postoji ¢ € R tako da je a-c =b.

Teorema 7.3. U prstenu R za proizvoljne x,y vazi:

Dokaz.

1. 2:0=2-(0+0) = z-0+x-0. Kako je 0 jedini idempotentni elemenat
u grupi (R, +), sledi z - 0 = 0. Druga jednakost dokazuje se analogno.

2.2 y+(—2)-y=(x+(—x))-y=0-y=0; odavde je (—z) - y inverzni
elemenat za x -y, tj. (—z) -y = —(z - y). Slicno se dokazuje i druga

jednakost.

3. Prema prethodnom delu (—z)-(—y) = —(z-(—y)) = —(—(z-y)) = z-v.

|
Teorema 7.4. Neka je R prsten sa jedinicom. Tada vaZzi:
1. jedinica prstena je jedinstvena;
2. ako R ima bar dva elementa, onda je 1 # 0.
Dokaz.
1. Pretpostavimo suprotno: neka su 1; i 15 dve jedinice. Tada je 1, =
1115 = 1,.
2. U protivnom, iz 1 =0sledix =2-1=2-0 =0, za svako x iz R.
|

Podskup P prstena (R, +,-) je potprsten u R, ako je P i sam prsten u
odnosu na restrikcije operacija iz R.
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Primer 7.5.
a) Trivijalno, {0} i R su potprsteni svakog prstena R.
b) Parni brojevi obrazuju potprsten prstena celih brojeva.

c) Prsten celih je potprsten prstena racionalnih brojeva, a oba su pot-
prstent prstena realnih brojeva.

Teorema 7.6. Neprazan podskup P prstena R je potprsten ako je ispunjeno:
za sve x,y € P

1. v+ (—y) € P;
2. x-yeP.

Dokaz. Uslov 1) je zahtev da (P, +) bude podgrupa aditivne grupe (R, +),
a ako vazi uslov 2), onda je - operacija na P. (P,-) je polugrupa, jer se
asocijativnost prenosi na R. Sli¢no i distributivni zakoni vaze na P, jer su
ispunjeni na R. |

Potprsten I prstena R je ideal ako vazi
a) zasvea € liz e R ar€lixacl.

Ekvivalentno, neprazni podskup I prstena R je njegov ideal, ako i samo ako
je ispunjeno uslov a) i

b) zasvex,ye l x —y € I.
Primer 7.7.

a) U prstenu (Z,+,-), za proizvoljan broj a € Z, skup {ax : © € Z} je
ideal.

b) {0} je ideal u svakom prstenu.

Neka su (R, +,-) i (P,+, ) dva prstena. Funkcija f : R — P je homomor-
fizam prstena, ako za sve x,y € R vazi:

L f(x+y) = f(z)+ f(y);
2. flz-y)=f(z)- fy).
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7.2 Polja

Komutativan prsten sa jedinicom bez delitelja nule zove se integralni domen.

Primer 7.8.

a) Prsten celih brojeva je jedan integralni domen, jer proizvod brojeva ra-
zlicitih od nule nikad nije 0.

b) Skup {a +bV2 :a,b € Z} je u odnosu na sabiranje i mnoZenje integralni
domen.

Polje je komutativan prsten (P, +, ) sa jedinicom u kome je (P \ {0}, ")
grupa.

Primer 7.9. (Q,+,-), (R, +,:) i (C,+,") su polja kao i (Za,+2,2).
Teorema 7.10. Svako polje je integralni domen.

Dokaz. Direktno iz definicije. [ ]

Zadaci iz prstena i polja

1. Proveriti da li je prsten:

a) (Za+v')a

b) ({2k: ke Z},+,-);
) (Q+,);

d) (R7+7')7

e) (Zmy+m, m)

2. Dokazati da (Zs, +3, -3) nema netrivijalnih potprstena.
3. Nadi sve potprstene i ideale od (Zy, 44, *4)-

4. Neka je f homomorfizam prstena (R, +,-) u njega samog. Dokazati da
je

S={zreR: f(z)=1z}
domen potprstena od (R, +, ).

5. Ako su I'i J ideali prstena P, dokazati:
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a) INJ<P;

b) I+J={i+j:i€l,j€ J}jedomen najmanjeg ideala koji sadri
T1UJ.

Karakteristika prstena R je najmanji prirodan broj n takav da za sve
re€Rvazin-x+x+x+ - -+ =0. Ako takav broj ne postoji, onda
je karakteristika 0 (oznaka: Char(R)).

6. Ako je Char(R) prost broj p i R komutativan prsten, dokazati da za
x,y € Rvazi (x + y)P = 2P + yP.

7. Karakteristika konaénog polja je uvek prost broj. Dokazati.
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8 Polinomi

8.1 Prsten polinoma

Neka je (R, +, ) prsten. Polinom nad R u oznaci p(z) je izraz
() = ap2™ + ap_12™ -+ ayx + a,

gde su ag,ay,...,a, iz R i zovu se koeficijenti; pri tome je a, # 0. = je
promenljiva, a broj n € {0,1,2...} je stepen polinoma. Izrazi a;x" su ¢lanovi
polinoma, a medu njima je a,x™ vodeci ¢lan. Polinom 0 - 2™ + --- +0-x +
0 nema definisan stepen, a zove se nula-polinom. Oznacavamo sa 0. Dva
polinoma po x nad istim prstenom su jednaka ako su im jednaki koeficijenti
uz odgovarajuce stepene promenljive x. Skup svih polinoma po z nad datim
prstenom R oznacava se sa R[z]. Na tom skupu definisu se operacije sabiranja
(+) i mnozenja (-), na slede¢i nac¢in. Neka je

p(x) =ag+aix+ -+ am 2™+ apa™ i

q(x) = by +byx+ - + by 12"+ by,
gde je m < n. Tada po definiciji

p(z) + q(x) = (ag + bo) + (a1 +by)x + -+ + (A + b)) 2™ + by 2™ 4 ...
+ by by

p(x) - q(x) = aghy + (agby + arbo)z + . ..
+ (apbg + arbg_1 + agbp_a + - + arbo)x* + - + amba™ .

Teorema 8.1. Ako je R[z| skup svih polinoma po x nad prstenom R, onda
je struktura (R[x],+,-) isto prsten. Taj prsten je

-komutativan;

-sa jedinicom,

-bez delitelja nule,
ako 1 R poseduje odgovarajuce svojstvo.
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Dokaz. 1z samih definicija operacija neposredno slede uslovi kojima se defi-
nise prsten. Jasno je da su obe operacije asocijativne, kao i da vazi dis-
tributivnost; ta svojstva proizilaze iz analognih na prstenu R. Polinom 0
je neutralni elemenat za sabiranje, a suprotni polinom za p(z) je —p(z) =
—Qp — 1T — = A1 — @y

Iz definicije mnozenja dalje sledi da se komutativnost ove operacije prenosi
sa R na R[z], kao i da je jedinica iz R (ako postoji) neutralni elemenat za
mnozenje u R|x].

Ako u R nema delitelja nule i p(x), ¢(z) su ne-nula polinomi, onda ni
polinom p(z)q(z) nije nula polinom. Zaista, ako su p(z) i ¢(z) redom stepena
m in, onda su odgovarajuci koeficijenti a,, i b, razli¢iti od nule. Zato proizvod
@by, nije nula, pa je stepen polinoma p(x)q(z) broj m + n. [ |

S obzirom da su elementi prstena R polinomi nultog stepena, sledi da je
prsten R potprsten u R[z].

Ako za b € R vazi p(b) = 0, onda je b nula polinoma p(x).

Navodimo jedan kriterijum za odredivanje racionalnih nula polinoma sa
celobrojnim koeficijentima.

Teorema 8.2. Ako je razlomak §, gde su p 1 q uzajamno prosti, nula poli-
noma
p(x) = apa” + ap12" '+ +ag, a; €Z, aga, #0,

ondap|agiq|a,.
Dokaz. Ako je razlomak § nula gornjeg polinoma, onda je

Py (P
an(;) + an—l(q)

Y2

an% +apap" T " p+agd" T =0/

n—1+---+a1§+a0=0/-q"—1’

Y

T I

n

anp" "+ an1p" g+ g+ ao% = 0.

Brojevi p i ¢ su uzajamno prosti po pretpostavci. Zato iz dve poslednje jed-
nakosti sledi redom ¢ | a,,, odnosno p | a. |

50



8.2 Polinomi nad proizvoljnim poljem

Teorema 8.3. Neka su f(x) i g(x) polinomi nad poljem P, pri ¢emu g(x)
nije nula polinom. Tada nad P postoje jedinstveni polinomi q(x) i r(x) tako
da je ispunjeno

f(x) = g(x)q(z) + r(z);
pri tome je ili r(x) = 0 ili je stepen polinoma r(x) mangji od stepena polinoma
g(x).

Dokaz. Ako je f(x) nula polinom, ili ako je stepen polinoma f(x) manji od
stepena polinoma ¢(z), onda je tvrdenje o postojanju polinoma ¢(z) i r(x)
tacno, jer

f(x) = g(z)- 0+ f(z),

pa ulogu polinoma ¢(x) i r(x) igraju redom 01 f(x).

Neka je dakle stepen m polinoma f(x) = apz™+ - -+ a1z + ap vedi od ili
jednak sa stepenom n polinoma g(x) = b,z + - - - + byx + by. Tada je stepen
polinoma

n(e) = () = 32" "g()

manji od m jer se od f(x) oduzima vodeéi ¢lan a,,z™. Zato je ispunjena
jednakost

f(z) = g(x)qi () +ri(2),
gde je ¢1(x) = §=a™™", a stepen polinoma r (z) manji je od stepena polinoma
f(z). Ako je manji i od n dokaz je gotov, a ako nije, na analogan nacin
pokazuje se da vazi

ri(z) = g(x)ga(z) + r2(2),
gde je stepen polinoma r9(z) manji od stepena polinoma rq(z).

Nastavljanjem ovog deljenja dobija se niz polinoma ri(x), ro(z),... sa

opadajuéim stepenima, sve do nekog r(z), ¢iji je stepen manji od stepena
polinoma g(x). Pri tome je

P (@) = g(@)ge() + ri(a).

Iz prethodnih jednakosti sledi

f(x) = g(x)(qu(x) + - + qu(2)) + 74(2)
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pa ako je ¢(z) = q1(z) +- - -+ qx(z) i r(z) = (), dokaz prvog dela je gotov.
Zaista, stepen polinoma r(x) = ri(x) je manji od stepena polinoma g(z) ili
jer(x) =0.

Jos treba dokazati jedinstvenost polinoma ¢(z) i r(x). Pretpostavimo da
je

f(@) =g(x)q(x) +r(z) 1 flz)=g(2)d(z)+r'(z),
pri ¢emu je stepen polinoma r(x) i 7/(x) manji od stepena polinoma g(z).
Sledi
g(x)q(z) + r(zx) = g(x)q (x) + r'(x),

pa je

9(x)(q(z) — ¢'(x)) = '(x) — r(z).
Stepen polinoma 7/(x) — r(x) je ili 0 ili je manji od stepena polinoma g(x).
Sledi da polinom ¢(z) — ¢’(z) mora biti nula polinom jer bi u protivnom
stepen polinoma na levoj strani jednakosti bio veci od ili jednak sa stepenom
polinoma g(x). Dakle, ¢(x) = ¢/(z), a odatle r(x) = r'(z). |

Ako je kao gore f(z) = g(x)q(x) + r(z) i stepen polinoma r(z) manji je
od stepena polinoma g(x) ili je 0, onda je q(x) kolicnik, a r(x) ostatak pri
deljenju f(z) sa g(z).

S obzirom da je P[z] prsten, kaze se da je polinom f(z) deljiv polinomom
g(x) ako postoji polinom ¢(x), tako da je f(z) = g(z)g(x). Ako je pri tome
f(z) stepena n, onda je stepen polinoma ¢(z) manji od ili jednak sa n; ako
su istog stepena, ¢(z) je stepena 0.

Sledi tzv. Bezuov stav.

Teorema 8.4. Neka je a € P. U prstenu Plx| ostatak pri deljenju polinoma
p(z) polinomom (x — a) je p(a).
Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme ispunjeno je p(z) = (x—a)q(z)+r, gde
je ostatak r elemenat polja P, jer njegov stepen mora biti manji od stepena
polinoma (z — a), tj. od 1. Sledi p(a) = (a — a)q(z) + r, odnosno p(a) = r.
Zato je
p(z) = (z — a)q(z) + p(a).
|

Posledica 8.5. Za a € P, polinom p(x) € P[x] deljiv je sa (x — a) ako i
samo ako je p(a) = 0.
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Drugim re¢ima, a € P je nula polinoma p(z) € P|x] ako i samo ako je za
neki polinom ¢(x) ispunjeno

p(x) = (x — a)q(z).

Ako je polinom p(z) iz prstena Plx] deljiv sa (z — a)¥, gde je a € P, a
k > 1, onda je a viSestruka nula polinoma p(z). Ako uz to polinom nije deljiv
sa (xr — a)**! onda je visestrukost te nule k.

Tvrdenje koje sledi formulise se kao Osnovni stav algebre.

Teorema 8.6. Svaki polinom iz Cx] koji nije nultog stepena ima bar jednu
nulu u polju C.

Posledica 8.7. Svaki polinom p(z) = a,z™ + -+ + a1z + ap nad poljem
C tma tacno n nula u tom polju; pri tome se svaka nula broji onoliko puta
kolika je njena visestrukost. Ako su z1, ..., z, nule tog polinoma, onda p(x) =
an(z —21)(x — 29) ... (T — 2,).

Na kraju navodimo jos jednu teoremu.

Teorema 8.8. Neka je dat polinom p(x) = a,a™ + -+ a1x + ag € Clx] sa
realnim koeficijentima. Ako je w € C nula tog polinoma, onda je i w takode
njegova nula.

Zadaci iz polinoma
1. Faktorisati:
a) 22° — 2% — 42?4 623 — 82° + Tr — 2 nad R i nad C;
b) z* + 2? + 1 nad R i nad C;
c) z* + 1 nad R.

2. Neka je p(x) polinom koji pri deljenju sa  — 1 daje ostatak 1, a pri
deljenju sa = — 2 ostatak 3. Naci ostatak pri deljenju tog polinoma sa
(x —1)(x —2).

3. Dokazati da je a viSestruka nula polinoma p(z) ako i samo ako vazi
p(a) =p'(a) = 0.

4. Zakoje vrednosti parametra a polinom p(z) = x°—5r—a ima visestruku
nulu?
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10.

Naci zbir koeficijenata uz ¢lanove sa neparnim stepenima polinoma
(2° + 2 — 1)202,

Nacdi sve vrednosti realnog parametra a tako da nule «, 8 i v polinoma
p(x) = 23 — 62% + ax + a zadovoljavaju jednakost (o — 3)% + (3 —3)? +
(y=3)2+afy=0.

. Neka su x; i 23 nule polinoma z? — 2023z + 1. Dokazati da je 7 + x4

prirodan broj za sve n € N.

. Da li postoji polinom p(z) sa celobrojnim koeficijentima tako da je

p(d) =41ip(3) =17

Odrediti koeficijente a i b tako da polinom p(z) = ax™ + bx™ + 1,
n € N, bude deljiv sa (z — 1)2.

Polinom p(z) = z* — 323 — 62 + ax + b ima trostruku nulu. Odrediti
a, b i nule tog polinoma.
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9 Elementi teorije brojeva

9.1 Osnovne osobine

Teorema 9.1. Za svaka dva cela broja a © b, gde b > 0, postoji jedinstven:
par celih brojeva q i r tako da bude ispunjeno a =bg+1r i 0 <r <b.

Dokaz. Zaa=0je0=>5-0+ 0 i tvrdenje vazi.

Neka je a prirodan broj. Da postoji bar jedan par brojeva ¢ i r sa nave-
denim svojstvom dokazujemo indukcijom po a. Ako je a =11 b =1, imamo
1=b-140,aakojea=1ib>1,ondajel =050+ 1, pa tvrdenje vazi.
Ako je dalje a =bg+r zaneke ¢, 7, 0 <r <b,ondajea+1=bg+r+1i
0<r+1<b Akor+1<b, trazeni brojevisu gir+1,aakojer+1=2b,
onda je (a + 1) = b(q + 1) pa uslov ispunjavaju brojevi ¢ + 1 i 0.

Neka je sada a < 0, u kom slu¢aju —a > 0. po prvom delu dokaza, za —a
i b postoje brojevi ¢ i rq, takvida je —a =0q; +7r110<ry <b. Zar, =0.
tvrdenje vazi ybog a = b(—q;) +0,azar; >0jea=0b(—q —1)+b—rq, pri
¢emu je 0 < b—1ry; < b. Brojevi —q — 11 b — ry ispunjavaju uslove.

Dokazujemo jedinstvenost brojeva ¢ i r, za date a i b. Pretpostavimo da
postoje dva takva para tj. da je a = bg+1r, 0 < r < b,ia = bgy + 1,
0 <r; <b Ako je r # ry i, recimo, r > ry, onda je r —r; = b(q1 — q) i
0<r—ry<b Sledig —qg>0tj.qg —q=>1. Ali tada je r —r; > b, sto
protivre¢i upravo pokazanom r — r; < b. Slicno se pokazuje da ne moze biti
ry > r, pa ostaje ry = r. Sledi direktno da je ¢; = q. [ |

Ako je a = bq + r, onda je q kolicnik, a r ostatak u deljenju a sa b. Ako
je r =0, broj a je deljiv brojem b, odnosno b je delitelj (delilac) broja a, a
a je sadrzalac broja b. Primetimo da se pojam delitelja na isti nacin definise
na svakom komutativnom prstenu.
U skladu sa ovim, na skupu celih Z celih brojeva posmatra se relacija
deljivosti:
x | y ako i samo ako (3z)(z -z = y).

Na skupu N je ova relacija poredak, ali na Z nije, jer nije antisimetri¢na.
Teorema 9.2. Za proizvolyne cele brojeve x, y, z, u, v ispunjeno je:

1. x|z
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z|0;

SO S

1z, (<1) | 2

akox |y iyl z, ondax|z;

ako x |y, onda x | yz;

akox|yix|z, ondax|(y+2)ix]|(y—=z);
ako x |y, onda xz | yz;

ako je x # 0, onda iz xy | xz sledi y | z;

© NS A

ako x|y i u|v, onda zu | yv;
10. ako x|y iz |z, onda x| (uy + vz).
Dokaz.
1. Vazi zbog x =z - 1.
2. z-0=0.
J.rx=1-ziz=(-1)(—x).
4. Iz y=kxiz=Ilysledi z = (kl)x.
5. Vazi y = kz, pa je yz = z(kz), odnosno z | yz.

6. Vazi y = zu i z = zv za neke u,v € Z. Odatle y + z = z(u + v), pa
x| (y + 2); sliéno za razliku.

7. Iz x | y sledi da postoji t, takav da =t = y, pa je i (z2)t = yz, tj.
zy | yz.

8. Postoji t, tako da zyt = xz, pa prema zakonu kancelacije sledi yt = z,
odnosno y | t.

9. Ako postoje z i t, takvi da je zz = y i ut = v, tada je (zu)(zt) = yv,
pa zu | yv.

10. Iz zp =y ixzq = z, sledi zpu = yu i xqu = vz, pa z(pu+qv) = yu+vz,
odnosno z | yu + vz.
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Prirodan broj p je prost ako nije jednak jedinici i delitelji su mu samo 1
i p. Prirodan broj koji je razli¢it od 1, i nije prost, jeste sloZen.

9.2 NZD, NZS i Osnovni stav aritmetike

Za pozitivne cele brojeve a i b definiSe najveci zajednicki delitelj, kao pozitivan
broj ¢ u oznaci ¢ = NZD(a, b), na sledeéi nacin: ¢ | aic|b,aakod|aid|b
za neko d € Z, onda d | c.

Teorema 9.3. Najveci zajednicki delitelj postoji za bilo koja dva prirodna
broja, i on je jedinstven.

Za pozitivne cele brojeve a i b definiSe najmanji zajednicki sadrzalac, kao
pozitivan broj ¢ u oznaci ¢ = NZS(a, b), na slede¢i nacin: a | ¢ib | ¢, a ako
a|dib|dzanekod e Z, onda c|d.

Teorema 9.4. Najmanygi zajednicki sadrzalac postoji za bilo koja dva prirod-
na broja, 1 on je jedinstven.

Sledeca lema ¢e biti potrebna za nastavak, a jeste generalno korisna.

Lema 9.5. Neka je p prost broj, a a i b prirodni brojevi. Ako p | ab, onda
plailiplb.

Sledi tvrdenje poznato kao Osnovni stav artimetike.

Teorema 9.6. Za svaki prirodan broj a vazi: a = 1, ili je a predstavljiv kao
proizvod prostih brojeva. Predstavljanje je jedinstveno do na poredak faktora.

Dokaz. Neka je a prirodan broj. Indukcijom po a dokazujemo da postoji pred-
stavljanje preko prostih faktora. Ako je a = 1, ovo tvrdenje vazi. Pretpostavi-
mo da je ono tacno za sve prirodne brojeve manje od a i dokazimo da tada vazi
i za a. Ako je a prost broj, tvrdenje vazi, a ako je slozen, moze se predstaviti
kao proizvod a = b- ¢, gde su b i ¢ prirodni brojevi veci od 1, a manji od a. Po
indukcijskoj pretpostavci b = pipa...pm, ¢ = QG2 . . . Gn, gde su p;, g; prosti
brojevi. Tada je trazeno predstavljanje dato sa a = pips ... Pmq1Q2 - - - @n-
Dokazimo jedinstvenost predstavljanja. Ponovo koristimo indukciju po a.
Za a = 1, jedinstvenost je ispunjena. Neka ona vazi za sve brojeve manje od
a. Pretpostavimo da za a postoje dva takva predstvaljanja: a = pips...p, =
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¢1G2 - - - qn. S obzirom da p; | ¢1q2 ... ¢n, p1 deli bar jedan od brojeva ¢;, b.
u. 0. p1 | q1, uz odgovarajuéu prenumeraciju indeksa. Buduéi da su p; i
q1 prosti brojevi, sledi p; = ¢q1, pa se gornja jednakost moze skratiti: b =
P2 -Pm = (2 -...qy. Broj b je manji od a, pa se po indukcijskoj pretpostavci
jednoznacno predstavlja. To znaci dajem =nipy; = qo,...,pn = ¢,. Odatle
se i a jednoznacno predstavlja kao proizvod faktora. [

Gornje predstvaljanje moze se oznaciti sa a = pi*p3? ... pg*, pri cemu su
P1, - .., Pr razliciti prosti brojevi, a aq, ..., a; prirodni brojevi. Ovo se naziva
kanonicki oblik prirodnog broja a. Na primer, 4212 = 22 - 3% . 13.

Zadaci iz brojeva

1. Dokazati:

a) broj je deljiv sa 2 akko mu je poslednja cifra deljiva sa 2;
b) broj je deljiv sa 3 akko mu je zbir cifara deljiv sa 3;

¢) broj je deljiv sa 4 akko mu je dvocifreni zavrSetak deljiv sa 4;

e) broj je deljiv sa 8 akko mu je trocifreni zavrsetak deljiv sa §;
f

g) broj je deljiv sa 11 akko mu je razlika zbira cifara na parnim i
neparnim mestima deljiva sa 11.

)
)
)
d) broj je deljiv sa 5 akko se zavrsava sa 5 ili 0;
)
) broj je deljiv sa 9 akko mu je zbir cifara deljiv sa 9;
)

2. Ispitati koji brojevi od 2 do 11, osim 7, dele broj 64770325196.
3. Nadi ostatak pri deljenju broja 222°5% brojem 11.

4. Dokazati da je broj 3% 4 419 deljiv sa 13.

5. Naéi ostatak pri deljenju broja 536324 brojem 7.

6. Naci NZD(1996,2006) koriste¢i Euklidov algoritam.

7. Ako je NZD(a,b) = 1, onda postoje x,y € 7Z takvi da je ax + by = 1.
Dokazati.

8. Ako je NZD(a,b) = d, tada linearna Diofantova jednacina ax + by = ¢
ima reSenje u skupu Z ako i samo ako d|c. Dokazati.
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9. Ako je (o, o) jedno resenje linearne Diofantove jednacine ax + by = ¢,
gde NZD(a, b) = 1, onda se sva resenja mogu dobiti pomocu formula:

r=x9+0bt, y=yo—at, tez.

10. Resiti sledece linearne Diofantove jednacine:

a) bx+Ty=1;
b) Tz + 29y = 4;
c) 3004z + 2014y = 7.
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