Prebrojavanje pomocu stabala

1. Koliko ima trocifrenih brojeva kod kojih je zbir cifara jednak 47

Resenje.
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Ima 10 takvih trocifrenih brojeva.

2. Koliko ima prirodnih brojeva kod kojih je svaka cifra, pocevsi od druge
(za slucaj gde postoji druga cifra) veca od prethodne i deljiva sa njom?

Resenje.
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Na mestu zvezdice mozemo staviti sve ostalo jos jednom. Ukupno imamo
1+15+15=31 takav broj.

3. Dokazati da su bar tri slova potrebna za konstruisanje beskonacne reci
koja ne sadrzi kvadrat.

Jedno slovo oc¢igledno nije dovoljno, jer najduza re¢ koja ne sadrzi kvadrat
a sastoji se samo od jednog slova je duzine jedan.

Resenje. Dokazac¢emo da dva slova nisu dovoljna.



0 Dobili smo kvadrat. (00)
. . {o Dobili smo kvadrat. (00)
1 1 Dobili smo kvadrat. (0101)
1 Dobili smo kvadrat. (11)

1 Sliéno kao za granu kad smo poceli sa 0.

Dakle, bar tri slova potrebna za konstruisanje beskonacne reci koja ne sadrzi
kvadrat. (Napomena: moze se pokazati da su tri slova dovoljna za konstrukciju
takve reci.)

Princip zbira

Ako su Ay, As, ..., A, neprazni skupovi po parovima disjunktni (to jest A;N
A;=0,zal1<i<j<n), onda vazi

|AL1 U AU UAp| = [Ax] + |As| + - + |Aul.

1. Koliko ima brojeva manjih od 10000 ¢iji je zbir cifara 47
Resenje. Posmatrajmo sledece slucajeve:
e Ucestvuju cifre 4 i 0. Imamo sledece brojeve: 4, 40, 400, 4000, to jest,
4 broja.

e Ucestvuju cifre 3, 1 i 0. Imamo sledece brojeve: 13, 31, 103, 130, 301,
310, 1003, 1030, 1300, 3001, 3010, 3100, to jest, 12 brojeva.

e Ucestvuju cifre 2, 2 i 0. Imamo sledece brojeve: 22, 202, 220, 2002,
2020, 2200, to jest, 6 brojeva.

e Ucestvuju cifre 2, 1, 1 0. Imamo sledee brojeve: 112, 121, 211, 1012,
1021, 1102, 1120, 1201, 1210, 2011, 2101, 2110, to jest, 12 brojeva.

e Ucestvuju cifre 1, 1, 1, 1. Imamo sledeéi broj: 1111, to jest, 1 broj.
Ukupno smo imali 4 + 12 4+ 6 4+ 12 4+ 1 = 35 brojeva.
2. Koliko ima prirodnih brojeva sa proizvodom cifara 60 u kojima se ne javlja
cifra 17
Resenje. Kako je 60 =2 -2 -3 -5, imamo sledece slucajeve:
e Ucestvuju cifre 2, 2, 3 i 5. Imamo sledeée brojeve: 2235, 2253, 2325,

2352, 2523, 2532, 3225, 3252, 3522, 5223, 5232, 5322, to jest, 12 bro-
jeva.

e Ucestvuju cifre 4, 3 i 5. Imamo sledece brojeve: 345, 354, 435, 453,
534, 543, to jest, 6 brojeva.

e Ucestvuju cifre 2, 6 i 5. Imamo sledece brojeve: 256, 265, 526, 562,
625, 652, to jest, 6 brojeva.

Ukupno smo imali 12 + 6 + 6 = 24 brojeva.



Princip proizvoda

Ako su Ay, Ao, ..., A, konacni neprazni skupovi, onda vazi
‘Al XAQ Xoeee XAn| = |A1|‘A2||An|

1. Koliko ima ¢etvorocifrenih brojeva ¢ije su sve cifre razlicite?

Resenje. Imamo 9-9 -8 -7 = 4536 mogucénosti. Na prvo mesto mozemo
birati sve cifre sem 0. Na drugo mesto mozemo birati sve cifre, ukljué¢ujuéi
i 0, ali ne smemo birati onu cifru koju smo odabrali za prvo mesto. Na
tre¢e mesto ne mozemo birati one cifre koje smo birali na prva dva mesta,
a na poslednje mesto ne smemo birati one cifre koje smo birali na prva tri
mesta.

2. Osam turista je odlucilo da preno¢i u gradu u kome ima Sest hotela. Na
koliko na¢ina turisti mogu da izaberu hotele?

Resenje. Mogu na 6% naéina. Svaka osoba moze da bira od 6 moguéih
hotela.

3. Na zidu su tri kuke. Na koliko nac¢ina se na njih mogu okaciti cetiri kaputa?
(Na jednu kuku se moze okaciti i vise kaputa.)

Resenje. Odgovor je 3*. Svaki kaput mozhemo na 3 mesta okagiti.

4. Koliko se parnih ¢etvorocifrenih brojeva moze zapisati pomocu cifara 1, 3,
4,617, ako u zapisu svakog broja susedne cifre moraju biti razli¢ite?

Resenje. Na poslednje mesto imamo 2 opcije, jer poslednja cifra mora da
bude parna. Za pretposlednje mesto imamo 4 opcije, mozemo staviti bilo
$ta, samo ne ono, $to stoji na poslednjem mestu. Na svako slede¢e mesto
uvek imamo po 4 opcije, uvek mozemo staviti bilo $ta, samo ne ono $to
stoji na prethodnom mestu. To su ukupno 4-4-4 -2 = 128 brojeva.

5. Koliko ima trocifrenih brojeva koji se zapisuju pomo¢u cifara 0,1, 2, 3,4, 5,
a deljivi su sa 37

Resenje. Na prva dva mesta stavimo proizvoljnu cifru, jedino pazimo da
prva cifra ne sme biti 0. To mozemo uraditi na 5 -6 = 30 nacina. Posto
za svaki broj vazi da je njegov ostatak pri deljenju sa tri isti koliki je zbir
njegovih cifara pri deljenju sa tri, namesti¢emo poslednju cifru tako da broj
bude deljiv sa tri. Ako zbir prve dve cifre po modulu tri 0, za poslednju
cifru mozemo birati cifre 0 ili 3. Ako zbir prve dve cifre po modulu tri 1,
za poslednju cifru mozemo birati cifre 2 ili 5. Ako zbir prve dve cifre po
modulu tri 2, za poslednju cifru mozemo birati cifre 1 ili 4. Primecujemo
da kako god smo popunili prve dve cifre, uvek imamo dve opcije za treéu
cifru. To zna¢i da imamo ukupno 5 - 6 - 2 = 60 trazenih brojeva.



Princip bijekcije
Dva skupa imaju isti broj elemenata ako i samo ako se izmedu njih moze

uspostaviti bijekcija.

1. Posmatraju se svi nizovi dekadnih cifara duzine 6. Da li medu njima ima
viSe onih kod kojih je zbir cifara 27 ili onih kod kojih je zbir prve tri cifre
jednak zbiru poslednje tri cifre?

Resenje. Oznacimo sa A skup onih nizova duzine 6 kod kojih je zbir cifara
27, a sa B skup onih nizova duzine 6 kod kojih je zbir prve tri cifre jednak
zbiru poslednje tri cifre, to jest,

A ={T1T3 - Tg : Xa; = 27},

B={Z1T3 - Te:x1+ 22+ w3 =24+ 5+ T6}.

Dokazademo |A| = | B| tako §to éemo pokazati da postoji funkcija f : A —
B koja je bijekcija. Funkciju f mozemo definisati na slede¢i nacin:

f(I1$2$31‘4$5l‘6) = (9 — xl)(9 — 372)(9 — 333)1‘4.%‘5136.
e Ova funkcija je dobro definisana. Svaka cifra se slika na cifru, i ako
T1T2T3T4T5Te € A,

onda se lako proverava da

(9 — xl)(9 — .’Ez)(g — xg)x4x5x6 € B.

Naime, 9 — 21 +9 — 29 + 9 — 23 = x4 + x5 + ¢ ako i samo ako
27 —x1 —x9 — T3 = 4 + x5 + ¢ ako i samo ako z1 + x9 + 3 =
T4 + x5 + xg = 27, a ovo imamo ako je original u skupu A.

e Ova funkcija je injekcija. Naime, iz

f($1w2$3$4$5336) = f(y1y2y3y4y5y6)

sledi

(9= 21)(9 = 22)(9 — 3)24w526 = (9 — ¥1)(9 — ¥2)(9 — Y3)YaysYs,

iz cega sledi z; = y; za i = 4,5,6, a iz 9 — x; = 9 — y; dobijamo
ri=y;izai=1,23.

e Ova funkcija je i sirjekcija. Za sliku §192Y372y5 Y6 mozemo birati origi-
nal (9 — y1)(9 — y2)(9 — y3)yaysys, Sto sledi iz ¢injece da 9—(9—y;) =
yi. Treba jos proveriti da ako je slika iz B hoce li sigurno original biti
iz A, sto se proverava analogno kao kad smo pokazali da je preslika-
vanje dobro definisano.




2. Medu nenegativnim celim brojevima koji su manji od 10® posmatraju se

svi oni ¢iji je zbir cifara jednak 9 i svi oni ¢iji je zbir cifara jednak 10.
Kojih ima vise?
Resenje. Svaki posmatrani broj moze da se predstavi kao SestoClani niz
ako dodamo potrebne nule na pocetak, Recimo broju 1991 odgovara niz
001991. Oznacimo sa A skup onih nizova duzine 6 kod kojih je zbir cifara
9, a sa B skup onih nizova duzine 6 kod kojih je zbir cifara 10, to jest,

A:{xlxg...xG:Exi:9},
B = {7173 -T6 : Lx; = 10}.
Dalje, neka za k=0,1,...,9
Ak:{k$2x62$1:9—]€},
By = {fws .. w6 : Sai = 10 — k).

Primetimo da vazi A = Uzzo Ag, kao i B = UZ:O By;. Definisemo za
k=0,1,...,8 funkcije fr : Ax — Bi+1 na sledeéi nacin:

felkxo ... x6) = (k+ Dxg ... x6.

Ove funkcije su oc¢igledno dobro definisane i bijekcije. Na osnovu princi-
pa bijekcije imamo da za k = 1,2,...,8 imamo |Ag| = |Bk+1], to jest,
‘Ui:o Ak‘ = ‘Uzzl Bk‘. Za konacan zakljucak ostaje da uporedimo kar-
dinalnost skupova Ag = {900000} i By, = {000019,000028,...,910000}.

Kako |Ag| = 1 a |Bg| mnogo veée od 1, zaklju¢imo da sveukupno vazi
| Al <|B.

3. U jednoj skoli se odrzava turnir u stonom tenisu. U svakom krugu ucenici
su rasporedeni u parove; svaki par igra mec¢ i pobednik prolazi u sledeéi
krug (nema neresenih meceva). Ako u nekom krugu ima neparan broj
ucenika, jedan zrebom izabran uéenik ide u naredni krug bez borbe. Ka-
da ostane samo jedan ucenik, on se proglasava pobednikom i turnir se
zavrsava. Koliko ¢e ukupno meceva biti odigrano, ako je ucestvovalo:

a) 2020 ucenika,

b) n ucenika, gde je n proizvoljan prirodan broj?

Resenje. Lako se izracuna da u slu¢aju 1001 ucenika broj odigranih me-
ceva je 500 + 250 + 125 + 63 + 32 + 16 + 8 + 4 + 2 = 1000. U slucaju
n ucenika (a zapravo i malopre) mozemo razmisljati na sledeéi nacin: s-
vakom odigranom mecu odgovara tacno jedan ucenik koji je izgubio me¢ i
obratno, prema tome broj odigranih meceva je jednak broju ucenika koji
su u nekom trenutku izgubili. Broj takvih uc¢enika je n —1 jer postoji samo
jedan ucenik koji je sve vreme pobedio. Dakle, broj odigranih meceva je
u opStem slucaju n — 1.



Dirihleov princip

1. U unutra$njosti jednakostrani¢nog trougla stranice duzine 2 rasporedeno
je b tacaka. Dokazati da medu njima postoje dve ¢ije je rastojanje manje
od 1.

Resenje. Podelimo trougao pomocu srednjih linija na cetiri dela. Kako
imamo 5 tacaka, na osnovu Dirihleovog principa sledi da postoji oblast u
kojoj su bar dve tacke. Kako je najvete rastojanje unutar jedne oblasti
manje od 1, sledi da su uocene dve tacke trazene tacke.

2. Vojnik je, pucajuéi u metu oblika kvadrata veli¢cine 70 x 70 pogodio 50
puta. Dokazati da su neka dva pogotka na rastojanju manjem od 15.

Resenje. Podelimo metu pomoéu horizontalnih i vertikalnih linija na 7-7 =
49 delova. Kako imamo 50 tacaka, na osnovu Dirihleovog principa sledi da
postoji oblast u kojoj su bar dve tacke. Kako je najveée rastojanje unutar
jedne oblasti manje od v/2-10 ~ 14,1 < 15, sledi da su uocene dve tacke
trazene tacke.

3. U unutra$njosti pravougaonika 3 x 4 rasporedeno je 6 tacaka. Dokazati da
medu njima postoje dve ¢ije rastojanje nije veée od /5.

Resenje. Zamislimo da pravougaonik smesten u prvi kvadrant Dekartovog
koordinatnog sistema tako da donji levi ¢ossak stoji u tacki (0,0). Pode-
limo pravougaonik na 5 (ne nuzno podudarnih) delova pomocu sledeéih
duzi: (0,2)—(1,1), (1,1)—(2,2), (2,2)—(3,1), (3,1)—(4,2), (1,0)— (1, 1),
(3,0)—(3,1), (2,2) — (2, 3). Kako imamo 6 tacaka, na osnovu Dirihleovog
principa sledi da postoji oblast u kojoj su bar dve tacke. Kako je najvece
rastojanje unutar jedne oblasti manje od v/5, sledi da su ocene dve tacke
trazene tacke.

4. Da li je moguce u svako polje tablice n x n upisati po jedan od brojeva

—1, 011 tako da zbirovi po svim vrstama, kolonama i dve dijagonale budu
razli¢iti?
Resenje. Nije moguce. Najvaci zbir koji mozemo napraviti je n a najmanji
je —n, to jest, ukupno mozemo napraviti najvise 2n + 1 razlicitih zbirova.
Kako imamo n vrste, n kolone i 2 dijadonale, ukupno 2n + 2 razli¢itih
zbirova bi trebalo napraviti. Ovde, po Dirihleovom principu sledi da bar
na dva mesta imacemo isti zbir.

5. Grupa od 21 studenta je uspesno polozila 3 kolokvijuma. Moguce ocene
su 7, 81 9. Dokazati da su bar tri studenta dobila iste ocene.
Resenje. Moguéi multiskupovi ocena: {7,7,7}, {7,7,8}, {7,7,9}, {7,8,8},
{7,8,9}, {7,9,9}, {8,8,8}, {8,8,9}, {8,9,9}, {9,9,9}. Kako imamo 10
razli¢itih moguénosti, a 21 student, iz Dirihleovog principa sledi da postoje
bar 3 studenta sa istim skupom ocena.



6. Jedan matematicar je u toku 11 nedelja svaki dan resio barem jedan za-
datak, ali ne postoji sedmica u toku koje je uradio vise od 12 zadataka.
Dokazati da se u tom periodu moze naéi nekoliko uzastopnih dana u toku
kojih je on resio tacno 20 zadataka.

Resenje. Za ¢ = 1,2,...,77 oznac¢imo sa S; broj zadataka koji je posma-
trani matematicar resio do i-tog dana. Posmatrajmo sledeéi (multi)skup:

{51,52,...,577,51 + 20, S5 —1—20,...7577—1—20}.

U ovom skupu smo fizicki nabrajali 2 - 77 = 154 elementa. Najmanji broj
u ovom skupu je najmanje 1, kako S; > 1 (on je svaki dan resio barem
jedan zadatak). Najveéi broj u ovom skupu je 11-12+20 = 152 (ne postoji
sedmica u toku koje je uradio vise od 12 zadataka). To znaci da postoje
bar dva ista broja u posmatranom skupu. Oni ne mogu oba biti u prvom
segmentu (prvih 77 elemenata), kako taj deo je strogo rastuéi niz (sledi
isto iz Cinjenice da je on svaki dan resio barem jedan zadatak). Ne mogu
oba broja biti ni u drugom segmentu (poslednjih 77 elemenata), jer je i
taj deo strogo rastudi niz (isti kao prvi deo samo transliran za 20 nagore).
Sledi da postoje brojevi ¢ i j takvi da

S; = Sj + 20.

Ovo upravo znaci da je nas matematicar od dana j do dana ¢ uradio tacno
20 zadataka.

7. Dokazati da medu bilo kojih n+ 1 razli¢itih prirodnih brojeva ne veéih od
2n postoje dva broja od kojih je jedan deljiv drugim.
Resenje. Zapisemo svaki od tih brojeva u obliku 27 - ¢, gde 2 1 ¢q. Kako
neparnih brojeva manjih od 2n ima n, sledi da medu izabranih n + 1
brojeva ima bar dva koja imaju istu vrednost za q. Neka su to 2% ¢ i 2! ¢,
i neka je, bez umanjenja opstosti, k < 1. Sledi 2% - ¢ | 2! - q.

Izbori

1. Koliko ima permutacija skupa {1,2,...,n}, u kojima su elementi 1 i 2
susedni?

Resenje. Elemente 1 i 2 tretiramo kao jedan objekat. n—1 objekat mozemo
rasporediti na (n — 1)! na¢ina. Kako elemeni 1 i 2 mogu stajati na dva
nacina (12 i 21), sledi da ukupno imamo 2 - (n — 1)! moguénosti.

2. Koliko ima permutacija skupa {1,2,...,n}, u kojima su elementi 1 i 2
susedni, a 1 i 3 nisu.

Resenje. U prethodnom zadatku smo odredili koliko ima permutacija sku-
pa{l,2,...,n}, ukojima su elementi 1 i 2 susedni. Od tog broja sad ¢emo
oduzeti broj onih permutacija u kojima dodatno i 1 i 3 su susedni. Dakle,
ne odgovaraju nam permutacije u kojima se pojavljuju elementi 1, 21i 3 u
sledeéa dva redosleda: 213 i 312. Ovakvih permutacija ima 2 - (n — 3)!, pa
sveukupno trazenih permutacija ima 2-(n —1)! — 2 (n — 3)!.



a
b

(¢

Koliko ima binarnih relacija na skupu X od n elemenata?
Koliko ima refleksivnih binarnih relacija na skupu X od n elemenata?

Koliko ima simetri¢nih binarnih relacija na skupu X od n elemenata?

)
)
)
d)

Koliko ima antisimetri¢nih binarnih relacija na skupu X od n eleme-
nata?

Resenje.

a) Neka je X = {a1,aq,...,a,}. Binarna relacija je podskup od skupa
X? u kom nabrajamao elemente redosledu koji ée nam biti zgodan
za dalji rad.

{(ala a1)7 DR (an7an)7 (CL17CL2), ((12, al)a cey (an—laan)a (ana an—l)}~

Za svaki od n? elemenata skupa X2 imamo 2 opcije: one pripadaju
ili ne pripadaju nasoj relaciji. Dakle, imamo ukupno 2™ opcija, to
jest, toliko binarnih relacija na skupu X.

b) Ako brojimo refleksivne relacije za prvih n elemenata nemamo izbora,
njih moramo stavljati, dakle, refleksivnih relacija na skupu X imamo
e,

¢) Neka je posmatrana relacija simetri¢na. Ako stavimo da (ag, as) pripra-
da relaciji mora i (ag,aq) i obratno, dakle {(a1, as), (az,a1)} ili stavi-
mo oba da pripadaju relaciji, ili nijedan, i slicno za ostale parove.

n_——n

Ovakvih parova ima 5. Za dijagonalne elemente moZemo birati,

nZ2—n

da 1i ih Zelimo ili ne pojedinaéno. Ovo je sveukupno 2"+ 2

d) Neka je posmatrana relacija antisimetri¢na. Za skup {(a1, az2), (a2,a1)}
imamo sada tri opcije: mozemo staviti samo (aq, az), samo (ag, aq) ili

.o . .y . . 27 .
nijedan, i slicno za ostale parove. Ovakvih parova ima *5". Za di-

jagonalne elemente mozemo birati, da li ih Zelimo ili ne pojedinaéno.

27‘”

Ovo je sveukupno 2" - 372

4. Koliko se razlicitih reci, bez obzira na smisao, moze napraviti od svih slova
sadrzanih u re¢i PARALELA?

Resenje. Odgovor je 3,8—'2, Re¢ PARALELA sadrzi 8 slova, njih mozemo
rasporediti na 8! nacina, ali posto imamo tri puta slovo A i dva puta slovo
L, ovaj broj treba da podelimo sa 3! - 2!.

5. Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 10¢ kod kojih je proizvod njihovih
cifara jednak dvostrukom zbiru tih cifara?
Resenje. najpre nalazimo kolekcije cifara od kojih ée biti sacinjeni brojevi.
To su:
{27 27 27 2}7 {47 4}7 {27 27 4}7 {37 6}7 {17 2’ 37 3}7 {]‘7 27 27 5}7
{1,4,5},{4,2,3,1,1,1},{8,3,1},{2,2,6,1,1},{4,6,1,1},
{2,2,7,1,1,1},{4,7,1,1,1},{6,5,1,1,1,1}, {8,4,1,1,1,1}



10.

Koriste¢i formulu za permutacije sa ponavljanjem odredujemo za datu
kolekciju koliko imamo razli¢itih resenja. Imademo (redom) 1+1+4+3+2+
1241246412046 4 30 4+ 12 4+ 60 + 20 + 30 + 30 = 345 reSenja.

. Odrediti maksimalni moguéi broj pravih odredenih sa n zadatih tacaka u

ravni.

Resenje. Svaku pravu jednoznaéno odreduju dve razlicite tacke. Maksi-
malan broj se postize ako za svaku tacku vazi da kroz nje prolazi samo
jedna prava. Dakle, zadatak je da odredimo na koliko nacina mozemo

odabrati 2 razlicite tacke od n zadatih. To mozemo uraditi na (72’) nacina.

. Na kruznici je dato n tacaka (n € N) i svake dve su spojene tetivom.

Odrediti maksimalni kardinalni broj prese¢nih tacaka.

Resenje. Maksimalni broj se postize ako za svaku prese¢nu tacku vazi da
samo dve tetive prolaze kroz nju. No, u tom slu¢aju problem postaje ekvi-
valentan slede¢em problemu: na koliko na¢ina mozemo odabrati 4 razlicite
tacke od n zadatih (jer cetiri tacke odreduju dve duzi koji imaju tacku
preseka). Prema tome, odgovor je (Z)

. Odrediti broj re¢i duzine n nad alfabetom {0, 1} sa ta¢no m nula, m < n.

Resenje. Problem mozemo posmatrati na slede¢i na¢in: imamo n pozicija,
medu njima treba odabrati m i na ta mesta stavljati nule, na ostala mesta
jedinice. Prema tome, odgovor je (::;)

. Po sahovskoj tabli se kreée top od jednog ugla table do dijametralno

suportonog po najkra¢em mogué¢em putu. Na koliko nacina to moze da
izvede?

Resenje. svako najkrace putanje se sastoji od 7 koraka nadesno i 7 koraka
nagore. Znaci top treba da napravi ukupno 14 koraka, od kojih 7 puta

treba da ide nagore. Prema tome, resenje je (%).

Koliko ima ¢etvorocifrenih brojeva u kojima je svaka cifra

a) manja od prethodne;

b) veéa od prethodne?
Resenje.

a) Ako odaberemo 4 cifre, to nam jednoznaé¢no odreduje broj. Recimo
cifre {3,1,7,2} odreduju broj 7321. Dakle, pitanje je na koliko na¢ina
mozemo od 10 cifara da odaberemo 4, a to mozemo na (140) nacina.

b) Isto kao malopre, samo treba da pazimo da sada nulu ne smemo
odabrati, jer ako nula bude medu odabranim ciframa, odgovarajuéi
¢etvorocifreni broj ¢e pocinjati sa nulom, S$to je nemoguce. Prema

tome, rezultat je (7).



11.

12.

13.

14.

15.

Koliko ima nizova od n nula i k jedinica, takvih da nikoje dve jedinice
nisu susedne, (k < n+1)?

Resenje. poredamo nule u niz. Sada imamo n + 1 potencijalno mesto za
jedinice: dva s kraja i n — 1 izmedu. Od tih mesta odaberemo k i tamo
stavimo jedinicu. Dakle, rezultat je ("zl)

Za okruglim stolom kralja Artura sedi 12 vitezova. Poznato je da je svaki
od njih u svadi sa svojim neposrednim susedima za stolom. Na koliko
nac¢ina se moze izabrati 5 vitezova, tako da nikoja dva medu njima nisu u
svadi?

Resenje. Oznac¢imo njih sa 1,2,...,12, i poredamo ih u krug oko stola.
Razmotrimo dva slucaja:

1. Ako broj 12 smo odabrali. Biramo jo$ 4 broja iz skupa {2, 3,...,10}.
Neka nula predstavlja neizabrani broj, a jedinica izabrani broj. Ovim
smo sveli zadatak na predhodni sa 5 nula i 4 jedinice. Prema tome
za ovaj slucaj imamo (§) nacina.

2. Ako broj 12 nismo odabrali. Biramo jos 5 broja iz skupa {1,2,...,11}.
Sli¢no, kao malopre to je kao prethodni zadatak sa 6 nula i 5 jedinica.

Za ovaj slucaj imamo (g) nacina.

Ukupan broj: (2) + (g)
Grupa od 21 studenata je uspesno polozila 3 kolokvijuma. Moguée ocene
su 7, 81 9. Odrediti broj mogué¢ih multiskupova ocena.

Resenje. Od tri mogucée ocene 7, 8 i 9 biramo tri sa ponavljanjem. To

mozemo uraditi na (3+§_1) = (g) = 10 nacina.

Koliko ima cetvorocifrenih brojeva u kojima je svaka cifra

a) manja od prethodne ili jednaka njoj;
b) veéa od prethodne ili jednaja njoj?
Resenje: Zadatak se resava slicno kao 2. zadatak, samo s$to ovde jednu
cifru mozemo vise puta odabrati, dakle, u pitanju su kombinacije sa pon-
avljanjem.
10+4—1 _ (13 .
a) (M) -1=() -1
9+4—1y _ (12
b) (i) = (%)
Pod a) smo oduzeli jedan, jer bismo inace ra¢unali i 0000.
Koliko celobrojnih resenja ima jednacina x1 + o + 3 + x4 + x5 = 23 uz

uslov z; > 1?7

Resenje. Podsetimo se, jednacina xy + 3 + --- + xx = n ima ("+Ilj_l

reSenja u skupu nenegativnih celih brojeva. Uslov x; > i je ekvivalentan
sax; = i1+1, to jest, sa z;—i—1 > 0. Uvedemo smenu y; = x;—i—1, to jest,
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x; = y;+1i+1. Posle ove smene jednacina se svodi na y1 +yo+ys+ys+ys = 3

gde y; > 0. Sada znamo da ova jednacina ima (5+§71) = (g) = 35 reSenja.

Binomna formula, binomni koeficijenti

. Pokazati da vazi slede¢i identitet:

i(”?f) _ (n+:+1>.

k=0

Resenje.

e Baza indukcije. Za r = 0 tvrdenje je tacno, (j) =1 a i (”gl) =1.

Za r = 1 tvrdenje je takode tacno. Na levoj strani identiteta imamo

(g)—l—("‘fl) = 14+n+1 = n+2, a na desnoj strani imamo ("‘1”'2) =n+2.
e Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da je tvdenje ta¢no za r.

e Indukcijski korak. Dokazujemo tvrdenje za r + 1.
X n+k " /n+k n+r+1
> => +
k k T
k=0 k=0
n+r—+1 n+r—+1 n+r+2
= —+ = .
T r+1 r+1

Pri ¢emu kod druge jednakosti smo koristili indukcijsku hipotezu a kod

treée jednakosti identitet (Z) = (Zj) + (";1)

. Koliko resenja u skupu nenegativnih celih brojeva ima nejednacina
1+ a2+ -+ Ty <07

Resenje.

1. na¢in. Razdvojimo na n slucajeva.

e Jednacina x1 +x2 + -+ x,, <0 ima (m_()l+0) reSenja.
e Jednac¢ina xq + 29 + -+ 2,, <1 ima (m_11+1) reSenja.
e Jednac¢ina x1 + 29 + -+ + x,, < n ima (m_i"’") reSenja.

Pa sveukupno imamo > ;_, (mfkprk) = (") resenja.

2. nacin. Nejednacinu 1 + x2 + - - - + 2, < n transformisemo u jednacinu
1+ a9+ -+ xym + A = n, gde je A neki nenegativan ceo broj. Broj

reSenja ove jednacine je (mHTJ{"*l) = (m:;n)
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3. Odrediti broj resenja nejednacine 7 < 1 + 2 + x3 < 11 u skupu N.

Resenje. Prvo stavimo smenu: z; = y; + 1, za ¢ = 1,2, 3. Time se nejed-
nac¢ina svodi na: 4 < y; + y2 + y3 < 8. Izracunajmo koliko ima resenja
nejednacina y; + y2 + y3 < 8. Uvedemo jednu novu promenljivu A, i za-
kljuc¢imo da jednacina y; +y2 + y3 + A = 8 ima isti broj resenja kao nejed-
nacina y; +y» +y3 < 8. Jednacina y; +y2 +y3 + A = 8 ima (*15 1) = (1)
resenja. Na slican nacin izratunamo da nejednacina y; + y2 + y3 < 3
ima (3+§_1) = (g) reSenja. Konacan rezultat se dobija oduzimanjem bro-
ja reSenja nejednacine y; + y2 + y3 < 3 od broja reSenja nejednacine

Y1 +y2 +ys <8, 8toje () — (§) =165 — 20 = 145.

4. Zbir binomnih koeficijenata pri razvoju (1 + )™ + (1 + z)"*! jednak je
1536. Odrediti koeficijent uz x°.
Resenje. Jednacina Sp_o (1) + Srdy (") = 1536 je ekvivalentna sa
jednaginom 2" + 2"*! = 1536 koja se svodi na 3 - 2" = 1536, 2" = 512,
dakle, n = 9. Zakljucimo da je trazeni broj (J) + (Y) = 84 + 210 = 294.

5. Odrediti broj re¢i duzine n nad alfabetom {1,2,3,4} u kojima se cifra 2
javlja neparan broj puta.
Resenje: Oznacimo trazeni broj sa A(n). Ako postoji samo jedna dvoj-
ka, njeno mesto mozemo odabrati na n = (71’) nacin. Na preostala mes-
ta mozemo birati slova na 3"~! nac¢ina (imamo n — 1 mesto i na svako
mesto mozemo staviti 3 slova), prema tome re¢i sa jednom dvojkom i-
mamo (?)3”_1. Na slican nac¢in zaklju¢imo da ako imamo tri dvojke u
datoj reci, takvih imamo (731)3”_3. Nastavljajuéi ovo, mozemo zakljuciti

da
A(n) = (?) 3n—1 4 (Z) 3n=8 4 (Z) 3o

Oznacimo sada sa B(n) broj re¢i duzine n u kojima se cifra 2 javlja paran
broj puta (dakle, 0, 2, 4...). Sliéno kao malopre, zaklju¢imo

B(n) = (g‘) 3" 4 <Z> 32 4 (Z) 3

A(n) + B(n) prebroji sve nizove duzine n, dakle,

A(n) + B(n) = 4". (1)
Dalje, vazi
—A(n) + B(n) = (g‘) 3n (?) 314 (Z) g2 _ (g) 3n—3 o)
—(3-1)" =2".

Oduzimajuéi drugu jednag¢inu iz prve dobijamo 2A(n) = 47 —2" = 22n_2n
prema tome, A(n) = 22"~1 —2n=1
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6. Odrediti sest poslednjih cifara broja 57°7.

Resenje. Direktno izra¢unamo da 57% = 10556001. Ozna¢imo ovaj broj sa
1000X + 1. Sada imamo

57°7 = 57414+l — (57914 57 = (1 4+ 1000X) - 57
14
= (1+14-1000X + <2>(1000X)2+...)-57
Primetimo da u prethodnoj zagradi od treteg sabirka, pa nadalje nista ne

uti¢e na poslednjih 6 cifara trazenog broja. Dakle, nas zanima 6-tocifreni
zavrsetak broja

(14 14 - 10556000) - 57 = 8423688057,

a to je 688057.

7. Odrediti slobodan ¢lan u izrazu (z? — 2 + 2)1°.

Resenje.

10! .
(2 — = +2)10 = E 0 '(x2)”1(71)"2 (z73)m22ms,
X 1+ Fr3=10 ni1nging:
ni,n2,n3=0

Iz 2™ . 7372 = 1 sledi 227372 = 20, to jest, 2n; — 3ny = 0, odakle
Ny = %nl. Imamo, dakle, sledeée opcije.

e Ako n; =0, onda ny = 01 ng = 10, pa je trazeni koeficijent

10!
o0loto!

10(_1)0

e Ako ny = 3, onda ny =2 i ng = 5, pa je trazeni koeficijent

10!
31215!

25(—1)%
e Ako ny =6, onda no =41 nz =0, pa je trazeni koeficijent

100, .
61413 (=1)"

Princip ukljucenja i iskljucenja

1. Odrediti broj permutacija cifara 1,2, ...,9 u kojima cifra 1 nije na prvom,
a cifra 9 na poslednjem mestu.

Resenje.

e Ukupan broj permutacija je 9!.

e Ako je 1 na prvom mestu, imamo 8! moguénosti.
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e Ako je 9 na poslednjem mestu, imamo takode 8! mogucnosti.

e Ako je istovremeno 1 na prvom mestu a 9 na poslednjem mestu,
imamo 7! moguénosti.

Prema PIU ukupan broj permutacija je

9! — 2. 8!+ 7! = 287280.

. Koliko ima permutacija cifara 0,1,...,9 u kojima je prva cifra manja od
8, a poslednja cifra veéa od 17

Resenje.

e Ukupan broj permutacija je 10!

e Ako je prva cifra 8 ili 9 imamo 2 - 9! moguénosti.

Ako je poslednja cifra 0 ili 1 imamo takode 2 - 9! moguénosti.

Ako je prva cifra 8 ili 9 i istovremeno poslednja cifra 0 ili 1 imamo
4 - 8! mogucnosti.

Prema PUI ukupan broj permutacija je

10! — 2(2 - 9!) + 4 - 8! = 2338560.

. Na koliko nac¢ina se u vrstu mogu poredati tri Engleza, tri Francuza i tri
Turcina tako da nikoja tri iz iste zemlje ne stoje zajedno?

Resenje. Ako tri Engleza stoje zajedno: 7!3!. Prvo tri Engleza tretiramo
kao da su jedna osoba, pa tako imamo 7 osobe za rasporediti. To mozemo
na 7! nac¢ina. Medutim i tri Engleza u grupi takode mogu na 3! na¢ina da
se rasporede. Tako smo dobili 7!3!. Isto 7!3! na¢ina imamo ako tri Francuza
ili tri Turcina stoje zajedno.

Ako su i Englezi i Francuzi zajedno, to je kao da imamo 5 osobe (3 prave
i 2 grupice) njih mozemo rasporediti na 5! na¢ina, a te grupice dodaju
jos 313! nacina, tj. ukupno imamo 5!3!3! nac¢ina. Isto toliko za druga dva
uparivanja.

Ako su svi iste nacionalnosti zajedno, to je kao da imamo 3 osobe, njih
rasporedimo na 3! nacina. I to jo§ mnozimo sa 3!3!3! jer sve 3 grupice
imaju 3! moguénosti kako da se rasporede.

Ukupan broj nac¢ina je 9! za 9 ljudi. Sada prema PUI konacan rezultat je

91 — 3(3!7!) + 3(5!313!) — 31313131 = 283824.

. Na koliko nac¢ina top moze preéi najkraéi put na Sahovskoj tabli od polja
al do polja h8 ako ne sme da prede

a) preko polja ¢3;
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b) ni preko polja ¢3, ni preko polja f5;
c¢) ni preko polja ¢3, ni preko polja d7, ni preko polja f57?
Resenje.
a)
14 4\ /10
() ()
(174) je ukupan broj nacina od al do hS, (g) je broj nac¢ina od al

do ¢3, a (150) je broj nac¢ina od ¢3 do h8. Dakle, od ukupnog broja
mogucnosti smo oduzeli one koje prolaze kroz c3.

14 4\ /10 9\ /5 4\ (5 (5
<7> - (2> (5) - <4) (2) " (2) (2> (2> - 1
—_—— — ) —
preko ¢3 preko f5 preko ¢3 i f5

(-06) 00 00

GG )G oo

preko ¢3 i f5 preko ¢3 i d7

Nule smo dobili jer jasno ne postoji najkraé¢a putanja koja istovre-
meno i preko f5 i preko d7.

Rastroj poretka

Za permutaciju ajas . ..a, skupa {1,2,...,n} kazemo da je rastroj poretka

ako za sve i € {1,2,...,n} vazi a; # i.

1. Dokazati da vaze slededéi identiteti:

a) Dp, =nDyp_1+ (-1)", n > 2.
b) D, =(n—1)(Dyp—1+ Dy_2), n > 3.
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Resenje.

a) Vazi sledeéi niz jednakosti:

nDp 1+ (1) = n(n - 1S (1)

— nl (Z(l)’“é! + (_nl!)n> =nl 2(71)’“%.

k=0
b) Vazi sledeéi niz jednakosti:

(n — 1)(Dn—1 —|— Dn_g) = (n — 1)Dn—1 —|— Dn—l — (_1)77,—1
= ?1an1 + (—1)” = Dn

2. Koliko ima deranzmana skupa {1,2,...,8} u kojima se skup {1,2,3,4}
preslikava na sebe?

Resenje. Cifre 1,2,3,4 moraju biti na prva Cetiri mesta. Mozemo ih s-
mestiti na Dy nacina. Ostaje da rasporedimo 5,6, 7,8 na preostala cetiri
mesta. To takode mozemo uéiniti na D, na¢ina. Dakle, imamo ukupno D3
nacina. Izracunajmo Dy. Lako se uoc¢i da Dy = 1. Isto brzo mozemo videti
da D3 = 2. Sada D, ra¢unamo na osnovu dela b) prvog zadatka:

Dy=(4-1)(1+2)=3-3=9.
Dakle, konac¢no resenje je 81.

3. Neka je 1 < k < n — 2. Koliko ima permutacija skupa {1,2,...,n} u
kojima se tacno k elemenata preslikava na sebe.

Resenje. Odgovor je (:)Dn,k. Prvo odaberemo k mesta na koje ¢emo
smestiti elemente sa datog mesta (to mozemo uciniti na (Z) nacina), a
ostale elemenente rasporedimo tako Sto pazimo da niko medu njima ne
bude na svom originalnom mestu (to mozemo uéiniti na D,,_j nacina).

4. Na koliko na¢ina se moze popuniti tabla dimenzije 2 x 8 brojevima iz skupa
{1,2,...,8} tako da ni u jednoj koloni i ni u jednoj vrsti ne budu dva ista
broja?

Resenje: Prvi red jasno mozemo popuniti na 8! na¢ina. Kod drugog reda
treba da pazimo da u i-tu kolonu ne stavljamo onaj elemenat koji je u
prvoj vrsti na i-tom mestu. Dakle, drugi red mozemo popuniti na Dg
nacina. ) ) )
Dg=8'1—=+=—---— — | = 14833.
8 ( TR 7!>

Dakle, kona¢no resenje je 8!- Dg = 40320 - 14833 = 598066560.
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Rekurentne formule

1. Teleskopiranjem resiti rekurentnu rekalciju: f, =2f,-1 +3, fo=1.

Resenje:

fn = an,1 +3
fn—l = 2fn—2 +3
fn—2 = 2fn—3 +3

fo=2f1+3

fi=2fo+3
Jo=1

Sada pomnozimo i-ti red sa 2!, Tako dobijamo sledeée:
fn = 2fn71 +3

2fn1=2"fn2+2-3
22fn72 = 23fn73 + 22 -3

2n72f2 — 2nflf1 + 2n72 .3
2n—1f1 — 2nf0 _|_ 2n—1 . 3

2" fo=2"
fn=3+2-342%-3+---42""1.3+2"
n—1 n 2" -1 n
=3-(1+---+2")+2"=3- 51 T2

=3.2"-3+4+2"=2"(3+1)-3=2""_3.

2. Odrediti maksimalan broj oblasti na koje je razbijena ravan sa n kruznica.

Resenje: pretpostavimo da imamo nacrtano n — 1 kruznicu i upravo cr-
tamo n-tu. Maksimalni broj oblasti ¢emo dobiti ako svaka novo nacr-
tana kruznica sece sve veé nacrtane kruznice (ne samo dodiruje ili je dis-
junktno s njima). Na toj n-toj kruznici ovako nastade 2(n — 1) prese¢na
tacka, 1 mozemo primetiti da je to upravo broj novodobijenih oblasti.
Dakle, ako oznac¢imo sa k,, trazeni broj, dobili smo rekurentnu relaciju
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kn = kn—1 +2(n — 1). Sad primenimo teleskopiranje.

kn =kn_1+ 2(n — 1)
kn-1=knp—o+ 2(71 — 3)

ko=Fk +2-1
k1 =2 (Ovo smo odredili direktno.)
kpn=24+2-1+2-24---4+2(n—1)
=24+2(1+2+---+(n—-1))
(n—1)n
2
=n®—n+2.

—2+2

. Nadi opste resenje rekurentne relacije: fr42 — 7fn+1 + 12f, = 0.
Resenje: Karakteristicna jednacina x? — 7x + 12 = 0 ima dva razlicita
realna reSenja x1 = 4 i xo2 = 3, prema tome opste reSenje je

fn=A-4"+B.3"

. Nadi opste resenje rekurentne relacije: fr42 —4fn+1 + 13f, = 0.
Resenje: Karakteristiéna jednacina 22 — 4z + 13 = 0 ima dva kompleskna
reSenja r1 = 2+ 31 1 9 = 2 — 37, prema tome opSte reSenje je

fo=A-(2+3)"+B-(2-3i)"

. Nadi opste resenje rekurentne relacije: fr42 +4fnt1 +4fn =0.
Resenje: Karakteristicna jednacina z2 + 4r +4 = 0 tj. (z +2)? = 0 ima
jedno dvostruko resenje /o = —2, prema tome opste reSenje je

fa=A-(=2"+B-n-(-2)".

. Naéi opste reSenje rekurentne relacije: fr13 + 3fni2 + 3fns1 + fn =0.
Resenje: Karakteristiéna jednacina 23 + 322 +3x +1 =0, tj. (z+1)3 =0
ima jedno trostruko resenje x,,5/3 = —1, prema tome opste resenje je

fa=A-(-1)"+B-n-(-1)"+C-n* (-1").

. Nadi opste resenje rekurentne relacije: fr,44 +4f, =0.

Resenje: Karakteristicna jednacina z* + 4 = 0 tj. ima etiri razliticita
reSenjax; = 1+4, 20 =1—1, x3 = —1+1411i x4 = —1 —1 prema tome opste
reSenje je

fn=A-014+0)"+B-1-)"+C-(-14+)"+D- - (-1-9)™

18



8. Resiti rekurentnu relaciju: f, =5f,-1 — 6f,_2 za n > 1 i pocetne uslove
Jo=1, fi=2.
Resenje: Karakteristiéna jednagina z2 — 5z + 6 = 0 tj. ima dva razliticita
reSenja r1 = 3 i 9 = 2 prema tome opste reSenje je

fn=A-3"+B-2".
Iskoristimo sada pocetne uslove:

n=0:fo,=A4-3+B-2°=1
n=1:fi=A.-3'+B.21 =2,

tj. dobili smo sistem

A+B=1
3A+2B =2.

Resenje ovog sistema je A =01 B = 1. Dakle, kona¢no resenje:
fn =2".
Rekurentne formule - sistemi, trikovi, primena

1. Zadati jednu linearnu homogenu rekurentnu formulu sa poc¢etnim uslovima
koju zadovoljava sledeéi niz:

anp=2"+3-(-1)".
Resenje. Iz reSenja vidimo da su reSenja karakteristi¢ne jednacine 2 i —1.

Dakle, karakteristicnu jednainu mozemo zapisati kao (z — 2)(z + 1) =

2?2 — x — 2. Odavde trazena rekurentna formula moze biti:

An42 — Gp+1 + 2a, = 0.
Pocetne uslove lako racunamo. Za n = 0 imamo
ap=2"+3(-1)° =143 =4,
dok za n = 1 imamo
ap =2 +3(-1)=2-3=-1.
2. Resiti sistem rekurentnih relacija:

Jnt1=2fn — gn
In+1 = fn + 4971

za pocetne uslove fy =21 gy = 1.
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Resenje: 1z f, 11 = 2f,, — gp, izrazimo g,, = — f,,41+2f, 1 odavde vidimo da
j€ gn+1 = —fnr2+2fnt1, pa kad ubacimo ove dve veze u drugu jednacinu,
dobijamo — fr4+2 + 2fn41 = fn — 4fnt1 + 8fn, tako da imamo rekurentnu
formulu:

fn+2 - 6fn+1 + 9fn =0,

uz pocetne uslove fo = 01 f1 = 2fy —go = 2-2—1 = 3. Resimo ovu
rekurentnu relaciju i dobijamo f,, = (2 —n) - 3™. Sad mozemo izrac¢unati i
gn kao

n = —fop1+2fn=(n+1-2)-3"" 42(2—-n). 3"
=(n—1)-3""" 4 (4-2n)-3"=3"(3n — 3+ 4 — 2n)
=3"(n+1).

3. Dokazati da je 2cos % reSenje rekurentne relacije 412 = Tp41 — Tn za

pocetne uslove xg =212 = 1.

Resenje: resavanjem rekurentne relacije lako dodemo do

1_\/57; n 1+\/§Z n
() ()

Posmatrajmo sad kompleksan broj % — @z Njegov trigonometrijski oblik

je cos(—7%) +isin(—7%), dok trigonometrijski oblik kompleksnog broja % +
@i je cos(§) +isin(F). Sada

fn= (cos(—g) + isin(—g))" + (cos(g) + isin(g))”
= (cos T isinz)” + (cos T +isinf)”
3 3 3 3
:cosE —isinﬁ+cosﬁ—|—isimE
3 3 3 3

nmw
=2cos —.
3

4. Resiti rekurentnu relaciju x,41 = }:éi" za, pocetni uslov xg = 1.

(Uputstvo: uvesti smenu x, = 2=.)
n

Resenje: nakon smene imamo:

_AYn Zn=4Yn
1 4zn Zn Zn — 4Yn

Yn+1
Zn+1 1-— 6%2

2B 5, — Gy,

Zn
Resavacemo sistem

Yn+1 = %n — 4yn

Zn+1 = Zn — 64,
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uz pocetne uslove yo =11 z9 = 1.

Iz prve jednacine zakljuc¢imo: z, = yn+1+4Yn 1 2nt1 = Ynt2+4Yn+1, i ako
to vratimo u drugu jednacinu, dobijamo: ¥, 2 +4Yn+1 = Yn+1 +4Yn —6Yn,
tako da imamo rekurentnu formulu

Ynt2 + 3Ynt1 + 2yn =0,

uz pocetne uslove yp =1iy; =20 —4dyo=1—4-1=3.
Resimo ovu rekurentnu relaciju i dobijamo y, = 2- (=2)" — 1. (=1)" =

(—1)"*+l — (=2)"*1. Sada imamo i
Zn = Yn+1 +4Yn = (_1)n+2 o (_2)n+2 +4. (_1)n+1 . 4(_2)n+1
=3- (—1)n+1 - (_2)n+2 - (_2)n+3 —3. (_1)n+1 + (_2)71.:,.2.

Dakle,
B yi B (_1)n+1 _ (_2)n+1
N Zn B 3- (_1)n+1 + (_2)n+2'

Tn

2

. Siti rekurentnu r iU Tpao = -x% 7 ¢etne uslove rg = 11
Resiti rekurentnu relac + 31 a pocetne uslove zg = 1

n
xr1 = 2.
(Uputstvo: uvesti smenu x,, = m¥.)
Resenje: nakon te smene imamo slededi niz jednakosti:

myn+2 — (myn+1)3(myn)*2

myn+2 = mq3Yn+1—2Un
Yn+2 = 3yn+1 - 2yn

Treba da vidimo za pocetne uslove. Ono §to treba da vazi: m¥% = 1 i
m¥t = 2. Ovo je zadovoljeno u slu¢aju m = 2, yg = 0iy; = 1. Sad mozemo
resSiti dobijenu rekurentnu relaciju, kao resenje dobi¢emo y, = 2" — 1.
Konacno resenje je, dakle:

Ty = 22" 1,

. Koliko ima rec¢i duzine n nad alfabetom {1, 2,3} u kojima se ne pojavljuje
podrec 117

Resenje. Oznacimo taj broj sa f,. Za jednu re¢ imamo tri opcije.
e Ako pocinje sa 1: drugo slovo mora biti 2 ili 3, a preostalih n — 2

slova mozemo popuniti na f,,_s nacina, jer to su u sustini re¢i duzine
n — 2 nad alfabetom {1, 2,3} u kojima se ne pojavljuje podre¢ 11.

e Ako pocinje sa 2: preostala mesta mozemo popuniti na f,_; nacin.

e Ako pocinje sa 3: preostala mesta mozemo popuniti na f,_; nacin.
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Posto su u pitanju disjunktni slucaji, na osnovu principa zbira mozemo
ustanoviti rekurentnu relaciju:

fn = 2fnfl + 2fn72~
Opste resenje ove rekurentne relacije je
fo=A(1—=V3)"+B(1+V3)"

Treba da odredimo pocetne uslove. Vazi fo = 1 (prazna rec¢) kao i f1 = 3.
Odavde mozemo resavati sledeéi sistem:

1=A+B

3=A(1-V3)+B(1+V3).

Resenje ovog sistema je A = % iB= %ﬁ, pa konacno resenje je:

3-2V3

230 vy g 2R

fn

7. Pravougaonik veli¢ine 2 x n izdeljen je na 2n jedini¢nih kvadrati¢a. Ras-
polazemo sa dovoljnim brojem ploc¢ica pravougaonog oblika veli¢ine 2 x 1
i 2 x 2. Na koliko nacina se ceo pravougaonik 2 X n moze prekriti sa ovim
plo¢icama?

Resenje. Oznacimo sa f,, broj nacina kako mozemo prekriti pravougaonik
2 x n. Polje u gornjem levom ¢osku mora biti prekriveno. Njega mozemo prekriti
na 3 nacina.

e Ako prekrijemo plo¢icom 2 X 2, ostatak pravougaonika moZzemo prekriti
na f,_» nacina.

e Ako prekrijemo plocicom 2 x 1, ostatak pravougaonika mozemo prekriti
na f,_1 nac¢ina.

e Ako prekrijemo ploc¢icom 1x 2, ta¢no ispod moramo jos jednu takvu plocicu
smestiti, a ostatak pravougaonika mozemo prekriti na f,,_o nacina.

Otuda imamo rekurentnu relaciju:

fn = fnfl + 2fn72-
Pocetne uslove odredujemo direktno: f; = 1, fo = 3. Konaé¢no resenje ¢e biti

2 1
fa=3-2 43 (D)
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