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Glava 1
Klasifikacija PDJ

1.1 Klasifikacija evolucionih sistema

Neka je dat sledeéi sistem kvazilinearnih PDJ

Qui N~ O, o
5% —I—Z aij g +b;=0,i=1,...,n, (1.1)

i=1

gde su u=u(z,t), ai; = a;;(x, t, u(z,t), by ="bi(z,t,u(z,t)). Napravimo njihovu
linearnu kombinaciju

n auz n a’ll,j n B
Z ZZ(EJr Z aij%> +Z b;=0.
=1 Jj=1 =1
Hoéemo da pronadjemo krive x =x(t), t =¢, na kojima gornja linearna kombina-
cija ima oblik

Z; ligy + ; b =0.

Ove krive zovemo karakteristike sistema (1.1). Da bi ovo moglo biti ta¢no, mora

da vazi
n
— ! s
E ljaji—li'$,l—1,...,n,
i=1
. . Oui g _ ou; . -1 Ak A o .
jer je wral =2t i =1, .., n. o sa A ozna¢imo matricu [a;;]i=1,....n,j=1,...n,

tada je 2’ njen karakteristi¢ni koren, a (li,...,1,) je njen karakteristi¢ni vektor.

Definicija 1.1. Sistem (1.1) je strogo hiperbolican, ako postoje n razlicitih
realnih karakteristiénih korena matrice A. Sistem je hiperbolian ako su svi
karakteristicni koreni realni i postoji n linearno nezavisnih karakteristicnih
korena. Sistem je slabo hiperbolican ako su mu svi karakteristiéni koren: realni.
Ako nema realnih korena, sistem je eliptican.

Primetimo da postoje realni izgledi da makar lokalno reSimo pocetni problem
za sistem (1.1), ako je on bar hiperboli¢an (naravno, ovo ne znaci da ostali sis-
temi ne poseduju lokalno resenje, samo ga nije moguce traziti na uobi¢ajen nacin
— metodom karakteristika).
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Primer 1.2. (a) PDJ utr — Yz =0 smenom v = u,, w=u; prelazi u sistem
v —w, =0
Wt — YU = 0)

koji je strogo hiperboli¢an za v > 0, slabo hiperboli¢an za v =0 i elipti¢an za v <
0.
(b) Linearna Klein-Gordon-ova PDJ

Ut — 72sz+u:0
smenom v = us + Yyu, prelazi u sistem

vy — YUz +u=0
U+ yugy —v =0,

koji je strogo hiperboli¢an. Primetimo da “prirodna” smena: uy = w, v = u, daje
sistem

u—w=>0
v —w,=0

wy — 72 vy +u=0,

koji je u stvari ekvivalentan (za resenja klase C?) sa jednac¢inom

%(utt — Y2 Uy +u) =0.

(c) Jednagina provodjenja toplote, u; — a? uy, = 0, prelazi u slabo hiperbo-
lican sistem, ali je sada evolucion parametar z umesto vremena t.

1.2 Klasifikacija PDJ drugog reda

Posmatrajmo kvazilinearnu PDJ sa sve promenljive
AUgz+ 20Uz y + CUyy =d, (1.2)

gde a, b, ¢ id zavise od x, y, u i njenih prvih izvoda. Ho¢emo da vidimo kada u
okolini neke krive

wix=f(s), y=g(s)
mozemo nadi reSenje gornje jednacine za pocetne uslove na w:
u="h(s),uz=7r(s),uy =t(s).
Primetimo prvo da je jedan od gornjih pocetnih uslova odredjen ostalima, jer je

du_Oudzs | Oudy
ds Ords 0Oyds
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§to znadi da je
h(s)=r(s)f'(s) +t(s)g'(s)-
Za druge izvode na w imamo:

P(5) = S = g () F 1 (5)

duy
t"(s) = g5~ = tayf'(5) + uyyg'(s).
s
Regenje po drugim izvodima od u na w (i nekoj okolini neke tacke na njoj) iz
gornje dve jednacine i PDJ (1.2) uvek postoji (i jedinstveno je) ako je

g0
Ds=|0 f/ g/ :ag’272bf’g’+cf’27’:0.

a 2b c
Tac¢ku na w zoverno kamktemstiénom ako je za nju Dg = 0. Ako predjemo na
ODJ zamenom ¢'==21i f'=— dobljamo jednacinu karakteristika

Vb2 —
dy _bE Vb —ac_ ) (1.3)
dz a

. . o . N . d
(ako je a =0, onda jedna¢inu dobijamo izraZavanjem d_Z'

Definicija 1.3. Ako je b*> — ac < 0, jednacina (1.2) je elipti¢na, ako je b*> — ac =0,
jednacina je paraboli¢na, a ako je b*> — ac >0, data jednacina je hiperboli¢na.

Primetimo da u slu¢aju da kriva w nije data eksplicitno, ve¢ sa w(x, y) =0,
jednacina karakteristike je data sa
dw )\dw

Frar

Predjimo sada na viSedimenzionalni slu¢aj. Radi jednostavnosti ¢emo posma-
trati samo slucaj linearne jednacine.

n n

Z Z () Uz, + (T, U, Ugys ..y U, ) =0, (1.4)

i=1 j=1
gde ¢e se podrazumevati da je [a;;] simetri¢na matrica (u sluéaju da je traZeno
reSenje klase C?, to nije ogranicenje, jer je Ugyz; = Ug,e,). Posmatramo neku
nesingularnu smenu promenljivih y = y(z) (Jakobijan preslikavanja x — y nije
nula, |D,y|# 0). Ako iskoristimo oznaku

n n
- Oy Oy
Ae=) ) Giig o
=1 j5=1

i kompletno predjemo na promenljivu y, jednacina (1.4) prelazi u

n n

E dlk uylykJrq)(y,u Uyqyeees uyn):O
=1 k=1
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Koristimo oznake A = [a;;] i A= [a;;]. Kako je A simetri¢na matrica, ima
realne karakteristicne vrednosti i vazi da je A = JAJ*, gde je J* Jakobijan D,y.
Ovo mozemo posmatrati i kao problem svodjenja kvadratne forme

n n

n
Z Z a;;p;p; na kvadratnu formu Z
i=1 j=1

n
=1 k=1

arkq1dk-

Cilj nam je da dobijemo kvadratnu formu oblika

T m
doai— Y a.m<n
=1

l=r+1

Ovo nam daje kriterijume za definisanje tipova jednacina.

Definicija 1.4. Ako je
a) m=nir=m ili r=0, jednacina (1.4) je elipticna.

b) m=n i 1<r<n—1, jednacina je ultrahiperboliéna. Ako jer =1 ili r =
n — 1, jednacina je hiperboliéna.

¢) m <n, jednacina je ultraparabolicna. Ako jem=n—1idir=1iir=n—
1, jednacina je parabolicna.

1.2.1 Kanonicke forme za PDJ sa dve nezavisne promen-
ljive

Sada ¢emo svesti PDJ (1.2) na jednostavniji oblik, takozvani kanoni¢ki, koristeci
ODJ za karakteristike koju smo izveli ranije. Kao $to se moglo i ocekivati,
posmatracemo tri razli¢ita slucaja.

— Hiperbolicna PDJ. Postoje dve realne vrednosti A; 2 desne strane od
(1.3). Neka su &(z, y) = ¢1 i n(z, y) = co reSenja ODJ (1.3) takva da je
&,#01 n,#0. Tada je Jakobijan

2V 0% —
[Dap (& M) = =——"26,m, 0,

pa je smena promenljivih (z, y) — (£, ) nesingularna. Jednostavnim uvr-
Stavanjem ove smene dobijamo kanonicki oblik

uf’n: ¢(§a nvuaufauﬁ)'

— Parabolitna PDJ. Imamo samo jedno A i samo jedno reSenje od (1.3),
dato sa &(z, y) = c1, & £ 0 (ili & # 0, pa u tom slufaju menjamo uloge
promenljivih z i y u daljem tekstu). Drugu promenljivu biramo proi-
zvoljno, recimo n=x, pa kako vazi

smena promenljivih je nesingularna. Diretnim izra¢unavanjem dobijamo
kanonicki oblik

Uge = ¢(§a U»Uaugaun) ili Upn = ¢(€a U»U,Ufaun)-
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— Elipticna PDJ. Sada nemamo realnih vrednosti A, pa postupamo na malo
drugaciji nac¢in. Neka su A; i A2 kompleksnoznaéna reSenja od (1.3). Neka
je w kompleksnoznacno reSenje sledeé¢e PDJ

We + AMwy =0,

takvo da je wy, # 0. Definisimo funkcije

§7w+@i L w—w
T2 T
(Primetimo da funkcija @ zadovoljava @y + A, =0.) Dalje imamo
_ —Vb:—ac _
|D(I,y)(§an)|:|D(w,w)(§v77)|'|D(z,y)(waw)|:Twywy7§0’

tako da je smena promenljivih (z, y) — (&, n) nesingularna. Jednostavnim
uvrstavanjem ove smene dobijamo kanonic¢ki oblik

u55+u7777: ¢(€’ nauauf’u"])'

1.3 Karakteristicne mnogostrukosti i pocetni pro-
blemi

Neka je dat linearni parcijalni diferencijalni operator (PDO u daljem tekstu)

P(z,D)= Y aa(x)D*+ Y aua(x)D*+a(w),

la|=m |l <m

gde je z = (zo, 1, ..., zn) € R, o= (g, a1, ..., o) € NG || = ap + ... + an,
olal

D; = 8/dx;, D™ = PO x® = xg°27. ap". lzraz ‘alz::m an(2) D
zovemo glavnim delom PDO P(z, D).
Posmatrajmo sada jednacinu
P(z,D)yu=0 (1.5)

u okolini glatke n-dimenzionalne mnogostrukosti S = {x € R*"*%: f(x) =0}, f €
C®°. Dat pocetni problem za (1.5) ¢e znaciti da su svi izvodi funkcije u do reda
manjeg od m na S poznati, i da je potrebno naéi reSenje date jednacine u nekoj
okolni od S.

Menjaéemo koordinatni sistem u okolini U bilo koje tacke na S na sledeci
nac¢in. Nove promenljive ¢emo oznaciti sa & = (&, ...., &), a izabracemo ih tako
da je &= f(xz) ito jest UNS={(0,&1,...,&n): &1y -..&n € R}. Primetimo da je ova
procedura u ops$tem slucaju moguéa samo u okolini neke tacke na mnogostru-
kosti S, a ne na celoj mnogostrukosti uniformo.

Na primer, ako imamo datu 1-dim talasnu jednainu: usy — uz =01 .5 = {(x,
t): x =t}, mozemo definisati novi koordinatni sistem sa promenljivima §y =2z —t,
51 =X + t.
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Prvo primetimo da kako su (0, 1,0,....,0),...., (0, ....,0,1) vektori koje generisu
S 1 kako znamo vrednosti funkcije u na S, poznati su nam i svi izvodi po ovim

pravcima od u na S (na primer, prvi izvod po £ moZemo uvek izra¢unati,

ou
%Z
ALITIO U(Oa fl—i—h,52,..-,§nf)L—U(0,€1a§2,...,€n)7 a kako su (0, 51’ 62; s gn) i (0’ 511 +

h, &, ..., &) € S gornja granica je odredjena.) Takodje, svi izvodi reda «, gde je
ap < m su poznati zbog zadatih pocetnih uslova.
Koristedi pravilo za izvode sloZene funkcije, za |a| =m dobijamo

la| m a0 o
prum gl ()" ()"

T 0ro0ryt oxlr 9Ey \ Do B

gde R; sadrzi sve ¢lanove ¢ije vrednosti na S znamo. Sada PDJ (1.5) postaje
O™y 9\ [ &\
aq(x) o7 ( 8x0> s + Ro,

gde Rs opet oznacava poznate vrednosti na S. Sada se lako vidi da ako Zelimo
da je vrednost od 9™u/0y" jedinstveno odredjena na S, potrebno je i dovoljno

da
98 \™ (0% \™"
aa(x)(axo) (&Cn) +0,
ili ekvivalentno

> @ )= 5wl B ) (G2 0

loc|=m o [=m

loc|=m

la|=m

za svako x € S.

Ako je gornji izraz jednak nuli oko neke tacke x to znali da (u opstem slu-
¢aju) nema smisla traZiti reSenje poSetnog problema oko te tatke. Ako je S
sastavljena od samo takvih tacaka, onda je zovemo karakteristiéna mnogostru-
kost:

Definicija 1.5. Mnogostrukost S = {x € R""1: g(z) = 0} je karakteristicna u
tacki A€ S za operator P(x,D) ako i samo ako je

D aa(@)(Vg(2)*|s=a=0.
la|=m
S je karaktristicna mnogostrukost ako je karakteristicna u svakoj svojoj tacki.

Primetimo da je dg/0x; = v; i-ta komponenta jediniéne normale na S
(jednaka je cos-u ugla koji normala zaklapa sa x;-osom).



Glava 2
Hiperboli¢cne PDJ drugog reda

2.1 Jednodimenzionalna talasna jednacina

2.1.1 Kosijev problem
U ovoj glavi ¢emo posmatrati samo klasi¢na resSenja u prostoru C™, gde je m red
PDJ koju resavamo.
Data je homogena talasna jednacina
Upt — CPUpe =0,¢>0.
Smenom promenljivih § =z + ct, n =  — ct se svodi na u¢, = 0, Cije je reSenje
dato sa
u=p(&) +q(n) =p(x +ct) + q(z — ct),

gde se p, ¢ € C? proizvoljne funkcije.
Teorema 2.1. Neka su date funkcije f € C*(R) i g € CY(R). Tada Kosijev pro-
blem

Upp — Uy =0

uli=0= f(z)

utlt=o0= g()
ima jedinstveno klasicno resenje dato D’Alambert-ovom formulom

1 1 x+ct
u(z,t)=5(f(z+ct)+ fz —ct)) + o 9(y)dy.
2 20 xr—ct
Dokaz. Kao sto smo malo pre videli, opste reSenje homogene talasne jednacine
je dato sa

u(z,t)=p(x+ct) + q(x —ct). (2.1)

Sada ronalazimo odgovarajuée funkcije p i ¢ tako da pocetni uslovi budu zadovo-
ljeni. Zamenjujuéi prvi pocetni uslov dobijamo

p(x) +q(z) = f(). (2.2)
Koristeéi smene £ =x + ct, n=x — ct dobijamo da za t =0 vazi
@| o 3p8§+3p877+8q8§+8q877 e
at"=° oot " onot " ocot oot )'°

= cp'(w) —cq'(z) = g(x).

Diferenciranjem jednakosti (2.2) dobijamo

p'(x) +q'(zx) = f'(),

11
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pa iz ove dve jednacine dobijamo

/:Cfl+g q/:Cf/_g
2¢ 2¢
odnosno
) =5 1@+ [ oty )+
o) =5( 701 [“atway ) +en
a iz (2.1) imamo
L

e )= 3o +et+ o=t +as [ gy,

—~ N

jer koristeéi u(z,0) = f(z) dobijamo ¢; 4+ c2=0.

O

Primetimo da ako je ||f — fillr~<e 1 ||g — g1]|L= <&, tada ako sa v ozna¢imo
reSenje pocCetnog problema sa f; umesto f i g3 umesto g, imamo

fu—v|< SIS+ et) = file+et) + 5l fz —ct) ~ fala —ct)]
1 r+ct
%/

Za svako t >0 dobijamo ocenu

+ l9(y) — g1(y)|ds.

ct

-, 8) =0, 1) [~ <&+ goe - 2e=c(1+1).

Ovo znaci da je gornji Kosijev problem dobro postavljen u topologiji prostora L
u smislu Hadamard-a: Ima jedinstveno reSenje koje neprekidno zavisi od datih
podataka.

Povucimo karakteristike (u ovom slu¢aju su prave sa nagibima = c¢) iz neke
tacke (zo,to) nadole prema z-osi (“karakteristike unazad”).

t
A

\
=

7

(x,—ct,,0) D’;) (x,+ct,y,0)

Slika 2.1.
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Na osnovu D’Alambert-ove formule vidimo da u(xg, tg) zavisi samo od vre-
dnosti pocetnih uslova na Dy, pa D zovemo domenom zavisnosti za tacku (zo,
to). Primetimo da ako je neka tacka (z1,t1) u oblasti D, njen domen zavisnosti je
podskup od D jer su karakteristike talasne jednacine nezavisne od prostor-vre-
mena (c ne zavisi od z ili ¢).

Obrnuto, posmatrajmo neki interval I = [a, b] i iz tacaka a i b povucimo gra-
ni¢ne karakteristike, tako da sve karakteristike iz bilo koje od tacaka sa I leze
izmedju njih. Tako dobijenu oblast ¢emo oznaciti sa Dy izvati domen uticaja.
Razlog je jednostavan: Vrednost reSenja u nekoj tacki unutar D; zavisi i od
tacaka iz I. Kako je nagib grani¢nih karakteristika jednak = ¢, vidimo da ¢e
poremecaj koji se dogodio u intervalu [a, b] u vremenskom trenutku ¢ =0 dospeti
do tacke x; > b u vremenskom trenutku ¢t; = (x1 — b)/c, tj. kao da se krece
brzinom c¢. Ako je x1 < a, onde je brzina jednaka — ¢. Ova osobina kod neke
PDJ se zove konacna brzina prostiranja i jedna je od osnovnih karakteristika
hiperboli¢ih PDJ.

t,=(x,—b)lc

\J
=

(a,0) p, (5.0 X,

Slika 2.2.

Nadalje éemo uzeti da je brzina ¢=1. Formalno se to postize smenom t+— ct.

Teorema 2.2. Neka je F € C*(R?), f € C*R) i g € CY(R). Tada Kosijev pro-
blem

Upt — Uz = F (2, 1)
uly=0= f() (2.3)

utli=0=g()

ima klasicno resenje dato

1 [t
ue.)=5(f@+0+fa=t)+5 [ g+ [ | Fls)duds,
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gde je Dy ¢y domen zavisnosti za tacku (x,t) (videti sliku 2.1).

Dokaz. Oznacimo sa D oblast D, ¢ i sa C njenu granicu orijentisanu u pozi-
tivnom smeru, C'=CyUCyUCy, gde je

Co={(y,0):yez—t,x+1t]}
Ci={(y,s):s€[0,t],y=x+t—s}
Co={(y,s):s€[0,t],y=x—t+s}.

Integralimo PDJ iz (2.3) nad oblasti D, tako da imamo

I: —// Upt — Ug g dyds-// (y,s)dyds.

Primenom Green-ove teoreme imamo
I=— / udy + ugzds.
C

Racunamo krivolinijse integrale nad C.

x4+t T+t
/ udy +uds = / udy :/ g9(y)dy.
Co x—t r—t

Na (' je dy = —ds, pa imamo

/ udy + uzds = —/ utds—i—umdy:—/ du=u(x+1t,0)—u(z,t)
Cy C Ci
= flz+1)—u(z,t).

Na (s je dy =ds, pa imamo

/ udy +ugyds = / utderumdy:/ du=u(x —1,0) —u(x,t)
Cs Ca C1
= f(z—1t)—u(z,t).

Sabirajuéi sve ove ¢lanove dobijamo

(e t) = fa+) - -0 - [ gwv= [[ P.sayas,

odakle sledi tvrdjenje teoreme.

2.1.2 MeSoviti problem

Pozabavimo se sada sledeé¢im problemom za talasnu jednacinu. Sada nas intere-
suju vrednosti reSenja samo u intervalu = € [A4, B], pa zbog toga podetnim uslo-
vima dodajemo jo§ grani¢ne uslove na polupravama z=A iz =B za t > 0.
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Slika 2.3.
Resava¢emo slede¢i meSoviti problem:

Upt — Uz = Q(2, 1), A<z<B,t>0
u(z,0)= f(z), u(z,0)=g(x) A<z<B
u(A,0)=ua(t) ili u.(A4,0)= ( , t>0
u(B,0)=>b(t) ili uy(B,0)="b(t), t>0.

(2.4)

U slu¢aju da posmatramo grani¢ne uslove na u, pretpostaviéemo da vazi tzv.
uslov kompatibilnosti: a(0) = f(A) i b(0) = f(B). Ako su dati grani¢ni uslovi na
ug, tada je uslov kompatibilnosti a(0) = f'(A), b(0) = f'(B). Nadalje ¢emo pre-
tpostaviti da vaze ti uslovi. Ozna¢imo sa D oblast {(z,t):z € (A, B),t >0}, a sa
0D njenu granicu. Kao i malo pre, bez smanjenja opsStosti mozemo uzeti da je
c=1.

Za razliku od prethodnog poglavlja, za ovaj problem ¢emo prvo dokazati
jedinstvenost resenja.

Teorema 2.3. Postoji najvise jedno resenje u € C?(D) N C(dD) mesovitog pro-
blema (2.4).

Dokaz. Tvrdjenje ¢e biti dokazano ake pokaZemo da je jedino reSenje od (2.4) za
homogene pocetne i grani¢ne uslove ba$ trivijalno resenje, u = 0. To direktno
sledi iz lineanosti datog problema: Ako su w i v reSenja od (2.4), tada u =v zado-
voljava istu jednacdinu sa svim homogenim uslovima.

Da bi ovo dokazali. posmatrajmo integral energije

) ;:5/ W2(z, 1)+ ul(z, )da.
A
Diferenciranjem E(t) dobijamo koriste¢i datu PDJ

B B
dE(t) = / (uzuzt + ’LL{U,tt)dZ' = / (umuzt + utuzx>dz
dt A A

B o -B
= [4 %(Uzut)dxzumu”m:A:O’
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jer ako je u|,—4 =0 sledi i da je uy|,—4 =0 (isto i za drugi grani¢ni uslov).
Prema ovome E(t) = const, a kako je prema podetnim uslovima E(0) = 0 i
u(z,0) =0, sledi da je E(t) =0, i odnosno u = const, tvrdjenje je dokazano. O

Za konstrukciju reSenja problema (2.4) za ¢ = 0 koristicemo slede¢u intere-
santnu lemu.

Lema 2.4. Neka su A, B, C i D temena pravougaonika éije su stranice karakte-
ristike homogene talasne jednacine uzy — Uz, = 0. Potreban i dovoljan uslov da
funkeija u=u(z,y) bude njeno resenje nad R? je da u zadovoljava funkcionalnu
(u stvari diferencnu) jednacinu

u(A) +u(C) =u(B) +u(D),
za svaki gore opisani pravougaonik ABCD.

Dokaz. Neka je u resenje date PDJ koje pripada C?(IR?). Znamo da je

za bilo koje dve funkcije p, ¢ € C*(R). Neka je A(x + k, t + h) za proizvoljne
realne brojeve k i h. Tada ostale tatke imaju koordinate B(z — h,t — k), C(x —
k,t — h), D(x + h, t + k). Zamenjujuéi ove vrednosti u diferencnu jednadinu,
dobijamo

w(A)+u(C)= ple+k+t+h)+qlz+k—-t—nh)
= plx—k+t—h)+q(z—k—t+h)=u(B)+u(D).

Obrnuto, neka u zadovoljava gornju diferencnu jednacinu za svaki gore opi-
sani pravougaonik. Stavimo h = 0, podelimi jednac¢inu sa k2 - oduzmimo 2u od
obe strane jednacine. Tako dobijamo

u(lx+k,t)+u(z—k,t)—2u(z,t)  ulx,t—k)+tu(z,t+k)—2u(z,t)

k2 k2 '

Koristeéi Taylorov razvoj oko tacke (x,t) dobijamo
w(w £k, 1) = ulz, t) + ug(x, )k + %umm(x, k2 + 2O (k),
u(z,ttk)=u(z,t) Lulz,t)k+ %utt(:n, tk?+ k*O(k), k—0.
Vracajuéi ove vrednosti u gornji izraz i pustajuéi da k— 0, dobijamo
Utt — Ug g = O(k?)a k—0,
odnosno, dobijamo trazeno tvrdjenje. (I
Iskoristiéemo ovu lemu da bi opisali konstrukciju reSenja za

Upp — Uz e =0, A<zr<B,t>0
u(z,0)= f(z),us(z,0)=g(z), A<z<B
u(A,0)=a(t), u(B,0)=>b(t), t>0.
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Slika 2.4.
Povucimo karakteristike date PDJ iz tacaka A i B unutar domena {(z,t): A <
x < B,t>0}. Tako dobijamo trouglove
A+B A+B
—A
2 2 )

T1:(A,O)(B,O)(

E(éi@éiﬁA)wﬂﬂRBA%

2 7 2
1= (a0 452 A E A ).,
ﬂ4AB—A(Ag§AgB—Ay&B—A)

U oblasti 77 je reSenje PDJ poznato prema D’Alambert-ovoj formuli (T3 je
domen zavisnosti). Svaka tacka u oblastima T5 i T3 je teme pravougaonika koji
zadovoljava uslove prethodne leme, a ¢ija ostala tri temena leze na rubu od T; i
na granici x = A ili * = B (samo povucemo karakteristike iz te tacke). Kako
znamo vrednosti ove funkcije u te tri tacke, prema prethodnj lemi znamo i u tra-
zenoj tacki. Svaka tacka u Ty je teme nekog pravougaonika koji zadovoljava
A+B A+B
2 2
jednim na rubu od T5 i T3. Prema prethodnoj lemi, opet znamo vrednost funk-
cije u 1 u toj trazenoj tacki. Dalje nastavljamo proceduru krenuvsi sa duzi {(z,
t): A<z < B,t=B— A} i tako do beskonacnosti.

uslove prethodne leme sa jednim temenom u ( — A), i sa po jos

Alternativni dokaz postojanja reSenja meSovitog problema za talasnu jedna-
¢inu se moze izvesti Fourier-ovom metodom razdvajanja promenljivih.

2.1.3 Integral energije

Ovo poglavlje je posveéeno dokazu jedinstvenosti resenja Kosijevog problema za
talasnu jednacinu, ali ¢éemo ga dati u posebnom poglavlju zbog korisnosti i uni-
verzalnosti metoda, tzv. integrala energije, za hiperboli¢ne PDJ i sisteme.
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Teorema 2.5. Neka je F € C*(R?), f € C*R) i g € CY(R). Tada Kosijev pro-
blem za talasnu jednacinu (2.3) ima jedinstveno resenje u prostoru C?*(IR?).
Dokaz. Dokaz ¢emo zbog preglednosti dati samo za t > 0. Za donju poluravan je
dokaz prakti¢no identi¢an. Zbog linearnosti posmatranog problema, tvrdjenje ée
biti dokazano ako pokazemo da je svako reSenje pocetnog problema
uttfuxz:(), (x,t)G]RX]RJF (25)
Ult=0=0,us[t=0=0, z€R
identicki jednako nuli.
Uzmimo bilo koju tacku (zg, to) € R x R i oznac¢imo sa D,, 1, njen domen
zavisnosti. Oznac¢imo sa I' trapez A BCD dobijen presekom prave t = h > 0 i
Dy 10, gde njegovo teme A ima koordinate (xg — tg,0). (vidi sl. 2.5)

t

A
(x():to)
D C
h
r
A B
» X
(xo_to’o) (xo+to:0)
Slika 2.5.

PomnozZimo PDj iz (2.5) sa — 2uy, tako da dobijemo
0=—2u(tss — Upg) = — (U2 +u?)¢ + 2(Upliy) -

Integralimo ovaj izraz nad I' i primenimo Green-ovu formulu, tako da dobijemo

0:/ ((u§+u%)tu - 2(uzut>xu)d57
or

gde su t, i z, komponente spoljne jedini¢ne normale na OI'. Na duzima AD i
BCijet,=1/V2ixz,=+1/v/2na ABjet,=—1,2,=0,ana CD jet,=1,
z,=0. Ovo znaéi da imamo
0= / — (u2 +uf)dx + / (u2 +uf)dz
AB cD
1

t—(uzt,, —uyr,)?ds.
Bcypa tv

Koristeéi nenegativnost poslednjeg ¢lana, imamo

/ (u2 +ui)dz > / (u2 +uf)dz.
AB cD
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Kako je u=wu;=0 na t =0 dobijamo da je za bilo koje h

/ (u2(x,h) +ui(z,h))dz =0,
cD

to jest, u = const, a pocetni uslov ponovo daje u =0, ¢ime je tvrdjenje dokazano.
O






Glava 3
Paraboli¢ne PDJ drugog reda

Paraboli¢ne jednacine se koriste u opisivanju procesa difuzije ili generalnje gle-
dano, procesa ireverzibilnih u vremenu: PDJ nisu invarijantne pri smeni ¢ — — t.
Ovo znadi da se znanje o proslosti gubi kako vreme proti¢e (suprotno od onog u
hiperboli¢nom sluc¢aju). Jo$ jedna bitna karakteristika ovog tipa PDJ je da su
reSenja regularnija od pocetnih uslova.

Najjednostavniji primer je jednacina provodjenja toplote (“Heat equation” na
engleskom)

Hu=u; — k*Au=0,k€R. (3.1)

Model je verniji ukoliko se radi o materijalu koji dobro prenosi toplotu (metali.
recimo, dok voda nije toliko dobar primer—toplota se mnogo brze prenosi struja-
njem). Ovaj model je prvi dobio i analizirao Fourier, tako da se ¢esto naziva u
Fourier-ov model prenoSenja toplote (toplotni fluks je proporcionalan gradijentu
temperature koja je oznafena promenljivom u u PDJ (3.1)).

Posmatrajmo cilindri¢nu oblast

D=Qx(0,T),T <00, QCR",

gde je Q otvoren i ograni¢en skup. Neka je D’ zatvorenje od D, D, a ako je T <
o0, onda i bez tacaka na kojima je t=1T,

D'=Qx{t=0}U00 x [0,T].

Izuzetno su vazne sledeée dve teoreme, principi maksimuma, pomocu kojih se
izvode apriori ocene reSenja PDJ (znamo osobine reSenja pre nego $to resimo jed-
nac¢inu). Ova osobina dozvoljava da se reSe znatno komplikovanije PDJ od (3.1)
na sli¢an na¢in kao ona. Ova “osobina” ne postoji kod hiperboli¢nih PDJ, gde tu
ulogu apriori ocena igra integral energije.

Teorema 3.1. Neka je u € C(D) N C?(D) resenje od (8.1). Tada se max u i
minwu dostizu u tackama na D’.

Dokaz. Dokazaéemo teoremu samo za maksimum. Slu¢aj za minimum se doka-
zuje na isti nacin, a moguce je i napraviti smenu u — — u, tako da se svodi na
slu¢aj koji razmatramo. Neka je M =maxp:u. Za 0 < & < 1 defini§imo pomoénu
funkciju

v(z,t):=u(z,t)+e|z|%

21
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Tada je
Hv=—-2nk%*<0.

Neka je dato proizvoljno ¢ < co it < 7T. Maksimum od v ne moZe biti dostignut
u tacki koje pripada skupu € x (0, ), jer bi tada moralo vaZiti

v; >0 1 Av <0 za dovoljno malo ¢
(uslov za ekstrem u R™*1), §to bi dalo
Hv=v;—k?Av >0,

a to je u kontradikciji sa gore izvedenom relacijom Hv < 0. Takodje, maksi-
mumne moZe biti dostignut tamo gde je t = ¢, jer bi tada bilo v; > 0 (funkcija
raste po t do granice da bi dostigla maksimum) i opet bi bilo Hv > 0. Ovo znadi
da je maksimum dostignut u tacki koja pripada skupu Q x [0, %] N D’, to jest u
tacki gde je u < M. Odavde je

v < M +emax|z|?
Q

pa kako je ¢ dovoljno malo i 4 ne moZe imati maksimum van D’. Kako je ¢ proi-
zvoljno, sledi tvrdjenje. (I

Posledica 3.2. MesSoviti problem
Hu=f naD
u=g mnaD’
gde su f € C%(D) i g€ C(D') ima najvise jedno resenje uw C(D)NC%(D).
Dokaz se jednostavno izvodi pretpostavkom da postoje dva reSenja, pa onda

njihova razlika zadovoljava homogenu meSoviti problem, a prethodna teorema
nam tada garantuje da je ta razlika maksimalno i minimalno jednaka nuli.

Princip maksimuma vazi i za neograni¢enu oblast,

D=R"x (0,T),0<T < 0.

Teorema 3.3. Neka je u resenje od (3.1), u€ C(D)NC?(D). Neka je

M= sup wu(z,t)
) . (z,t)eD
1 neka je

N = sup u(z,0).
zeR™

Tada je M = N ako je M konacno.
Dokaz. Za 0 <e <1 defini§imo pomoénu funkciju
v(z,t) =u(x,t) —e(2nt +|z|?).

Lako se vidi da vazi Hv = 0. Pretpostavimo da je M < oo i M > N. Tada za
svako z va“zi

v(z,0)=u(z,0) —e|z|?* <u(z,0) < N.
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Ako je

M*Niogth

| [*> ,
tada vazi
v(z,t)=u(z,t) —e2tn+|z|*) <M —e|z|*< N, (3.2)

za € dovoljno malo. Kako je prema pretposavci M < oo, oblast

M—-N
Q:= {z: |z]? < }
€
je ograniCena po promenljivoj x, pa prema prethodnoj teoremi sledi da je

v(z,t) <N zazeq,

M — N
pamt

jer je v(z,0) < N, a prema (3.2) je i v(z,0) < N za |z|*>=
Ove dve ocene, za  €Q i za x ¢, daju

v(z,t) <N, (x,t) eR" x [0,T],

jer € moze biti proizvoljno malo.

Odavde dobijamo
u(z,t)=v(x,t) +e2nt+|z|*) <N +e2nt + |z |?),

za svako (x,t) € D. Fiksirajmo (z, t) i postimo da ¢ — 0. Tada dobijamo da je
u(z,t) < N za svako (x,t) € D, §to je kontradikcija sa pretpostavkom M > N. O

Posledica 3.4. Pocetni problem

Hu=f u D,
u(z,0)=g(z), zeR"

ima najvise jedno ograniceno resenje u € C*(D) N Cy(D).
Primetimo da ova posledica nije ta¢na ako u tvrdjenju izostavimo uslov ogra-

nicenosti:
Za n =1, neogranicena funkcija

1 g df -k
Wﬁ:; T

(=)

zadovoljava poCetni problem Hu = 0, u(z, 0) = 0, mada znamo da je i u = 0
reSenje istog pocetnog problema.

Teorema 3.5. Neka je ¢(x) neprekidna i uniformno ogranicena funkcija iz R™
u R. Tada je

u(z,t)::/n (4km>—”/2exp(%)¢(z>dz

jedinstveno ograniceno reSenje za Kosijev problem

Hu=0,u(z,0)=¢(x).
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Ta funkcija je analiticka za svako x € C", t € C, Re(z) >0.

Dokaz ove teoreme se moze izvesti direktnom zamenom date funkcije u PDJ.

Ako je podetni uslov u L?(IR"), samo izvodjenje reSenja se moze dobiti pri-
menom Fourier-ove transformacije po prostornoj promenljivij z i reSavanjem
ODJ po t. Vradanjem na originalnu prostornu promenljivu x, dobijamo tvrd-
jenje.



Glava 4
Eliptiécne PDJ drugog reda

4.1 Uvodni pojmovi

Ako se drugacije ne napomene, ) ¢e oznacavati otvoren ograni¢en podskup od
R™ Neka je L dati parcijalni diferencijalni operator. Za ovaj tip jednadina tra-
Zimo reSenja slede¢ih problema

Dirichlet-ov problem (I granicni problem). Trazimo reSenje u € C2(Q) N C(£2)
za PDJ Lu= f u Q, kada je zadovoljen grani¢ni uslov u|so=g.

Neumann-ov problem (II grani¢ni problem). Sada traZimo resenje u € C%(Q) N

CH() za istu PDJ, dok je grani¢ni uslov %lag =g.
%
III graniéni problem. U odnosu na prethodni slu¢aj, promenjen je grani¢ni

uslov na %MQ +aulon=g.

Modelna jednadina za elipti¢ne PDJ ¢e biti Laplace-ova jednacina
Lu=Au=f,

na otvorenoj povezanoj oblasti ). Kod elipti¢nih PDJ je karakteristi¢no da se
metodi njihovog reSavanja i analiziranja viSe baziraju bas na modelnom pred-
stavniku nego paraboli¢ne ili hiperboli¢ne PDJ.

Definicija 4.1. Fuknciju u zovemo harmonijska (subharmonijska, superharmo-
nijska) ako vazi

Au=0(Au>0,Au<0).
U daljem tekstu ¢emo ¢esto koristiti teotemu o divergenciji

/ Audx = Vu-vdS= @dS. (4.1)
Q oQ o O

Teorema 4.2. (Nejednakosti u srednjem) Neka u € C?*(Q) zadovoljava
Au=0(Au>0,Au<0) u Q.

Tada za proizvoljnu loptu B = Bgr(y) €Q (polupreénika R sa centrom u y) vaZi

U =(<. )y [ uds (42)
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1
=(< ) = ; 4.
u()=(<.2) s [ wda (43)
. n/2 . . Cee n
gde je wn:m zapremina jedinicne lopte u R™.

Dokaz. Neka je p€ (0, R). Iz (4.1) za B,=B,(y) vazi

35,
—dS= Audr=(>,<)0.
B, ov B, ( )
Stavljajuéi r=|z — y|, w= < ; g u(z) =u(y 4+ rw), dobijamo
ou ou du
—dS= — (y+ pw)dS = "_1/ — (y+ pw)dw
o, OV op, O (y + pw) p oy (y+ pw)

_ d/ 1 d _
= pn—l— u(y + pw)dw = p"~1—[ p! ”/ udS |=(=,<)0
73 o (y+ pw)dw=p o\ " o, ( )

Odavde imamo da je
g(p):= plfn/ udSz(é,})len/ udsS.
4B, OBR
Kako je

9(0) = lim pl_”/ udS =nwpu(y),
p—0 9B,

dobijamo (4.2). Relacija (4.3) se dobija iz ovoga:

nwnp”‘1U(y)=(<,>)/aB udS, p< R,
P

i integralimo ovaj izraz od 0 do R po p.

4.2 Princip minimuma i maksimuma

Prethodna teorema nam dozvoljava da dokaZemo jaki princip maksimuma za
subharmonijske i jaki princip minimuma za superharmonijske funkcije.

Teorema 4.3. Neka je Au>0 (ili Au<0) u Q. Pretpostavimo da postoji takva
tacka y €2 da je

u(y) =sup u (ili u(y) =inf u).
Q Q

Tada je uw = const. Specijalno, nekonstantna harmonijska funkcija nema ni unu-
tra$njeg minimuma ni maksimuma.

Dokaz. Neka je Au>0 u Qi M =supu. DefiniS$imo skup
Q

Qu={reQu(z)=M}.
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Prema pretpostavci, Qy; # 0, a kako je u neprekidna, Qs je zatvoren skup
(inverzna slika zatvorenog skupa {M } C R).

Neka je z proizvoljna tacka u Q5. Primenimo (4.3) u lopti B = Bg(z) €2 na
funkciju u — M (koja je takodje subharmonijska: A(u — M) >0)

1
= - ML — —M)dx <0
0 u(z) < R"/ (u ) r <

daje u — M =0 u B. Kako je B C Q) okolina tacke z, sledi da je s otvoren
skup. A kako je 2 povezan skup, kona¢no imamo =y, to jest, u =M na €.
Dokaz za superharmonijsle funkcije sledi posle smene u+— — u.

O

Jaki principi minimuma i maksimuma odmah daju i tvrdjenje o slabim prin-
cipima minimuma i maksimuma.

Teorema 4.4. Neka je oblast Q ogranicena, u € C%(Q) N C(Q) i Au > 0 (ili
Au<0) u Q. Tada je

supu =supu (il inf u =inf u).
Qp aé) ( Q o )

Specijlno, za harmonijsku funkciju u vazi

infu<u(x) <supu,z €.
o0 90

Takodje vazi i sledeca teorema o jedinstvenosti.
Teorema 4.5. a) Neka funkcije u,v € C*(Q)NC(Q) zadovoljavaju jednakosti
Au=Av unutar Q,u=v na 0.

Tada je u=v unutar 2.

b) Ako su u i v harmonjska i subharmonijska funkcija, respektivno, i u=v na
09, tada je v <u unutar Q.

Dokaz. a) Ozna¢imo sa w =u —v. Ta funkcija zadovoljava
Aw =0 unutar 2, w=0 na 9.

Prema prethodnoj teoremi je w =0 unutar €.
b) takodje direktno sledi iz iste teoreme.
O

Posledica teoreme o nejednakosti u srednjem je i sledeée tvrdjenje koje
neéemo dokazivati.

Teorema 4.6. (Harnakova nejednakost) Neka je u nenegativna harmonijska
funkcija u Q. Tada za proizvoljnu podoblast Q' € Q@ C R™ postoji konstanta C' =
C(n, Q' Q) takva da je

supu < Cinf u.
Q/ Q/



