1 Primer iz stohastike — prevod dela predavanja
Michael Oberguggenberger-a

Posmatrajmo Kosijev problem

Op(t,x) = $02p(t, x)
p(0,z) = §(z).

Njegovo resenje je dato sa

1 2
p(t,(E) = /727#6 /(2t)7

§to se lako proverava direktnim uvrstavanjem u jednacinu (inace se ovo resenje
moze dobiti koriste¢i Furijeovu transformaciju po z i resavajué¢i ODJ po ¢, kao
§to smo to veé pre videli).

Ova funkcija je gustina Gausovske raspodele A (0,¢). Za ¢t = 0 ¢emo reci
da je p gustina raspodele N(0,0). Vide¢emo malo kasnije da ¢e ovo biti primer
Braunovskog kretanja.

Definicija 1. Neka je Q skup, ¥ C P(Q) je o-algebra, tj. najmanja kolekcija
skupova gde su zatvorene operacije prebrojiva unija i komplement, a sadrzi sve
otvorene skupove. Neka je p: ¥ — [0, 1] mera za koju vazi pu(Q2) =1,

i€EN €N

tada ovakvu meru zovemo verovatnosna mera. Trojka (2, X, 1) se zove verovat-
nosni prostor.

Definicija 2. Slucajna promenljiva X je merljivo preslikavanje X : & — R
(ili u R™, tada je zovemo visedimenzionalna slu¢ajna promenljiva), Sto u stvari
znadi da je inverzna slika svakog Borelovog skupa iz R (elementi o-algebre na R
koja sadrzi sve otvorene inervale) merljiv skup iz . Dovoljno je da vazi:

X" Ya,0)) € ¥,za svako a € R.

Definicija 3. Neka je X jednostavna funkcija,

X:ZC,L‘HAA“AZ' €X,c>0i=1,...,m.
i=1

Definis§imo njen integral u odnosu na meru p na sledeéi nacin

/Q X(@)aute) = Y cnlA)



Za merljivu funkciju X, X > 0 definiS§emo

| X dnte) - sup | 26 ant).

0<Z<X,Zjejednostavnafunkcija

DefiniSemo prostor intergrabilnih funkcija sa
LYQ, pu) = {X : Q — R je merljivo, / | X (w)] d p(w) < oo}
Q
Ocekivanje (matematicko ocekivanje) je definisano sa

BX = [ X@)du(w) = [ Xow)dnw) = [ X-@)dn(w),

gde je X4 (w) = max{X(w),0} i X_(w) = max{—X(w),0}.

Definicija 4. Raspodela verovatnoce za X je verovatnosna mera nad R za
Borelovom ¢-algebrom B, odnosno

px(A) = p(X7H(A) = u({w € Q: X(w) € A}).

Tako da imamo

BX = [ X@anw) = [ wanx@
Q —o0
B = [ FX @) ) = [ f)dnx),
gde je f neprekidna funkcija.
Definicija 5. Stohasticki proces je preslikavanje
X :]0,00) X Q@ = R, (t,w) = X¢(w),

tako da je X; merljivo za svako t > 0.
Raspodelu verovatnoce za X, oznacavamo sa i, i (A) = (X, € A).
Zajednicku raspodelu verovatnoce za X;,,..., Xy, , gde je ty,...,t, € [0,00)
definisemo sa

Pty tn (Al X ... X An) = /,L(th € A,... ,th S An)
Putanja od X; je preslikavanje
t— Xt(CU)

za fiksirano w € Q.



Definicija 6. Definisimo

Mtla“~7tn(A1 X ... X ATL) =
/ p(thm)/ p(ta —t1,xo —x1).../ Pty — tn—1,Tn — Tn—1)dz1...dTn,
Ay Ay .

gde je p funkcija data na pocetku poglavlja.

Prema teoremi Kolmogorova, postoji verovatnosni prostor (2,3, u) i sto-
hasticki proces W : [0,00) x @ — R takav da za svaku visedimenzionalnu
raspodelu verovatnoée vazi

Mtl,...,tn(Al X ... X An) = /L(th S Al, .. .7th S An)

Ovaj proces nazivamo Wienner-ovim, preciznije, ovo je Braunovo kretanjee sa
pocetnom tackom u 0.

Primedba 1. Neka je Q = RI%>®) ili Q = C([0,00)). Stahasticki proces W; ima
raspodelu verovatnoce N(0,t) i

Cov(W, W) = min(¢, s),

gde Cov oznacava kovarijansu, Cov(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y). Varijansa je
data formulom Var(X) = E(X?)—E(X). to se tice putanje, za fiksirano p i w €
Q, t = X;(w) je neprekidno preslikavanje, ali koje nije nigde diferencijabilno.
Stohasticki proces W, koji dobijamo formalnih (uopstenim) izvodom zovemo
belim Sumom i prototip je “potpuno proizvoljnog” procesa: W, i W, su nezavisni
za s #t, E(W;) =0, Var(W;) = 0o, za t > 0.

1.1 Stohasticke diferencijalne jednacine

Stohasticka diferencijalna jednacina je diferencijalna jednacina za stohasticke
procese .

gde je Y; upravljacki proces. Moze se ova jednacina reSavati po putanjama ako
je t — Y;(w) diferencijabilna.
Najcesce ¢e biti '
}/—t = th

i sada imamo ODJ
dX:=F(Xy)dt+ G(Xy) dWe,

Cije reSenje mozemo definisati kao

t t
Xt:Xo+/ F(Xs)der/ G(X,)dW,,
0 0

gde poslednji integral zovemo Ito-ov integral. Sada ¢emo dati njegovu definiciju.



1.1.1 Ito-ov integral

Neka je M, o-algebra generisana sa skupovima W1(A4), 0 <7 < s, A € B(R).
Ovde B oznacava Borelovu o-algebru, a o-algebra generisana nekom familijom
skupova znaci da je to najmanja o-algebra koja sadrzi tu familiju.

Kazemo da je G unapred merljiva ako je G|jg sxqo merljiva u odnosu na
B([0, s]) x Mg, gde je 0 < s < t.

Ako je G unapred merljiva i deo po deo konstantna funkcija, neprekidna s
desna, definiSemo integral na sledeéi nacin:

t n
/ GodW, = S Glti 1) (W(t) — W(ti1)).
0 i=1
Ako je G unapred merljiva funkcija u odnosu na pu takva da je

t
/ |Gs(w)]?ds < 0o, za svako w € Q,
0

aproksimirajmo je nizom deo po deo unapred merljivim konstantnim funkcijama

G, tako da je
t

|Gs(w) — st(w)|2 ds —0,j = oo,
0

i definiSimo njen integral kao
t t
/ GsdWs = lim / Gjs d Wy u verovatnodi.
0 I Jo

Ovo je bila definicija Ito-ovog integrala Vaze sledete osobine:

t— fg Gs(w)d Ws(w) je neprekidna za skoro svako w € €.
E (fg Gs(w) dWs(w))= 0.

Teorema 1. Neka je Xy slucajna velicina (konstanta), a funkcije F i G su glob-
alno Lipsicove klase. Tada postoji jedinstveni Stohasticki proces Xy : [0,00) — R
takav da je

t t
Xt:X0+/ F(Xs)ds+/ G(X,)dW,,t > 0. 2)
0 0

Ovaj proces ima skoro sigurno neprekidne putanje.

Proof. Primetimo da je resavanjem (2) u stvari resena stohasticka ODJ (1).
Dokaz ovog tvrdjenja se koze izvesti pomo¢u metoda Pickard-ovih iteracija (kao
u teoriji deterministickih ODJ) i teorema o merljivosti funkcija. Koristimo
integraciju po putanjama t — X;(w), tako da za svako w € §2 u stvari i reSavamo
deterministicku ODJ. O



Teorema 2. (Tto-ova formula) Neka je Y = v(X:). Tada vaZi slededa vazna
relacija
Y= Yot fo (0 (X)F(X,) + 50"(X,)GA(X,) d s
+ fo ' (X0)G(Xs) d W,
Sada ¢emo okazati kako se efektivno trazi reSenje neke Ito-ove SODJ.

Koristedi ¢injenicu da je p; raspodela za X;, posle primene o¢ekivanja (op-
eratora E) na obe strane gornje Ito-ove formule, dobijamo

/°° o(y) dpe(y)dy = /fo o(y) dpo(y) dy

— 00

[ 0 wrw e w@E amn)as

Ovde smo koristili ¢injenicu da je

E (/Otneéto'dWs(y)) 0

koja sledi iz definicije Ito-ovog integrala i ¢injenice da je E(W;) = 0.
U specijalnom slucaju kada je d ue(y) = p(t,y) dy, gde je p funkcija defin-
isanu na pocetku ovog poglavlja, i kada je v(y) = ¥ (_ 4 (y) imamo

x

T/ rydy= —Z [* _Fypty)dy

2 T
taz [T G2 W)n(t,y) dy.
Diferenciranjem po = dobijamo Fokker-Planck-ovu jedna¢inu (koja je determin-
isticka)
0] 0 1 02
—p(t,z) = —=—(F t - (G? t,x)).
£oplt,2) = - (F(a)p(t, ) + 5 55 (GX@)p(t,2)

Resenje ove jednacine daje X;, t > 0. Kako postoje realne Sanse da se ova
difuziona PDJ moze resiti (na slican nacin kao jednacine provodjenja toplote),
mozemo efektivno dobiti resenje SODJ (1).

Primer 1. Posmatrajmo SODJ
X, =D+ KW,.
Ovoj jednacini odgovra Fokker-Planck-ove PDJ
op_ _pop K20
ot Or 2 9x%

Kada jo$ stavimo pocetni uslov p(0,z) = §(z), dobijamo reSenje

plt, ) = — (—M) ,

-D

ex
Kot P 2Kt

koje je takodje Gausovska promenljiva oblika N (Dt, K?t), to jest ima pomeraj
od Dt i difuzioni deo K?2t.



