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Predgovor

U ovom radu resavan je problem konstruisanja optimalnog portfolija kojeg je moguce re-
balansirati, odnosno menjati mu kolicine pojedinih aktiva, u trenucima izmedu pocetnog
1 krajnjeg trenutka investicionog perioda. Obzirom da ovaj problem predstavlja primer
problema stohastickog programiranja sa vise etapa, objasnjeni su osnovni koncepti prob-
lema stohastickog programiranja sa jednom @ vise etapa. Takode su iznete teorijske os-
nove modela koriscenog za modelovangje cena rizicnih aktiva u buducénosti kao i metode
za generisanje drveta scenarija neophodnog za reSavanje problema portfolio optimizacije.
Koriséena mera rizika portfolija u radu je uslovna vrednost pod rizikom (CVaR) ¢ije ée
najvaznije osobine biti u radu navedene i dokazane. Primer problema konstruisanja op-
timalnog portfolija je implementiran i resen u programskim paketima MatLab i AMPL.
Na kraju rada su dati numericki rezultati resavanog problema portfolio optimizacije.



Pregled oznaka

U sledecoj tabeli su predstavljene najvaznije oznake koje su koriséene u radu:

Oznaka Znalenje

t=20,1,...,T | vremenski horizont ulaganja

B pocetno bogatstvo

A skup aktiva

Nt skup &vorova drveta scenarija u trenutku ¢
I kardinalni broj skupa N

p(n) prethodnik ¢vora n drveta scenarija

Tna koli¢ina novca uloZena u aktivu @ € A u &voru n
Tna 1+prinos aktive a € A u &voru n

Zn pomo¢na promenljiva (CVaR)

Y pomoc¢na promenljiva (CVaR)

K koeficijent averzije prema riziku

Q nivo znacajnosti

f funkcija troska/gubitka

G funkcija raspodele slu¢ajne promenljive
{Xi}, lanac Markova

QN skup stanja lanca Markova

A matrica prelaza lanca Markova

s vektor inicijalnih verovatnoca lanca Markova
{Yi}, proces cena

{r}, proces prinosa

o vektor volatilnosti

m vektor driftova

Ay Wasserstein metrika

o(x,0) funkcija raspodele gubitka f(z,y)

0o () a-VaR gubitka

¢a(x) a-CVaR gubitka

Tabela 1: Lista oznaka.
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Pregled definicija

Sledi pregled osnovnih definicija.

Definicija 1 (o0-algebra). o-algebra (o-polje) nad skupom €2 je podskup F partitivnog

skupa P(£2) ukoliko vaze sledeéi uslovi:
1. Qe F,
2. Ac F= A® € F pri ¢emu je AY komplement skupa A,
3. {AhnCF=UZS A e F

Definicija 2 (Borelova o-algebra). Borelovo o-algebra B(RR) je najmanja o-algebra

koje sadrzi sve zatvorene skupove skupa realnih brojeva.

Definicija 3 (Funkcija verovatnoce). Neka je F o-algebra nad . Funkcija P :
F — [0, 1] se zove funkcija verovatnoce ako vaze sledeéi uslovi:

1. P(Q) =1,
Uredena trojka (€2, F, P) se naziva prostor verovatnoce.

Definicija 4 (Slu¢ajna promenljiva). Funkcija X : 2 — R se zove slucajna promenljiva
nad prostorom verovatnoca (Q, F, P) ako za svako B € B vazi X '(B) € F, gde je B
Borelova og-algebra. Ekvivalentno, kaze se da je X F—merljivo.

1. Slucajna promenljiva X je diskretnog tipa ako postoji prebrojiv skup Ry C R,
takav da je P({X € Rx}) = 1.

2. Slucajna promenljiva X je apsolutno neprekidnog tipa ako postoji nenegativna,
integrabilna funkcija ¢(x) takva da za svaki Borelov skup B € B vazi P({X €
B}) = [, ¢(x)dz. Funkcija ¢(z) se naziva funkcija gustine slucajne promenljive

X.

Definicija 5 (Funkcija raspodele). Funkcija G(z) : R — [0, 1] definisana sa
G(z) = P(X(w) <),

naziva se funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X.
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Definicija 6 (Normalna raspodela). Neprekidna slu¢ajna promenljiva X ima nor-
malnu N (m, 0?) raspodelu, m € R i o > 0, ako je njena funkcija gustine data sa:

1 —(z=m)?
e 22 xeR,

ple) = ov2m

a funkcija raspodele:

x 1 —(2—m)?
o(r) =G(z) = / =
oo OV 2T
Kada su parametri normalne raspodele m = 0 i 02 = 1 dobija se normalna N(0,1)

raspodela koja se naziva standardizovana normalna raspodela.
Definicija 7 (Ocekivanje). Ocekivanje slu¢ajne promenljive X, E(X), se definise:

1. B(X)=> 7,5 P(X = ;) ako je X diskretna slucajna promenljiva sa skupom

vrednosti koje uzima Ry = {x1, s, ...},
2. BE(X) = [7_z¢(z)dz, ukoliko je X neprekidnog tipa sa funkcijom gustine ¢(z).

Definicija 8 (Zakoni velikih brojeva). Neka je niz { X, },en niz slu¢ajnih promenljivih
sa jednakim raspodelama i kona¢nim o¢ekivanjem E(X) i neka je X, = % Yor X em-

pirijska srednja vrednost niza. Tada vazi:

1. Slab zakon velikih brojeva. X, konvergira u verovatnoéi ka E(X), odnosno
vazi:
lim P(|X, — E(X)| <e€) =1,

n—o0

za svako € > 0.

2. Jak zakon velikih brojeva. X, konvergira skoro sigurno ka E(X), odnosno
vazi:
P(lim X,, = BE(X)) = 1.
n—oo
Definicija 9 (Stohasticki proces). Familija slu¢ajnih promenljivih {X;}, . defin-
isanih na istom prostoru verovatnoca (€2, F, P) se naziva stohasticki proces.

Da se primetiti da je stohasticki proces funkcija dve promenljive: ¢t € T i w € . Ako
se fiksira ¢t € T dobija se jedna slucajna promenljiva X (w), a ukoliko se fiksira w € Q

dobija se jedna realna funkcija X (¢) definisana na skupu 7.

U radu ¢e se uglavnom pretpostavljati da je parametarski skup 7 konacan skup diskret-
nih vremenskih trenutaka 7 =¢t=20,1,...,T.
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Definicija 10 (Braunovo kretanje). Za stohasticki proces ﬁ//t,t > 0 se kaze da je

Braunovo kretanje sa driftom p i volatilnos¢u o ako:
1. WO = 0;

2. Wi ima nezavisne prirastaje, to jest za 0 < t; < ... < t, < ..., slucajne
promenljive Wy, — Wy, Wy, — Wy, ..., W, — W, ... su nezavisne;

3. W= W, N (pu(s—1t),0%(s—t)),s>t>0.

Definicija 11 (Geometrijsko Braunovo kretanje). Stohasticki proces ewf,t >0
predstavlja geometrijsko Braunovo kretanje gde je W; Braunovo kretanje.

Definicija 12 (Osobina sublinearnosti funkcije). Funkcija g : X — Y je sublin-

earna, ako zadovoljava sledec¢a dva uslova:

a. gz +y) <gx)+gy) zasvex,y € X

b. g (6z) = 0g(x) za svako x € X i proizvoljno 6 > 0.
Osobina b. se naziva pozitivna homogenost.

Definicija 13 (Osobina konveksnosti funkcije). Funkcija g : X — Y je konveksna,
ako zadovoljava sledeé¢i uslov:

glaz+ (1—a)y) <ag(z)+ (1 —a)g(y)

za sve x,y € X i proizvoljno a € (0,1).



1

Uvod

Pretpostavimo da raspolazemo odredenom koli¢inom novca B, i da postoji moguénost
ulaganja u aktive iz skupa A'. Zelimo da danas (u t = 0) formiramo investicioni port-
folio ulaganjem inicijalnog bogatstva B u aktive iz skupa A, tako da na kraju perioda
ulaganja t = T' maksimiziramo bogatstvo. Pri tome postoji moguénost rebalansiranja?
portfolija u trenucima t = 1,2,...,7 — 1.

Obzirom da se govori o buduénosti koja je nepoznata u momentu donosenja odluke
odnosno postoji neizvesnost po pitanju njene realizacije, opravdano je govoriti o mak-
simizaciji ocekivanog bogatstva. Kao i obi¢no, kod problema konstrukcije opti-
malnog portfolija nije dovoljno teziti samo maksimizaciji profita, jer bi to ¢esto vodilo
ulaganju celokupnog bogatstva u najprofitabilniju, ali ujedno i najrizicniju aktivu.
Mora se, dakle, sem maksimizacije profita na kraju perioda, voditi ra¢una i o rizi¢nosti
portfolija. U ovom radu kao mera rizika ¢e se koristiti C'VaR.

Ovako opisan problem konstruisanja optimalnog portfolija je primer problema sto-
hastickog programiranja sa viSe etapa, stohastickog, jer ukljucuje neizvesnost, a

sa viSe etapa, jer postoji moguénost rebalansiranja portfolija.

Kako bi se mogao matematicki modelovati opisan problem konstruisanja optimalnog
portfolija, uvodi se pojam drveta scenarija. Neka je dat diskretan stohasticki proces
{Xi}—o1.. 7 Cji su moguéi ishodi u svakom vremenskom trenutku ¢t = 0,1,...,T
predstavljeni u formi drveta prikazanog na slici 1.1.

!Broj elemenata skupa A je najmanje 2 i on se sastoji od rizi¢nih i neriziénih aktiva.
2Moguénost rebalansiranja podrazumeva moguénost prodaje odredene koli¢ine neke aktive iz port-
folija i za dobijeni novac kupovinu neke druge aktive iz portfolija.



Slika 1.1: Drvo scenarija

Svaki ¢vor drveta predstavlja jedan moguci ishod stohastickog procesa, dok grane
drveta objasnjavaju veze izmedu pojedinih ishoda. Skup ¢vorova drveta scenarija u vre-
menskom trenutku ¢ € {0,1,...,T} ¢e biti oznacen sa N = {(t,1), (¢,2),..., (¢, 1)},
pri ¢emu je [; kardinalni broj datog skupa. Sa x;; se oznacava vrednost procesa
{Xt}—oq,..p u evoru (¢,7) skupa N'. Sa slike 1.1 se vidi, da proces iz stanja z;,
u sledecem vremenskom trenutku moze da dospe u stanje x5 1, a ne moze u stanje s 4.
Definisace se jo$ i funkcija p(n), koja za svaki cvor n € N, t = 1,...,T drveta scenarija
vraca ¢vor koji mu prethodi. Primera radi, sa slike 1.1 se vidi da je p((2,1)) = (1,1).
Bitno je napomenuti da svaki ¢vor drveta scenarija ima jednog i samo jednog prethod-
nika. Takode, uvodi se pojam scenario staze. Scenario staza predstavlja skup ¢vorova
drveta scenarija gde su svaka dva susedna ¢vora medusobno spojena granom. Primer
scenario staze sa slike 1.1 je skup dogadaja {zo1, 11, ¥21}. Svako drvo scenarija

sadrzi ukupno [p scenario staza koje zavrsavaju u évorovima iz skupa N7

Neka su moguce vrednosti prinosa svih aktiva iz skupa A na kraju svakog vremenskog
perioda t = 0,1,2,...,T diskretne i neka su date u formi drveta scenarija, tako da ta

drva scenarija imaju medusobno istu strukturu®

. Sa 1,, ¢e se oznaciti prinos aktive
a € Aucvorun € Nt, t = 1,2,...,T drveta scenarija uvecan za jedan. Drvo
scenarija prinosa odredene aktive rezultat je modela za modelovanje kretanja cena i

prinosa u budué¢nosti na osnovu istorijskih podataka kao i modela za generisanje drveta

3Struktura drveta scenarija ¢ini broj évorova u pojedinim vremenskim trenucima i broj grana koje
kreéu iz pojedinih ¢vorova.



scenarija’. Dalje, neka je z,, , koli¢ina novca investirana u aktivu a € A u évorun € N*
gdet € {0,1,...,T}, i neka su p,, n € N7 verovatnoée scenario staza koje zavrsavaju

u krajnjim ¢vorovima. Konacno, resava se sledeé¢i problem:

Pnzn
maxXy Z Pn (Z 7an,a@n(n),a) + K (7 - 1_ Ck) (11)
neNT

neNT acA
an,a:B, zan €N (1.2)

acA
Y Tna =Y Taalpmi YR EN' t=1,2,... T —1 (1.3)

acA acA
2, >0, Vn e N7 (1.4)
Zn 2 Y= Zrn,axp(n),aa Vn € NT (15)
acA

Funkcija cilja se sastoji od dva dela, prvi deo D 7 Pn(D_,c TnaZpn)e) Predstavlja
ocekivano bogatstvo na kraju investicionog perioda gde izraz ) . 4 7n.a%pmn)a Pred-
stavlja bogatstvo ostvareno u évoru n € NT. Drugi deo funkcije cilja se odnosi na

minimizaciju C'VaR mere rizika.

Uslov (1.2) je uslov da se u t = 0 ulaze suma novca B u aktive iz skupa A. Uslov (1.3)
je uslov rebalansiranja portfolija. On govori o tome da za svaki ¢vor drveta scenarija
ukupna svota novca ulozena u aktive portfolija mora biti jednaka sumi novca koja je
bila ulozena u ¢voru prethodniku uveéanoj za prinose pojedinih aktiva. Uslovi (1.4)
i (1.5) se odnose na minimizaciju C'VaR-a.

Navedeni problem predstavlja model konstruisanja portfolija sa maksimalnim bogat-
stvom i minimalnim rizikom na kraju investicionog horizonta, pri ¢emu je dozvoljeno
rebalansiranje portfolija u vremenskim trenucima izmedu pocetnog (¢t = 0) i krajnjeg
trenutka (¢t =T).

Kao sto je receno, navedeni problem je posebna vrsta problema stohastickog programi-
ranja. Stoga Ce u glavi 2 biti izneti osnovni koncepti koji se ti¢u modeliranja i resavanja
problema stohastickog programiranja.

Ono s§to je neophodno da bi se prethodno opisani problem resio jeste najpre speci-
fikacija aktiva u koje se zeli ulagati. Kada je poznat skup aktiva preostaje da se
modeluje kretanje njihovih cena. U ovom radu je za modelovanje cena aktiva na os-
novu istorijskih podataka koris¢en model zasnovan na skrivenim lancima Markova
i geometrijskom Braunovom kretanju i on je opisan u glavi 3.

40vi modeli ée biti naknadno opisani u radu.



Nakon sto su izmodelovani neprekidni stohasticki procesi koji opisuju kretanje cene
rizicnih aktiva, neophodno je diskretizovati ih i predstaviti u formi drveta scenarija tj.
formi potrebnoj da bi se problem portfolio optimizacije u¢inio resivim. Model koji se u
ovom radu koristi za diskretizaciju stohastickih procesa i generisanje drveta scenarija

je detaljno izlozen u glavi 4.

Najzad, u glavi 5 je predstavljena teorijska podloga koris¢ene mere rizika C'VaR i
izlozene su njene osnovne osobine koje svedoCe o njenoj superiornosti u odnosu na

druge mere rizika.

Glava 6 predstavlja rezultate dobijene resavanjem prethodno definisanog modela kon-
strukcije optimalnog portfolija za odabrane aktive u koje zelimo da ulazemo i za

konkretne vrednosti parametara.



2

Stohasticko programiranje

Za razliku od deterministickih problema optimizacije u ¢ijim formulacijama figurisu
poznati parametri, problemi u realnom zivotu najcesce sadrze parametre koji su nepoz-
nati u trenutku donosenja odluke. Primer moze biti konstruisanje portfolija sac¢injenog
od aktiva ¢iji su prinosi neizvesni u buducnosti ili pak osmisljavanje ruta za svakod-
nevnu dostavu mleka potrosacima ¢ija je traznja neizvesna. Stohasticko programiranje
je pristup modeliranju problema optimizacije koji ukljuc¢uju neizvesnost.

Neizvesnost je Cesto opisana raspodelom verovatno¢a mogucih ishoda (prinosi aktiva,
traznja za mlekom itd.), do koje se dolazi na osnovu istorijskih podataka. Cilj je opti-
mizovati o¢ekivanu vrednost funkcije cilja, koja predstavlja funkciju odluke i slucajne

promenljive (raspodele verovatnoce).

Kao uvodni problem navesée se model inventara (Inventory problem). On ¢e posluziti
kao ilustracija kako se modeluju problemi stohastickog programiranja i kroz njega e

se sagledati njihovi vazni aspekti.

2.1 Model inventara sa jednom etapom odlucivanja

Neka jedna kompanija koja se bavi distribucijom nekog proizvoda mora da odluéi koju
kolicinu x tog proizvoda treba danas da naruci da bi zadovoljio sutrasnju traznju
d. Trosak narucivanja je ¢ > 0 po jedinici proizvoda. Ako je traznja d veca od
x, tada je potrebno naruciti jos dodatnih jedinica proizvoda po ceni od b > 0 po
jedinici proizvoda. Trosak dodatnog narucivanja je jednak b(d — x) ukoliko je d > =,
u suprotnom je jednak nuli. S druge strane ukoliko je d < =z, javljaju se troskovi
skladistenja koji su jednaki h(x — d) > 0. Ukupni troskovi su tada jednaki:

f(z,d) = cx +b[d — z]" + hlz — d]", (2.1)



gde je [a]" = max{a,0}. Vazi da je b > c tj. da su troskovi naknadnog narucivanja

veéi od troskova prvobitnog narucivanja.

Najpre se posmatra slucaj u kome je traznja d poznata. Cilj je minimizirati ukupni
trosak f(z,d), gde je = promenljiva odluke, a d parametar. Odgovarajué¢i problem

optimizacije se moze formulisati na slede¢i nacin:
min,>o f(z, d). (2.2)
Funkcija cilja f(z,d) je tada:
f(z,d) = max{(c — b)x + bd, (c + h)x — hd}. (2.3)

Ova funkcija je po delovima linearna i maksimum dostize za T = d. Jasno je da je
u slucaju kada je traznja d poznata najbolja odluka naruciti tacno onoliko proizvoda
koliko se i trazi odnosno d. Neka je c =2, b =251 h = 0.2. Tada je:

—0.52 +2.5d, zax <d

flz,d) = { 292 —02d, zaz>d (2.4)

Za d =50, f(x,50) je prikazana na slici 2.1 i minimum dostize u T = 50.

250
200
150
=
S

100

50

—
0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
T

Slika 2.1: Funkcija cilja f(z,50)

Koristeéi reprezentaciju funkcije f(z,d) datu izrazom (2.3), problem (2.2) se moze
predstaviti i kao problem linearnog programiranja:

ngitnt (2.5)
t>(c—b)x+bd (2.6)
t>(c+h)r—hd (2.7)
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x> 0. (2.8)

Dalje, neka sada odluka o tome koliko jedinica proizvoda naruciti mora biti doneta
pre nego postane poznato kolika je traznja. Stoga traznju D treba posmatrati kao
slu¢ajnu promenljivu'. Neka je raspodela slu¢ajne promenljive D poznata?. Opravdano
je pricati o otekivanoj vrednosti ukupnih troskova u oznaci E[f(z,D)| i problem

optimizacije napisati u obliku:
min,>oE[f(z, D)]. (2.9)
Prethodna formulacija predstavlja minimizaciju prosec¢nih ukupnih troskova. Oprav-

danje ovakvog pristupa je da kada se proces ponavlja, na osnovu zakona velikih brojeva,
za fiksirano «, prose¢ni ukupni troskovi konvergiraju ka oc¢ekivanju E[f(z, D)].

Postavlja se pitanje kako resiti problem optimizacije (2.9). Neka je funkcija raspodele
slucajne promenljive D data sa G(z) := P(D < z). Kako traznja ne moze biti nega-

tivna G(z) = 0, za svako z < 0. Dalje, vazi tvrdenje sledece leme.
Lema 2.1. [4]

E[f(x, D)) = bE[D] + (c — b + (b + h) / G(2)dz. (2.10)

0

Dokaz. Neka je v(z) = E[f(z, D)]. Funkcija v(z) je konveksna i neprekidna. Za x > 0
vazi:
gde se pod izvodom v'(z) podrazumeva desni izvod u tackama u kojima postoji. Kako
je D >0 vazi da je v(0) = bE[D]. Takode je:

d
%E[maX{D —2,0}] = Prob (D > x)

d
d—E[maX{x — D,0}] = Prob (D < x)
T

V(2) = ¢+ d%E[ma:z:{D — 2,0} + hmax{z — D,0}] =
= ¢—bProb(D > z) 4+ hProb (D < z) =
= ¢—bP(1—-G(2)+hG(z) =
= c—b+ (b+ h)G(z).

1Oznacava se sa velikim slovom D da bi se napravila razlika izmedu slu¢ajne promenljive i jedne
njene realizacije d.

20vo ima smisla ukoliko se proces porucivanja ¢esto ponavlja te raspodela D moze biti ocenjena
na osnovu istorijskih podataka.



Konaé¢no se dobija:
E[f(z,D)] =bE[D] + (¢ —b)x + (b+ h) /m G(2)dz. (2.11)

O
Diferenciranjem izraza (2.10) po x i izjednacavanjem sa nulom dobija se da je optimalno

resenje problema (2.2) dato sa:

T=G(s) (2.12)

[, . o b*C
pri cemu je s := ;7.

Nazalost, za razliku od gornjeg problema, cesto u realnosti analiticka resenja problema
stohastickog programiranja ne postoje. Medutim, ukoliko je slu¢ajna promenljiva D
diskretna sa kona¢no mnogo ishoda odnosno ukoliko uzima vrednosti dy, ds, . . . , dx koji
se nazivaju scenariji, sa verovatno¢ama pi, po, ..., Pk, problem stohastickog programi-
ranja se moze modelovati kao problem deterministicke optimizacije zahvaljujuéi tome
sto se ocekivana vrednost E|[f(x,D)] u tom slu¢aju moze napisati kao ponderisana

suma.:

E[f(z,D)] :Zpkf(%dk)- (2.13)

Analogno predstavi deterministickog problema min f(z, d) u formi problema linearnog
programiranja datog sa (2.5)- (2.8), i problem min Y"1, py.f(z, di,) se moze predstaviti
kao problem linearnog programiranja kojeg je moguce resiti:

K
xtrlr}lr}tKZpktk (2.14)

k=1
th(C—b)JJ—i-bdk, k)zl,...,K, (215)
th(C+h>$—hdk, kzl,...,K, (216)
x> 0. (2.17)

Sledi primer u kom ¢e se uporediti funkcija cilja problema inventara kada je traznja
D neprekidna slucajna promenljiva sa aproksimiranom funkcijom cilja dobijenim na
osnovu aproksimacije traznje D diskretnom slucajnom promenljivom. Neka vrednosti
cena koje figurisu u formulaciji problema redom iznose ¢ =2, b =2.51 h = 0.2, i neka
D ima unifromnu raspodelu na intervalu [0, 100] tj. njena funkcija raspodele je data

sa
0, 2<0,
G(z) =14 1050 0<2z<100 (2.18)
1, 100 <z



Tada, za svako x € [0, 100], funkcija cilja na osnovu (2.10) iznosi:
E[f(z, D)] = bE[D] + (c—b)z + (b+h) / G(2)dz = 2.5-50 — 0.5z +0.013522, (2.19)
0

i prikazana je na slici 2.2.
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[f(x,D)] za D :U|0,100]
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Slika 2.2: Funkcija cilja E[f(x, D)] za D : U0, 100]

Neka je zatim traznja aproksimirana diskretnom sluc¢ajnom promenljivom sa dva pod-
jednako verovatna scenarija d; = 20 i do = 80. Tada je aproksimirana funkcija cilja na
osnovu (2.13):
2
1

Blf(e D)) = 53 flo.do) (2:20)
i prikazana je na slici 2.3 zajedno sa funkcijom cilja za uniformno raspodeljenu D.
Slika 2.3 takode prikazuje istu konstrukciju sa tri scenarija d; = 20, dy = 50 i d3 = 80
sa verovatnoéama 2/5, 1/5 1 2/5, respektivno. Ocigledno vise scenarija vodi boljoj

aproksimaciji funkcije cilja.
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Slika 2.3: Aproksimirana funkcija cilja E[f(z, D)]

Prethodni primer pokreée mnogobrojna pitanja. Kako aproksimirati neprekidnu slucajnu
promenljivu diskretnom slu¢ajnom promenljivom? Na koji nacin resiti rezultujuci

aproksimirani problem optimizacije? Kako oceniti kvalitet dobijenog resenja?

2.2 Uslov ogranicenja gubitka

Obzirom da za pojedinaénu realizaciju traznje D, troskovi f(Z, D) mogu biti prili¢no ra-
zli¢iti u poredenju sa troskovima koji su prose¢no optimalni tj. troskovima E|[f(Z, D)],
prirodno pitanje je kako kontrolisati rizik da troskovi f(z, D) ne budu previse razliciti
od optimalnih. Na primer, za izabrani prag 7 > 0, moze se dodati problemu (2.9) uslov
f(z, D) < 7 koji mora biti zadovoljen za sve moguce realizacije traznje D. Na ovaj
nacin se osigurava da ukupni troskovi nece biti vec¢i od 7 u svim mogucéim slucajevima.
Numericki, ovo znaci da nejednakosti (¢ — b)x + bd < 71 (¢ + h)xr — hd < 7 moraju
vaziti za sve moguce realizacije d slucajne traznje. Koli¢ina proizvoda x koju kompanija

narucuje mora zadovoljiti slede¢u nejednakost:

bd — T hd + T
<z < ,
b—c = T c+h

za sve realizacije d. (2.21)

Ovaj uslov je i te kako restriktivan. Ukoliko postoji samo jedna realizacija d veca od Z,
tada je nejednakost (2.21) neresiva i odgovarajuéi problem nema dopustivih resenja.

U ovakvim situacijama razumno je uvesti uslov da verovatnoca da trosak f(z, D) bude
veéi od 7 bude manja od neke unapred zadate vrednosti (nivoa signifikantnosti) 1 —«a €

(0,1)3. Ovo vodi do takozvanog uslova ograni¢enja gubitka® koji moze biti zapisan u

3o je najéesée 0.90, 0.95 ili 0.99.
4chance constraint
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formi:
Prob{f(z,D) > 7} <1—a, (2.22)

ili ekvivalentno:

Prob{f(x,D) <7} > a. (2.23)

Nakon dodavanja uslova (2.22) problemu optimizacije (2.9), novoformirani problem op-
timizacije opisuje minimizaciju ukupnih prosec¢nih troskova obezbedujuéi istovremeno
da rizik da troskovi budu suvise veliki bude mali (tj. verovatnoéa da troskovi budu
veéi od 7 je manja od 1 — «).

Tada:

IN

Prob{f(z,D) < 7} = Prob {W <D w} . (2.24)

h b

Za z < 7/c nejednakost na desnoj strani 2.24 je konzistentna i za takvo x postaje:

b— h)x —
Prob {f(z,D) < 7} = G (%) e (%) . (2.25)
Uslov ogranicenja gubitka (2.23) predstavlja znac¢ajnu relaksaciju uslova (2.21) sa kojim

je korespondentan.

Ovakva vrsta uslova gde se ogranicava rizik da gubitak ne bude previse velik je veoma
¢esto koris¢ena u problemima portfolio optimizacije gde je cilj maksimizirati prinos
ali ujedno je neophodno voditi racuna da gubitak ne bude prevelik. Mera rizika data
sa (2.22) je dobro poznata u portfolio optimizaciji i naziva se VaR mera rizika i o njoj
i njenim osobinama ¢e vise biti rec¢i u glavi 5. U primeru portfolio optimizacije sa vise
perioda koji se resava u glavi 6, uslov ogranicenja rizika je opisan pomoc¢u C'VaR mere
rizika. Ona je superiornija po svojim osobinama u odnosu na VaR §to ¢e takode biti
pokazano u glavi 5.

2.3 Model inventara sa vise etapa odlucivanja

Neka kompanija ima pred sobom vremenski horizont dug T’ vremenskih jedinica. Traznja
Dy, t=1,2,...,T predstavlja stohasticki proces. Na pocetku, u ¢ = 1, poznat je nivo
zaliha y; kojim raspolaze kompanija. U svakom trenutku ¢ = 1,2,...,T kompanija
prvo registruje trenutni nivo zaliha y; i tada donosi odluku koliko jedinica robe je
potrebno da narudi kako bi ukupno raspolagala sa x; jedinica robe. Stoga, ona u mo-
mentu ¢ narucuje x; — y; jedinica robe pri ¢emu je zadovoljen uslov z; > ;. Nakon

S$to je roba nabavljena, traznja za robom d,° se realizuje i odreduje nivo zaliha kojim

5Kao i ranije, i ovde je sa d; oznaéena jedna realizacija slu¢ajne promenljive D.
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kompanija raspolaze na pocetku slede¢eg vremenskog perioda t + 1 je y;01 = x4 — d;.
Ukupni troskovi nastali u trenutku ¢ iznose:

ce(@e — yp) + beldy — wt]Jr + hy[zy — dt]Jra (2.26)

gde su ¢, h; 1 by troskovi narucivanja, skladistenja i naknadnog narucivanja po jedinici
proizvoda, respektivno, u trenutku ¢. Vazi da je b, > ¢, >0ih, >0,t=1,2,...,T.
Cilj je minimizirati oc¢ekivanu vrednost ukupnih troskova ostvarenih tokom ¢itavog

vremenskog horizonta. Ovo moze biti zapisano kao sledeé¢i problem optimizacije:

T
ming,>y, Y E{c(wr — ye) + b[Dy — 2] " + hiwy — DI}, (2.27)
t=1
yt—i-l:xt_Dt;t:172a"'7T_1' (228)

Za T =1 gore navedeni problem je ekvivalentan problemu (2.9) (jedina razlika ovde je
pretpostavka o inicijalnom nivou zaliha y;).

Jedan od najcesce koris¢enih pristupa za resavanje problema sa vise etapa odlucivanja je
pristup diskretizacije stohastickog procesa Dy, ..., Dy u formu drveta scenarija. Ovaj
pristup je objasnjen u glavi 4 i bi¢e primenjen u reSavanju primera problema portfolio
optimizacije sa dve etape odlu¢ivanja (glava 6).

Najpre sledi opis pristupa koji ¢e biti koris¢en za modelovanje stohastickog procesa
cena rizi¢nih aktiva i za generisanje velikog broja scenario staza u periodu invesitiranja.

Scenario staze Ce biti polazna tacka za generisanje drveta scenarija.
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3

Skriveni lanci Markova

Kao sto je i opisano u formulaciji problema portfolio optimizacije (glava 1), buduéi pri-
nosi mnogih aktiva su nepoznati te je i ishod portfolio optimizacije nepoznat. Cilj kod
ovakvih problema je posti¢i optimalnu kombinaciju rizika i o¢ekivanog prinosa koja se
postize resavanjem stohastickih programa odnosno problema optimizacije u kojima su
neki parametri' nepoznati ali su opisani pomo¢u raspodele. Kod numerickog resavanja
ovakvih problema neprekidne raspodele se aproksimiraju diskretnim raspodelama sa
kona¢nim brojem ishoda (scenarija). Stoga, osnovni zadatak u vezi sa problemima
finansijske optimizacije, pa samim tim i u vezi sa reSavanjem problema konstruisanja
portfolija kao posebnim slu¢ajem pomenutih problema, je generisati scenarije budué¢ih
realizacija vremenskih serija od znacaja. Ovo je usko povezano sa odgovaraju¢im mod-

eliranjem finansijske vremenske serije.

Geometrijsko Braunovo kretanje je jedna od standardnih metoda za modeliranje vre-
menskih serija. Glavni nedostatak ove metode je pretpostavka o konstantnim parametrima
modela usled cega bitne osobine vremenskih serija poput grupisanja volatilnosti ne
mogu biti opisane (uhvacene). U cilju modeliranja cene akcije koristi¢e se model u
kome parametri geometrijskog Braunovog kretanja mogu imati razlicite vrednosti u
zavisnosti od rezima, preciznije oni su upravljani leze¢im procesom skrivenog lanca

Markova.

Poslednjih godina, modeli zasnovani na skrivenim lancima Markova postaju sve pop-
ularniji za modeliranje vremenskih serija. Glavna ideja ovih modela je ta da su neke
informacije na trzistu skrivene i ne mogu se opaziti. Skrivene informacije mogu pred-
stavljati razlicita stanja poslovnih ciklusa poput ekspanzije, recesije i oporavka, koji
svakako uti¢u na kretanje cena. TrziSte moze s vremena na vreme prelaziti iz jednog u
drugo stanje, a svako stanje je okarakterisano razlicitim parametrima modela za sto-

hasticki proces koji je moguce opaziti. U ovom slucaju, jedan model je validan samo za

U primeru portfolio optimizacije to su prinosi aktiva u buduénosti.
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kratke periode dok modeli koji menjaju rezime daju bolje rezultate. Skriveni modeli
Markova su posebna vrsta modela koji mogu da menjaju rezim rada.

3.1 Lanci Markova

Definicija 3.1. Diskretan stohasticki proces {X,}, sa kona¢nim skupom stanja Qn =
{1, x9,..., 2N} se naziva lanac Markova ako zadovoljava sledeé¢i uslov:

P(Xt = xt’thl = Tp1, Xy—2 = Ty—2,...,X0 = 330) = P(Xt = -Tt‘thl = 96’#1); V.

Stohasticki proces se naziva lanac Markova ukoliko ga karakteriSe osobina da stanje u
kom se trenutno nalazi zavisi iskljucivo od prethodnog stanja u kom se proces nalazio.
Bitno je napomenuti da su stanja lanca Markova medusobno iskljuciva i da se lanac

Markova u odredenom trenutku moze na¢i samo u jednom od mogucih stanju.

Lanac Markova karakteriSe i matrica prelaza A ¢iji elementi predstavljaju verovatnoce
prelaza izmedu pojedinih stanja. Elemenat matrice Ay, a;j, predstavlja verovatnoéu
da lanac prede iz stanja x; u stanje z; u sledeCem vremenskom trenutku, tj. a;; =
P(X; = x;| Xi—1 = ;) zasvako i,j € {1,2,..., N} pri ¢emu vaze uslovi 0 < a;; <11
Z;yzlaij =1zasvakoie {1,2,...,N}.

Pored skupa stanja (Qx i matrice prelaza A, lanac Markova karakterise i vektor inici-
jalnih verovatnoéa m = (my,me,...,my) gde je m; = P(Xy = x;) verovatnoca da proces
startuje iz i-tog stanja. Takode, vazi da je 0 < m; < 1 za svako i € {1,2,...,N} i
Zé\il mi = 1.

Koristeci osobinu Markova, lako je izracunati verovatnocu bilo kog niza dogadaja. Ilus-

tracije radi, verovatnoca da se lanac Markova nade redom u stanjima x;(1y, Ty2), - - - , Ty(k)
za proizvoljno k € {1,2,... N} pricemu l: {1,2,... N} — {1,2,..., N} predstavlja
proizvoljnu permutaciju skupa {1,2,..., N} data je sa:

P (X1 = Ty(1), X2 = Ty2), - - -, Xp = xl(k)) =

=P (X1 = m1)) P (X2 = )| X1 = m)) P (X5 = 2y3)| X1 = 31y, Xo = y9)) - -
... P (Xk, = Ty | Xp—1 = T—1), - - -, X1 = 371(1)) =

=P (X1 = mi) P (X2 = 2| X1 = i) P (X = )| X1 = 2y -
P (X = | Xk = zigeen)) =

k—1
=T(1) H Q1(3),1(i+1) -
i=1

Posledica prethodno objasnjenog postupka jeste da se verovatnoca prelaza izmedu
stanja u k£ koraka racuna stepenovanjem matrice A. Verovatnoca da lanac iz i-tog
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prede u j-to stanje nakon k perioda je data sa P (X1 = 2| Xy = 2;) = (Ak)l.j. Takode,
raspodela verovatnoéa nakon k perioda je data sa mA*.

3.2 Skriveni lanci Markova

Skriveni lanac Markova ¢ine dva stohasticka procesa, proces koji se moze opaziti {Y;},
i proces koji upravlja njime {X,}, a koga nije moguce opaziti. Skriveni, lezeéi proces
{X:}, je diskretan lanac Markova sa kona¢nim skupom stanja Qn = {x1,22,...,2n}
koja su skrivena i nije ih moguce direktno uociti. Lanac Markova opisuju medusobno
iskljuciva stanja i ona opisuju sistem u svakom vremenskom trenutku. Jasno, zado-
voljena je Markovljeva osobina P(X; = x¢|X;—1 = 241, X4—2 = @4_9,..., Xo = x9) =
P(X; = 24| X;—1 = x4-1) koja govori da buduée ponasanje procesa zavisi jedino od
trenutnog stanja a da je nezavisno od prethodnih stanja. U svakom skrivenom stanju
lanca Markova, jedinstvena funkcija gustine upravlja opservacijama procesa {Y;}, te

je u momentu t, opservacija y; generisana stanjem x; lanca Markova na slede¢i nacin:
bij = P(Y: = y;| X; = x;).

Diskretan model skrivenog lanca Markova stoga karakterisu:

—_

. Skup stanja Qn,7=1,2,..., N.

2. Skup opservacija {y;},_; -

3. Verovatnoce pocetnog stanja lanca Markova 7 (Xo = z;),i = {1,2,..., N}.

4. Skup verovatnoca prelaza lanca Markova koji je predstavljen matricom prelaza
A gde su a;; = P(Xy = 2| X;—1 = ;) pri cemu je 0 < q;; < 11 Zjvzl a;; =1 za
svako i € {1,2,...,N}.

5. Skupovi funkcija gustine B;, za i € {1,2,...,N} tj. skupovi B, = {b; =
Yy =y;| Xt =), j=1,2,..., K} ¢iji elementi b;; daju verovatnoce da opserv-

abilan proces uzme vrednost y; ako je skriveni lanac u stanju ;.

Koncept skrivenih lanaca Markova najbolje je razumeti kroz konkretan primer.

Ana potice iz neke od zemalja sa konstantno toplom klimom, na primer iz Kalifornije.
Ona se nedavno preselila u Nemacku, zemlju sa promenljivim vremenom. Promenljivo
vreme u Nemackoj uti¢e na njeno raspolozenje, i ona to shvata i pokusava da pronade
nacin da ga predvidi. Takode, nakon izvesnog vremena Ana uocava da vreme nije pot-
puno proizvoljno i da vreme u odredenom danu zavisi isklju¢ivo od vremenskih uslova
prethodnog dana. Radi jednostavnosti, svaki dan je okarakterisan sa jednim od tri tipa

vremenskih uslova: sun¢ano vreme, oblacno/kiSovito i snezno. Nakon evidentiranja
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vremenskih uslova tokom odredenog broja dana, Ana uocava odredene zavisnosti: ako
je jedan dan snezan, verovatnoca da sledec¢i bude snezan je 0.2, verovatnoca da naredni
dan bude kiSovit je 0.5 a da bude sunc¢an 0.3. Sva njena zapazanja su sumirana u ma-
trici Asxs ¢iji element a;; predstavlja verovatnocu da nastupi tip vremena j u narednom

danu ukoliko su u prethodnom vremenski uslovi bili tipa i:

sneg | kia | sunce
sneg | 0.2 | 0.5 0.3
kisa | 0.1 | 0.8 | 0.1
sunce | 0.1 | 0.7 0.2

Ovo je prikazano i na slici 3.1.

~ 01—

0.8@

Slika 3.1: Graficka reprezentacija primera lanca Markova

O.ZQ rE— Qm

Neka je sreda, i snezno je vreme i Ana zeli da ide na skijanje u petak, zeli da skija ¢itav
vikend i volela bi da pada kisa u ponedeljak kako se ne bi osec¢ala lose zbog povratka na
posao. Stoga, ona je zainteresovana za verovatnocu sledec¢eg niza vremenskih uslova:
snezno (sreda), snezno, sunc¢ano, suncano, suncano, kisovito. Verovatnoca ovakvog
dogadaja se moze lako izracunati:

P(snezno danas) P(sn|sn)P(su|sn)P(su|su)P(su|su) P(ki|su)
=1-02-03-0.2-0.2-0.7=0.00168.

Do sada se govorilo o lancu Markova. Stanja predstavljaju vremenske uslove, i
vazi da stanje u datom vremenu zavisi isklju¢ivo od prethodnog stanja i opservacije
predstavljaju niz stanja.

Sada ¢e se modifikovati problem. Umesto opazanja vremenskih uslova, pretpostavlja
se da je moguce opaziti samo nesto sto zavisi od ovih uslova. Uvodi se skriveni lanac

Markova.
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Pretpostavlja se da Anino raspolozenje zavisi u odredenoj meri od vremenskih prilika
i to na sledeéi nacin. Kada je suncano, ona je dobro raspolozena 90% vremena. Kada
je kisovito vreme, loSe je raspolozena 80% vremena. Takode, s obzirom da joj je prva
godina u Nemackoj, ona se raduje snegu, te je dobro raspolozena 70% sneznog vremena.

Ovo je sumirano u sledecoj tabeli E' = (€; (0));_1 2.3, pe(z. -

sneg | kisa | sunce
D| 07 | 02| 09
L] 03 ]08] 01

Neka se Ana svakodnevno cCuje telefonom sa svojom mamom koja i dalje zivi u Kali-
forniji. Mama primecuje da je Ana nekih dana dobro a nekih dana loSe raspolozena iz
njoj nepoznatog razloga. Naravno, ona zivi u Kaliforniji te joj treba vremena da shvati
da Anino raspolozenje zavisi od vremenskih prilika, ali nema nacina da ih prati. Ona
samo moze da opazi Anino raspolozenje. Ono $to je opazila tokom jedne nedelje bilo
je L, L, D, D, D, L, D?. Ona je jednom proverila kod Aninog cimera kakvo je vreme
bilo, te sada ve¢ ima ideje o parametrima datim u tabelama (o a;;-ovima i e;(b)-ovima).

Nova situacija je prikazana na slici 3.2.

B~
0.7
e N
D .
L L

Slika 3.2: Graficka reprezentacija primera skrivenog lanca Markova

Ovo je sad skriveni lanac Markova. Lezeca stanja (vremenski uslovi) i dalje prate
jednostavan lanac Markova, ali se vise ne mogu direktno opaziti. Umesto toga, opser-
vacije sada predstavljaju nizove simbola (vrste raspolozenja), koji su upravljani stan-

jima lanca Markova (vremenskim uslovima) prema odredenoj raspodeli verovatnoca.

2L oznagava loge raspolozenje, a D dobro rasplozenje.
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3.3 (Geometrijsko Braunovo kretanje

Geometrijsko Braunovo kretanje je neprekidan stohasticki proces koji je ¢esto koris¢en
kao razumna aproksimacija dinamike cena akcija. Tako su cene akcija stohasticki procesi
u diskretnom vremenu, aproksimacija pomoc¢u geometrijskog Braunovog kretanja se
najcesce koristi za predvidanje cena u bliskoj buduénosti. Formalno, stohasticki proces
{Y;}; prati geometrijsko Braunovo kretanje ukoliko zadovoljava slede¢u stohasticku

diferencijalnu jednacinu:

dY, = pY,dt + oY, dW,, (3.1)

pri ¢emu je Wy Wiener-ov proces. Za parametre p (drift) i o (volatilnost) vazi da su

konstantni.

Jednacina (3.1) ima sledeée analiticko resenje, pri cemu je Yj inicijalna vrednost procesa
ut=0:
—ﬁ t+oWy
Y, = Yol T) 1w, (3.2)

Nedostatak modela je taj sto u datoj formi nije moguce predvideti fenomene na finan-

sijskom trzistu poput ekstremnih dogadaja i grupisanja volatilnosti.

Poznato je da je Wiener-ov proces moguée simulirati kao v/tZ, gde je Z, normalno
N(0,1) raspodeljena slucajna promenljiva. Stoga se geometrijsko Braunovo kretanje
moze koristiti za generisanje moguéih ishoda (scenarija) za Y; uzorkovanjem iz stan-

dardne normalne distribucije koristeci (3.2).

3.4 Skriveni lanci Markova sa geometrijskim
Braunovim kretanjem

Kao sto se videlo, kod modela zasnovanih na skrivenim lancima Markova, postoje dva
stohasticka procesa i to oba u diskretnom vremenu: pored onog od interesa, koji je
moguce opaziti (na primer, cene akcija), postoji i drugi proces koji opisuje stanje u
kom se trziste nalazi, i koji nije moguce direktno opaziti. Lezeci, skriveni proces koji
opisuje stanja trzista je lanac Markova odnosno zadovoljava uslov Markova, a to je da
stanje trzista u odredenom trenutku zavisi samo od stanja u kom se trziste nalazilo
u prethodnom trenutku. U svakom vremenskom trenutku, trziste je u jednom od N
mogucih stanja i moze da prelazi iz jednog u drugo stanje ili pak da ostane u istom
prema verovatnoCama datim u matrici prelaza lanca Markova A. Druga pretpostavka
je da su verovatnoce prelaza iz jednog u drugo stanje lanca Markova vremenski neza-
visne. Svako stanje generiSe opservacije za stohasticki proces od znacaja prema svojoj
sopstvenoj gustini. Pretpostavlja se da su opservacije cena akcije generisane prema
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diskretizovanom geometrijskom Braunovom kretanju, gde svakom stanju lanca Markova
odgovaraju razlicite vrednosti parametara geometrijskog Braunovog kretanja.

Formalno, neka je {X;}, leze¢i proces modela skrivenog lanca Markova koji nije opserv-
abilan sa skupom stanja Qn = {z1, za, . .., 2y}, matricom prelaza A i vektorom inicijal-
nih verovatnoca , i neka on upravlja procesom cena {Y; },. Radi jednostavnosti, neka je
skup stanja Qv jednak bazi prostora RY ey, ey, ..., ey gdejee; = (0,...,0,1,0... ,O)T.

Ako se za trenutak pretpostavi da proces cena prati geometrijsko Braunovo kretanje

—%)t—f—aWt

sa konstantnim driftom i volatilnosé¢u tj. da za svako t vazi Y; = Y{)e(u ,

dobilo bi se da proces logaritamskih prinosa r,,; = In (Yg“/—;:l> prati sledeé¢u dinamiku

u diskretnom vremenu:

T = In Yin =
k+1 Y,

yrop (1% ) (Do
= ln 0 3 =
Y, o (=% koW

()

2

o
= /JJ—7+U(W]€+1—W]€).

(3.3)

Medutim, pretpostavice se da skriveni lanac Markova upravlja procesom cena tako sto
svakom stanju lanca Markova odgovaraju razli¢ite vrednosti parametara geometrijskog
Braunovog kretanja. Umesto konstantnih p i o, sada drift i volatilnost zavise od
trenutnog stanja lanca Markova i u moguénosti su da prelaze iz rezima u rezim. U
momentu ¢ parametri su oblika u(X;) i 0(X;) te stoga postoji ukupno N razli¢itih
vrednosti drifta i volatilnosti. Prinos u momentu k stoga iznosi:

o(Xy)?
2

rep = (Xk) = +0(Xi) Wir = Wi) = f(Xi) + 0(X5) Zgia, (3.4)

2
gde je f(Xg) = w(Xg) — U()g’“) , & niz Zj je niz nezavisnih, standardno normalno
raspodeljenih, slucajnih promenljivih. Moze se primetiti da jednacina (3.4) govori o
tome da opservacije u vremenu k + 1 zavise od toga u kom stanju se u momentu k
nalazi leze¢i lanac {X;}, te se stoga ima model sa jednom docnjom $to je razumna

pretpostavka jer cena ne moze momentalno reagovati na stanje u kom se trziste nalazi.

Neka su vektori sa vrednostima parametara geometrijskog Braunovog kretanjem oznaceni
sa f=(f1, fo,. .., fN)T io = (01,09,... ,O‘N)T. Koriste¢i uvedenu notaciju vazi da je
f(Xy) = (£, Xy) 1 0(Xy) = (o, X) pri ¢emu (-, -) predstavlja skalarni proizvod.
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Kada se donese odluku o broju stanja leze¢eg lanca Markova i o njegovoj inicijalnoj
raspodeli 7, parametri koji ostaju da se ocene, a koji opisuju ovako definisan model su:

1. Matrica prelaza Anyy lanca Markova.

2. Vektor o = (01,09, ... ,JN)T koji sadrzi vrednosti volatilnosti za svako stanje
lanca Markova.

3. Vektor f = (f1, fa, ..., fn)" koji sadrzi razlike drifta i volatilnosti §to je ekviva-
lentno trazenju vektora koji sadrzi vrednosti drifta za svako stanje lanca Markova

T
® = (/“L17/L27"'7MN) .

Metoda za ocenjivanje ovih parametara na osnovu istorijskih podataka je detaljno
objasnjena u [2] dok je odgovarajuéi MatLab programski kod za ocenu parametara
prikazan u prilogu 1. Jednom kada se parametri ocene, model se moze koristiti za
generaciju scenarija uz pomo¢ generatora slucajnih brojeva na osnovu izraza (3.2).
MatLab programski kod za generaciju scenarija prikazan je u prilogu 2. U glavi 6
prikazani su rezultati dobijeni pomocu opisanog modela primenom na konkretnu riziénu
aktivu.
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4

Generisanje drveta scenarija

Velika klasa problema odlucivanja ukljucuje etape odlucivanja i slucajnost. Primeri
su problemi portfolio optimizacije sa vise perioda, modeli u energetici, telekomunikaci-
jama, transportu, lancima nabavke itd. Zajednicka karakteristika pomenutih modela
je ¢injenica da stohasticki procesi koji opisuju sluc¢ajnost (cene aktiva, traznja za en-
ergijom, itd.) predstavljaju najvazniji deo ulaznih podataka. Tipi¢no su ti stohasticki
procesi ocenjeni na osnovu istorijskih podataka i kalibrisani uz pomo¢ odredenih in-
formacija. Za modele odlucivanja sa vise etapa, potrebne su numericke aproksimacije,
koje su dovoljno male da omoguc¢avaju rac¢unanje u razumnom vremenskom periodu,

ali i dovoljno velike da zadrze najvaznije karakteristike problema.

Portfolio optimizacija sa viSe etapa kao primer problema odlucivanja sa vise etapa,
je najces¢e bazirana na stohastickom modelu koji opisuje moguca stanja u kojima se
trziste moze na¢i. Postoji bogata literatura o modeliranju i oceni neprekidnih finansi-
jskih procesa u pojedinim stanjima. Medutim, osim ekstremno jednostavnih i nerealnih
slucajeva, problemi portfolio optimizacije opisani kontinualnim stohastickim procesima
(tj. neprekidnim slu¢ajnim promenljivama u svakom periodu odluc¢ivanja) mogu biti
samo formulisani, ali ne i reSeni. Uobicajen nacin da se ovi problemi ucine resivim
je njihova restrikcija tako da ih umesto neprekidnih sluc¢ajnih promenljivih u svakoj
etapi odluc¢ivanja opisuju diskretne slucajne promenljive u etapama odlucivanja. U
ovom slucaju, funkcije odluka se redukuju na vektore odluka velikih dimenzija. Jasno,
kvalitet reSenja problema optimizacije u velikoj meri zavisi od kvaliteta modela za
diskretizaciju, te se stoga namece pitanje kako aproksimirati neprekidne procese sa

diskretnim scenario procesima u svakom stanju i kako meriti tako napravljenu gresku.

Cilj u modelovanju relevantnog stohastickog procesa sa drvetom scenarija je slededi.
Neka je dat kontinualni stohasticki proces (ili diskretan proces sa ogromnim brojem

ishoda') {&}imo12..7 gde & = =z predstavlja danasnju vrednost koja je poznata.

1Sto je sluéaj u ovom radu - Cilj ée biti aproksimirati scenario staze drvetom scenarija.
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Raspodela ovog procesa moze biti rezultat parametarske ili neparametarske ocene zas-
novane na istorijskim podacima. Prostor moze biti jedno ili visedimenzionalan. Cilj je
pronadi jednostavan stohasticki proces {Et}t, koji uzima konacno mnogo vrednosti, koji
je dovoljno blizu originalnog procesa {&;}, i koji u isto vreme ima strukturu u obliku

drveta.

Neka je S, konacan prostor stanja procesa {&}, tj. P(& € S,) = 1 i neka je c(t)
kardinalni broj S;. Vazi da je ¢(0) = 1. Neka je b(z,t) broj grana koje izlaze iz ¢vora
x € Sy, tj. b(x,t) = #{y : P(&1 = y|& = ) > 0}.

Proces {g}t:()’l,g“_,,T se moze predstaviti u formi drveta sa korenom u (xg,0) koje jos
zadovoljava uslov da su ¢vorovi (z,t) i (y,t+ 1) povezani granom ukoliko vazi uslov da

jeP{é:x,é+1:y}>0.

Da bi se proces {& }1—012,. 17 aproksimirao procesom {&:}i—o12.. .1, potrebno je pre

s gLy

svega odrediti strukturu drveta scenarija. Tipi¢ne strukture su:

e Data struktura grananja. Proces {gg}t:Ql,Q,',_I ima strukturu grananja (b,
by,...,br_1), pri Cemu b, oznacava broj grana koje izlaze iz jednog ¢vora u periodu

t. Ukupan broj scenarija procesa {g}t:0,1727,,_7T je It b;.

e Dat broj ¢vorova za svako stanje. Ukupan broj ¢vorova procesa {gt}t:o,l,ng
po stanju (Iy,ly, ..., Ir) je fiksiran, te je ukupno Ir scenarija.

e Slobodana struktura. Struktura grananja i broj ¢vorova u pojedinim stanjima
(I1,1a, ..., l7) procesa {& }+—0.1.2.. 1 su potpuno slobodni sem ¢injenice da je broj
¢vorova u krajnjem stanju (tj. broj scenarija) Iy unapred zadat.

Koja ¢e struktura biti koris¢éena najcesée je odredeno modelom koji se koristi za gen-
eraciju drveta scenarija. U ovom radu se koristi model koji namece strukturu gde je
dat broj ¢vorova za svako stanje.

4.1 Aproksimacija problema stohasticke
optimizacije sa jednom etapom odlucivanja

Neka se ima jednostavan problem aproksimacije problema stohasticke optimizacije sa

jednom etapom. Neka je problem stohasticke optimizacije minimizirati:
Fa) = [ 16w, (4.1)
zeX

gde je f (x,u) funkcija troskova, G funkcija raspodele ili neprekidne sluc¢ajne promenljive

na R ili diskretne slu¢ajne promenljive sa ogromnim brojem vrednosti koje uzima u
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skupu R, i skup X C R dopustiv skup. Neka je z* = argmin ,F' (x) njegovo reSenje.
Radi jednostavnosti pretpostavlja se da je ono jedinstveno.

Problem scenario aproksimacije je naéi jednostavnu raspodelu G koja uzima mali broj
vrednosti tako da se umesto problema min F' () resava problem min F'(z), gde je
F(x) = [ .xf(z,u)dG (u). Ona treba da bude takva da resenje aproksimiranog
problema bude blisko resenju originalnog problema.

Dakle, umesto prave funkcije raspodele G koristi¢e se njena aproksimacija, diskretna
raspodela GG. Stoga se minimizira:

F(z) = /EX f(z,u) dG (u) . (4.2)

Tesko je dobiti kvalitativan odgovor na pitanje koliko je aproksimacija dobra. Sa
stanovista optimizacije, cilj aproksimacije je da razlika izmedu funkcije cilja ova dva
problema bude $to manja. Greska aproksimacije e(F, F') je data sa:

e(F, F) := F(argmin F (z)) — F(argmin F (z)). (4.3)
i ona predstavlja cenu koja se mora platiti ukoliko se minimizira F umesto da se

minimizira prava funkcija F'.

Ovako definisanu gresku e je tesko sracunati. LaksSe je izracunati njenu gornju granicu

koristedi sledeé¢u lemu.

Lema 4.1. [4] N N
e(F,F) < 2s1;p|F(x)—F(a:)|. (4.4)

Dokaz. Neka z* € argmin F i 7* € argmin F i neka je € = sup, |F(z) — F(x)|. Takode
neka je M = {x : F(z) < F (z*) + 2¢}. Neka se za pocetak pretpostavi da je 7 ¢ M.
Tada:

F(z*)+2e<F(@)<F(@)+e<F(z*)+e< F () + 2 (4.5)

Ovo dovodi do kontradikcije odakle sledi da je 7 € M tj. da e(F,F) = F (&%) —
F(x*) < 2e. O

Lema 4.1 govori da G treba izabrati tako da sup, |F(z) — F(z)| bude mali. Uvodi se

sledeca definicija metrike izmedu dve raspodele.

Definicija 4.1 (Wasserstein distanca d,). Neka je L(f) Lipsicova konstanta
funkcije f, tj.

Li(f)=inf{L:|f(u)— f(v)| < Llu—v|, Y u,v}. (4.6)
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Ukoliko ne postoji takvo L , pretpostavlja se da je Li(f) = oco.

Wasserstein-ova distanca d,, izmedu G i G se definige kao:
d(G, G) —sup{/f )dG (u /f )dG(u) : YV f, takve da je Ly (f) < 1} (4.7)

Ako se raspodela G aproksimira raspodelom G tako §to se minimizara Wasserstein-
ova distanca izmedu njih, na osnovu leme 4.1 se minimizira i greska aproksimacije
problema (4.1) problemom (4.2). Tako, minimizacija Wasserstein-ove distance vodi
malim vrednostima greSaka aproksimacije. Poznato je da je ova metrika povezana sa

problemom lociranja objekata(facility location) kroz tvrdenje sledeée teoreme [1].

Teorema 4.1. [4] Distanca d,, ima sledece osobine:
(i) Teorema Kantorovich-Rubinstein
dy(G,G) = inf{E(|X — X|), (4.8)

gde je zajednicka raspodela (X X ) proizvolyna, ali su marginalne raspodele fiksir-
ane tako da vazi X ~ G i X ~ G}.

(i1)
(G, G) /|G G(u)|du :/|G—1(u> — G w)|du, (4.9)
gde je G (u) =sup{v: G (v) < u}.

(111) Medu svim G koje uzimaju vrednosti zq, 2o, . .., 2k najbliza G mereno d,, rasto-
janjem je:
=~ 2k + 2kt
G(z) = = /" 4.1
0= ¥ o) (1.10)
{k:zp <z}

gde je zp1 = o0 1 G(00) = 1. Za takvo G supremum iz (4.7) je postignut za
f(u) = ming |u — 2|, t.

K 2k+zk+1

Z/ |u — 2| dG (u), (4.11)
Zp— 1+Zk
k=1
gde je zg = —o0. Verovatnoce dogadaja z1, 29, . .., 2k odredene su sa:
=G (%) e <%) ’ (4.12)

za svako k=1,2,..., K.
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Moze se pokazati da se infimum u (7) dostize. Ukoliko je funkcija trogkova u +— f (z,u)
uniformno Lipsicova tj. ukoliko vazi za sve x € X, Li(f(z,:)) = inf{L : |f(z,u) —
f(z,v)] < Llu—v|} < Ly, tada sup,, |F(x) —ﬁ(x)] < Lid,(G, é), te se originalni prob-
lem minimiziranja sup, |F(z) — F(z)| moze aproksimirati problemom minimiziranja
Wasserstein-ove distance d,, (G, é) koji je ekvivalentan trazenju diskretne distribucije

G najblize distribuciji G u smislu lociranja objekata.

Pored Wasserstein-ove distance, koriste se i druge metrike za aproksimaciju sluc¢ajne
promenljive i stohastickog procesa. Jedna od njih je cesto koris¢ena Kolmogorov-
Smairnov distanca koja se naziva i uniformna. Optimalna aproksimacija neprekidne
raspodele G, raspodelom koja uzima K vrednosti zy,29,...,2x sa verovatnocama
P1, P2, - - -, P data je sa:

2k — 1
zk:G_l( Ve ),pkzl/K, zak=12. . K. (4.13)

Sledi primer aproksimacije standardne normalne raspodele minimizacijom ove dve dis-
tance. Takode, na primeru modela inventara bi¢e pokazano da koris¢enje dobijenih
aproksimacija dovodi do razli¢itih vrednosti greSaka aproksimacija.

4.2 Aproksimacija slucajne promenljive

Primer 4.1. Posmatra se slu¢ajna promenljiva koja ima standardnu normalnu raspodelu.
Njena funkcija gustine je:

p(r) = —=—=e"72, (4.14)

G(z) = ¢(z) = /90 v (z)dz. (4.15)

Cilj je naéi diskretnu slucajnu promenljivu koja lezi na pet, u parovima, simetri¢nih

tacaka oko nule i aproksimira standardnu normalnu raspodelu.

Normalna raspodela ¢e se najpre aproksimirati pomoc¢u uniformne distance tj. cilj je
nadi diskretnu raspodelu G koja lezi na pet tacaka (K = 5) sa jednakim verovatno¢ama.

Na osnovu (4.13) dobija se da diskretna raspodela G| uzima vrednosti z;, = ¢ * (%—_1),

10
pr = 1/5 za k = 1,...,5. Dobija se da diskretna raspodela G lezi na tackama
21 = —1.28, 20 = —0.52, z3 = 0, z4 = 0.52 i z5 = 1.28. Regultati su prikazani na
slici 4.1.
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Slika 4.1: Aproksimacija normalne raspodele minimizacijom uniformne distance

Sada ¢e se raspodela G aproksimirati pomocu Wasserstein-ove distance. Neka su tacke
na kojima lezi diskretna raspodela Gs, 21, 29, 23, 24, 25 pri cemu vazi da je z; = —zs,
29 = —z4 1 23 = 0. Da bi se doslo do vrednosti tacaka na kojima c¢e lezati diskretna

raspodela (G5 najpre se mora minimizirati izraz za distancu:

(G G = kz/ e 2ldG). (4.16)
Minimiziranjem prethodnog izraza po promenljivama z, i z5 dobija se da diskretna
slucajna promenljiva 62 uzima vrednosti z; = —1.44, 2o = —0.64, 23 = 0, 24 =
0.64 i z5 = 1.44 sa verovatnocama p; = 0.1492, po = 0.2253, p3 = 0.2510, p, =
0.2253 i p5s = 0.1492. Na slici 4.2 su prikazani rezultati. Na njoj se moze videti
da minimiziranje Wasserstein-ove distance daje bolju aproksimaciju repova originalne
raspodele u poredenju sa rezultatima dobijenim minimiziranjem uniformne raspodele.
Minimiziranje Wasserstein-ove distance zapravo zna¢i minimiziranje razlike ocekivanja
svih LipsSicovih funkcija. Medutim, ono ne mora nuzno dati najbolji rezultat u smislu
aproksimacije visih momenata. Ako je zahtevana i dobra aproksimacija visih momenata
bolje je koristiti Fortet-Mourier distancu?.

20 Fortet-Mourier-ovoj distanci vige u [1]
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Slika 4.2: Aproksimacija normalne raspodele pomocu Wasserstein-ove distance

Sada ¢e se dobijene aproksimacije iskoristiti za reSavanje problema inventara, opisanog

u odeljku 2.1. Neka je traznja D normalno raspodeljena neprekidna slucajna promenljiva
sa otekivanjem nula i varijansom jednakom jedinici®. Na slici 4.3 je prikazana funkcija

cilja koja je, sada oblika E[f(x,D)] = bE[D] + (¢ — b)z + (b+ h) [*__ #(z)dz. Radi

jednostavnosti funkcija cilja ¢e se oznaciti sa F(x) = E[f(z, D)].

124
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Slika 4.3: Funkcija cilja problema inventara za D : N'(0,1)

Sledi aproksimacija traznje D sa dve prethodno dobijene diskretne raspodele i resavanje

problema inventara min F'(x).

3Traznja za nekim proizvodom ne moze biti negativna, ali obzirom da je problem invarijantan u
odnosu na translaciju i skaliranje, moZe se pretpostaviti da D ima normalnu raspodelu A/ (u7 02) za
koju je verovatnoc¢a da primi vrednosti sa negativnog dela x-ose zanemarljivo mala.
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Aproksimacija traznje D diskretnom raspodelom D, dobijenom minimizacijom uni-

formne distance izmedu trazene i originalne raspodele dovodi do aproksimirane funkcije

cilja:

5 5
~ 1
F = Zpkf(a:, dy) = Z R max{(c — b)x + bdy, (c + h)x — hdy}, (4.17)

k=1 k=1
pri ¢emu su d; = —1.28, dy = —0.52, d3 = 0, dy = 0.52 i d5 = 1.28, a vrednosti
parametara ¢, b i h su iste kao u odeljku 2.1, tj. ¢ =2, b=2.51 h =0.2. Na slici 4.4

je prikazana aproksimirana funkcija cilja.

12 4

10

Fi(z)

Slika 4.4: Aproksimirana funkcija cilja F(z) dobijena aproksimacijom D pomocu uni-
formne distance

Greska aproksimacije je data sa:

e(F, F}) = F(argmin F} (z)) — F(argmin F (z)), (4.18)
pri cemu je:
argmin , Fy (z) = —1.28, (4.19)
b—c

in, F(z) =¢" = —0.8958 4.20
argmin  F' (z) = ¢ (b—i—h) ; (4.20)

te greska iznosi:
e(F, Fy) = F(—1.28) — F(—0.8958) = 0.0471, (4.21)

pri ¢emu F(z) = bE[D] + (¢ — b)z + (b+ h) [*_ ¢(z)d=.
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Aproksimacija traznje D diskretnom raspodelom Dy dobijenom minimizacijom Wasser-
stein-ove distance izmedu trazene i originalne raspodele dovodi do aproksimirane funkcije

cilja:

5 5
Fy = Zpkf(:c, di) = Zpkmaa:{(c —b)x + bdy, (¢ + h)x — hdy}, (4.22)
k=1

k=1

pri ¢cemu su d; = —1.44, dy = —0.64, d3 = 0, dy = 0.64 i d5 = 1.44. Na slici 4.5 je
prikazana aproksimirana funkcija cilja.

12 4
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Slika 4.5: Aproksimirana funkcija cilja F(z) dobijena aproksimacijom D pomocu
Wasserstein-ove distance

Sada je greska aproksimacije data sa:

e(F, Fy) = F(argmin ,F () — F(argmin ,F (z)) (4.23)
pri cemu je:
argmin  F; (x) = —0.64, (4.24)
b—c

in, F(z) =¢ " = —0.8958 4.25
argmin  F' (z) = ¢ (b+h> ; (4.25)

te greska iznosi:
e(F, ) = F(—0.64) — F(—0.8958) = 0.0254. (4.26)

Uocava se da je dobijena manja greska aproksimacije funkcije cilja u slucaju aproksi-
macije originalne neprekidne raspodele minimiziranjem Wasserstein-ove distance nego
u slucaju aproksimacije originalne neprekidne raspodele minimiziranjem uniformne dis-

tance.
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4.3 Aproksimacija problema stohasticke
optimizacije sa vise etapa odluc¢ivanja

Kao sto je receno, problem minimizacije Wasserstein-ove distance je ekvivalentan prob-
lemu lociranja objekata. Problem lociranja objekata predstavlja problem pronalazenja
geografskog polozaja objekata koji treba da sluze dati skup klijenata. Formalna defini-
cija problema lociranja objekata glasi:

Definicija 4.2. Neka je dat bipartitni graf G sa skupom ¢évorova (C, F') gde je C' skup
klijenata, a F' skup potencijalnih objekata. Dalje, neka je f; € R, trosak otvaranja
objekta i € F' i neka je ¢;; € Ry troSak povezivanja klijenta j € C' i objekta ¢ € F.
Cilj je pronaci skup objekata S C F' koji ¢e sluziti klijente kao i povezati klijente sa
objektima tako da se minimiziraju ukupni troskovi (fiksni troskovi otvaranja objekata

i troskovi povezivanja) tj. da se minimizira:

Z fi+ Z Co(j)j>

i€s jec
pri ¢emu je o : C' — S funkcija koja svakom klijentu pridruzuje objekat.

Dakle, kod resavanja problema lociranja objekata, dat je skup klijenata i zadatak je
pronadi polozaj unapred zadatog broja objekata koji ¢e sluziti klijente tako da se mini-
miziraju troskovi sluzenja sto je ekvivalentno minimiziranju ukupnog rastojanja izmedu
objekata i klijenata. Primera radi, klijenti mogu biti pekare, a objekti mogu biti mli-
novi iz kojih se doprema brasno do pekara i za koje treba doneti odluku gde da se

sagrade tako da ukupni troskovi dopremanja brasna budu minimalni.

Za resavanje problema lociranja objekata se koriste metode klaster analize. Klaster
analiza ima zadatak da skup objekata podeli u grupe (klastere) tako da su objekti u
onim iz drugih klastera. U ovom radu ¢e biti koriS¢ena metoda klaster analize k-sredina
koja grupise originalne objekte u zZeljeni broj klastera tako sto iterativno nalazi sredine
klastera tzv. centroide a zatim svaki objekat pridruzuje najblizem centroidu. Cilj
iterativnog postupka je da se minimizira suma distanci izmedu tacaka i pripadajucih
centroida.

Ekvivalencija izmedu problema minimiziranja Wasserstein-ove distance i problema
lociranja objekata, omogucava da se diskretan stohasticki proces sa velikim brojem
ishoda (kakav ¢e se resavati u primeru u ovom radu) uprosti sa drvetom scenarija sa
viSe etapa. Pre svega treba odabrati broj etapa drveta scenarija 7', sto je u portfolio
optimizaciji direktno povezano sa brojem trenutaka u kojima ¢e se vrsiti rebalansir-

anje, kao i broj ¢vorova u svakoj etapi Nt t = 0,1,...,7T. Dalje, iz scenario staza
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originalnog procesa se formiraju objekti u 7-dimenzionalnom prostoru, koji sadrze
vrednosti scenario staze kojoj su korespodnetni, u trenucima koji odgovaraju etapama
drveta scenarija. Broj objekata je jednak broju scenarija. Cilj je date objekte reduko-
vati na manji broj objekata tako §to ¢e se odrediti novih N7 objekata pomoéu metoda

k-sredina.

Drvo scenarija zahteva da novoformiranih N7 objekata budu takvi da imaju samo
NT=1 razlicitih (T — 1)-ih koordinata, N2 razlicitih (7' — 2)-ih koordinata, ..., N
razlicitih prvih koordinata. Stoga se uvodi uslov da se N7 objekata locira tako da
bude rasporedeno na N7~! ulica u (T — 1)-dimenzionalnoj ravni, na N7~2 ulica u
(T' — 2)-dimenzionalnoj ravni, itd.

Algoritam pomo¢u kog se originalni objekti redukuju na manji broj objekata je sledeéi [1]:
1. Pomocu neke od metoda klaster analize, objekti se grupisu u klastere (susedstva),
¢iji je broj jednak N7
2. Za svaki klaster se nade pripadajuéi centroid.

3. Dobijeni centroidi se projektuju na (7" — 1)-dimenzionalni prostor.

4. Vrati se na korak 1, pri ¢emu se sada posmatra etapa T — 1.

Algoritam se ponavlja do prve etape.

Zatim se primenjuje postupak svodenja N7 objekata na ulice. Iz AN?' objekata se
povlace ulice na koje se svodi N2 objekata. Postupak se ponavlja dok se ne dode do
NT objekata. Konaéno dobijenih N7 objekata se nalazi u T-dimenzionalnom prostoru
i ima N'! medusobno razli¢itih prvih koordinata, N2 drugih koordinata itd.

Od formiranih N7 objekata, konaéno se dolazi do drveta scenarija tako §to svaka
njegova scenario staza odgovara jednom objektu.

[lustracija opisanog postupka na primeru drveta scenarija sa dve etape odlucivanja je
prikazana u glavi 6.
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5
CVaR

Kao sto je receno, mera rizika ima vaznu ulogu u portfolio optimizaciji jer postoji
neizvesnost u pogledu buduéih prinosa tako da investitor mora da se na neki nacin
zastiti od prevelikog gubitka. Gubitak se moze predstaviti kao funkcija f(z,y) dve
promenljive, vektora odluke x koji treba odabrati iz dopustivog skupa X C R"™ dok
y € Y C R" predstavlja neizvesnost koja moze da utice na gubitak. Vektor x se moze
interpretirati kao vektor koji karakterise odredeni portfolio i to na nacin da njegova
i-ta komponenta predstavlja koli¢inu novca investiranu u i-tu aktivu. Skup X se moze
posmatrati kao skup dostupnih portfolija. Promenljiva y se moze interpretirati kao
slucajna promenljiva koja predstavlja prinose aktiva u buduénosti. Kada je y slucajna
promenljiva sa poznatom raspodelom, gubitak f(x,y) postaje slucajna promenljiva sa

istom raspodelom koja zavisi od izbora .

Za svako z, sa ¢(x,d) se oznacava funkcija raspodele gubitka f(x,y), odnosno:

p (x,0) = P(ylf (z,y) < 0). (5.1)

Pretpostavlja se da je f(z,y) neprekidna u z, merljiva po y i da je E (|f (z,y)|) < oo

za svako r € X.

Sa ¢(x,0”) oznacice se leva granica funkcije ¢ (z,+) u o:

¢ (2,07) = P(ylf (z,y) <9). (5.2)

Ukoliko ¢ (z,-) ima skok u ¢, odnosno ako je:

@ (2,0) =@ (x,07) = P(ylf (z,y) = 6) >0, (5.3)

kaze se da postoji atom verovatnoce u 9.

U radu ¢e se koristiti nivoi poverenja a € {0.90,0.95,0.99} C (0,1).
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Definicija 5.1 (VaR). a-VaR gubitka povezanog sa odlukom x je vrednost:
do () = min(d|p (z,9) > «). (5.4)

Kako je funkcija raspodele gubitka ¢ (z, §) neopadajuca i neprekidna sa desne strane u
d, minimum iz jednacine (5.4) se postize. Kada je ¢ (x,-) neprekidna i strogo rastuca,
postoji jedinstveno d,, (x) koje zadovoljava ¢ (x, 0, (z)) = «. Inace, ili ne postoji resenje
problema ili pak postoji viSe reSenja.

Definicija 5.2 (VaR™"). a-VaR™" ili gornji VaR gubitka povezanog sa odlukom z je
vrednost:

6 (z) = inf (] (z,6) > a). (5.5)

Za i, ()10} () vazi nejednakost d, () < § () dok jednakost vazi u slucaju kada je
¢ (z,6) konstantna na nivou « nad intervalom koji je ili [, (), 6} (2)),1li [, (z), 8% ()]
u zavisnosti od toga da li ¢ (z,-) ima skok u 0, (z).

Uzimanje VaR-a za meru rizika znatno otezava optimizaciju jer su problemi stohastickog
programiranja, pa samim tim i problem portfolio optimizacije sa vise perioda, bazi-
rani na diskretnim raspodelama ¢ije su funkcije raspodela gubitaka ¢ (x,-) stepenaste
funkcije. Takode, VaR nije konveksna pa samim tim ni koherentna mera rizika!. Svi ovi
nedostaci motivisali su naucnike da tragaju za novom merom rizika koja bi se pokazala
kao bolja u primenama. Kao alternativna mera rizika javlja se uslovna vrednost pod
rizikom, odnosno C'VaR. Kao alat u problemima optimizacije C'VaR ima superiorne

osobine koje ¢e se u nastavku dokazati.

Definicija 5.3 (CVaR). a-CVaR gubitka povezanog sa odlukom z je vrednost ¢, (z),
koja predstavlja ocekivanu vrednost gubitka f(z,y) uz uslovnu raspodelu ¢, (z, -) defin-

isanu sa:

0, ako je § < d, (2)

Pa x,5 :{ z,0)—a .
(z,0) %, ako je 6 > 4, ()

(5.6)

Funkcija raspodele ¢, (z,0) je dobro definisana jer je neopadajuca i neprekidna sa

desne strane, i kada 0 — oo tada ¢, (z,d) — 1.

Vrednost funkcije ¢, (2, d) je definisana pomocu a-rep raspodele zbog toga $to funkcija
raspodele ¢ (z, ) moze imati skok u 0, (x). U tom slucaju P (§ € [d, (z),00]) > 1 —a,
posto je ¢ (2,0, (2)7) < a < ¢(x,0, (x)) kada je ¢ (2,04 (z)7) < ¢ (2,04 (2)). U
tom smislu a-rep predstavlja gornji 1 — « deo od cele raspodele. Funkcija raspodele
Yo (,0) je, u stvari, skalirana od 1 — v do 1, umesto od 0 do 1.

Koherentna mera rizika ée biti definisana u nastavku.
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Definicija 5.4 (CVaR" i CVaR™). a-CVaR™" ili gornji CVaR gubitka povezanog
sa odlukom x je vrednost:

¢q () = E(f(z,y)|f (2,y) > 0a (2)). (5.7)
a-CVaR™ ili donji CVaR gubitka povezanog sa odlukom x je vrednost:
¢o (2) = E(f(z, y)|f (z,9) = ba (x)). (5.8)

Izraz (5.7) ima smisla samo dok je P (f (z,y)|f (z,y) > da (z)) > 0, tj. kada je
v (x,0q (z)) < 1, $to ne mora uvek biti ispunjeno iako je a € (0,1) jer moze pos-
tojati skok u &, (z). Za razliku od definicije date izrazom (5.7), uslovno ocekivanje
u (5.8) je dobro definisano jer P (f (x,y) | f(x,y) > do (z)) > 1 —a > 0.

Sledi opis osnovnih karakteristika C'VaR-a.

Lema 5.1 (Osobine CVaR-a [5]).

1. Ako ne postoji atom verovatnoce u 6, (), tada vazi:
o () = a (1) = ¢ (2). (5.9)
2. Ako postoji atom verovatnoée u 6, (x) i ako je o = p (x,0, (x)) vaZi:
o (¥) < ¢a (z) = &1 (2). (5.10)
Ako je pak ¢ (x,0, (x)) =1, tada je:
Po () = ¢a (). (5.11)
3. U svim preostalim slucajevima, kada je:
¢ (2,00 (2)7) <a<@(x,d,(x) <1 (5.12)
Vazi stroga nejednakost:

Oa (7) < a () < &4 (2). (5.13)

Dokaz. Pojasnice se najpre pojmovi ¢ (z) i ¢, ().

¢t (x) je ocekivana vrednost gubitka pri raspodeli:

0, ako je § < &, ()
+ _
Pa (ZL’,(S) = { o(z,6)—at(z) ako je 6 > 0, (ilj') (514)

l—at(z)
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Slicno, ¢, (x) je ocekivana vrednost gubitka pri raspodeli:

B 0, ako je § < d, ()
Pa (IE,5) = {

pledle ) ako je 6 > 0, (2)

(5.15)
Podsecanja radi, o™ (z) i o~ (x) oznacavaju kraj i pocetak vertikalnog skoka raspodele
o (x, ) udy ().

1. Kada ne postoji atom verovatnoce u d,, (x), vazi:

a” (x)=a" () =a(x) € (0,1).
Tada su distribucije date sa (5.6), (5.14) i (5.15) identi¢ne te stoga vazi jednakost:
Pa (1) = 6o (z) = 8 (2).
2. Ako pak postoji atom verovatnoce, ali vazi @ = a™ (x), dobija se da je:

o (2) < ¢a (z) = &1 (2),

kada:
a=¢(x,d(x)).

Ako je at (z) = 1, dobija se:
Po () = ¢a ().

3. Ako je ispunjen uslov (5.12), iz definicija funkcija raspodela (5.6), (5.14) i (5.15)
sledi i stroga nejednakost data sa (5.13). O

Lema 5.2. [5] Neka je p,(x) verovatnoéa dodeljena gubitku f (x,y) = 64 () sa a-repom
raspodele prema definiciji 5.3, tj.

o (@6 (7)) —

11—«

Pa () = (5.16)

Ako je ¢ (z,0, (x)) < 1, odnosno postoji mogucénost da gubitak bude veéi od 6, (), tada
vazi:
Pa () = Pa (2) 0o () + [1 = pa (2)] ¢4 (2) (5.17)

sa po () < 1. Ako je ¢ (x,04 (x)) = 1 to jest, 0, (x) je najveéi gubitak koji se moZe
dogoditi (stoga je p, (x) =1 i ¢} (x) nije dobro definisano), onda vazi:

Go () = 04 (). (5.18)



Dokaz. Na osnovu definicije 5.1 vazi da je a < ¢ (x, 0, (z)). Ako postoji verovatnoca
da gubitak bude veéi od 4§, (x), tada je:

a < ¢ (0 (2) <1,

pa je i po () < 1. Kako je ¢, (z) ocekivana vrednost gubitka, a ¢} (x) ocekivana
vrednost gubitka u slucaju kada je f (z,y) > 0, (), po definiciji se dobija:

Pa (2) = Pa () 0o () + [1 = pa (2)] ¢ (2) .-
Sa druge strane, ako je ¢ (z,0, (z)) = 1, odnosno najveéi moguéi gubitak je d, (),
tada je p, (z) = 1, odnosno pokazano je i (5.18). O
Posledica [5].
¢a () 2 da (2)

Dokaz. Na osnovu prethodne leme vazi:

Pa (1) = pa (7)o () + [1 — pa (2)] &5 (7).
Za po () < 1vazi ¢g () = pa (x) 04 () +[1 — po (2)] &L () > 04 (x) jer je po definiciji
s () > 6o (z).
Kada je po () = 1 tada ¢o (2) = pa () da (2) + [1 = pa ()] ¢4 (2) = da (z). O
Navedena posledica govori o tome da portfoliji sa malim C'VaR-om imaju i mali VaR.

Teorema 5.1 (CVaR za scenario modele [5]). Neka slucajna promenljiva y € Y
ima konacéno mnogo (K ) ishoda (y1,...,yx), te je za svako x € X raspodela gubitka
f(z,y) diskretna 1 lezi na konaéno mnogo tacaka, a funkcija raspodele gubitka o (z,-)
je stepenasta funkcija sa skokovima u datim tackama. Za fiksirano x € X neka su
odgovarajuéi qubici dati u rastuéem poretku f(x,y1) < f(x,y2) < -+ < f(x,yK), gde
je verovatnoéa gubitka f (x,yx) data sa pr > 0,k =1,2..., K. Neka je k, jedinstveni

indeks takav da vazi:
ko—1

ko
Zpk >a> Z Dk- (5.19)
k=1 k=1

a-VaR gubitka je dat sa:
b (2) = f(,Yra)- (5.20)
a-CVaR gubitka dat je sa:

fu () = — [Zam—a)f(x,ykm S opf )| (B.21)

l—«
k=1 k=ka+1

Dalje, pod ovim okolnostima vazi:

k
1 - Dk
o () = E —a| < = . 5.22
Pa (2) 1—Oé< b )_pka+"'+p1< (5.22)




Dokaz. Na osnovu pretpostavke ZZ‘;l Dk > > ZZ‘;}I i sledi:

ko

= § Dk,
k=1
ka—1

@ (2,02 (2)7) = D b,

o (x,04 () — ¢ (x, g (x)_) = Dk,

Koristeéi definiciju za ¢ (x,-) 1 prethodnu lemu dobija se da tvrdenje vazi osim za
gornju granicu za p,, (x). Medutim, ako se opet iskoristi pretpostavka, dobija se:

k ko—1
1 (e (e k
o = — — - - = D
Do (T) - < g Pk 04) — ( E Pk E pk) PR

k=1 Pk

Posledica ovog tvrdenja se odnosi na slucaj kada najveéi gubitak f(x, yx) ima verovatnocu
px > 1 — a tj. slucaj kada je k, = K. U tom slucaju vazi:

o () = da () = [(2, Yk)-

Ova posledica moze biti korisna prilikom resavanja modela stohastickog programiranja.

5.1 CVaR u problemima portfolio optimizacije

U delu koji sledi bi¢e pokazano da se a-VaR i a-CVaR gubitka f(x,y) povezanog sa
izborom x mogu izracunati istovremeno resavanjem problema optimizacije konveksnog

tipa u jednoj dimenziji. Da bi se ovo pokazalo, definise se pomo¢na funkcija:
Fy(2,0) =6+ ﬁE (If (2,9) —8]"), (5.23)
gde je [z]" = max {0, 2} .
Teorema 5.2. [5| Funkcija F, (x,6), 0 € R je neprekidna i vazi da:
bo () = m(sin F, (z,0). (5.24)

Stavise, vazi da je 81 (x) gornja granica argmin F, (z,6), a 6, (z) je donja granica
argmin F, (z,0), gde se argmin odnosi na skup § — « u kojima je postignut minimum
1 u ovom slucaju je neprazan, zatvoren i ogranicen. Takode, vazi:

do (x) € argmin F, (z,0) (5.25)

bo () = F, (2,04 (7)) . (5.26)
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Dokaz. Na osnovu pretpostavke da je FE (|f (z,y)]) < oo za svako z € X sledi da
funkcija F,, (,8) uzima samo konaéne vrednosti. Obzirom da je [f (x,y) — 6]* konvek-
sna u odnosu na 4, sledi i konveksnost funkcije F, (x,d) po  za svako fiksirano = € X.

Iz konveksnosti i kona¢nosti sledi i neprekidnost funkcije F, (x,d) po .

Dalje, kako je funkcija konveksna i uzima samo konacne vrednosti sledi da funkcija ima

konacan desni i levi izvod u bilo kom ¢ [5].

Posmatra se najpre izraz:

F,(x,d") — F, (z,9) 1 [f(x,y)—d’]+—[f(x,y)—6]+
S :1+1_aE( s ) (5.27)

Analiza ¢e se razdvojiti na dva slucaja, prvi kada je ¢’ > § i drugi kada je 0’ < 4.

1. Slu¢aj kada je 0" > 6.

Kada je ¢’ > 0 vazi:

PR R M AC ) ) NS %ﬁgig
v 1), floy) e (6,5)

Dalje, vazi:
P(y|f(x7y) > 5/) =1- SO(J’,?é/)a

P(yld < f(x,y) <) = (x,8) — ¢ (x,0).

Odavde sledi egzistencija vrednosti vy (4, d") € [0, 1] za koju je:

E ([f (Jf,y) — 5/]+ B [f (l’,y) B 5]+

s ) =~ 8= 6 o (8) 2.0

Posto ¢ (x,0") — ¢ (z,0) kada &' — 4, dobija se:

lim E ([f(x,y) _6I]+_ [f (may) _5]+) _ —[1—(,0(.1‘,5/)].

58 & =0

Odnosno, kada se primeni na (5.27) dobija se:

. Fa(w76/)_Fa(x>5)_ 1 / _gO(.’B,(S/)—Of
(Sl'linns ) _1+1—a[ Lo (@ 0] = l—a
Dakle, vazi:
8+Fa @ ($,5a (l’)) -
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2. Slucaj kada je &' < 0.
Kada je ¢’ < § vazi:

fay) =0~y o [ T fEnzg
5 —6 ’ /
S (_170)7 f( ) (5 75)

Dalje, vazi:

Pylf(z,y) >6)=1—¢(x,07),

P (yld" < f(z,y) <8) = (2,07) — ¢ (2,8
Kako ¢ (z,d0") = ¢ (x,67) kada ¢ — §, dobija se:

lim E ([f(:c,y) =" = [f (z,y) _5]+) _ [1 _90(%5—)] _

§'—5 & =9

Odnosno, kada se primeni na (5.27) dobija se:

. F,(x,0")—F,(z,9) 1 (@) —a
}}ES ) 1+1—a[_1+¢(x’6 )= l—a
Konac¢no se dobija da je:
O~ F, ¢ (2,00 (2)7) —

Kako je funkcija F, (x,0) konveksna, izvedeni jednostrani izvodi su nerastuéi po ¢ i

vazi:

. O0'F, .0 F, _
i s (0 = Jim oy () =1
Sa druge strane:
OtF, 0~ F, «
Jm g (2:0) = lim =55 (2,0) = -1

Za bilo koji izbor ¢ € R nivo skup {0|F, (z,9) < ¢} je ograniCen, pa se stoga dostize
ming F, (z,0). Vrednosti ¢ su okarakterisane na sledeéi nacin:

0~ F, Ot F,
< — .

Prema izrazima (5.28) i (5.29) to su vrednosti koje zadovoljavaju ¢ (z,07) < a <

¢ (x,0). Prema definiciji 5.1 najmanja takva vrednost je J, (x), a prema definiciji 5.2
najveca je o1 (x). O

Ova teorema je vazna jer otkriva fundamentalni razlog zasto se C'VaR ponasa mnogo
bolje od VaR-a, kada se neizvesnost od izbora x mora kontrolisati. Razlog je dobro

poznat i lezi u teoriji optimizacije.
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Teorema 5.3 (Konveksnost CVaR-a [5]).

1. Ako je f(x,y) konveksna po x, tada je i ¢, (x) konveksna po x. U tom slucaju je
funkcija F, (x,0) konveksna u odnosu na obe promenljive.

2. Ako je f(x,y) sublinearna po x, tada je i ¢, (x) sublinearna po x dok je funkcija
F, (x,0) sublinearna u odnosu na obe promenljive.

Dokaz.

1. Kako je [f (z,y) — 6] konveksna po (z,4), kada je f (x,y) konveksna po z, sledi
konveksnost funkcije F,, (x,d) po obe promenljive. Jasno, kako je:

o (1) = Fo (2,04 (2)),
sledi konveksnost funkcije ¢, (x) po .

2. Sledi dokaz za sublinearnost. Kako vazi osobina da ukoliko je funkcija konveksna
i pozitivno homogena da je ona i sublinearna, dovoljno je pokazati pozitivnu
homogenost funkcije F, (z,9). Neka je funkcija f(z,y) sublinearna. Tada vazi

f(O0z,y) =0f(z,y), te sledi:

F, (0z,06) = 606+ ﬁE (If (Oz,y) — 06)7) =

1
11—«

E([0(f (z,y) = 0)]") =
0

= 6064+ ——F ([f (x,y) —(5]+) =

11—«
= 0F, (z,9).

— 05+

]

Definicija 5.5 (Definicija koherentne mere rizika). Za operator T kaze se da je

koherentna mera rizika u uzem smislu ako ispunjava sledec¢e uslove:

1. T(c) = ¢, za svaku konstantu c.

22.T(1=0)z+0y) <(1—0)T (x)+ 0T (y), za 6 € (0,1) (uslov konveksnosti).
3. T(z) <T(y),zax <uy.

4. T(z) <0ako ||z —a* |, = 0za T (z%) <0.

5. T (x) < 0T () (osobina pozitivne homogenosti).

Teorema 5.4. [5] a-CVaR je koherentna mera rizika u uZem smislu.
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Dokaz.

Sledi dokaz da a-CVaR ispunjava uslove 1-5. iz prethodne definicije.

1. Ako je f(x,y) =c, tada jeid, (z) =cip(z,04 (z)) = 1.
2. Konveksnost je dokazana u prethodnoj teoremi.

3. Akoje f (z,y) < f(z,y) tadajei F, (z,9) < F, (z,0), pa je samim tim i ¢, (z) <
o (T).

4. Neka je ¢ (xk) <0il f(z,y) — f(a*,y) ||, — 0, tada je po definiciji norme:

lim E(f(x,y)—f(xk,y)) =0

k—o0

Iz cega sledi:

lim [£(f (z.9)) ~ E (f (+*.9))] = 0.

k—o00

Odnosno:

lim B (f (2*,y)) = E(f (z,9)).
Stoga, vazi:

lim F, (2%,8) = F, (z,6) <0,

k—o0
Pajei ¢, (z) <0.

5. Pozitivna homogenost je dokazana u prethodnoj teoremi. O

Teorema 5.5 (Stabilnost CVaR-a [5]). Funkcija ¢, (x) je neprekidna u odnosu na

izbor o € (0,1) i ima desni i levi izvod dat sa:

o- 1 .
%% (z) = (1_—@)2E ([f (z,y) — 6a (2)]7) ,
o+ 1 L
5002 @ = =B (U @w) -8l @)

Dokaz. Za dokaz pogledati [5]. O

Veoma korisna osobina C'VaR-a je ta da u problemima optimizacije, C'VaR moze biti i
cilj i ogranicenje. Takode, velika prednost C'VaR-a u odnosu na VaR je ocuvanje kon-
veksnosti. U numerickim aplikacijama, konveksnost funkcije Fy, (z, d) po obe promenljive
je ¢ak i vaznija od konveksnosti ¢, (z) po z, zbog ¢injenice da se minimizacija ¢, ()

obe promenljive o ¢emu govori teorema koja sledi.
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Teorema 5.6. [5] Minimiziranje ¢, (x) pox € X je ekvivalentno minimiziranju Fy, (x, )
po (x,0) € X xR tj.
— min F,(z,0).
B Oe ()= g Fe (50)

Dokaz.

Tvrdenje je posledica ¢injenice da je minimizacija funkcije F,, (z,d) u odnosu na (z, J)
ekvivalentna minimizaciji iste funkcije u odnosu na ¢ za svako fiksirano x. m

Kada se slucajna promenljivu y aproksimira diskretnom slucajnom promenljivom,

problem minimizacije C'VaR-a postaje problem linearnog programiranja.

Kada se y aproksimira sa ukupno K scenarija yi,...,yx sa verovatnoc¢ama redom

p1,- -, PK, funkcija F, (x,0) postaje:

F, (z, 5)—5+—2pk (x,Yx) — Oa (I)]Jr

Minimizacija funkcije F, (x,0) na (z,0) € X xR svodi se na sledeci problem. Ekviva-
lentna funkcija cilja postaje:

K
1
k=1
gde su zp pomocéne promenljive. Ogranicenja su:

4>0 k=1,...,K (5.31)

2k > f(zyyn)—0, k=1,... K. (5.32)
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6

Rezultati numerickog eksperimenta

Ova glava je posvetena numerickoj implementaciji teorije iznesene u ovom radu. Pret-
postavimo da smo na pocetku 2007. godine i da zelimo da ulozimo 10000 nov¢anih
jedinica u dve aktive, jednu rizi¢nu i jednu nerizi¢nu. Dakle, formalno govoreci, neka
skup aktiva A ¢ine dve aktive, rizicna R i neriziéna S, tj. A = {R, S}, dok je pocetno
bogatstvo B = 10000. Pri tome, za neriziénu aktivu znamo da daje prinos od 3.36%
na godisnjem, odnosno 0.28% na mesecnom nivou. Pretpostavimo da za rizicnu aktivu
imamo istorijske vrednosti cena iz prethodne (2006.) godine. One su graficki prikazane

na slici 6.1.

6400
6200
6000

5800

Vrednost FTSE indeksa

5600

5400 T T T R )

Slika 6.1: Istorigski podaci - FTSE 100

Dalje, pretpostavimo da je vremenski horizont naseg ulaganja dug dva meseca tj. T" = 2
pri cemu trenutak ¢t = 0 predstavlja sadasnjost tj. pocetak januara 2007. godine, t =1
pocetak februara 2007. godine i t = T' = 2 pocetak marta 2007. Cilj je doneti odluku

koji deo pocetnog bogatstva uloziti u raspolozive aktive tako da se na kraju horizonta
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maksimizira profit i ujedno minimizira rizik. Takode, pretpostavljamo da na pocetku
februara postoji moguénost realociranja sredstava izmedu dve aktive.

Kao sto je objasnjeno u glavi 1, za resavanje problema portfolio optimizacije sa vise
etapa za pocetak je neophodno kretanja buducih cena rizi¢ne aktive predstaviti u formi

drveta scenarija.

Da bi se formiralo drvo scenarija potrebno je najpre na osnovu istorijskih podataka
generisati veliki broj scenarija. Za ovo je koris¢en model zasnovan na skrivenim lancima
Markova. Pretpostavka je da skriveni lanac Markova ima tri mogucéa stanja koja odgo-

varaju stanjima visoke, umerene i niske volatilnosti.

MatLab programski kod za ocenu parametara modela (drift, volatilnost i matrica
prelaza skrivenog lanca Markova) je prikazan u prilogu 1. Ocenjeni parametri su
prikazani graficki na slikama 6.2, 6.3 1 6.4.

Drift (W
<)
(5]
1

B S S S e S e S et e
0 5 10 15 20 25
Update parametara

Slika 6.2: Drift
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1054
104

9.5+

Volatilnost (@)

754

x 10

T e S R
10 15
Update parametara

Slika 6.3: Volatilnost

0.45 4
0.4+
0.35

0.3+

Vrednost matrice prelaza (M)

0.25

0.2

T e S R
10 15
Update parametara

Na osnovu ocenjenih parametara modela i uz pomo¢ generatora slucajnih brojeva iz
normalne raspodele generisano je 2000 scenario staza za januar i februar 2007. (pred-

stojeca 42 radna dana). MatLab programski kod za generisanje scenarija je prikazan

u prilogu 2. Generisani sce

na slici 6.6.

Slika 6.4: Matrica prelaza

nariji su prikazani na slici 6.5, a verovatnoce scenario staza
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Simulirane cene

5000 T \
Januar 2007 Februar 2007 Mart 2007
Dan

Slika 6.5: Generisane scenario staze za nastupajuca dva meseca

0.16 4
0.14—-
0.12—-
011

0.08 H

Verovatnoca

0.06 4

0.04

0.02 H

0+ S PR I
5000 5500 6000 6500 7000 7500
Konacna cena

Slika 6.6: Verovatnode scenario staza

Pomocu algoritma lociranja objekata od scenario staza cilj je generisati drvo scenarija
koje se sastoji od 10 ¢vorova u t = 1 i 30 ¢évorova na kraju horizonta ulaganja u
t=T=2.

Da bi se napravilo opisano drvo scenarija, na osnovu generisanih scenario staza uzimaju
se vrednosti cena u t = 1 tj. na dan 1. februar i u t = 2 odnosno na dan 1. mart 2007.
godine. Odatle se formira 2000 objekata tako Sto se na x osu nanose cene u t = 1,
a na y osu cene u t = 2, Sto je prikazano na slici 6.7. Slika 6.7 pokazuje vrednost
svake simulirane staze na dan 1. februar i 1. mart 2007. godine pri cemu svaki objekat

odgovara jednoj stazi sa slike 6.5.
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7500 4
7000 —

6500 —

Mart 2007

6000 —

5500 —

5000 T )
5400 5600 5800 6000 6200 6400 6600 6800 7000 7200
Februar 2007

Slika 6.7: 2000 objekata

Pomocéu MatLab funkcije kmeans 2000 objekata se redukuje na 30 objekata, sto je
zeljeni broj ¢vorova drveta scenarija u t = 2 = T'. Redukovani objekti su prikazani na
slici 6.8.

7500
(0]
7000—- o (©]
i ® o
O ‘e
] P g 2
5 6500 O 0 rd 5
S 1 0 (0] o (O]
5 bk v e
= 6000 o
1 ® s 51D,
Q
5500 — (©]
U e e B L |
5400 5600 5800 6000 6200 6400 6600 6800 7000 7200
Februar 2007

Shika 6.8: 30 redukovanih objekata

Redukovani objekti se dalje projektuju na z osu, Sto je prikazano na slici 6.9.
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3 1 0 06
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= 6000 o
1 0] (O]
(0]
5500 —
5000
5400 5600 5800 6000 6200 6400 6600 6800 7000 7200
Februar 2007
7500 —
(0]
7000—- o o
-4 o o
] CEN 0!
] B ety 2
™~ 6500 - R0 ol
S 1 (0] ()
& ® 0 10}
= 6.9 © N O
1 (0]
= 6000 o
1 0] (O XX}
Q@
5500 — (0]
5000 ] 2 DD EHEE o8R
5400 5600 5800 6000 6200 6400 6600 6800 7000 7200
Februar 2007

Slika 6.9: Projekcija redukovanih objekata na x osu

Sada se projektovani objekti grupisu opet pomocu kmeans funkcije i to na 10 ulica,
Sto je ujedno i broj ¢vorova drveta scenarija u ¢t = 1. Formirane ulice su prikazane na

slici 6.10.
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Mart 2007

7500 7
7000 —:
6500 —:
6000 —:

5500 —

5000 —
5400

5600

5800 6000

6600

6200 6400 7000
Februar 2007

6800

7200

Konacno se 30 redukovanih objekata projektuje na formirane ulice, sto je poslednji
korak algoritma lociranja objekata. x koordinate formiranih objekata predstavljaju
vrednosti cena u ¢vorovima drveta scenarija u t = 1, a y koordinate u ¢t = 2. Formi-
rani objekti su prikazani na slici 6.11, a odgovaraju¢e drvo scenarija je prikazano na

slici 6.12.

Slika 6.10: 10 ulica

Mart 2007

7500 7
7000 —:
6500 —:
6000 —:

5500 —

5000

7200

(0]
® @
@
@@@O o
e® o ©
o) @@@@
06 e ©® ®
®© © ©
® 0 .0
®
(co]
LSRN LA BLELELELE BLELELEL BURLELELE LA BLELELEL B
5400 5600 5800 6000 6200 6400 6600 6800 7000
Februar 2007

Slika 6.11: 30 objekata u 10 ulica
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7400

7200

7000

6800 —

6600 —

6400

Cena

6000 —

5800

5600

5400 T 1
Januar 2007 Februar 2007 Mart 2007
Dan

Slika 6.12: Drvo scenarija

Verovatnoée pojedinih scenarija drveta scenarija su prikazane su slici 6.13.

0.2 1
0.18 —-
0.16 —-
0.14 —-
0.12 —-

0.1

Verovatnoca

0.08 4

0.06 4

0.02 4 I |
] 1 1
0 4+l A ==

5600 5800 6000 6200 6400 6600 6800 7000 7200
Konacna cena

0.04 +
1 il l
T

Slika 6.13: Verovatnocée pojedinih scenarija drveta scenarija

MatLab programski kod za generisanje drveta scenarija i racunanje verovatnoca je

prikazan u prilogu 3.

Konaéno se dolazi do konkretne formulacije uopstenog problema viseetapne optimizacije

koji je opisan u 1. Ona glasi:

max Z Pn Z T'n,ap(n),a + K Y — 1pnzn s T=2 (61)
Y nenT acA neNT = @
> 2ne = B =10000, Vn € N° (6.2)
acA

LOve verovatnoée su dobijene na osnovu teoreme Kantorovich-Rubinstein.
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an,a = Z Tn,axp(n),a Vn € Nta t=1,2 (63)

acA acA
2, >0, VneNT, T =2 (6.4)
2p >y — Zrn7axp(n)7a,‘v’n eNT, T =2 (6.5)
acA

Do vrednosti prinosa riziéne aktive r,, g, ¥n € N, zat = 1,2 se doslo iz drveta scenarija
cena. Prinosi nerizi¢cne aktive su, kao Sto je receno na pocetku ovog poglavlja r,, g =
0.28%,Vn e Nt zat =1,2.

Kao mera rizika u navedenom problemu portfolio optimizacije koriséena je C'VaR mera
rizika opisana u glavi 5. Na osnovu jednacina (5.30), (5.31) i (5.32) vidi se da je prob-
lem minimizacije C'VaR-a ekvivalentan problemu lineranog programiranja. Podsetimo
se da je minf(z) < max(—f(x)). Kod problema portfolio optimizacije funkcija gu-
bitka predstavlja negativno bogatstvo pojedinih scenarija. Za nivo signifikantnosti «
koriséena je vrednost a = 0.9. Koeficijent x predstavlja koeficijent averzije prema

riziku i njegova vrednost u ovom primeru iznosi x = 0.3.

Gornji model je reSen pomocu programskog paketa AMPL. Programski kod je prikazan
u prilogu 4. Resavanjem modela se dobija da je ocekivani kapital na kraju horizonta
10178 novcanih jedinica. Pri tome, u prvoj etapi odluc¢ivanja treba da ulozimo 5935
novcanih jedinica u rizicnu i 4065 u novéanih jedinica u neriziénu aktivu. U drugoj
etapi rebalansiranje vrsimo u zavisnosti od stanja drveta scenarija u koje ¢emo dospeti,

Sto je prikazano slede¢om tabelom:

Cvor | Rizi¢na | Nerizi¢na

1 10593 0

2 0 10460
3 9139 1127
4 0 10145
5 10054 0

6 2867 7108
7 0886 0

8 0 9818.5
9 9736 0
10 0 9640

Tabela 6.1: Rebalansiranje u drugoj etapi odlucivanja
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7
Zakljucak

U ovom radu je reSavan problem konstruisanja optimalnog portfolija sac¢injenog od
rizicne i nerizicne aktive kojeg je moguce rebalansirati u trenutku izmedu pocetnog i
krajnjeg momenta investicionog perioda. Optimalan portfolio je onaj sa maksimalnim
ocekivanim bogatstvom na kraju horizonta ulaganja i minimalnim rizikom merenim
CVaR-om. Mogucénost rebalansiranja portfolija je veoma vazna investitoru jer mu
dozvoljava da reaguje na novonastale okolnosti na trzistu i da im prilagodava svoj
portfolio menjajuci uceséa pojedinih aktiva.

Da bi se problem resio potrebno je bilo modelovati cenu riziéne aktive za Sta je koriséen
model skrivenog lanca Markova sa geometrijskim Braunovim kretanjem([2]), kao i kon-
struisati drvo scenarija cena za koje je koriséen metod predlozen u [1].

Problem je implementiran i reSen pomoc¢u programskih paketa MatLab i AMPL. Kao
rezultat dobio se odgovor na pitanje koji deo inicijalnog bogatstva uloziti u pojedine
aktive u pocetnom ¢voru drveta scenarija, koje reprezentuje sadasnjost kako bi se na
kraju investicionog perioda ostvarilo sracunato maksimalno bogatstvo. Takode, dobila
se 1 strategija rebalansiranja u ¢vorovima u trenutku u kom je rebalansiranje portfolija
dozvoljeno. Ova strategija predstavlja smernicu na koji na¢in bi investitor trebalo da
rebalansira svoj portfolio ukoliko se ostvari neki od mogucéih ishoda opisanih ¢vorovima
drveta scenarija. Jasno, jedina potpuno primenljiva strategija je strategija koji deo
bogatstva uloziti u koju aktivu u trenutku konstruisanja portfolija, dok strategija koja
se odnosi na rebalansiranje nije u potpunosti primenljiva iz razloga sto je izuzetno
mala verovatno¢a da neko od pretpostavljenih stanja nastupi. Medutim, investitor
moze zakljuciti kada dospe momenat rebalansiranja koji ¢vor je najblizi ostvarenom

stanju na trzistu pa postupiti u skladu sa strategijom predlozenom za dati ¢vor.

Implementirani model je lako prilagoditi za resavanje problema konstruisanja opti-
malnog portfolija za drugaciji skup aktiva od koris¢enog u ovom radu kao i za drugaciji

vremenski horizont investiranja. Postoje¢i model moguce je unaprediti u sofisticiraniji i
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da su jednaki nuli. Druga moguénost za unapredenje modela bi bila uvodenje pret-
postavke o moguénosti priliva novca ili pozajmljivanja novca u periodima rebalansir-
anja.
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Prilozi



Prilog 1: MatLab - Ocena GBM parametara

clear;

load FTSE
h=1;
C=[1;
K=[1;

C=FTSE(1:253);
K=price2ret(C);

batch=10;
no_paramupdate=(floor((length(K)-2)/batch))
state=3;

%INICIJALNE VREDNOSTI PARAMETARA
meanK=mean(K(1:30))
stdK=std(K(1:30))

mu=[1.5*meanK; meanK;0.7*meanK];
sigma=[0.9*stdK; stdK;1.1*stdK];

%INICIJALNA MATRICA PRELAZA LANCA MARKOVA
A=[0.44,0.36,0.2;0.44,0.36,0.2;0.44,0.36,0.2];

%POCETNO STANJE LANCA MARKOVA
xi(:,1)=[0.998 0.001 0.001]";
E=eye(state);

x1=xi(:z,1);
xhat(:,1)=x1./sum(x1);

for i=l:state
Y11(1)=(K(1)-mu(i))/(sigma(i));
Z11(i)=(normpdf(Y11(i),0,1))/(sigma(i)*normpdf(K(1),0,1));
D1(i)=211(i);

end

%DIJAGONALNA MATRICA KOJA SE KORISTI ZA PROMENU PROSTORA VEROVANTOCE
DD1=diag(D1);

xi(:,2)=A*DD1*xi1(:,1);

x2=xi(z,2);

xhat(:,2)=x2./sum(x2);

%INICIJALNE VREDNOSTI GAMMA PROCESA

$gammaij (1, 2 ili 3) je filter ,skok“ procesa, gammao je filter
Y%procesa opservacija i gammat je filter pomocnog procesa

for i=1l:state

gammajl(:,i)=[0;0;0];
gammaj2(:,i)=[0;0;0];
gammaj3(:,i1)=[0;0;0];
gammao(:,1)=[0;0;0];
gammat(:,i)=[0;0;0];
gammatq(:,1)=[0;0;0];

end

%NORMIRANJE FILTERA
normfactor = sum(xi(:,2));
remainderSJ1(:.1)=(sum(aammail)./normfactor)":
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remainderSJ2(:,1)=(sum(gammaj?2)./normfactor) " ;
remainderSJ3(:,1)=(sum(gammaj3) ./normfactor) " ;
remainderSO(:,1)=(sum(gammao) ./normfactor)";
remainderST(:,1)=(sum(gammat) ./normfactor)”;
remainderSTQ(:,1)=(sum(gammatq) ./normfactor) " ;

a=2;
e=batch+a;
for u=1:no_paramupdate
B=K(a:e);
n=length(B);
for k=1:batch
hh=(xi(:,a+k-2));
for i=l:state
Y1(k, 1)=BK)-mu(i))/(sigma(i));
Z1(k, 1))=(normpdf(Y1(k,i),0,1));
D(k, 1)=(Z1(k, 1))/ (sigmai)*hh(i)*normpdf(B(k),0,1));
NennerD(k, i)=(sigma(i)*normpdf(B(k),0,1));
end
monitorYl(a+k-1,:)=Y1(k,:);
monitorZl(a+k-1,:)=21(k,:);
monitorDl1(a+k-1,:)=D(k,:);
monitorNennerD(a+k-1, :)=NennerD(k, :);

DD=diag(D(k,:));

xi(:,atk-1)=(A*diag(D(k, :))*xi(:,atk-2));
ffl=xi(:,atk-1);
xhat(:,atk-1)=FF1./(sum(xi(:,a+tk-1)));

for r=1l:state
gammajl(:,r)=(A*diag(D(k, :))*(gammajl(:,r))+xi(r,a+tk-2)*D(k, r)*A¢
@.nN*EC.1D);
gammaj2(:,r)=(A*diag(D(k, :))*(gammaj2(:,r))+xi(r,a+tk-2)*D(k, r)*A¢
(2.r)*E(:.2));
gammaj3(:,r)=(A*diag(D(k, :))*(gammaj3(:,r))+xi(r,a+k-2)*D(k, r)*A¢
B, *E(:,3));
gammao(:,r)=(A*diag(D(k, :))*gammao(:,r)+xi(r,atk-2)*D(k, r)*A*E(:,v¢
N):
gammat(:,r)=(A*diag(D(k, :))*gammat(:,r)+xi(r,a+k-2)*D(k,r)*B(k) ¢
*A*E(:,r));
gammatq(:,r)=(A*diag(D(k, :))*gammatq(:, r)+xi(r,a+k-2)*D(k,r)*B(k) ¥
N2*A*E(Z,r));
end
normfactor = sum(xi(:,a+tk-1));
remainderSJ1(:,a+k-1)=(sum(gammajl)./normfactor)";
remainderSJ2(:,a+k-1)=(sum(gammaj2) ./normfactor)";
remainderSJ3(:,a+k-1)=(sum(gammaj3) -/normfactor)";
remainderSO(:,atk-1)=(sum(gammao) . /normfactor)";
remainderST(:,atk-1)=(sum(gammat) ./normfactor)";
remainderSTQ(: ,a+k-1)=(sum(gammatq) ./normfactor) " ;
end

%PREDVIDJANJE VREMENSKE SERIJE
for k=1:batch

chi=xi(:,a+k-2);

phat=chi ./sum(chi):

il




d=(A™h)*phat;
suml=d(1)*exp(mu(1)-0.5*sigma(1)"2)+d(2)*exp(mu(2)-0.5*sigma(2)"2)+dv
(B)*exp(mu(3)-0.5*sigma(3)"2);
S(k+h)=C(a+k-2)*suml;
end
F(:,u)=S(1+h:batch+h)*;

%UPDATE PARAMETARA

for i=l:state
AA(1, 1)=remainderSJ1(i,atbatch-1)/remainderSO(i,at+batch-1);
AA(2,1)=remainderSJ2(i,atbatch-1)/remainderSO(i,at+batch-1);
AA(3, 1)=remainderSJ3(i,atbatch-1)/remainderSO(i,atbatch-1);

end

A=AA;

for i=l:state
mu(i)=remainderST(i,a+batch-1)/remainderSO(i,atbatch-1);
end
for i=l:state
sigma(i)=sqrt((remainderSTQ(i,atbatch-1)-2*mu(i)*remainderST(i,¥
at+batch-1)+mu(i)”2*remainderSO(i,a+batch-1))/remainderSO(i,a+batch-1));
end

M1(u, :)=mu(l);
M2(u, :)=mu(2);
M3(u, :)=mu(3d);

S11(u, :)=sigma(l);
S12(u, :)=sigma(2);
S13(u, :)=sigma(3);

PROB1(u, :)=A(1,1);
PROB2(u, :)=A(1,2);
PROB3(u, :)=A(1,3);
PROB4(u, :)=A(2,1);
PROB5(U, 1)=A(2,2);
PROB6(u, :)=A(2,3);
PROB7(u, :)=A(3,1);
PROB8(u, :)=A(3,2);
PROB9(u, :)=A(3,3);

a=a+batch;
e=e+batch;
end

forecastl(:,h)=F(:);
m=length(forecastl(:,h));
Kx1=(1:m);
datap=C(2:m+1);

%PREDVIDJANJE PRINOSA
FReturn=price2ret(forecastl);
len=length(FReturn);
Kx2=(1:1en);

Slika 7.1: MatLab programski kod za ocenu parametara
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Prilog 2: MatLab - Generacija scenarija

%Ocenjeni parametri
A=[PROB1(end) ,PROB2(end),PROB3(end) ; PROB4(end) ,PROB5(end) ,PROB6(end) ; PROB7v
(end) ,PROB8(end) ,PROB9(end)];

mu=[M1(end) ;M2(end) ;M3(end)];
sigma=[SI1(end);S12(end);S13(end)];

ksi=xi(:,end);
X_0=ksi./sum(ksi);

%Generacija 2000 scenario staza za 42 dana (predvijanje cena za dva meseca)
B=[1;
for s=1:2000
x=x_0;
S_scen(1)=FTSE(254);
for t=2:42
w_scen(s,t)=randn(1,1);
X=A*X;
mu_scen=sum(mu.*x) ;
sigma_scen=sum(sigma.*x);
S_scen(t)=S_scen(t-1)*exp((mu_scen-0.5*sigma_scen”™2)+sigma_scen.¢
*w_scen(s,t));
end
B=[B;S_scen];
end

%Racunanje verovatnoca

x1=w_scen(:,2:42);

x2=normpdf(x1);

for j=1:2000
n(@)=prod(x2(J,:));

end

x3=sum(n);

X4=n_/x3;

x5=[B(:,42) x47];

x6=sortrows(x5,1);

Slika 7.2: MatLab programski kod za generaciju scenarija




Prilog 3: MatLab - Generacija drveta scenarija

%ORIGINALNI OBJEKTI ZA FACILITY LOCATION
X=[B(:,21),B(:,42)];

brul=10;
brob=3*brul;

%REDUKOVANJE BROJA OBJEKATA POMOCU KMEANS ALGORITMA

opts=statset("Display”, "final");

[1DX, redob]=kmeans(X,brob, "Distance”, "sqEuclidean”, "Replicates”,5, "Options”,¥
opts);

%FORMIRANJE ULICA

opts=statset("Display”,"final");
[1DX1,ul]=kmeans(redob(:,1),brul, "Distance”, "sqEuclidean”, "Replicates”,¥
100, "Options”,opts);

%SVODJENJE REDUKOVANIH OBJEKATA NA ULICE
ob=redob;
for j=1:brob
min=abs(redob(j,1)-ul(1));
ob(,1)=ul(1);
for k=2:brul
if abs(redob(j,1)-ul(k))<min
min=abs(redob(j,1)-ul(k));
ob(,1)=ul(k);
end
end
end

%RACUNANJE PRINOSA

cenel=sortrows(ob,-2);

cene=sortrows(cenel,-1);

prinosi3=[cene(:,1)/FTSE(254) cene(:,2)./cene(:,1)];
prinosi2=sort(unique(prinosi3(:,1)), “descend®);
prinosil=[prinosi2® prinosi3(:,2)"];

prinosi=[[2:(brob+brul+1)]*" prinosil®™ 1.0028*ones(1,brob+brul)®];

%NALAZENJE PRETHODNIKA
prethodnici = [[2:(brob+brul+1)]" ones(1,brob+brul)"];
for j=1:brob
for k=1:brul
if prinosi3(,1) == prinosi2(k)
prethodnici (J+brul,2)=k+1;
end
end
end

%RACUNANJE VEROVATNOCA
cene_rast = sortrows(ob,2);
Gl=zeros(brob,1);
G2=zeros(brob,1);
pzl=zeros(brob,1);
pz2=zeros(brob,1);
G1l(brob)=1;

vi




for i=1:(brob-1)
pzl(i)=(cene_rast(i,2)+cene_rast(i+1l,2))/2;
J=1;
while pz1(i) > x6(,1)
J=1+1;
end
G1l(i)=sum(x6(1:(J-1),2));
end
G2(1)=0;
for i=2:brob
pz2(i)=(cene_rast(i,2)+cene_rast(i-1,2))/2;
J=1;
while pz2(i) > x6(,1)
=i+l
end
G2(1)=sum(x6(1:(J-1),2));
end
G=G1-G2;
verovatnoce3=[cene_rast G];
verovatnoce2=sortrows(verovatnoce3,-2);
verovatnocel=sortrows(verovatnoce2,-1);
verovatnoce = [[brul+2:brob+brul+1]" verovatnocel(:,3)];

%KREIRANJE .DAT FAJLA ZA AMPL
f_m = fopen(sprintf("D:\\01 STUDIJE\\Master teza\\5 AMPL\\amplcmI\\m_%i.dat",¥
brul), "wt®);

fprintf(f_m, “param BrCvorova := %i", brob+brul+l);

fprintfF(f_m, ";\n");

fprintf(f_m, “param PrviKrajnji := %i", brul+2);

fprintf(f_m, ";\n\n");

fprintf(f_m, “param Prinos: R S :=\n");
fprintf(F_m, “%i %.4F %.4f\n", prinosi~);
fprintfF(f_m, ";\n");

fprintf(f_m, "param Prethodnik :=\n");
fprintf(f_m, "%i %i\n", prethodnici®);
fprintf(f_m, ";\n");

fprintf(f_m, “param Verovatnoca :=\n");
fprintf(f_m, "%i %.8F\n", verovatnoce®);
fprintf(f_m, ";\n");

fclose(f_m);

Slika 7.3: MatLab programski kod za generaciju drveta scenarija
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Prilog 4: AMPL - ResSenje problema optimizacije

set Aktive;

param BrCvorova;
param PrviKrajnji;

param B;

param k = 0.3;

param alfa := 0.9;

param Prinos{2 .. BrCvorova, Aktive};

param Verovatnoca{PrviKrajnji .. BrCvorova};
param Prethodnik{2 .. BrCvorova};

var x{1 .. PrviKrajnji-1, Aktive} >= 0;

var gama;
var z{PrviKrajnji .. BrCvorova} >= 0;

var OcekivanoBogatstvo;

maximize OcekivanoBogatstvo_ i_Rizik:

sum{n in PrviKrajnji .. BrCvorova}
Verovatnoca[n] * sum{i in Aktive} Prinos[n,i] * x[Prethodnik[n],i] +
k*(gama-sum{n in PrviKrajnji .. BrCvorova} Verovatnoca[n]*z[n]/(1-alfa));

subject to InvestiratiSavNovac:
sum{i in Aktive} x[1,i] = B;

subject to RavnotezaBogatstva{n in 2 .. PrviKrajnji-1}:
sum{i in Aktive} X[n,i1] = sum{i in Aktive} Prinos[n,i] * Xx[Prethodnik[n],i];

subject to CVar{n in PrviKrajnji .. BrCvorova}:
z[n] >= gama-sum{i in Aktive} Prinos[n,i] * x[Prethodnik[n].,i];

Slika 7.4: AMPL programski kod
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