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1 VBoa

1.1  Morusamuja

JlaHac ce MHBECTUTOPH CyO4aBajy ca IIMPOKOM TOHYJIOM XapTHja OJ BPEJHOCTH, NMPU YEMY
CBaka MMa CBOj MOTEHUHjaTHH PHU3MK U 100uT. OnTuMu3anyja noprdosimja urpa KpUTHUHY
ynory y onpehuBamy cTpaTeruje 3a KOHCTpYKUHUjy noptdonuja. Mehyrum, He IOCTOjU HUjedaH
ONTUMHU30BAHU TOPT(OINO KOJU MOXKE Ja 33J0BOJbM CBE MHBECTUTOpE. Y KOjJy KOMOHMHALHU]Y
XapThja oj BpeaHocTH he wu3a0paTé Ja HMHBECTUPA]Jy 3aBUCH IIpe CBera OJ HHUXOBHUX
npedepeHiuja y norieay 100UTH U CKIOHOCTH IPeMa PU3HKY.

Xapu Mapxkosur (Harry Markowitz) 6uo je nmuonup mozaepse epe teopuje noprdosuja. Y cBom
paxy "Portfolio Selection" o6jaBssenom 1952. romune y waconmcy Journal of Finance, monazehn
O]l TPETHOCTaBKe Ja BehMHa WHBECTUTOpa TEXM Ja MaKCUMH3HMpa A0OUT mopTdoiuja u
MUHUMH3HpPA HETOB PHU3UK, (OPMYNIMCA0 je KOHLENT OYEKMBAHM NPUHOC-BapujaHca, TIe je
IOOMT MOJeNnupaHa OYEKWBAHUM IMPHUHOCOM MOPTQOJHja, a PHU3UK HETOBOM BapHjaHCOM.
[IpuBnadan u pasymMaH ca TEOpHjCKEe TayKe TJEAMIITA, HEroB MOJEN je OM0 OCHOBa 3a OpojHa
Oyayha uctpakuBama, NMpUMEHE, MPOIIMpema U nodospiama. CnodogHo MoxeMmo pehu ga y
MOCIIEPaTHOj EKOHOMUJH HUje OMIIO0 TOTPUHOCA TEOPHUjU MOPTHoIMja KOju OU y TOM CMHCIY, U Y
NOTJIely OPUTHHAIHOCTH, MOTA0 Jla ce yrmopenu ca MapKoBHUIIOBUM pajgoM. Hberos mpuctyn u
JlaHac je HajjeIHOCTAaBHUJU U HAjONIITHjH MpoOiieM celekiuje noprdonuja. 3axBasbyjyhu cBomM
pany, Mapkosurt je 1990. ronune no6no HobenoBy Harpaay U3 eKOHOMH]E.

MapkoBHUIIOB MOJEN je MpoOieM KBaJpaTHOT MPOTrpaMUpama U YjeJHO jeAHA OJ HajBaKHUJUX
npUMeHa oBe 00JacTH HyMepHuke onTuMu3anuje. Mako je aHamUTHUYKU jeTHOCTAaBaH, HEKOJIUKO
npobsema jaBibajy ce y MpUMEHH MoJena y npakcu. Huje HM Hajmame TpUBHjajlaH 3aJaTak
npeBecTd MapKOBHMIIOB KOHLIENT Y MPakTHUHU alropuraM Koju he natu 3amoBosbaBajyhe
pesyarare. Hltasume, DeMiguel, Garlappi u Uppal y ceom paay u3 2007. rogune (Brodie et al.
[3]) mpatumm cy HEKONMKO ~anropuTamMa HHCIUPUCAHUX MAapKOBHUIIMBUM  IMPOOJIEMOM
ONTUMAITHOT TOPTQoIIKja U TIOKA3aIH Cy J1a HUjelaH OJ1 lbUX HeMa 3HauajHo 0oJbe nepdopmance
O] HaWBHE CTpaTervje y KO0joj je cBakoMm Ho0py y cactaBy mopTdoiuja JOJCIHEH jeAHAK
TeXMHCKH KoedpuuujeHT. OBako paszouapaBajyhe mnepdopmance anropurama IMOCIenuIa Cy
CTPYKTYpEe OpUTHHATHOT MapKoBUIIOBOT Mojena. ONTUMHU3alLHja y CpXKHU MOJIeNia je eMITMPUjCKU
HecTabuiHa — Mane mepTrypOaiyje y TpPeTHOCTaB/beHHMM MPUHOCHMA, BapujaHcamMa H
KoBapujaHcama Jjobapa y mnopTdoiamjy MOTy Ja Jdajy CHaxkHe edekre Ha pesynraTe
ONTUMU3AIMOHOT TOCTYNKa. Y TOM CMHCIYy, Kilacu4aH MapKOBUIIOB MOJIENI MOXKE Ce
MocMaTpaTH Kao JIOHIe TOCTaBJbeH (Jiomie yclnoBJbeH) mpoOiem. C TUM y Be3H, OICHA
napameTapa mnpo0siema, BEKTopa 04eKMBaHUX MPUHOCA M MaTpHUIla KOBapujaHCe MPUHOCA TOKOM
MHBECTHUIIMOHOT TIEPHO/Ia je KOMIUTMKOBaH 3anarak. M cam Mapkounl y cBoM paxy [17] uctunao
je Ja caMO HMCTOPH]CKH TMOJAIN HUCY OBOJHHH Jia O ce y MOTIYHOCTH carjeiano U YCIEeNTHO



NpPEBUIEIO KpeTame BpenHOCTH nolapa. Jlomie olemeHH HapamMeTpd MOry ApPacTUYHO Ja
MIPOMEHE TeXHUHCKE KOe(PUILIMjeHTe TPAKEHOT ONTUMAIHOT MOPTQOJIHja, IITO HAC MOXKE JOBECTH
70 YeCTOr W TMOTpelmHor pebanaHcHpama NOpTQOIMja, H3a3uBajyhun Tako M HEMOTpeOHe
TPOIIKOBE TPAaHCAKIIH]a.

VY HacTaBKy HpBOT' IOTJaBJ/ba OBOT paja JaT je Tperjiei OCHOBHHX O3HaKa, AepUHHUIMjA U
Teopema. Jpyro noriaBibe 6aBu ce GOpPMYNIAIMjOM U aHATUTHYKAM perierumMa MapKoBHIIOBOT
MOJIella OYEKMBAaHU MPUHOC — BapujaHca 3a oJpehuBame ONTUMATHOT HMHBECTHIIMOHOT
noptrdonmja. JlaT je m OCBpPT Ha TEOpHjCKE MPEIHOCTH W TMPAKTUYHE HEJAOCTaTKe Mojena,
noceOHO OCETJHUBOCT MOJeNa Ha IMeprypoaiuje o4eKMBaHMX IpuHOca. Y Tpehem moriaBiby
MIOCMaTpaH je€ ONTHMHU3ALMOHU MpPOOJEM amnpoKCUMAIlMje Y30paduke MaTpulle Kopelaiuje
MaTpUIIOM KOja j€ CUMETPUYHA, IMO3UTUBHO CEeMUJC(PUHUTHA U MMA jJeAUHUYHY JHMjaroHAIy W
M3BEJICH je ONTHUMU3aLKOHU anropurtaM. [lornasibe 4 naje mpersies; HyMEpHUKUX pe3yirara. Y3
nomMoh MapKoBHIIOBOT MoOJ€Ja ONTHMM30BaH je MOPT(OIMO cacTaBbeH 07 6 EeBPOICKUX
MHJEKCA. 3aTUM Cy y MOJIeNl yBEJeHE MepTypOalrje OYeKHMBAHOI MPHHOCA M IMOCMATpaH je
BUXOB edekar Ha pe3ynryjyhe TexxuHcke koeduuumjente noprdonuja. Ha marpuiy xopenamuje
nepTypOOBaHOI MoJieNila MPUMEHEH je aiaropuram U3 Tpeher moriaBiba HWMIUIEMEHTHpPAH Yy
nporpamckoM okpyxkewy MATLAB, a 3aruMm je aHamu3upaH HErOB YTHULA] Ha edekTe
neprypoanyja 1 u3BeIeHH 3aKJbYUIU CY MPE3EHTOBAHU y TIETOM IOTJIaBJbY.



1.2 Jlucra o3Haka

Ckyn peanHux 6pojeBa
MareMaTHUKO OYEKHBambE CIIy4ajHEe TPOMEHIBHBE X

Jucniep3uja (BapujaHca) ciy4yajHe IpoMeHIbHBe X

Crannapana neBujanuja (OACTYyNAmkE) CIydyajHe TpOMeHJbUBe X

KoBapujanca cnydajuux npomeHsbuBux X u Y

Marpuna koBapujaHce N -AMMEH3MOHAIHE CITydajHe IPOMEHIbUBE

Bekrop noptdonuja

CnydajHa mpoMeHJbMBa pUHOCA NOpThosnja
Bekrop ouexknBaHuX npuHoca noprdounja
@uKCUpaHU OYEKUBAHU IIPUHOC

JenuHUYHU BEKTOP

Bekrop neprypOaruje

[To3utuBHO neduHUTHA MaTpuIa A

[To3utuBHO cemuaeunuTHa MaTpuna A
TpancnonoBana maTpuna Matpuie A
Tpar matpune A

Hopwma 1 marpune A

Hopwma 2 (eyxinacka HopMa) matpune A
Hopma co matpune A

®polbennjycoBa HopMma Matpuie A

Texxuncka @pobenujycoa W -Hopma maTpuie A

Texxuncka @pobenujycoBa H -Hopma maTpune A

JlujaroHaqHa MaTpula ca eleMeHTUMa W, W,,...,W, Ha IJaBHO]

TIMjaroHaJIH



A-B

oK (B)

<A, B> =trace(A'WBW)
A=QAQ'

null (A)

S

U
R (A)
R (A)
K(A)

rank(A)

Anamapos nipou3Bog matpunia A u B

Hopmanuu xonyc konBekcHor ckyna K y tauku B e K
VYuyTpammu npou3Boja Matpunia A u B koju unaykyje W -HOpmy
CnexTpanHa JeKOMIO3UIMja MaTpuie A

Hyna-npoctop matpune A

CKyIn CUMETPUYHUX, TO3UTUBHO CEMUAC(HUHUTHUX MaTPULIA

CkyI cMMETpUYHUX MaTPHUIIA Ca JeIMHUYHOM JIHjaroHajIoM
[Ipojexnuja marpurie A Ha ckym S

[Tpojexumja matpunie A Ha ckyn U

YcnoBuu 0poj marpurie A

Panr matpune A

Jennnuyna marpuia



1.3 Ilpernen nedunuimja u Teopema

1.3.1 Jluneapna anreOpa

[Ipenmer Halier HHTEpPECOBama y OBOM paidy Ouhe BEKTOpU U MaTpHIle YHje KOMIIOHEHTE
cy peanuu OpojeBu. IIpocTop pealHMX BeKTOpa JMMEH3Mje N o3HadaBa ce ca R", a

IPOCTOP PeaJHUX MaTpPUIla JUMEH3HMje Mx N o3HayaBamo ca R™".

Jepunnnmja 1.1 Mampuya tima mxn Hax nojbeM P je mpaBoyraona Ttabmuia
enemeHara u3 P koja uMa m BpcTa M N KOJIOHA:

a; ap &,
d, d, ... 4,
aml am2 amn

Enemenre a; € P, rae je i=12,...,m, j=12,..,n, HA3UBAMO eleMeHMUMAa MaTpPUIIC.

Jepununnmja 1.2 Marpuma ko1 koje je 6poj BpcTa jeaHak Opojy KOJOHa, Tj. MaTpula
TUIA NxN, Ha3UBa CE Keaopamua MaTpuLa pesia n.

Jepunnnmja 1.3 KsagpatnHy marpuily peaa N YHju Cy CBH €JIEMEHTH Ha TJIABHO]
IWjarOHANIM jEAWHMILIE, a OCTAIM HyJle, Ha3UBAMO jeOuHuyHa mampuya pepa n.
JenuHuuHy Matpunly o3HauaBamo ca E .

Jepununmja 1.4 Kagpataa matpuna A je pezyrapHra ako TMOCTOJU KBaJpaTHAa MaTpULa
B rtakBa na je

AB=BA=E. (1.1)

Matpuny B koja 3amoBospaBa ycioB (1.1) 30BeMo unsepsna mampuya 3a Mmatpuily A u

03HayaBaMo je ca A,

KBagpaTtHa marpuia 3a KOjy HE IOCTOJM HMHBEp3HAa MaTpHIla HA3UBAMO CUHYIAPHA
MaTpuIa.



Jepununmja 1.5 [lumeHsuja mpocTopa KoJIOHa MaTpuime A Ha3uBa ce pane no
kononama marpuue A. JlumeHsuja mpocropa BpcTa Marpulle A Ha3WBa ce paHe no
eépcmama Matpuie A.

Teopema 1.6 Panr mo xonoHama npou3BOJbHE MaTpulle A jeHAK je paHTy [0 BpcTama
T€ MaTpHUIIE.

Teopema 1.7 Panr marpuie jeqHak jeé MakCUMAaJIHOM Opojy JIMHEApHO HE3aBUCHUX
BEKTOPA KOJIOHA (WJIM BPCTA) T€ MATPUIIE.

Jedpununmja 1.8 Panr no xojnoHama, Tj. paHr 1o BpcTama MaTpuiie A, Ha3UBaMO paHe
MmaTpuile A u o3HadaBamo ra ca rank(A).

Jepununmja 1.9 Axo je

&; 8,

a a a
A _ 21 .22 2n

am1 am2 amn

MaTpuIa TUIIa M XN, OHJA ce€ MaTpuUlla

all a21 ot a‘ml
AT — a12 a22 i a'm2
ain aZn R amn

THIA NXM 4YHje cy BpCTe jeAHaKe KOoJOHamMa MaTpuie A Ha3uBa mMpancnoOHOBAHA

Mmampuya Matpune A m o3HadaBa ce ca A'.

Teopema 1.10 Axo cy A u B wmarpuie TakBe Ja Cy CBe HaBelCHE OIepalyje
neuHICAaHe, OHJIa BaXKU:

1.(A+B) = A" +B",
2. (AN =A,

3. (aA)" =aA',

4. (AB) =B"A".

Jepununmja 1.11 306up enemeHata ca TjaBHe aujaroHajie KBaapaTHe Mmarpuie A
Ha3uBa ce mpae mampuye A 1 o3HavaBa ce ca trace(A):
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trace(A) = > a; .
i=1

JMepunumuja 1.12 Matpuna A je cumempuuna axo je A’ = A.
JMepununuja 1.13 Matpuna A je opmozonanna axo je ATA=AA" =E .

HMepunnumja 1.14 Kanparna matpunia A pena N je no3umugHo oegpuHumua, y O3HAIH
A> 0, ako Baxu

x"Ax >0, 3ace xe R"\{0}.
Marpuua A je nozumusno cemuoegpunumna, y o3Haim A> 0, ako Baxu

x"Ax>0 3a cee X eR"\{0}.

Jepununmja 1.15 Matpunia D umju cy eneMeHTH Ha TJaBHO] JHMjaroOHAIH pPEAOM

jemnaku d,,d,,..,d,, a ocramu emeMeHTH Hyne, Ha3uBa C€ OujacoHanHa MaTpulla U

n?

o3HauaBamo je ca D =diag(d,,d,,...,d,).

HMepunnumja 1.16 Jemepmunanma matpunie A neduHuine ce kao

& &, ... G,

a, a a
det(A)=| * % 2

a, &, ... a,

JMepunuunja 1.17 Heka je Ae R™ . Ako nocroje q € R"\{0} u 1 eR Taksu ga Baxu
Agq=A1q,

OHIA je ( KapakmepucmuyHu 6eKmop, a A  KAPpaKkmepucmuina 6peoHOCm

(kapakmepucmuunu Koper) Matpuue A .

Jepununmja 1.18 Ckyn cBH KapaKTepHUCTUYHMX BpPEAHOCTH MaTpuile A Ha3uBa ce
cnexmap Matpuie A u o3HauaBa ce ca o(A).

Heka je AeR™, A,4,,..., A, HEHE KapaKTepUCTUUHE BPEAHOCTH U (), 0,,., ,q, HCHH

KapaKTepUCTUYHU BeKTOpU. Taga MaTpuria A MoKe Jia ce 3amuile y oOIuKy

A=QAQ",



KOJH C€ Ha3MBa CNeKmMpaina oekomnosuyuja Mmatpuie A, rae je A = diag (4, Ay,.nA) n

Q=[a,10,]...]q,]. Marpuna Q je oproronansa, 1j. Q'Q =QQ" =

Nepununmja 1.19 Cranapnu (ynympawrou) npouzeoo Bekropa X,y € R" nedunurre ce
Kao

X Y)=Xy=>XY;.
i=1

Bekrtopu X,y e R" cy opmoconannu ako uM je CKalapHU MPOU3BOJI jeJHAK HYIIH, Tj.

(x,y)=0.
AKoO cy J1Ba jeIMHUYHA BEKTOpa OPTOTOHAIHA, KAXKEMO J1a Cy OPMOHOPMATHU.

Cana hemo HaBecTH nepuHHMLIM]je HajuenThe ynoTpedbaBaHMX BEKTOPCKUX HOPMHU.

Heka je xe R". Tazga cy:

||X|| —Z|X| (mopma 1)
n 1 L

x|, = Q. x%)? = (x"x)? (HopMma 2) (1.2)
i-1

x| = _r:qax|xi| (HOpMa o0)

Heka je canma ca |||| O3HaueHa OWJo0 Koja BekTopcka Hopma u3 (1.2). Oaroapajyha

mxn .
MaTpU4Ha HOpMa Mpou3BosbHE Matpulie A€ R™" nedunume ce Ha cnenehu HauuH:

g =sup |1 [A]

X

3a marpuuyHe HopMme aeduUHHCAHE HA OBAj HAYMH KAXKEMO Ja Cy KOH3UCHMeHmHe Ca
oarosapajyhum BekTropckum HopMmama u3 (1.2).

Excrummiutae opMyne 0BUX MaTpUUHUX HOpMH cy cieaehe:

I, = max 3



1
||A|| , = A, (A"A)?2, raie je A, 03HauaBa Hajsehy KapaKTEpUCTHUHY BPEHOCT MaTpuie A

Jomr jenHa KopucHa MaTpUYHA HOPMa, KOja HUjE KOH3UCTEHTHA HU Ca JeITHOM BEKTOPCKOM
HOpMOM je dpobeHujycoBa HOpMa:

Hopwmy 2 nazuBamo jom u Eyknuicka u 00MYHO je 03Ha4aBaMo ca |||| .

Nepununmja 1.20 Ycnouu 6poj matpuiie A (y 0HOCY HA HOPMY ||||) y o3Haiu k(A),

nedunMIIe ce Ha cineaehy HaAYWH:
K(A) = A~

Axo je x(A) mamu, 3a MaTpuily A KakeMO Ja je 0o6po yciosmena, a ako je k(A)
BENUKHU, OHJA je A sowe ycrosmena. Ako je marpunia A CHHTyJIapHa, OHIA OOWYHO
numemo k(A) =o.

[TpumeTnmo 1a axo je |||| :|| ,» OHJIA je ||A|| =4,a ”A_l” =%, riae je A, Hajseha, a A

HajMama KapakTepucTuuHa BpeqHocT marpuue A. Caga umamo

K=,

n

y HOpMH 2 ¥ 0BO je opmyiia Koja ce 0OMYHO KOPUCTH 32 U3pauyHaBame YCIOBHOT Opoja
MaTpHulle y HOpMH 2.

Hepununmja 1.21 Hyra npocmop matpunie A je HOTIPOCTOP

Null(A) ={w| Aw =0}.



1.3.2 Teopwuja BepoBaTHOhE
Heka je Q ckymn enemeHTapHHX Joralaja.

Jepununmja 1.22 Konekuuja moackynosa F < @(L)) Ha3uBa ce o -areebpa Haj (2 ako

3a/ioBoJbaBa ciezaehe ycnone:
1. DeF

2. QeF,

3. Ako je AeF,oHnaje AeF,

4. Hekaje A,A,..€F.Taga Baxu UA €Fu ﬂA eF.

i=1 i=1
Ca A o3Ha4YMIIM CMO KOMILUIEMEHT CKyma A

A={weQ|wgA}.

HMepunuumja 1.23 Oyuxupja @:F —[0,1] ce HasuBa seposamuohia na (Q,F) axo

BaAXKU:
1. eQ)=1,
2. @(@)=0,

3. Akocy A,A,,...eF 10 napoBUMa TUCjyHKTHU, Tj. A NA; =, 3a i # |, onza je
?(JA)=2.2(A).
i=1 i=1

Tpojky (Q2, F,®P) Ha3uBaMo npocmop eeposamuohie.

Nedpununmja 1.24 Heka je (€2, F,®) npocrop BepoBaTHohe. Heka je X :QQ — R TakBO

Jla 3a CBako X € R Baxu
{o|lweQ, X(w)<x}eF.
Tanma je X cayuajua npomenwsusa Has mpoctopoM BepoBatHohe (Q, F,P).

Jepunnummja 1.25 IlpecnukaBame F, :R—)[O,l] je ¢@yuxyuja pacnoodene ciydajHe

npoMeHJbuBe X aKO BaXH

10



F,(X)=P{w|oeQ, X(w)<x}),3acse xeR.

PaznukyjeMo /1Ba BajkHa THUIIA CITy4ajHUX IPOMEHIBHBHX.

Cnydajna npomenssuBa X :Q — R je ouckpemua ako 1mMocToju KOHaYaH WIKM IpedpojuB

ckyn ®, < R TakaB na je
P({Xer,})=1.

dynxmuja f :R > R je Bopenosa ¢pynxyuja axo saxu f *(S)e® 3a crako S € B, rae

je B bopenosa o - anrebdpa.

Cny4yajHa TpPOMEHJBHBA j€ aNCOAVMHO HenpeKuoHoe muna ako moctoju bopemosa
HeneratuBHa ¢pynkiuja f iR — R TakBa na je

F(x) = j f()dA), xeR,

—0

rae je J. f (t)dA(t) JlebGeros unrerpan ¢pyukuuje f y ognomy Ha JleberoBy mepy A .

—00

dynknuja f ce Ha3uBa eycmuma pacnodene ciydajue npoMeHsbuBe X .

Jepununmja 1.26 Heka je X auckperHa ciiydajHa MPOMEHIbUBA
« (xz X, j
Pp Py .
Axo je Z:|Xi|pi <00, OHJIA j©

E[X]=in Pi

mamemamudko oveKkuearne cnyqajHe MMPOMCHJBUBC X.

Heka je X ciayuajHa MpOMEHJBHBA allCOYTHO HEMPEKHUIHOT TUIIA Ca TYCTHHOM pPacrojiese
f (x) TakBa na je

T|x| f (X)dx <oo.

Tana je

11



E[X]= T X« f(x)dx

MamemMamuyko o4eKugare CiydajHe mpoMeHJbuBe X .
Oco0uHe MAaTEeMATHYKOI 0OYeKHBAHA

1. Axoje X >0, onmaje E[X]>0.

2. E[aX +bY]=aE[X]+bE[Y],3a a,beR.
3. Axkoje X >Y ,onmaje E[X]>E[Y].
4. |EIX]<E[]X]].

5. Axocy X um Y He3aBHCHE cily4yajHEe TpoMeHJbHBe, oHaa je E[XY]=E[X]-E[Y].
2
6. (Kowu-Llsapyosa Hejeonaxocm) (E U XYH) <E[X?*]-E[Y?].

HMepunnumja 1.27 Jucnepsuja (6apujanca) D cnydajae mpomensbuBe X aedunwmiie ce
ca

D[X]=E[(X —E[X])*].
VY u3padyHaBamHMa OOMYHO ce KOPHUCTH cieneha jemHocTaBHa GpopMyria 3a TUcnep3ujy:
D[X]=E[ (X —E[X])* |= E[X’]-2E[X]E[X]+E[X ] = E[X*]- E[X]

OcoOune qucnepsuje

1. D[X]=0.

no

D[X]=0< X je xoHCTaHTa.

w

D[cX]=c’D[X],3a ceR.

>

D[X +c]=D[X],3a ceR.
5. Ako cy cnyuyajHe mpoMeHJbuBe X © Y HE3aBUCHE M UMAjy JUCTIEp3Hje, OHMA j&

D[X +Y]=D[X]+D[Y].

12



Hepunnumja 1.28 Cmanoapono oocmynare (cmanoapona degujayuja) ciydajae
npoMmeHsbBe X, y O3HAIU O, , AepuUHUIIE ce Ha cienehy HauuH:

o, =+/D[X].

Jedpunnunmja 1.29 Kosapujanca ciydajHux npoMeHbUBUX X U Y,y O3HALU Oy ,

nedunMIIe ce Ha cineaehy HauYuH:
oy =CoV(X,Y) = E[(X —E[X](Y - E[Y])].
AnrtepHaTuBHA GOpMYIIa KOja ce€ KOPUCTH y U3padyyHaBambuMa je
cov(X,Y)=E[XY]-E[X]E[Y].
Axo je oy, =0, kaxeMo ga cy ciaydajHe mpomeHsbuBe X u Y Hekopenupawe. 3a

o >0, xaxemo na cy X u Y nosumueno xopenupaue, a 3a o,, <0, X u Y cy

He2amueHo Kopeaupane.
Baxu:
Oy =0y -

Hepununuja 1.30 Hexa je X =(X,,X,,..,X,) N—AUMeH3MOHATHA CIydyajHa

MpoMeHJbUBa. Mampuya Kosapujance, y O3HAIIM X, je KBaJpaTHa MaTpulla neuHuCcaHA
Ha cienehu HauuH:;

cov(X,, X;) cov(X;, X,) ... cov(X,,X,)
| cov(X,, X;) cov(X,,X,) ... cov(X,, X,)
cov(X,, X;) cov(X,,X,) ... cov(X,,X,)

% =E[(X -E[X](X -E[X])" ].

Jepunnnmja 1.31 Koeduyujenm ropenayuje ciydajuux npoMeHbHBUX X U Y, y
O3HalU P, , JepuHuUIIEe ce GOPMYIOM

(ox

— XY
ICXY_ '
CXCY

3a koepuIMjeHT Kopenalyje OUo Koje Be ciydajHe MPOMEHIbUBE BXKH

13



|va|31-

Axo cy X u Y He3aBHUCHE CllydajHe IPOMEHJBHBE, OHJIA BaXKU:

Pxy =0.
Jepunnuuja 1.32  Heka je D[X,]>0, i=1...n. Mampuya xoperayuje n-
AMMEH3UOHANHE cioydajHe npomensbuBe X =(X,, X,,..., X,) je KBaapaTHa MaTpHIa
o0nuka
1 Pxx, pxlxn_
1 ..
R px.le . . ,Ox.zxn ,
| Pxox Pxx, 1 )

THE je Py x KoepuumjeHT Kopenanuje komnonenara X; u X, i # j.
i
Baxwu crneneha penamuja:

2 2 2
L=o0y 0y, -..-0x -R.

n

1.3.3 Teopwuja onTumm3auje

OnTumuzanyja TpeACTaB/ba MHUHUMH3UPAKE WIM MaKCUMU3Hpame QYHKIHje Y
3aBHCHOCTH OJi OTrpaHHueHha HaJl HEHUM MpOMEHJbUBUM. be3 ryOuTka omimTocTw,
nocmaTtpahemMo camo mpobieme MuHuMHU3anuje QyHkiuje. Heka je X pearHud BEKTOp
npomeHsbuBHX, f @yHrkyuja yuwa, Tj. QyHKIHMja KOJy JKEIUMO Ja MUHHUMHU3UPAMO U
HEKa je C BEKTOp OrpaHMYe’ma Koje NPOMEHJbHMBE MOpajy JAa 3a/J0BoJbaBajy. Tama
ONITUMU3AIMOHH ITPOOJIEM MOKE J1a Ce 3alHullIe y 0OIHKY:

c(x)=0,ieE

¢(x)=0,iel ’ (1-3)

xeR"

min f (x) Tako aa Baxu {

rae cy f,u C peamHe riarke ¢pyHKIMje TPpOMEHIbHBE X, a E u | KoHaYHM MHIEKCHU
ckynosu. dynkiuje C, i€ E, 30BeMo oepanuuersa muna jeonakocmu, a GyHkuuje C,,

i €| oepanuuera muna Hejednaxkocmu.

14



Ckyn Q Tadaka Koje 3aJJ0BOJhaBajy CBa OTpaHHYCHA HA3UBA CE OONYCMUBU CKYN.
Q={x|c(x)=0, ieE; c,(x)=0,iel}.
[Tpo6nem (1.3) caga MoxkeMO MUCATH Y OOJIHKY:

min f (x). (1.4)

xeQ
Tauky x* € Q 30BeMo erobannu munumuzamop npodnema (1.3) ako Baxku
f(x*)< f(x),3acBe xeQ.

Tauka x* e Q je noxkanrnu munumuzamop npodnema (1.3) axo mocroju okonmHa O Tayke
X* TakBa Ja BaKu

f(x*)< f(x),3acBe xeONQ.

Tauky X* Koja 3aJ0BOJbAaBAa NPETXOJHU YCIOB HEKaZa 30BEMO U C1abu JOKAIHU
MUHUMUZAMOP.

X*eQ je cmpoeu noxkarnu munumuzamop tnpodnema (1.3) ako mocroju okommHa O
Tagke X* TakBa J1a BaXKU:

f(x*) < f(x),3ace xe(ONQ)\{x*}.
Hedunumemo JlarpanxoBy ¢pyHnkiujy npodiaema (1.3):

LOGA) = F0)— D) AC(X).

icEuI

Heka je x* Tauka Koja 3a7j0BOJbaBa OTpaHUYCHA

{ci(x) =0,icE (L5)

c(x)=0,iel

u Heka je J < | ckynm unnekca | 3a koje Baxu C;(x*)=0. Tama kaxemo jma je X*
pezynapra mauxa 3a orpanndema (1.5) ako cy rpamujentu V¢ (x*), Vc,(x*), ieE,

J € J nuHEapHO HE3aBUCHHU.

3a orpaHHYeme C,, TaKBO Ja Baxu C (x*) =0, kaxxeMo na je akmueno y Tauku X*. Cpa
OrpaHHYCHa THIIA JeHAKOCTH CYy YBEK aKTMBHA Yy CBaKoj nomycTuBoj Tadku. Ca A(X*)

O3Ha4YaBaMO CKyn Cc6Uux akmueHUx ocparHuyerbd 3a TAYKy X*:
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A(x*)=Eu{jel]c;(x*)=0}.
Hedunnmemo crneache ckymnose:
F ={ap|a >0, p'Ve, (x*)=0,3acBe ie E, p'Vc,(x¥) =0, 3acBe i € J = A(X*)N I},

F(4*)={veF|Ve(x*) v=0,ieJ, 4" >0}.

IMoTpe6un ycaoBu npBor peaa. Heka je X* JOKaJIHM MHUHUMHU3ATOD ONTHMHU3ALMOHOT
p

npobnema (1.3) u perynapHa Tauka orpaHuyema. Taga mocroju BekTop JlarpamxoBux

MHOHUTEbA A*, ynje cy KomnoHeHre A , i € EU |, TakaB qa Baxe cienehu ycnosu:

V. L(x*A*) =0,

c(x*)=0,iekE,
c(x*)=0,iel
A >0,iel,

Ac(x)>0,icEUl.
Ogu ycnoBu Hazuajy ce KKT ycrnosu (Karush-Kuhn-Tucker).

IloTpe6Hu yciaoBu apyror pena. Heka je X* JNOKaJHU MHHMMH3ATOP ONTHMH3AI[UOHOT
npobnema (1.3) u perynmapHa Tauka orpanumuema. Heka je A* Bekrop JlarpamxoBux
MHOXHUTeJba Koju 3agoBosbaBa KKT ycnose. Tana Baxku

'V L(x*1%)2>0,3a ze F,(1%).

JloBosbHU ycsioBH Apyror pega. Heka je X*eR" momycrtuBa Tauka 3a KOjy HOCTOjU
BekTop JlarpamwkoBux MHOkHTEIba A*, TakaB fa cy KKT ycinoBu 3a10BosbeHH. AKO je

2'V,L(x*;4%)2>0, 3a z € F,(1*)\{0},
OHJIa je X* CTPOTH JIOKAJTHU MHHUMHU3ATOp npobiiema (1.3).

Hexkana je mpakTHuHHje MOCMAaTpaTH JOMYCTUBU CKYII Ca T€OMETPHjCKE TAauKe TJIeIUINTa,
yMecTo Jia ra aedpuHuiemMo nomohy anrebapckux jeIHaunHa.

16



3a ontumusanmonu mnpobiem (1.4) , rae je Q 3arBopen moxackym ox R", teopmja ce
YIJIaBHOM 3aCHHMBA Ha TAaHT€HTHUM M HOPMAJIHHM KOHYCHMMa CKyma ) y pa3In4uTUM
JOIYCTUBUM Taykama X € Q) .

Nedpununmja 1.33 Bekrop We R" je maneenma na ckyn Q y Tauku X € (0 aKo 3a CBe

HI30Be {X;} 3a KOje BaXH X, — X M X, €, 1 3a CBe N03UTHBHE HU30Be ckanapa t; 4 0,

IOCTOjU HU3 W, — W, TakaB ja je X, +tw, € 3acse i.
Taneenmnu xonyc T, (X) je KONeKIMja CBUX TAHTCHTHUX BEKTOpa Ha ) y Tauku X € Q.

Hopmannu xonye N (X) je OPTOTOHANHM KOMIUIEMEHT TaHT€HTHOT KOHYCA, Tj.
N, (X) = {V |[VIw<0, 3acBe weT,(x)}.

[TpumeTnmo na Hyna-BekTop npumnaga u T, (X) 1 N, (X).
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2 MapkoBHIIOB MO/i€eJI ONITUMM3aLMje mopTdoamja

WuBectunnonn noprdonno je ckyn (UHAHCHJCKUX MHCTpYMEHarta, Tj. gobapa (HOBIA,
XapTHja o]l BPEOHOCTH,...) KOje TOocedyje MojenuHal i uHcTurynuja. Kako Hajoosbe
WHBECTHPATH KalMTaJ KOjU j€ Ha pacrojaramby UHBECTUTOPUMA, CIOXKEHO je MUTame Ha
KOje mTO 00JbM OJIrOBOP MOKYIIaBajy Aa 1ajy GUHAHCHU]CKU aHAJTUTUYapu U (PUHAHCH]CKE
uHCTUTYIMje. ONTHMAaIHO YIpaBibamkbe PU3MKOM MOPT(HOJIMja je KIbydHa KOMIIOHEHTA
MOJIEPHOT yIpaBJbama J100puMa. Xapu MapKoBHIL, OTall MOJIEpHE Teopuje MopTdouja,
dopmynucao je mpobieMm cenekiuje moprdoiiMja Kao KOMIPOMHUC H3Mel)y mpuHOoca u
pusuka. Jlao je kmacuuHy AeuHUIM]y onTUMalHOCTH TopTdonuja: moprdosmo je
epukacaH ako Jaje HajBehn OYEKMBAHM MPHHOC 3a JATH HUBO PHU3UKA, WM je HajMambe
pU3MYaH 32 UCTH HHUBO NPUHOCA OJi CBUX MOPTQOJIHMja W3 JNATOr CKyma XapTuja oJ
BPEIHOCTH, MIPH YeMY je PU3HK MOPT(HoIInja OLEHEH BapujaHCOM IpuHOca nopTdoiuja.

Baxna nopyka merose Teopuje je Ja Ao0pa He MOry OWTH M3abpaHa caMO Ha OCHOBY
CBOjUX IOjeIMHAYHUX KapaKTEPUCTHUKA, HETO MHBECTUTOP Tpeda Ja y3me y 003up Kako ce
BPEIHOCT CBAKOT JI0Opa Mema y OJTHOCY Ha KpeTama BPEAHOCTH CBHX OCTAIUX Jo0apa y
nopronunjy. Ysumajyhu y o0O3up oBe y3ajamHe mpomeHe, MapkoBuil je OHoO Yy
MOryhHOCTH J1la KOHCTpYyHIIE MOPT(OINO ca UCTUM OYEKHBAHUM INPUHOCOM U MamUM
PU3UKOM HEro KoJa HOpTQoiMja KOHCTPYHCAHOT WTHOpUIIYhM HHTepakuuje usMehy
nobapa. HapaBHo, pasmarpame caMO OYEKHBAHOT MPUHOCA W BapHjaHce MOpTQoiuja je
ynpourheHo Mojenupame. MehyTum, Moaen OYeKMBaHM NPUHOC-BapHjaHCa je€ OCTao
KaMEH TeMmesball MOJEpPHE TEOopHje, a HEroBe HMIUIMKAIMje Ccy JI00po pa3BHjeHE,
OMIITENO3HATEe U MHTYUTHUBHO Cy BEOMa IIPUBJIAYHE.

Teopuja ouekuBaHM NpPUHOC-BapHjaHCca pa3BUjeHa je Ja OM ce MPOHAIIA0 ONTUMAIHU
nopThoIMO KaJa WHBECTHTOpPA 3aHMMA pacrojiena MPUHOCA TOKOM jeJHOT Mepuoja
WHBecTUpama. [IpeTrnocTaBka ga MHBECTUIIMOHE CUTYyallHje 00yXBaTajy jefaH MepHoJ je
MOHEKaJ Jo0pa ampoKCHMaldja, Maja HEKe HMHBECTUIMje HEe MOTY Ja ce CBeay Ha
JeOHONEpUOTHU MOJEN. Y CBakOM Cly4ajy, YaK M TakBE HMHBECTHUIM]E CE€ 4YecTO
aHAIIM3HPajy Ha jeTHOTIEPUOHO] OCHOBHU Kao JOOpPOM IMOjeTHOCTaBbeHOM Mojaeny. OBaj
MOJIeNT y3MMa 3a MPETHOCTaBKY Ja Y MOYETHOM TPEHYTKY yJIaKeMO HOBAll, a Ha Kpajy
nepuoja odekyjeMo ucmiary. IloyetHu ymor Ham je mo3Har, a moBpahaj HOBHA je
HEU3BECTaH.
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2.1 OdexuBaHU NPUHOC U BapHjaHca opTdomja

2.1.1 TIpurocu nobapa y jeTHOTIEPUOTHOM MOJICITY

[IpernoctaBUMO Ja KyIyjeMoO JOOpO y HYIATOM BpPEMEHCKOM TpPEHYTKY, a Ha Kpajy
nepuo/a ra npojajemMo. ToTaaHM MPUHOC Hallle MHBECTUIMje AeduHuiie ce Ha ciaeaehu
HayuH: Heka ¢y X, M X,, PECIEKTHBHO, YJIOKEHU M BpaheHH M3HOC HOBLA, a R je

(TOTamHM) IPUHOC, OH/IA BaXKHU

R X
><O
Cromna npuHoca I' nepuHUCaHA je Kao:
r= K= Xo , (2.1)
XO

rje cy MoHOBO X, U X,, PECHEKTUBHO, YJIOKEHU U BpaheHU U3HOC HOBLA.

Kpahu Tepmus, ,,ippHOC, c€ 4eCTO KOPUCTH M 3a CTOILY MPUHOCA, a U3 KOHTEKCTa Tpeda
na Oyze jacHO Ha KOjy BEJTMYUHY Ce TEPMHUH OJTHOCH.

Besa uzmelyy ToTanHor nprHOCa M CTOIE MPHHOCA je
R=1+r
u Taga (2.1) Mmoxke na ce 3ammiie y oOIuKy

X, =(@1+1)X,.
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2.1.2 Kparka no3uiiuja

Hexana je moryhe mpoaatu 1o0po Koje He moceayjeMo ImyTeM MOCTYyIKa KOju ce Ha3uBa
Kparka mpopgaja. Jla 6ucMo TO ypaawid, MOpamoO TO3ajMUTH TO0OpO O]l OHOT KO ra
nocenyje (perumo, Opokepcke gupme), a OHIa ra IPoJajeMo HEeKOM JIpyrom, nobujajyhu
nputoM usHoc X,. Kachuje, Bpahamo cBoj 3ajaMm KymoBHHOM 100pa 3a m3Hoc X; U

Bpahamo ra BIAaCHUKY OJl KOr'a CMO MO3ajMHIH. AKO je U3HOC X, MamM oJ u3Hoca X,
octBapyjemMo npopur X, — X,. 3ato je kpaTka npojaja npopurabuiHa ako IeHa 1o0pa

omajga. AKO je MHBECTUTOp MO3ajMHUO JOOpO M 4YeKa Ja HEeroBa IIeHa OmajHe Ja Oou
npo(UTHPaA0, KAKEMO J1a je 3ay3e0 KpaTKy IMO3UIH]Yy Y TOM J00py.

Kpatky nmposajy MHOTHM HHBECTUTOPHU CMATpajy NPHINYHO PUUYHOM, HMIIM YaK OTIACHOM.
Paznor je unmeHHIAa Ja je MOTEHIMjAIHU T'yOMTaK HEorpaHMYeH. AKO ce IieHa Jo0pa
nosehasa, ryourak je X,— X,. Ilomro X, Moxe na ce nmosehaBa Npou3BOJbHO, TO CE€
MOXE€ JECUTH M ca ryOuTKoM. M3 OBOT M Jpyrux pasjora y HEKUM (DUHACH)CKUM
MHCTUTYLIMjaMa KpaTKa MO3UlMja je 3a0pameHa, a MHOTHU MOjeJMHIIN WM MHCTUTYIIH]je
CIIPOBO/IE MOJIMTHKY M30eraBama KpaTke nmosuije. Mehyrum, reHepaiHo je 103BoJbeHa
U MOXe ce pehu Aa ce Ha TPXKUIITY XapTHja O] BPEAHOCTH PETATUBHO YECTO jaBJba.

Axo akmuja tuiaha AMBHJICHNIE TOKOM IE€pPHOAA MO3ajMHUIE, MOPaMO IUIATUTH HUCTY
JIUBHJICHTY JIMILY OJ] KOJEeT CMO MO3ajMUIIH Ty aKIH]y.

VY mpakcu Kparka Mo3uldja yKjbydyje oipeheHa orpanuuema u 3amtuty. Ha mpumep,
MOpPaMoO Ja YII0KUMO JIEMO3UT KO OpoKepa oJ1 Kojer cMo mo3ajMmim 100po. Mehyrum, y
TEOpHjCcKe CBpXE OOMYHO M0Ipa3yMeBaMo Jia je 103BOJbEHA YHUCTa KpaTKa Mpojaja 100pa.

Toranuu mpuHOC Be3aH 3a KpaTKy Mpojajy oapehyjemo Ha crieaehu HaYMH: UHULIMJAITHO,
nobujamo usHoc X, a kacHuje maahamo X, , Tako aa je ynor —X,, a npuxoxa —X, , HITO

naje popmymy:

[TpumeTnMo a2 cMO AOOUIH UCTY jeTHAKOCT Kao KoJ 00u4He mpoaaje 1o0pa.
Baxu:
X, ==X,R==X,[0+r).

[Tomano je HeoOMYHO MOCMAaTpaTH CTONY HPUHOCA BE3aHY 3a WICATM30BAH IMOCTYIAK
KpaTKe Mpojiaje, MOIITO HeMa IMOYeTHOT ynarama. Mel)yTum, To je ucmpaBHa mpoueaypa.
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VY mpakcu ce MIaK 3axTeBa MOYETHO yjarame M MPUXOJA OJ Ipojaje ce yyBa JIOK ce
1o3ajMuLIa He BpaTH, Tako Ja he croma mpuHoca OMTH Apyrauuja. AlM y TEOPUJCKE CBPXE
ce 0OMYHO KOPUCTHU UAeaTM30BaHa mpoueaypa 0e3 JoJaTHUX OTpaHUYCHA.

2.1.3 [lpunoc noptdonuja

[IpermocrtaBuMO caia Ja HaM je JOCTYmHO N pgoOapa, oa Kojux QopMupamo

MHBECTUIIMOHU nopTdommo. M3Hoc nmoyerHor ynora X, aenumo usMmely n nobapa. Tana

oupamo u3Hoce X,;, i =1,...,N TakBe 1a BaXKH

z XOi = Xo '
i=1

rae X, HOpeacTaB/ba M3HOC MHBECTHPAH Y 1-TO 100po. X, Cy CBU HEHEraTHBHHU, OCHUM
aKo je J03BOJbEHA KpaTKa Ipojaja 100pa, Kajga HeKH o] u3Hoca X, MOIy OMTH U Mamu

OJ1 HyJI€.

WuBecTupanu M3HOCH y TOjeJMHAYHA J00pa MOTry OWUTH TpPEICTaB/bEHH Kao YAEO Y
YKYITHO]j ITOY€THO] MHBeCTUIMjU. [Tumemo:
Xoi =W, X,, 1=1..,n,

rze je W, TexuHa I -tor 1o0pa y noptdonnjy. OUurieaHo Baxu

n
2w =1
i1
Hexu on TexuHCKUX KoeduijeHata W, MOry OUTH HETraTHBHU aKo je JO3BOJbEHA KpaTKa

poaja; y CypoTHOM, CBH Cy HEHETaTHBHH.

Osnaunmo ca R, ToTanHu npuHoc no6pa i. Taga u3HOC KOju OOUjaMO Ha Kpajy HepHoa

TeHEepUCaH | -TUM T0OpOM jeJTHAK je
RiXoi = Rw X, .

Toranuu npuHoc noptdoiuja je 3aTo
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ExBuBaneHTHo, u3

nobujamo

r= R—lzzn:wiRi —Zn:vvi :Zn“wi(Ri -1 :Zn:wiri :
i=1 i=1 i=1 i=1

JIpyruM peduMa, momanHu NpUHOC U CMONA NPUHOca Nopm@onuja jeowaku cy
MENCUHCKUM CyMama 00208apajyhux npurnoca mj. cmona npuHoca nojeouHayrHux dobapa,
20e cy medicune 000apa mwuUxose peiamusHe mexncure y nopmeonujy.

2.1.4. CnyuyajHu IpUHOCH

Crome nmpuHoca nobapa cy BEJIMYMHE KOje HE MO3HajeMo ca curypHomhy. Y ckiany ca
TUM, CTOIy IpUHOCa 100pa I' cmarpahemo ciay4ajHOM MPOMEHJbUBOM. Y 1ajb0j aHATU3U
3anumahe Hac HeHAa OueKMBaHa BpeaHocT, E[r]=T, Bapujanca (aucmepsuja),

D[r]=E[(r-T7?)]=0%, ka0 u meHa KOBapHjaHCA ca OCTAIMM J00pMMa Koja Hac

HUHTEPECY]y.
2.1.5 OuekuBaHu npuHOC NOpTdhoIHja

[IpernnocraBuMO NMOHOBO JAa MMaMo N Jobapa ca CilydajHUM IpUHOCHMA [, T,,... T .
BbuxoBe ouexkuBaHe BpeAHOCTH O3HauuMo ca T;,T,,..,T . @opmupamo noprpoano ca
oAropapajyhuM TexMHCKMM KoeduuujeHTuMa W,, W,,...,W,. Cromna npusnoca noptdoiuja

Taja je

F=WI+W,l,+..+W,T .
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Axo Ha o0e cTpaHe OB€ jEJHAKOCTH MPUMEHUMO MAaTEeMaTU4YKO OYEKHUBAWHE U
HCKOPUCTHMO OCOOMHY JIMHEAPHOCTH OUEKHUBama, T00MjaMo

r=E[r]=wE[r]+WE[r,]+...+ W E[r, ] =W +W,[, +...+ W, T = ZWiTi.
i=1

Hlakne, ouexusana cmona npuHoca nOpm@onuja jeoHaka je MeNCUHCKOj CcyMu
OYEeKUBAHUX CMONA NPUHOCA NOjeOUHAUHUX 0obapa 00 Kojux je nopmeoauo
KOHCMPYUCAH.

2.1.6 Bapujanca npunoca noptdoinuja

Heka je ca o] o3HaueHa Bapmjanca i-Tor no6pa, i=1,...,n. Heka cy 0 O3HAKe 3a

KOBapHjaHCe TIPUHOCA |-TOT 106pa ca j-TUM jg00pom, i, j=1,...,n. O3HauumMo ca o°

BapHjaHCy IpuHoca noptdonuja. Pauynamo:

of =E[(r-7?)]

= EICY, wr - > wi)’]

n

= B w (5 T, (5 ~T))]

i=1

= ELY. W, (5~ ,)(r, - )]

i,j=1

n
=D wwo,
i,j=1

3akbydyjeMO Ja ce BapHjaHCa NpUHOCAa MOpT(doJiMja MOXKE H3pavyyHaTH MOMOhy
KOBapHjaHCH MapoBa MpuHOca 1o0apa U TexHHA 106apa y mopThoimjy.
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2.2 MapKOBHIIOB MOJEN

VY oBoM ozesbky ¢opmynucahemo MapKOBHUIIOB MaTeMaTHYKH MOJEN 3a ojpehuBame
noprdoarja MUHUMaNHe BapujaHce. IlpernocraBUMoO Ja ©MaMo N pU3MYHMX J00apa.

Hexka cy ouekuBaHe crone npuHoca gobapa o3Hauese ca T;,T,,..., T, a BUxoBe MelhycoOHe

KoBapujaHce ca oy, 3a i, j=1,...,n. Iloprdonno je nedpuuucan ckymom N TexuHa W,

i=1..,n,uja cyma je 1.
Jlasbe, yBOJAUMO jOII HEKOJHKO O3HAKa.
. T n . . .
Heka je r=[r,r,..r,] €R" ciyuajua npomensuBa mpuHOCa noprdoiuja, unje cy
KOMIIOHEHTE CIy4ajHu TpuHOcH nobapa. Ca T =E[r]=[T,T,,...,T.]' €R" o3naunhemo
. . T n
BEKTOp OYEKMBAHOr NpuHOca moprdonmja. Heka je w=[w,W,,..,w,] €R" Bekrop

. T . .
noprdonuja u e = [1, 1.1 ,] € R" BekTOp YHje Cy KOMIOHEHTE jenunuiie. [lepuHuiiemMo

MaTpuIly KoBapujaHce nopTdouja:
S=E[(r-T)(r-T)" |=E[rr"]-T-T".

OdeknBaHU MPUHOC TOPTQOIH]a je

n
W'=Y W,
i=1

a pu3MK (BapujaHca) noptdonuja

n
T\ —
W ZW_ZlWina” .
I, ]=

YBOJMMO OCHOBHE MPETIOCTaBKE MOJIeTIa:
(IT1) Matpuna koBapujaHce je MTO3UTUBHO NepUHUTHA, Tj. X > 0.
(IT2) OyexuBame T HHje yMHOKAK BEKTOpA € .

®opmynuiieMo /1Ba 00JIMKa ONTUMH3AIMOHOT ITpobema:
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IIpobaem 1. Onpenutu NOpTHOINO MUHUMAIIHE BapHjaHCE
1
min = w'Ew (2.2)

st. e'w=1.

IIpobaem 2. Onpeautu NOpTPOIMO MUHUMATHE BapujaHce ca (GUKCUPAHUM OYEKUBAHUM
IPUHOCOM P

1
min=w'Zw
w2

st. e'w=1 (2.3)

Tw=p.
AKO JKeIMMO J1a Yy Halloj ONTUMH3AIMjU HMCKJbYYMMO MOTYNHOCT KpaTke Mpojaje,
YBOJIUMO JI0JaTHO OrpaHuueme, W> 0.

OBakaB npo0JieM Ha3uBaMO KBaJpaTHUM IpPOrpaMoM, jep je pyHKIMja Iusba KBaJpaTHa,
a OrpaHMuYeHma Cy JIMHEpHA THIIA JeJJHAKOCTH. 3a pellaBame OBOT 00JHMKa Mmpobiema
JTOCTYITHH Cy MHOTOOPOJHH pauyHapCKH MPOrpaMHu.

Kama je kpatka mpopaja mo3BoJbeHa, BehmHa TexkuHa, ako He W cBe, nMahe HeHysa
BPEIHOCTH, IITO 3HAa4M Jja heMo y mopT¢oijy BEepoBaTHO yIOTPEOUTH CBa PACIIOIOKUBA
nobpa. C npyre cTpaHe, Kaga KpaTka Mpojaja HHUje 03BOJbEHA, OOMYHO je BHIIE
TEXKUHCKHX KoeduujeHata jenHako Hymu [13].

IIpernocraBka II1 3nHaum nma cy cBux N pgobapa (M OO KOja HUXOBA KOHBEKCHA
KOMOMHAIMja) CTBApHO PU3MYHA; HEpU3WYHA J00pa, Kao IITO jeé TOTOBHWHA, he OUTH
noceOHO TpeTupaHa, ako cy npucyrHa. Jpyra npernocraska [12 ummmunmpa aa je n> 2

U TapaHTyje HeJIereHepUCaHy CUTYaIjy, HHade Ou mpoOIeM UMao yBEK UCTO ONMTUMAHO
-1

pelewe, X = , ¥ mpobieM OM MMao0 HEKOH3UCTAHTHA OTPAHUYCHA, U3Y3EB 3a

(e'x7"e)
=T
. re
jenHy crenupuyHy BpeIHOCT PUKCUPAHOT OUEKUBAHOT MpHHOCca: p =—— [23].
n

W3 T11 crneam na je MaTpuiia KOBapHjaHCe peryjapHa ¥ Ja je ’heHa MHBep3Ha MaTpula
MO3UTUBHO JeUHUTHA, Tj. >1>0. To 3mamo Ha OCHOBY YHMILCHHIIC Ja je CBaka
MO3UTUBHO Je(UHUTHA MaTpUlla peryjapHa M Jia je HhOj MHBEp3HAa MaTpulla Takohe

no3uTHBHO AeduuuTHA. IlomTo je T cuMeTpHuHa MaTpuia, 1 ¥ he 6UTH CHMETpHYHA.
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Hedunnmemo crenche konTanre:

a=e'Y"e,
L=e"27T,
y=7'27'F,
S=ay-p°.

Baxu cneneha nema:

Jlema 2.1 [23] Koncranre «, ¥ u 6 cy nosurusHe. [IpennsHuje, Baxxu

n n
L ﬂ’max (Z) , ﬂ’min (Z) _

I I

7e ﬂ“max (2) ’ /’i’min (Z)

_alrd,

| | j’min (Z) ,

rae A, 4 A, O3HayaBajy MMHUMaJHy U MAaKCUMAaJHy KapaKTE€PUCTHYHY BPETHOCT

MaTpule 2, pECIEKTUBHO.

Joka3. 13 I11 3namo ga je X > 0. 3aTo Baxu:

o =e"27e e |6l A (7). el A () | = L n(z) 7 .n(Z)}

N3Boheme 3a koHCTaHTy ¥ je ananorHo. [lomro u3 I11 u I12 3Hamo na cy Bexktopu T u

e JIuHeapHo He3aBUCHU M X > 0, MaTpuma 2x 2

Bl <y <n|r, ! A (2).

1Ma NO3UTUBHY AETEPMHUHAHTY O . 3aTO,
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Hanomena. [23] M3Bohewe TBphema 3a KOHCTaHTE @@ M Y CY CTPHKTHA, alldi HE H
rpaHuLa 3a KOHCTaHTy|,B|. Hame, HUTH a <y, HUTH L >0 He Baxe reHepaimHO. Y

CBaKOM cltydajy, Tpeba Ham camo «,y,0 > 0.

2.2.1 Pemieme MapKkoBUIIOBOT ITpoOIEeMa ONTUMAIIHOT TOPTQoIinja

[Tocmatpajmo moHoBo [IpoGiem 1.
minSw' s
st. e'w=1.
Hedunumemo JlarpanxoBy pyHKIHjy mpobiaema:
1 5 T
L(w; ) = EW w—A(e'w-1),

rze je ca A o3HaveH JlarpamxoB MHOXHTEJh. Baxu cineneha reopema:

Teopema 2.2 [23], [12] [TpoGiem | uMa jeqUHCTBEHO PEIICHE

w=Ax"e, /1:l
a

Jloka3. Heka je BekTop W™ JIOKaIHU MUHUMH3ATOp mpobinema. Tana mocroju A* TakBo
71a BaXke MOTPEOHU YCIIOBU ONTUMAIHOCTH MIPBOT pefia:

V,L(w;1)=0

e'w—1=0,
OJIHOCHO,

w—1e=0

Jakie, pememe npodiema 1001jaMo pelraBameM CUCTeMa:
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HE MR

JeqMHCTBEHOCT peliema cielu U3 jake KOHBEKCHOCTH (YHKIMje LuJba U IYHOT paHra

OrpaHHYEEHA.
Pauynamo:
{2 e}l zi{Z‘l(aE —ee'x™) Z‘le}
e’ 0 a e'x™? -1
Habe,

™

—

wl e] [0 _1|Z(eE-ee'x) Ze|0|_1(Z7e
2] [e" o] |1] « s 111 a| 1]

oJlaKie a00MjaMO TEXHMHCKE Koe(UuIMjeHTe onTUManHor moprdonuja u Jlarpanxos

MHOXHUTCIb.
>
W=
o
1
A=—.
o

Texxune nobapa y onTuMaiHoM NOpTQoIMjy MOTy Jia ce u3pase u nomohy Jlarpanxxosor
MHOKHUTEJba!

w=A3"e.
2.2.2 Pemewe MapkoBuiioBor mnpobiema ontuMaiHor noprdonuja ca

(bUKCUpaHUM OYEKHMBAHUM MPUHOCOM

Cana hemo mocmatpatu [IpoGiiem 2:

min%wTZw
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rae p € R o3HauyaBa GuUKCHpaHM OYEKHBAHU MPUHOC NOpTdonuja. TpakuMo ONTUMAIHU

nopTdoIro Koju 3a AT OYEKUBAHU MTPUHOC UMa MUHUMAJIaH PU3HK.

Hedunumemo JlarpanxoBy QpyHKIHMjy mpobiaema:
L(w; A, ) = %WTZW—/I(GTW—I) —u(fTw=-p).

Cana nmamo nBa JlarpanxoBa MHOXHTEIbA, A U 1 . Cneneha Teopema HaM faje peiemhe

npobiema:

Teopema 2.3 [23], [12] [TpoGsem 2 uMa jeJUHCTBEHO PEIICH:C

w=X"(le+ ur), /1:7/_;’0, y:ap;ﬁ.

Joxka3. Heka je BekTop W* nokaiHu MUHUMHU3aTop npobdiema. Tama mocroje A* u u™

TaKBH JJa BaXC HOTpCGHI/I YCJIOBHU OINITUMAJIHOCTH IIPBOT" pcaa:

V,L(w; 4, 1)=0
e'w-1=0
Tw-p=0,

OJIHOCHO,
W—Ae—ur =0
e'w=1
T'w=p.

Jlakie, pememe npodiema 1001jaMo pelraBameM CUCTeMa:

> e Tl w 0
e” 0 0||-A|=|1].
T 0 O|l-u| |p
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JeMHCTBEHOCT pellea MOHOBO CIEAN U3 jake KOHBEKCHOCTH (DYHKIHMjE IMJbA U ITYHOT
paHra orpaHuuema.

Pauynamo:
T e 7 S —(yee” - B(er” —Te')+arr )Y = i(ye-pr) I af - Be)
e 00 =5 (ye' —pri)z™ 4 B
T 0 0 (af" — pe’)z™ Yij —-a
Hasbe, u3

wl[ e 7" [0

~Alle" 0 0] =1

—ullTT 0 0 P

I00MjaMO  TEXKMHCKE KOoepHIMjeHTe onTUMaiaHor mnopTtdonuja u  JlarpaHxose
MHOKHUTEJbE:

wez i pp, . op ﬁr)
5 5
L_r=bp
5
ap—p
=%

[TonoBo TexuHe no0apa y NOPTQPOIM)y MOXKEMO H3pA3UTH MpeKo JlarpamxkoBuX
MHOKHUTEJba!

w=X"(le+ uf).
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2.3 Hectabumaoct MapKoBHIIOBOT MOjIelIa

Kao mro je Beh pedeno, MapkoBHIIOB paj Jao je OrpoMaH AONPUHOC TEOPUJU
noptdoiuja, mpe cBera 300r HOBOT MPHUCTYIA Y KOjeM ce ONTUMHU3aLHja mopThoauja He
MoCMaTpa camMo Kao TeXHa 32 BUCOKMM IMPUHOCHMA, HEro Kao OanaHc u3Mely BUCOKHX
IIPUHOCA C jeJIHE CTpaHe M HUCKOT PU3MKA, KOjU je MOJENMpaH BapHUjaHCOM, ca JApYre
crpaHe. TeopHjcke MpeTHOCTH MoOJieNla Cy HECIOopHe, MelyTMM HEKOJIHMKO mpobiema
jaBJjpajy ce y IeroBoj MPaKTHYHO] NPUMEHH. Y TMpakCH TO je MpoLeAypa CKIOHA
rpemKaMa U HECTAOMITHOCTH KOje YeCTO pe3yATHpajy HEynoTpeObUBUM KOHCTPYKIMjamMa
noptdoauja, a HEeKe CTyIHje Cy IMoKa3ale Ja 4aKk M HAauBHU MOPTQOIHO MOXKEe OUTH
cynepuopHuju 01 MapKOBHUIIOBOT ONITUMAIIHOT OPT(hoIIHja.

Komuko u xako ce MapKOBHIIOB MOJEJ 3aUCTa KOPUCTH Y MPAKCH MHUTalkE je Koje y
BEJIMKO] MEpHU 3aBUCH OJ] yria riemama. C jeHe CTpaHe, MaKo TOCTOjU BEIUKUA Opoj
3Ha4YajHUX MeToJa 3a YyOnaxaBambe HECTAaOMIHOCTH W JPYyrUX HeJocTaTaka
ONITUMU3AIMOHOT TPOLieca, OHE C€ BPJIO YECTO UTHOPHUIILY y MpaKcu. JenaH ol pasiora,
kako cy 3aksbyumnu Richard u Robert Michaud y [19], Moxe OuTu orpoman yrien Koju
MapkoBUIl U HETOB pajl YKHBajy Mel)y MHBECTUTOpPHMA, INTO BOAM 1O HTHOPHCAMA
OYUTJIeTHUX OTPAHMUYCHUX MepPOpMaHCH MPOLEAYpPE y HEHOj MpaKkTHUHOj mpuMeHH. C
apyre crpane, Richard Michaud y cBom pany [18] uctuye nma Opojue ¢duHacujcke
MHCTUTYLMj€ UTHOPHUIILY ONTHUMHU3AIU]Y NOPT(HOIHja Ka0 METOAYy 3a JOHOLICHE OJUTyKa
U3 pas3iora y JOMEHY IOCJIOBHE MOJHUTHKE, Yy CMHCIY Ja NMPUMEHa MOJENa 3aIupe y
CTPYKTYpPY MHCTUTYIIMje H MOJETy Tocia Y yIpaBJbalhy MHBECTUIIMOHUM TPOLIECUMa, jep
Ou ce mpuMeHOM MapKOBHIIOBOT ONTUMH3ATOPA TEKHUIITE JIOHOIIEHA OJUTyKa MPEHEIO
ca BHIIET MEHAIMEHTA Ha HIKE HUBOE CTPYKTYpE MHCTUTYIIH]E.

Jla Oum ce MNPUMEHHO Yy peallHUM CHUTyalljama, MOJEN 3axTeBa OLEHe BEKTopa
OUEKMBAaHUX TPUHOCA M MaTpHIe KOBapHjaHCE 3a MEPUOJ TOKOM KOjer JAp>KUMO
noptdonmo. OBaj mpobiemM olewmUBamka je 1001Mja0 PeNaTUBHO Majo MaXHEe U MHOTH
ayTOpH, W TEOpETHYapH M MpaKTH4Yapu, KOPUCTWIM Cy HCTOPUJCKE BPEIHOCTH Kao
npeuusHe oueHe Oyayhux Bpeanoctu. Mehyrum, HHCY camo mepdopmance nodapa y
NPONUIOCTH PEJICBAaHTHU MOJAIM KOju he Hac MOBECTH OO NMPUMEHUBUX ONTHUMAITHHX
noptdoaunja. AyTopu Hpenopydyjy Wid Kopuiiheme pasiuyuTUX METO/a 3a MPOLEHY
npuHOca no0apa, BapujaHCH M KOBAapHjaHCH, KOje ce€ OHJA MOTY YHOTPEOUTH YMECTO
UCTOPHJCKUX BPEIHOCTH Yy MOJIENly ONTUMAIHOr mnoprdonuja, wim Kopuurheme
UCTOPH]CKUX BPEAHOCTH y MOJIU(PHKOBAHUM TEXHHKaMa celiekiuje noprdomnuja. Ilomro
MapkoBHUIIOB MOJEN CeNeKIije MopTdoimja y3uMa OBE OIEHE Kao MapaMeTrapcke, He
MOCTOjU TEOPHJCKM BOAMY 32 METOJIE OLEHHMBAaKa, TaKO Ja C€ OJ] CTPaHE Pa3TUUYUTHX
ayTopa InpeJuiaxe BeJlIMKu Opoj MeToza 3a o0e30ehuBame oreHa.
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2.3.1 Henocranu Moznena y npakcu

Charlotta Mankert y cBojoj Te3u [16] HaBomu Heke Ol HajBaXHHjUX mHpodiIeMa y
ynotpedbu MapKOBHUIIOBOT MOJENA!

>

MapKOBHIIOBH ONTHMHU3ATOPU MOKa3yjy TEHICHIHM]y MaKCHMH3HMPama TpelIaka.
[Tomro He TMOCTOje arcOJyTHO KOPEKTHE W er3akTHE MpOICHE OYEKMBAaHHX
NpUHOCA, BapWjaHCH W KOBapWjaHCH, OBE NPOLEHE Cy IOJUIOKHE Tpelrkama
ouemnBama. ONTUMU3ATOPH JIOJCJbY]y TPEBEIMKY TEXKHHY XapThjama oOJ
BPEHOCTH Ca BHCOKMM OYEKHBAaHMM IPHHOCOM M HETaTHMBHOM KOpEJalHujoM, a
Mally TSKUHY OHMMa KOje HMMajy HHUCKE OYEKHMBAaHE MPHUHOCE M MO3UTUBHY
kopenauujy. OBe XapTHje O] BPEIHOCTH Cy YjeIHO U OHE KOje Cy HajCKIOHH]E
TOME J]a HOCE BEJHMKe rpeike oreHe. OBae, MelyTuM, Hauia3uMo Ha JICITUMUYHO
KOHTPAJUKTOpaH apryMeHT, jep ako HWHBECTUTOp M Bep )y Ja he ce no0p o
MOKa3aT! Kao YCIEIIHO, OHJa MMajy Pasjior Ja Jajy BHCOKY OILEHY OYEKHBAHOM
npuHocy Tor aoOpa. Tama u genyje pasyMHO Ja OBO JI0Opo 100Mje BETUKY
TeXHHY y noptdonnjy (y3umajyhu y o63up koBapujaHce).

Jloma je HaBHMKa Ja ce KOPUCTE MCTOPH]CKM MOJAIM 3a oapehuBame y3opauke
CpeavHEe M Ja ce HhOME 3aMEHU O4eKMBaHM HpuHOC. OBaj y MPaKCH YKOPEHEH
MOCTYIAK y BEJIMKO] MEPH JOTNPUHOCH MaKCHMH3AIMjU Tpeike MapKOBHIIOBOT
MojIena.

MapkoBHIIOB MOJIeTT HE y3UMa y 003Up TEKHHE TPXKUIIHE KamuTanuzaiuje. To
3HaYW Ja ako Jo0pa ca HHUCKUM HHUBOOM KallUTaIH3aIdje HMajy BUCOKE
OYEKHMBAHE TPUHOCE W HETAaTUBHO Cy KOpPEIUpaHU ca OCTaIUM Jo0puma y
noptdonrjy, MoIen MOXKE MPEIIOKUTH BUCOKE TexkuHE y moprdommjy. To je
npobseM, MOroTOBO Kaja ce J0Jajy OrpaHMuYera 3a KpaTrKy mponajy. Mozen
4ecTO Cyrepuile BeoMa BHCOKE TEXHHE 3a J00pa ca HUCKUM HHBOOM
KanuTain3amuje.

MapkoBHUIIOB MOJIe]I OYEKMBAHU MPUHOC — BapHjaHCa HE MpaBH pa3iuKy usmely
pa3IMYUTUX HHUBOA IOY3JAaHOCTU IIOBE3aHE Ca OLIEHAMa YIIa3HUX BEIUYMHA Y
MOJEINy.

OueknBaHU MPHHOC — BapujaHCa MOJEIU Cy YeCTO HECTaOMJIHH, IITO 3HAYM J1a
MaJie IPOMEHE y yJIa3HUM BeJIMYMHAMa MOTY IpaMaTU4HO Ja IPOMEHE CTPYKTYPY
noptdonuja. Mojen je HapoOYUTO HecTaOWJIaH y TOIJIEAY YJIa3HUX OYEKUBAHMX
npuHoca. JeHa Mana, CTaTUCTUYKK Oe3HavajHa MPOMEHa y OYEKMBAHOM MPUHOCY
jeaHor no0Opa Moke reHepHcaTh paJuKaiHo Ipyraunju noprdonuo. OBa mojaBa
Ipe CBera je mpoy3poKOBaHa JIOLIOM YyCJIOBJbeHOILIhy Marpuie KoBapujaHce. Ha
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IpUMep, JIOIIE YCIOBJBEHOM MATPHUIIOM KOBapHjaHCE MOXKE Ce CMaTpaTH MaTpHIA
no0ujeHa Ha OCHOBY HETOTIYHUX UCTOPUJCKUX MTO/IaTaKa.

» Wako onTuMu3algja reHepasHO MPOU3BOJM jJEIMHCTBEHA peIIeHha 3a JaTh HUBO
pHU3UKa, OBaj MPUBUJ jeAMHCTBEHOCTH MOXKE J1a 3aBapa. JEIMHCTBEHOCT pelleHa
3aBUCH OJ TPETIOCTaBKE Ja yJaa3HU MOJAI HEMajy TpEelIKy CTaTUCTUYKE
IPOILIEHE.

VY ucrom pany ce Takohe MOMUBY M HEKU APYTH MpoOsieMu ca MapKOBUIIOBUM MOJIETIOM.

Kao jeman on HajynmajubMBHjUX eMIMPHjCKHX IMpolieMa KoJ yrnoTpede MapKoBHIIOBOT
MoJeNla HAaBOJAM c€ Ja Kajga ce ONTUMH3yje 0e3 OrpaHuvera, MOJENT CKOPO YBEK
npernopydyje noproiivja ca BEIMKUM HETaTUBHUM TEXHHaMa 3a U3BECTaH Opoj gobapa.
Menayepuma ¢GoHI0Ba U MOPT(HOIIMja KOJU KOPUCTE MOJIEeN OOUYHO HHUjE JT03BOJHEHO J1a
3ay3My KpaTke mosuiuje. 300T Tora, orpaHUYehe Ha KpaTKy MpOoJajy YecTo ce J0jaje
ONTUMU3AIMOHOM Tpoliecy. OHO IITO ce JelaBa Kaja ce ONTUMHU3yje MOPT(HOIHO ca
OrpaHUYE-UMa, j€ Ja MOJIeN Jaje pelliemhe ca Hyjla TeKHHaMa 3a MHOTO jo0apa u 300r
TOra 3ay3uMa BeJMKE IMO3HUIMjeé Ha caMO HEKOJIMKO J00apa ca Hepa3yMHO BEJIUKUM
TeXMHaMa. MHOTH MHBECTHUTOPU CMaTpajy mopTdoimje oBe BPCTe HEPA3yMHUM U, HAKO
7enyje Ja je MHOTMM WHBECTHTOpMMA IMPUBJIAYHA HJI€ja OUEKMBAHU MPHUHOC-BApHjaHCa
ONTUMU3AIMjE, OBH MpPOOJIEMH C€ I10jaBJbyjy Kao HEKH O] TJIaBHHUX pas3jiora 3a
Hekopuihewme OBe METO/IE.

VY uneann3oBaHOj CUTYalMjU y KOjoj OM MHBECTUTOPU OMIIM HMPUWJIMYHO CUTYPHHU Y yJa3He
MOJIaTKE ONTHUMH3AIMOHOT MOJeNla, M3J1a3 MOJela He O JIeloBa0 Tako HEpa3yMHO.
Mehytum, y peamHocTH, CBaka ampokcuMmanuja o OyayheM NpHHOCY je NPHIUYHO
HEM3BECHa W IIAHca Ja je ,,alCcoJyTHO KopekTHa™ je Mana. IlomTo cy orene Oyayher
pU3UKa M IPUHOCA HEM3BECHE, HOPMAJHO je Ja WHBECTHTOPH JKEJle Ja MHBECTUPA]Y Y
nopt¢oiauje Koju HUCY NOTEHIMja]Ha KaTtacTpoda y ciIydajy Ja ce OLCHHUBAYN MOKAXKY
HEKOPEKTHUM. MHUIbEHa Cy MOJEbeHa OKO TOTa Ja JU 00Jbe YlIa3HE OILIEHE MOTry
nomohu fa ce mpemMocTH mpo6IeM HHTYUTUBHOCTH MapKOBHUIIOBUX MOPT(HOIUja HITH YaK
HU OoJbe oleHe He mpemomrhaBajy ja3 u3Mel)y ouekMBaHM NpPUHOC — BapujaHca H
,AHTYUTUBHUX" MOPTPOIMja, Y KOje Cy MHBECTUTOPH Paal [a yJIaxy, MOIITO TpeIKe
ollelMBamba HUKAJA HEe MOTy Ja Oyny enuMuuucane. Huje moryhe mpensunern Oymyhe
OuUEeKMBaHe MpHUHOCE, BapujaHce U KoBapujaHce ca 100% moBepema.

Jlasbe, METOJI KOPHCTH BapHjaHCY Kao MEpy pH3MKa, IITO ce OOMYHO CMarpa MpeBHILEe
M0jeIHOCTaBJLEHOM MEPOM Kajla IPUHOCH JJoOapa He paTe HOpMalHEe pacIojielie, MTo je
4yecTo ciydaj y mpakcu, kako uctuuy Welsch u Zhou y [26]. TTopen Tora, HaBose u n1a
jeaHomeproIHa IPUPOJa CTaTUYKE ONITUMHU3AIMje Takohe He y3uMma y 003up TUHAMUYKE
dakTOope M Ja HEKH HCTPaXHBAYU TNpELIaXy KOMIUIMKOBaHHjEe Mojene Oa3upaHe Ha
CTOXAaCTHYKHUM IPOIIECHUMa WM TUHAMHYKOM MPOrpaMHpaby.
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[Toctymak onemuBama KoBapujancu usmely mpobapa je Takohe mpobremarnyas.
[Tpumepa paau [16], y nmoprdommjy xoju caapxu 50 nobapa, Opoj BapujaHcH Koju Tpeba
na Oyne ouemeH je 50, amu Opoj koBapujancu je 1225. To menyje kao mpeBuine oouMan
10cao, He caMo 3a jenHor aHanuTudapa, Beh m 3a yuraB TuM. Kako HaBoge Welsch u
Zhou, marpuiia KOBapHjaHCe Caap)KH BUILE Mapamerapa 3a NpPOIEHY M y BE3H ca THM
jaBJpajy ce aBa riaBHa mpobiema. [IpBo, nmpunuyHO je BepoBaTHO Aa he moaany uMmartu
outlier’-e xoju he 036MBHO yTHIATH HA JOGHjEHY MATpHIly KoBapHjaHce. PasBujeHn cy
OpojHH aNTepHATHBHM MOJIENIM 32 MOOOJBIIAKE OICHE Napamerapa. Al HHjedaH
NPUCTYI HUje e(pUKAaCHO CMamHO WM enTuMUHUCcao yrunaj outlier-a y mogamuma. Manu
nporeHar outlier-a, y HekuM ciy4ajeBUMa W CaMo jellaH, MOXE W300JIMYUTH KOHAYHE
OlLICH-EHE BapHjaHce U KoBapujaHce. J[pyro, ca TOIMKO mapamerapa 3a OleHy, MoTpebaH
je BeIMKH Op0j UCTOPHUJCKUX OICepBaIfja MPUHOCA U MIPUPOJIa TPXKUIITA MOXKE 3HAYAJHO
71a c€ MPOMEHHU TOKOM TaKo JIyror IMepHoa.

2.3.2 Uctopujcku noganu

HewusBecHocT je kJbyduHa 0cOOMHA MHBECTHpPAa Y XapTHje Ol BPEIHOCTH, MCTAKAO je
Mapkosuiy [17]. ExoHOMCKe cuiie HHCY Tako n00po Mmo3HaTe ja Ou IporHo3e Ouiie
nuieHe MoryhHoctH rpemike. Yak Mako Cy MOCienuiie eKOHOMCKUX YCJIOBa CaBpILIEHO
NpoydYeHe, HeKH APYr', HEEKOHOMCKH YTHIIAjH MOTY Jia IPOMEHE TOKOBE Ha TPIKHILTY.

AKO TpaxxuMo oJ (UHAHCHJCKUX aHAIMTHYAPA Ja HaM J1ajy CUTYpHY IPOTHO3Y Aa ju he y
OynyhHoctu BpeaHocT onpeheHe XapTuje O] BPEIHOCTHM pacTd WJIM OMNajaTd, OHJA
TPaKUMO TPEBHUIIIE.

Mogen ontuMu3zaiyje moproiinja 3aXTeBa OLCHUBAKE BEKTOPA OYSKHMBAHUX MPUHOCA U
MaTpuIe KOBapHjaHCe 3a MEPUOJI TOKOM KOjer ApKUMO MOpT(osino. Y IUTepaTypu 4ecTo
MOKEMO YUTATH O BOXKHOCTH MCTOPH]CKHUX IMOJAaTaKa y MOJIEPHO] (PMHAHCH]CKO] TEOPHUJH.
Temko je JOBECTH y NMUTaWkE YMILEHUILY Ja UCTOPH]CKE BPEMEHCKE Cepuje UMajy jak
yTHLA] HA JOHOUIeHE OJuTyKa y puHancujama. IllTaBuie, aenyje a MOCTOjU pamupeHa
3abnyna fa je 1 MapKoBHUIIOB Mojen u3rpal)eH UCKIbYYMBO Ha UCTOPH]CKUM YyiIa3HUM
nonanuma. Mehyrtum, 1O Huje ciydaj. Cam MapkoBull y CBOM pajay, HMako HHje
eKCIUTMIIUTHO HABOJUO METOJIE 3a OICHMBAIE MapameTrapa Mojena, a0 je OCBPT Ha
NOTEHIMjalHe H3BOope HH(opManuja o xaptujama o BpeaHocTH. Kao jeman wu3Bop
uHpopMalrja HaBeo je neppopMaHce XapTrja O] BpeIHOCTH Y MPOUUIOCTH. [pyru u3Bop

! Outlier — BpeaHoCT CiryuajHe IPOMEHIBUBE KOja y BETHMKOj MEPH OACTYIA O OCTAIIX BPEIHOCTH.
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uHpopMalrje Ccy yBepema aHanuThdapa o Oyayhum mneppopmancama nobapa. Kama ce
nepdopmance M3 MPOILIOCTH KOPHCTE Kao yiasHe HH(popMaluje, U3Jila3Ha BPEIHOCT
ouhe mopTdoimo cacTaBibeH O] XapTHja OJ BPEAHOCTH KOje Cy ce J0O0po Tokaszaie y
npouioctd. Kana cy ynasue unpopmaimje yBepewa o 6ynyhum neppopmancama, onnia
je p eyarar mop 1poimo KOju je HMIUIMKAllMja TUX YBEp @a O ToMmMe Ja Jim he ce
nopT¢OINO MOKA3aTH Kao J00ap WITH JIOMI.

3Haum, ceneknuja noprdonuja Tpeba na Oyne Oa3upaHa Ha pasyMHHM yoOehewmnma o
OynyhuM mpuHOCHMa, TIpe HEro camMo Ha nepdopmancama y npouuioctu [16]. M360pu
06a3upaHu caMO Ha HCTOPUJCKMM BPEJHOCTHMA, y CTBapH, IPETIOCTaBJbajy Ja CYy
MIPOCEUHU MPUHOCH Y TPOILJIOCTH A0Ope MpoIeHe ,,M3BeCHUX " mpuHoca y OyayhHocTu n
Ja je BapHujaOMJIHOCT IMPHHOCA Y TMPOIJIOCTH O00pa Mepa HEU3BECHOCTH KpeTamba
npuHoca y oyayhHoctu.

Tpeba mamomenytu, Mehyrum, Aa 3agaTak ONTHMM3alMje MOPTQONMja HHUje aHAIN3a
XapThja OJ BpeAHOCTH. MapKOBHIl je HarjacMo Ja jeé TO TN0ocao (PUHAHCH]CKUX
aHaJTUTHYapa W Ja ONTHMM3allMja TIOYMEE TEK TaMO TJe Ce HUXOB I0CA0 3aBpIIABA.
Jlpyrum peunma, MoJieN He y3uMa y 003up MOY3AaHOCT yJIa3HUX MOJaTaKa.

2.3.3 Martpuiia KkoBapujaHce y MOJCITy ONITUMH3aIrje moptdomuja

Pusuk y MapkoBUIIOBOM MOJIENTy, Ka0 M 'y MHOTHUM JPYrUM (PMHAHCHJCKUM MOJICIINMA, je
anpoKCUMHpaH BapHjaHCaMa M KoBapHjaHcama Oynyhmx mpuHoca. Kama mocmarpamo
caMmo jeHo 100po, TOBOJBHO j€ OLIEHUTH M BPEIHOBATH CaMO HeroB Oyayhu oyekuBaHH
np woc u Oynyhy Bap yancy. Kama Bp giHyjemo moptdosmo Bume mobapa, mehyrum,
Tpeba Ja mocMarpaMo KakBe Cy KoBapujaHce Mmehy noOpuma npa OMcMO OLIEHWIN
BapujaHcy mnoprdosrja kao nenuHe. KoBapujaHca je Mepa Kako ce BPETHOCTH JBE
cllyyajHE MPOMEHJBMBE MEHAjy jelHa Y OJHOCY Ha JApYyry. Y OBO M Cily4ajy, clydajHe
NPOMEHJbUBE Cy NapoBu Ao0Oapa y moprdomujy. oOpo olemeHa KoBapujaHca je
KpylyjanHa 3a mnoprtdonno Teopujy M noBehaBa MoryhHoct noOujama a00po
auBepcuurkoBaHor noprdoiuja [16].

Marpuie koBapHujaHce yTBpl)eHe Ha OCHOBY €MIHUPHUJCKUX BPEMEHCKHX CepHja YWHU Ce
71a CaJIp’kKe TaKO BEJMKY KOJIMYMHY IIyMa, /1a IbHX0Ba CTPYKTypa MOXe OUTH, y CYIITHHH,
cMmarpaHa cnydajuoMm, npumehyje Mankert [16]. To, mehyrum, nenyje nma je y
KOHTPAJAMKIMJA Ca CYIITHHCKOM YJIOIOM KOjy MaTpulla KOBapHjaHce wurpa Yy
¢uHaHCH]jaMma.
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OreHa KoBapHjaHCce 3aXTeBa OCETHO BHUIIIE IM0JIaTaKa HEro IITO je OOMYHO JOCTYIHO 3a
ontumuzanujy noprdonumja. Ontumuzanuja N godapa 3axTeBa N BPEMEHCKUX NEpHoa
oficepBalyja mpuHoca. AKO HHje JOCTYITHO JIOBOJbHO MOJaTaka, MaTpHila KOBapHjaHce je
CHHTYJapHa, a ONTHMM3alWja mopTdoimja je HemomycTuBa. Melyrum, MHOTO BHIIE
nojiaTaka oOMYHO je MOoTpeOHO a O ce u30eria Jioma ycaoBJbeHOCT. Jlome ycnoBibeHa
MaTpulla KOBapHjaHCE je 4ecTO 030MJbaH Y3pOK HECTaOMJIHOCTH OYEKHUBAHH NPHHOC —
BapHjaHca ONTHMHU3aLHUje. Y CYIITHHH, ONTUMH3alMja MOPTQoIHja 3aXTeBa TPaKEHE
MHBEp3HE MaTpUIle 3a MaTpully KoBapujaHce. Marpuia KoBapujaHCe MOXKe OWUTH
HECHHTYJIapHa M 3aTO MHBEPTHOWIIHA, alld MIAK JIOIIE YCIOBJbEHA. Y TOM CIy4ajy
onTUMU3AIMja je Bpio HecTabuinHa. bpoj meproa omncepsaiyja Tpebano Ou na Oyne peaa
BenmurHe Beher o1 Opoja xapTuja oJ] BpeTHOCTH YKJbYYEHUX y onTuMu3anujy [19].

TexHuuku, Jomia YCIOBJBEHOCT IMPOY3POKYje BENUKM KONWYHUK u3Mmel)y Hajpehe u
HajMambe KapaKTepUCTUYHE BPETHOCTH y30padyke MaTpuile koBapujance. [locnenuma oBor
BEJIMKOTI KOJHMYHHMKA je Ja ce epeKTHMBHO moBehaBajy MOTEHILHMjaTHO Maye Tpelke y
HU30BUMa OLICH-CHUX NPUHOCA 32 BeoMma Beluku (akrop. OBaj (akTop je Tako3BaHU
YCIIOBHH Op0j y30pauke MaTpuIle KOBapHjaHCe.

AKO y30pauka MaTpulla KOBapHjaHCe UMa paHT N, rae je N O0poj mobapa, oHIa MaTpHIa
uMa N KApakTepUCTUYHHX BpeJHOCTH. KapakTepucTuyHe BpeIHOCTH MaTpHIe
KOBapHjaHCe Cy YECTO KOPUCHE Y pa3yMeBamy HEHHX CTATHCTUYKHX KapaKTEPUCTHKA.
CTaOWIHOCT ONTHMM3ALMje 3aBUCH OJf CTATUCTUYKHX OCOOMHA KapaKTepPUCTHYHUX
BPEIHOCTH MaTpulle KoBapujaHce. I[loOospllaHa TIpolleHa KOBapHjaHCE 3axTeBa
ylajbaBambe MalUX KapaKTePUCTUYHUX BPEIHOCTH OJ HYJIE JIOK C€ BEIMKE CMamyjy,
3akspyuyjy Richard u Robert Michaud.

2.3.4 Tleptypbanuje y Mojeny onTumMu3aiuje noprdoinuja

Bpatumo ce cama Ha mpobiieme (2.2) u (2.3). Y oba moaena yBoAUMO NepTypOanujy
OUYEKUBAHOT NPUHOCA Je(PUHUCAHY ca:

Fr=7+¢, (2.4)
rie je € e R" BekTop nmeprypbaryja.

Cana hemo BHzIeTH Kako yBeJieHe epTypOalije Memajy MaTpuIly KoBapujaHce.
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Jlema 2.4 [12] Heka je r ciyyajHa OpOMEHJbMBA IIPHHOCA Ca MaTEMaTUYKHM
ouekuBameM T . Heka je X marpuma koBapujaHce NMpPHHOCAa M HEKa je mepTypOaruja
OUYEKMBAHOT MpHHOCca nepuHucana ca (2.4). Tana je meprypOoBaHa MaTpHila KOBapujaHce

5 CHMETpHYHa, O3UTUBHO Ae(HHHTHA MATPHLIA X UMA OOIIHK:
S=Z+es'.
Hoxka3. [leptypOboBana MaTpuila KoBapujance JeUHUCAHA je ca:
S =E[(r-F)(r-7)"].
Kana y oBy jemHakoct 3ameHuMo =T + & nooujamo:
S =E[(r-F)(r-7)"]
=E[((r-T)-&)(r-T)-¢)']
=E[(r-T)(r-7) —(r-Me" +&(r-7)" —&e']
=E[(r-T)(r-7)"]-E[(r-T)&"]-E[e(r -T)"]-E[e¢"]
=E[(r-T)(r-7) ]-E[r-Tle" —¢E[(r-T)"]-&&’
=Y+ee'.

Jla GucMoO MOKa3amM 1a je MaTpula > CHMETpU4Ha, Tokasahemo na Baxu: X' =X.

3HaMoO a je MaTpHIa ¥ CHMETpHYHA, Ma Baxku X' = X . Tajga mMamo:
ST =(Z4ee’) =2 +(ee") =24+(e") &' =Z+ee’ =3,

Jour Tpeba mokasaTu na je 3 mnosutuBHO medummTHA, Tj. > >0. IToxasyjemo na 3a

TIPOU3BOJHHH BEKTOP X # 0 Baku X 2X > 0.
XEX=X (Z+ee )Xx=X"Ix+X eg' x=X"2x+(e"x) e"x>0.
O

Cama Hac uMHTepecyjy OlLlIeHE yTHIlaja neprypOalyja Ha pelaTUBHE TPEIIKe pellema
ONTUMU3AIMOHUX TIpoOieMa [12].

[Tocmarpajmo neprypboBanu IIpoGiem 1 y o0nuky cuctema jegHauMHa:

HH RN
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: W :
Hexka je X :{ ﬂ:} HEINo3HaTa y TOM cucTeMy. Tazaa je peraTHBHA IpelliKa peliewma aara

ca:

I { }
< (4, + )(—+—)
I = el

Axo neptyp6oBanu [Tpobaem 2 popmynumemo y 06IuKy crucTema:

T e FI[wW 0
e" 0 0|-4|=|1
im0 0|l-a 0
W
U O3HAUYUMO X = —/I , OHIa UMaMO.
—f
n[r" o 7T
4 3 Tt T W
MSmaxi, A A /11288+ (86)4—46‘8.
I A (1 2
| e
A+l A
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3 Ilpo0aem onpehuBama HajOIMKe MATPHUILE
KopeJamuje

Kao mro cmMoO Bumenu y NpeTXOJHOM IIOTJaBJby, MaTpHulla KOBapujaHCe INPHHOCA
nopt¢oiauja MpeacTaBba 3HayajaH (pakTop CTaOMIHOCTH ONTHUMM3anuje noprdonmja. Y
OBOM TOornaBJby Buaehemo jeman ox moryhux HaumHa Ja c€ ONTHMM3ALMOHM MOCTYMAK
crabmimsyje. [lepunucahemo anropuram npezacrasibeH y pany Nicholas J. Higham-a [9]
u3 2002. rogune, koju hemo MpUMEHUTH Ha MAaTPHILly Kopenaiuje noprdonuja, 1a 6ucMo
no0oJpIany neppopmMaHce ONTUMH3ALMOHE MPOLEType.

Marpuna xopenaiyje je MaTpulla 4dju je eJIeMeHaT Ha MO3ULHUjH (i, j) KOC(pHUIMJEHT
Kopenauuje usMmehy nse cnydajue npomensbuee X; u X;. Y Hamem cuydajy,

nmocMaTpaHe ciy4ajHe TpoMeHJbuBe Oumhe mpuHOCH m00apa 04 KOJUX CacTaBJhaMO
noptdonro. MaTpuiia Kopenamuje MoXke ce TOCMaTpaTH U Ka0 HOpMalu30BaHA MaTpHUIIa
KOBapHjaHce.

3a norpede KOHCTPYKIHMje CTAaOMIM3AIMOHOT aJlrOpUTMa, I0jaM MaTpHIle KOopelnaiuje
nocMarpaheMo y HEIITO IHUPEM CMHCITY.

HMepunnumja 3.1 Mampuya rxopenayuje je CUMETpHUUYHA, TMO3UTUBHO CEeMUICPUHUTHA
MaTpuIa ca JeTUHUYHOM JIHjar OHAJIOM.

Marpuna kopenanuje, Kojy KOPUCTUMO 3a MoTpede MpeauKirje y Haioj GUHAHCH]CKO]
npUMEeHH, o0Hja ce U3 y30pKa, Ha OCHOBY BEKTOpa MpHuHOca fobapa. MoTuBaiuja koja
HaC BOJIU JI0 XKEJbEHOT aIrOpUTMa jecTe MpoliieM Kaja je y30pauka MaTpHulla Kopelnamuje
cacTaB/b€Ha OJI HEMOTIYHHMX IOJaTaka. Y TMPaKCH Cy PETKO JOCTYIHH KOMIUIETHH
MoJalil O BpPEAHOCTHMA CBHX J00apa Koja HAc HHTEpecyjy, 3a CBe JaHe Koje Cy
oOyxBaheHne omcepBanmjoM. JeqaH oJ HauuMHa Ja ce OBaj mpolOiieM mpeBasube je na
u3padyyHaMo y30pauke Koe(HIMjeHTe Kopenaluje mapoBa akiuja kopuctehu momarke
y3€Te caMo 3a OHE JIaHe 3a Koje 00e mocMaTpaHe aKlMje UMajy pacloJioKUBE MOJaTKe.
Pesyntyjyha marpuna kopenamuje y ToM cinydajy he Outu camo ampoxcumamuena
MaTpuIa KopeJaluje, 3aTo MmTo je popMHupaHa 0] HEKOH3UCTEHTHUX CKYIOBA I0aTaKa.
Jla 6u ce ompaBiana aHanM3a MOMONy OBaKBHX IMOJaTaka, MOTPEOHO je U3pauyHATH HO]
HajOMmKy MaTpuUIly Kopesanuuje Kojy hemo 3aTuM ynotpeOuTH y u3padyHaBambuMa.

[Mocmarpahemo crenehu mpobiem: 3a TPOM3BOJBHY cuMerTpuuHy marpuily AeR™,
JKEJTIMO J1a U3pAuyHaMO PacTojarbe

y(A)=min{ ||A-X|: X je marpuna xopenauuje } (3.1)
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U OJIpeIMMO MaTpHIly KOja TO MUHMMAJIHO pacTojame nocTmxe. HopMa Kojy KOpUCTUMO

. . . 2
je TexuHcka Bep3uja @DpobOeHujycoBe HoOpme, aAepuHHUCAHE ca ||A||F = z ai? .
i

®poleHnjycoBa HOpMa je Hajlakiia 3a pajg ca OBUM MpoOIeMOM M OHA je MpUpOJaH
n300p ca CcTaTUCTHYKe Tauke rienumra. [locmarpahemo aBe pasnuyuTe TEKUHCKE
@®pobennjycoBe Hopme. IIpBa, yjenHo wu Hajuemhe kopumtheHa y HYMEpPHUYKO]
maTtemaruiy, je W - Hopma,

1 1

e 62)
=

rae je W cumerpuyHa, HO3UTUBHO AeuHUTHA MaTpuna. Jpyra texuHcka Hopma je H -

HOpMa,

[Al, =H <Al (33)

rae je H cuMernuHa mMaTpuiia NO3UTUBHUX TEXKHHA, a © 03HAUYaBa AJaMapoB MPOHU3BOT

Mmatpuna, AoB = (aijbij )

TexxuHcke HOpME Cy morojHe 300r Tora IITO HaM yrnorpeba TexkuHa omoryhaBa naa
M3pa3suMO CTEIEH MOBEpema y pa3inuuTe eneMente matpuie A: 3a H -Hopmy, ako je
€NeMEHAT &; BEIMYMHA YHMja j€ BPEAHOCT Npelu3Ha (y OJHOCY Ha OCTale ENeMEHTE),

OHJIA jOj MOYKEMO JIOJIENUTH BENUKY TEXUHY N; ¥ Tako mpuMoparu X; 1a ce IpuOImKu
a;. OOpaTHO, aKo je @; pEeNaTMBHO HENpPELU3HA, OHJIA MOXKE Ja joj e [0Jeu Maja

TCXHWHA hij' W-HOpMa HaM HC€ [A03BOJbaBa HEC3AaBHCHO JOAC/BHUBAILC TCKHUHA

MOjeIJMHAaYHUM  eJIEMEHTUMA, ajlM je jeJHOCTaBHMja 3a paj, Ipe CBera 3aTo IITO je
1 1
tpachopmarmja A —>W2AW? KoHrpyeHIMja, M 3aTO OuyBaBa HWHEPLHU]y, JIOK

tpancdopmarmja A — H o A ouyBaBa camo cumetpujy [9].

JIBe Te)KMHCKE HOpME ce NoKiamajy kanxa je marpuma W =diag(w,) aujaronamHa, a
1
marpuna H uma panr 1 u hy =(Ww,)?, anu Hujenna Hopma He 00yXBara OHy IPYTy Kao

cneuujanan ciyvaj. 3a W -HOopMy, nujaroHanHa matpuna W je HajupupoaHuju u30op,
aJli Teopuja U arOpUTMH 00yXBaTajy OIIITH CIIy4aj M HE 3axTeBajy na Matpuua W Oyze
JMjaroHaJTHA.

YBonumo cienehe ckynose:

Jepunnnmja 3.2 Ca S o03HauaBaMO CKyo CBHUX CHMETPHYHUX ITO3UTHUBHO
ceMUIe(PUHUTHUX MaTpHIIa, Tj.
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S={Y=YT eR™:Y >0},
aca U cKyn CHUMETpMYHMX MaTpuIla ca jeJUHHIIaMa Ha IJIaBHOj AWjarOHaH, Tj.

U={Y=YTeR™:y,=1i=1.,n}.

VY ¢unaHcujckoj mpuMeHH yBek Baxu AeU u ‘aij ‘ <1 3acBe | # ], alu HaC HHTEpeECYje
omnuiTHje pemermne npodaema (3.1) 3a mpou3BoJbHY CUMETPHYHY MaTpHiy A.

Jlakie, TpaXXMMO MaTpHUIly y mpeceky ckynoBa S u U Kkoja je Hajonmmka Matpuuu A 1o
TexuHCK0] DpobenujycoBoj HopMu. [lomrTo ¢y m S m U 3aTBOpeHM KOHBEKCHH

CKYITOBH, TO Takole Baku u 3a muxoB npecek [9]. Crneneha Teopema kiacuuHe TeopHje

anpokcumanuje ooe3odehyje na ce MunumyM y (3.1) moctmxe y jeIMHCTBEHO] MATPHIIM
X.

Teopema 3.3 [14] Heka je X Bektop y XmibeproBom mpocropy H u Heka je K

3aTBOpEH, KOHBEKCHH noacKyn ox H . Tama moctoju jenuHctBenu Bektop K, € K, Takas

J1a BaXKH:
[x=tol[ < [Ix—K].

3a cBe ke K. Jame, morpebaH M IOBOJbAH YCIOB jaa BekTop K, Oyne jenmHCTBEHM

MUHUMH3ATOP pacTojamba BEKTOpa X oJ ckyna K je 1a Baxu:
(x—kj,, k—k,)<0,3acBe keK.

Tpeba moMeHyTH [Ba crenyjajiHa ciydaja y KojuMa je ONTUMalIHO X TII03HATO, Y3
pectpukuujy na je 3a W -Hopmy wmarpuma W aumjaroHanHa. Ako je Martpuma A
avjaroHanHa, oHaa je X =E, a ako je marpuma A TMO3UTHUBHO ceMUIepUHUTHA ca
JIMjarOHAJIHUM E€JIeMEHTHMa MambUM WU jenHakuM ca 1, onma ce marpuma X go0uja
3aMEHOM JHjarOHAHUX eJIeMeHaTa jeIMHUIIaMa.

[TpumMeTnMO 12 BaXXH HEjeTHAKOCT
(- 7(®) <|A-B].

Bben npakTuyHM 3HA4aj je 1a, ako je ||A— B|| JI0BOJAHO MaJIo, OH/IA je HajOnmka MaTpuia

Kopenauuje Matpuie A TOBOJBHO J0Opa anmpoKcHMaIlfja HajoIKe MaTpuUIle Kopenamuje
Mmarpurue B.
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3.1 Teopujcka ocHOBa

OcHoBa 3a pemiaBame mpobiaemMa HajoMmKe MaTpHUIlE KOpealyje cy pe3ylTaTd TEopuje
OTITUMHM3AIIH]C.

Mu hemo pamutu ca W -HopmoMm u3 (1.2), a kacHUje heMo MpOKOMEHTapHucaTu Kako ce
a”anu3a npuiarohasa H -nopmu. Jlepunuiiemo npou3Boa MaTpuiia

(A B)=trace(A'WBW),

KOjH MOYXe€ Jla Ce MOCMaTpa Kao YHyTpaimu mpousBoa Ha R™ koju wmamykyje W -
HOPMY.

Hopmantu konyc kouBekcHor ckynma K < R™ y rauku Be K je

K(B)={ Y=Y"eR™:(Z-B,Y)<0 3acee ZeK } (3.4)

={ Y=YTeR™:(Y,B)=sup(Y,Z) }. (3.5)

ZeK

[Tonazumo on unmeHHLEe Aa je pememe X mpodaema (3.1) kKapakTepu30BaHO YCIOBOM H3
Teopeme 3.3.

(Z-X,A-X)<03acBe ZeSNU (3.6)

OBu ycrmoBu Mory naa ce mnpepopmymumy y obmuk A—X € d(SNU)(X), mTo je
HOpMaJHU KOHYC 3a npecek S MU y Tauku X . 3a JBa IpOM3BOJbHA KOHBEKCHA CKyma

K, u K,, unje peraTuBHe yHYTPAIIBHOCTH UMA]y 3ajeJHUUKY TauKy, Baxku [22]
(K, N K,)(X) =K, (X)+2K,(X).

buno xoja mo3uTMBHO JAeDUHUTHA MaTpHUIA KOpENalUje JIEeXKH Yy pPEeTaTUBHUM
YHYTpAIIBOCTUMA U cKynma S u ckynma U, Tako Ja 3akibydyjeMo Jia je pememe X
onpeheHo ycmoBom

A-X edS(X)+oU(X). (3.7)
Harm 3agarak cana je na ogpeaumo ckynose 0S u oU .
Jlema 3.4 [9] 3a matpunry AeU ,

oU(A)={ W diag(6)W *:6, je nponssossHo }. (3.8)
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Joxka3. Umamo

8U(A):{Y =Y eR™ :<Y,A>:sup<Y,Z>},

ZeU

a OrpaHUYCHE MOXKE OUTH HAIIMCAHO Y OOJIHKY

Zyijaij ZSUpZ Yijzij’
ij ZeU i

€

rae je Y =WYW . Axo marpuua Y HHje IMjaroHalHa, OHIAa MOXKEMO H3abpartu Z;

NPOM3BOJLHO BEIMKO M HCTOr 3Haka kao V; #0 W THME HapyllMTH CynpemMym

orpanuyeme. 300r Tora je mMarpuia Y aujaroHasHa U OuWio koja marpuua Y oOmuka

Y =W "diag (€)W ™ 3a10BosbaBa orpaHuuemse.
Jlema 3.5 [9] 3a cBe maTpuie Ae S,
0S(A)={Y =YT:(Y,A)=0,Y <0}.

Joxka3. Umamo

0S(A) :{Y =Y" :<Y,A>=sup<Y,Z>}.

ZeS

Heka maTpunia Z € S uma crekTpaitdy aexommnosunujy Z = QAQ', rae je matpuma Q

oproronanna, a A =diag(4)>0. Tana, 3a C = Q"WYWQ, umamo

sup(Y,Z)=sup <Y,QAQT>

ZeS A>0,Q"Q=E

= sup (C,A)

A>0,Q"Q=E

= Sup zﬂicii

A>0,Q"Q=E j

_{0, ako Y >0

00, UHAYe.
OBa jeJTHaKOCT BaXXKH y CYIIPEMYM YCIIOBY 3a MaTpuiy Y , TakBY Ja je <Y, A> =0nY<0.

O
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Mocaenumna 3.6 [9] 3a cee matpuie Ae S,
oS(A)={ Y:WYW =-VDV', rae V € R™ uma opToroHanse KojioHe

xoje renepuury null(A) u D =diag(d;) >0 }.

Jlokas. Heka matpuiia A uma criektpansy aekomnosuijy QAQ', rue je A =diag(4)
uA2.22,_,>0=24_,=.=2 . Iummemo A=diag(4,..4,), Q=[Q,Q,], rue je

Q, € R™™ ™ y npumerumo sa konoue marpuiie Q, renepunry null(A).
3a marpuny Y € 0S(A) Baxu
0=(Y, A) =trace(AWYW) = trace(Q,A,Q/ WYW ) =trace(A,Q/WYWQ,) ,

anomro je A, >0 u Y <0, omatne cnenu 1a je diag(QWYWQ,) =0. Caza nuimemo

QL WW)Q, QI WYW)Q, |_

G H
=0Q" (WYW)OQ = <
{W A e p{@wwmlqumz

[Tomro je diag(G) =0, cnequ na je G =0 u3ato H =0. Jlasee, M <0. Onna nmamo

0>WYW =Q,MQ] =-VDV",

IJIe CMO KOPUCTHIIM CHEKTPAIHY JEKOMIIO3UIMjy MaTpuiie M na nobujemo nujaroHaiHy
marpurry V € R™ ca opTOHOpMaaHHM KOJOHaMa H MO3UTHBHO CEMHUACPUHUTHY

marpury D e RP?,
O
Cana mosxeMo 1a (GOpMYITHIIIEMO TEOPEMY KOja KapaKTepHIlle peliehe Halller mpooiema.

Teopema 3.7 [9] Matpuua kopenanuje X je pememe npodiema (3.1) ako u camo ako
X =A+W(VDV' +diag(@)W ™, (3.9)

roe matpura V e R™ wuma opronopmanne konoHe koje renepurny hull(X),

D =diag(d.) >0, a 6 cy npou3BoJbHU.

Hoxa3. Pesynrat cinenu u3 ycnosa (3.7) npumenom Jleme 3.4 u [locnenure 3.6.
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Amnainorsna TeopeMa Baku Takohe u 3a H -nHopmy (3.3), axo je
X = A+(VDV' +diag(@))eo (hij’z) .

Jenan ox Moryhux HaumHa Ja ce M3BEAE OBO pelliemhe je MoAu(UKanuja IMPEeTXOTHE
anamuse [9].

N3 Teopeme 3.7 nupexTHo cienu aa he, Oap xazna je marpuna W aujaroHangHa, MaTpuua
X TeHeparHO OWTH cUHTYNapHa (M 3aTo Hehe OMTH MO3UTUBHO JNe(UHHUTHA). 3a CiIydyaj
kaga je marpuna X HecuHrynapHa, umamo V =0 u X = A+W *diag(6 )W, mro

3Ha4M Ja ce Marpuna X 1o0uja camo MOJIeIIaBakEeM 1jaroHaIHUX eJeMeHaTa Ha 1.

WuTepecanTHO je mpuUMeTUTH Ja u3 jeaHakoctd (3.9) ciemu motpebaH ycioB 3a
ONTUMAJIHOCT: Ja MaTpuma X 3a70BOJbaBa KBAJpaTHY MAaTPUYHY jeIHAUYUHY

XW (X — AW = X diag(8)).

VY BaXXHOM CHEUHjaTHOM CiIydyajy Kaja je marpuma W JMjaroHanHa, a AWjarOHAIHU
enemeHTH MaTpuiie A cy 6ap 1, moxkemo pehu jorr Buie.

Teopema 3.8 [9] Heka marpuria A= A’ uma aumjaronande enemente a, >1 u Heka je
marpuna W nujaronansa. Tama, y Teopemu 3.7 Baxu 6, <0, 3a cBe 1. Jlame, ako

MaTpuna A uMa { HEMO3UTUBHUX KapaKTEpPUCTHYHE BPEAHOCTH, OHAA HajosImxka
MaTpuIa Kopenamuje uma 6ap t Hymna KapakTepUCTUYHHUX BPEAHOCTH.

Jlokas. ITomto mMatpuna A uma aujaroHanse ememente 6ap 1 u W (VDV )W >0,
nujaroHanuy exeMentr matpune X = A+W '(VDV )W ™ y (3.9) cy 6ap 1. 360r Tora, 1a
Ou Matpuiia X MMala jelMHUYHY AujaroHainy, Tpeda Ham 6, <0, 3a cBe i. Ucnuryjyhn
(3.9) Buaumo na meprypbarmja W (VDV )W ' momepa t mnm BuIle HEHNO3HUTHBHHX
KapaKTepUCTHYHUX BpenHocTn Matpuue A+W 'diag(@)W™ y HeHeraTHBHOCT.

[epryp6auuja VDV' uMa pasr Hajsuuie P H 3aTo, 300 CTaHIAPAHOT pe3ynTara 3a

KapaKTepUCTUYHE BPETHOCTH CUMETPHYHE MaTpHIle ca MepTypOalujoM HHUCKOT paHra
[10], mopamo mmatm p=>t. IlomTo je p auMeH3Wja Hyina mpocropa marpuie X,

pe3ynrar cieau.

O

Jla je pecTtpukija Ha AujaroHanHy marpuiny A moTtpebna y Teopemu 3.8 moxe ce
BUJICTU M3 YHMILEHUIIEC /1a aKo je A aMjaroHaliHa MaTpuIa, OHJA, Kao IITO CMO paHHje
NPUMETHIIM, HajosMka MaTpHila Kopenanyje je jenuHuuHa maTtpuna E 3a 6mmo kojy
nujaroHanHy marpuny W, 6e3 063upa Ha BpETHOCTH @, .
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Ipumep [9] Uako He najy meTox 3a n3pauyHaBame pemiema, Teopeme 3.7 u 3.8 Mory ce
ynotpebutn 3a BepuduKanujy Moryher pemema. Jla OucMo TO WIIyCTpOBaiH,
MOCMAaTPajMO MaTPUILy

>

Il
o R B
N N
=)

Kopuctuhemo erexuncky ®OpobennjycoBy Hopmy. [lomro je A=ee’ —(ee] +e.8/),
rue je e= [1 1 1]T , JaCHO je na je matpuiia A MHIE(QUHUTHA U J1a Cy, y CTBAapH, IEHE
KapaKTEpUCTUYHE BPEIHOCTHU 1+\/§ , 1lmu 1—«/5 . Ouurnegan KaHIuAaT 3a HAjOTMKY
MaTpully Kopeiamuje mMatpume A je matpuma X =ee', 3a Kojy Baku ||A— X||F =2,
Hyna npocrop marpunie X je reHepucaH KojoHama cieziehe marpue:

1-1

V=/-10 |,
01

tako aa u3 Teopeme 3.7 (kKoja ocTaje TauHa aKo Cy KOJIOHE Marpuie V OpTOHOPMAITHE)
MOpamMo UMaTh

d,+d, -d, -d,
X=A+| -d, d, 0 |+diag(8),
d, 0 d,

3a d, >0. OBa jegnaxoct mmmmmupa d, =—1 u 3aro marpura X He Moxe jga Oyne

peniewme. Y cTBapu, peliemke je, 3a JaTe HyMEepHUiKe BPEIHOCTH,

1.0000 0.7607 0.1573
X =(0.7607 1.0000 0.7607 |,
0.1573 0.7607 1.0000

3a ||A— X ||F =0.5278. OBa maTpunia X je CHHTYJapHa, ca jeIHOIUMEH3UOHAIHUM HYyJa

MIPOCTOPOM F'€HEPUCAHUM BEKTOPOM (] = [—0.4814 0.7324 —0.4814]T .
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3.2 U3pauyHaBame

3.2.1 Ilpojexuuje

Ham mpo6nem caza je 1a mpojeKkTyjeMo CUMETPHUHY MaTpHIly Ha MaTpUIly Kopenauuje, y
onHOCy Ha TexHuHCKy @pobenujycoBy Hopmy. Ilocmarpahemo mpBo Kkako J1a
npujekTyjeMo Ha ckynoBe S u U mojenuHauno. [lounmemo ckynom U u o3Ha4aBamo

ca R, mpojexuujy Ha ckyn U .
Teopema 3.9 [9] 3a W -HOpMY Baxu

P, (A) = A-W diag(6)W *,

rae je 0=[6,,....6,

T
n] PECHICHC JIMHCAPHOT CUCTEMA

WLoW1)g = diag(A—1). (3.10)

Hoxa3s. Ilpojexmuja X =R, (A) je ompebena ycmosom A—X € dU(X), koju, mpema

Jlemu 3.4 mo3xe 1a ce 3anuiie y 00JIuKy
A-X =W "diag(6,)W .

W3jeHauaBameM JMjaroHATHKX eleMeHata u yBohemem oznaka W ™ = (Wij ) , 1001jaMo

Z\NIJQJ =8 —

Oge jemnaumnae oOpa3yjy nuneapau cuctem (3.10). IlomTo je matpuma W MO3UTHUBHO

nepunuTHA, TO Baxku M 3a marpuiy W oW ™, u 3aT0 0OBaj JMHEapHH CHCTEM MMa
JEIMHCTBEHO PEIICHE.

O
VY cnyuajy kaga je matpuna W IujaroHaiHa, MOXEMO jeJHOCTABHHU]jE TTUCATH
a., 1#]
R (A= (pij) ' P = { 1J i=j (3.11)

Jlako je mokasaru ja je 3a H -nopmy (3.11) mpojexiuja na ckyn U 3a cBako H .
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IIpojexnmja Ha ckyn S je xomruukoBaHuja. Huje mo3Hara 3arBopeHa ¢opmyna 3a H -
HOpMy, anu 3a W -HOpmy cienehu pesynrar o6e30ehyje TakBy hopmyrny. YBOAMMO HOBE
O3HAaKe:

3a cumerpuuny mMatpuiy A€ R™ ca cnekrpansom nexommnosurujom A=QDQ', rxe je

D =diag(4), amarpumna Q je oproroHaiHa, HeKa je
A, =Q diag(max(4;,0)) Q" A =Q diag(min(4,0)) Q".
ITpumernmo 1a A u A He 3aBuce 0] U300pa CIIEKTpalHEe JEKOMIIO3HILIMjE U J1a je
A=A +A, AA=AA =0.

Teopema 3.10 [9] 3a W -HOpMY Baku

1 1 1 1

P (A) =W 2((W?AW?) W ? (3.12)
Hasbe,
diag (P (A)) > diag(A) .

Joka3. Tpeba na mokakemo Ja oBako neuHHCaHA Mpojekiuja X 3aJ0BOJbaBa YCIOB
A—X €0S(X), 1o jecT na, Ha ocHOBY Jleme 3.5,

A-X <0, trace((A— X)WXW) =0.
Cana je
11 1 1 1 1
A—X =W 2(WZAW2 —(W2AW2) )W 2
N 1 1
=W 2(W2AW2) W 2<0
1 OHJa

1 1 1 1 1 1

1 1
(A= X)WXW =W 2(W2AW2) W 2W 2 ((W2AW 2) )W 2

1 1 1 1 1

11 1 1 1 1
=W 2(W2AW2) (W2AW2) W2 =0.

Ha xpajy numamo



1
Muoxeme mpe u nocie marpuiom W 2 o0pasyje Tpanchopmaliijy KOHIpyeHIIHje H TaKo

OUyBaBa HEJEHAKOCT, a Y3UMAambEeM JIMjaroOHaJIHUX JIEJI0Ba 100MjaMo pe3yiTar, MOIITO je
JMjaroHana NOo3UTUBHO ceMUIe(pUHUTHE MaTpUIle HEHETaTUBHA.

3.2.2 Meroaa antepHupajyhux npojexnuja

Jla Oucmo Hanum HajOMMKY MATpHUILy Y Ipeceky ckymoBa S u U MOXeMO UTepaTHBHO
BPIIUTH MPOjEKIIHje TOHABIbABEM OIepaliije

AR (R (A).

Wneja nma ce uWTEpaTMBHO TPOjeKTyje Ha TMOTIPOCTOpe Owuia je aHaau3upaHa y
XunOepToBOM MPOCTOPY M JI0Ka3aHa je KOHBEPIeHIMja Ka TayKu y MPeceKy HajOirmKoj
MOYETHOj Tauku. Hamm CKymoBM HHCY MOTIPOCTOPH, TAaKO Jia je Taj pe3yiraTr OBJIe
HenpuMewmnB. Kana moTnpocrope 3aMEHMMO 3aTBOPEHMM KOHBEKCHHUM CKYIIOBHMA,
uTepalyja MOXe KOHBEPTUpAaTH Ka HEONTUMAIHO] Taykd. 3aT0 KOPUCTHMO
MoaM(pUKOBaHy WTepalujy, Koja oOyxBaTra pa3yMHO OJa0paHy KOpPEKLH]y CBakKe
IpOjeKIfje Koja ce MOXe HMHTEPIpPEeTUpPAaTH Kao HOPMAIHM BEKTOp 3a oJroBapajyhu
KOHBEKCHH cKyrm. [Ipumerumo na, nako ckyn U HHje MOTHOPOCTOp, OH je TpaHClaIuja
NOTIIPOCTOpa M 3@ TpaHCIAIMjy MOTIPOCTOpa oAroBapajyha KOpekiHja y OTMIITEM
ANITOPUTMY MOKE Ja ce u3octasu [9].

Cana ce orpannyaBamo Ha W -HOpMy, nako cieaehu anropuram mMoxe Takohe ma Oyzae
ynotpebsbeH U 3a H -HOpMmy, ako MMaMo epHUKacaH HAYMH J1a U3pauyyHaMO MPOjEeKIH]jy
P, 3a oBy HOpMY.

Anaropuram 3.11 [9] 3a pmary cumerpuuny wmarpuimy AeR™, oBaj anropuram
u3padyHaBa HajoNMKy MaTpully Kopenanuje marpune A no W -HOpMH.

AS,=0,Y,=A
for k=1,2,...
R =Y, ,—AS,, % AS,, jexopekuuja

Xk = PS(Rk)
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AS, =X, —R,
Yk = Pu (Xk)
end

Onmru pesynaratu mnokasyjy Aa u X, U Y, KOHBEprupajy Ka >KeJb€HO] MaTpHUIH

Kopenauuje kaga K —oo. KoHBepreHimmja anroputMa je JUHeapHa Kada Cy CKYMOBH
MOTIPOCTOPH, Ca KOHCTAHTOM KOja 3aBUCH OJ yria u3Mely moTmpocropa, Tako Ja
MOYEMO J]a OUEKYjeMO HajBUILIC IMHeapHy KoHBepreHuujy Anroputma 3.11 [9].

Cnenehm pesynrar aaje morsen Ha moHamame AnroputMa 3.11 3a qujaroHanHy MaTpuily
W.

Teopema 3.12 [9] IIpermoctaBumo aa matpuma A=A’ uMa JujaroHanHe eleMeHTE
a; 21 u Hexa je matpuna W gujaronanna. Hexa je Y, =R, (X,)=X,+D,, rzme je

marpuna D, nujaronanna (y cmucity Teopeme 3.9). Tapa y anroputmy 3.12 Baku
R, =A+A,, (3.13)

T/Ie je AWjaroHaliHa MaTpuUIa

HETaTUBHO CCMI/I,Z[e(bI/IHI/ITHa.

Joka3. Mmamo R, =A un
R =Y, —AS, =R, (X,)—-AS,
=X, +D,-(X,-R)=R, +D,,
tako 1a je (3.13) nokazano. Jlaswe,
E =diag(Y,) =diag(X, +D,)
=diag(P; (R,)+D,)
>diag(R, +D,)

— diag(A+A,.,)
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>E+A,
Tako jaaje A,,; <0, kao mTO CMO U TPAKUIN. O

Teopema 3.12 nokasyje na je marpuna R, jeqHaka MaTpunu A yMameHO) 3a HO3UTHUBHY

ceMUIePUHUTHY aujaroHanHy kapruiy. OBO je BakHa MMIUTHKAIMja 3a ciay4aj Kaaa je
MaTpuna A ,,BeoMa HEMO3UTHBHO Ae(HUHUTHA™, UM, CHIEIIMJATHO, BEOMa HUCKOT PaHTa.

Mocaenuma 3.13 [9] Heka marpuma A= A" uma IUjaroOHAJHE eleMeHTe a;, >1 u t

HETMO3UTUBHUX KapaKTEePUCTUYHHUX BPEIHOCTU U Heka je matpuna W aujaronanxa. Taga

y Anroputmy 3.11 marpunma R, wuma Oap t HENO3UTUBHUX KapaKTEpUCTUYHUX

BPEJHOCTH, a MaTpuua X, uma O6ap t Hyna KapakKTepUCTUYHUX BPEJHOCTH, 3a CBAKO K .

[Tpumernmo ma ako myctumo na kK — oo y [Mocnemumu 3.13, onna ce Bpahamo Ha aApyru
neo Teopeme 3.8.

[IpakTHyHM 3HAYa] MOCIEAMIIE je Aa aKo je t BEIMKO, OHJAa MOXKEMO Jia M3pauyHaMo
npojekijy  Py(R,) 3HatHO jedTHHHje, Hero Jga CMO padyHadM KOMILIETaH
1 1
kapakrepuctuuHu cucteM Mmatpune W2RW? (moxcermmo ce (3.12)). JloBosbHO je
u3pavyyHaTd HajBehnx N—t <N KapakTepuCTHYHUX BPEAHOCTH A; U onrosapajyhux

1 1

OPTOHOPMAJHHUX KapPAaKTEPUCTUYHUX BEKTOpa (; MaTpuLe WERkWE noHma gay (3.12)

y3MEMO

1 1
(\NERkWE)Jr = Z‘,ﬂ1Qic|iT '
4>0

Ako marpuna A MMa MaJlo HENO3UTHUBHUX KapaKTEpUCTUYHHUX BpeAHOCTH (t <« n), oHOa
je BepoBatHO Jna he wu wMarpunma R, Takohe uMaTM Majlo HEMO3UTHBHUX

KapaKTePUCTUYHUX BPEJHOCTH, MAKO HAM TOpH-a I'paHHIla 3a OBaj OpOj HMje NOCTYIIHA.
Wnak, cnuuHe pauyHCKe yiTene cy Moryhe y 0Boj CUTyalllju padyyHambeM

1

1 1 1
W2RW?), =W?RW

1
2

(O Aaa),

%<0

1 1
rae ce Opoj HEMO3UTHBHUX KapaKTepUCTHMUHMX BpeaHoctu wmarpune  W2RW?2

MpolelkYyje 0/ Kopaka J0 KOopaka, a MpolleHa ce moBehaBa ako ce Jiecu na je Taj Opoj
cysutie Manu [9].
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VY HyMepHYKHUM eKCIIepUMEHTHMAa KOHBepreHuuja Anroputma 3.11 Tectupana je Ha Kpajy
for mertsee, kopucrehu ycnos

X = Xall, | Ve =Yial, =Xl <tol, (3.14)
” X k ”0O ”Yk ||oo

max
Y.l

rae  je tol Tonepanmmja. OBe TpH BEIMYMHE Y OBO M TECTy Cy OOMYHO HCTOT p qia
BEJIMYMHE, TaKO Ja Yy Mpakcu OWII0 Koja OJl BUX MOXE Ja Ce KOPUCTU Y TECTy
KOHBEpIeHIInje.
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4 Hymepu4dku pe3yjiTaru

VY 0BOM NOIIIaBJby HYMEPHUKUM pe3yiTaTuMa MWIycTpoBaheMo MOCTyNKe pa3MarpaHe y
Monenupahemo mporeaypy
noprdonunja, nmocmarpahemo edekre yBohewma mneprypbOanuja OUYEKMBAHOT TMPUHOCA
nobapa y noptdoinjy u npuMeHuheMo CTaOMIU3alMOHU alrOpUTaM y Haau na hemo
noOospaT nepopmaHce MoJiena U yoraakuT edexre neprypoarmja.

NpeTXOJHUM  IIOTJIaBJbHMaA. CCJ'ICKI_[I/Ije OIITUMAJIHOT

Ham musb je KOHCTpYKIMja ONTUMAIHOT MOPT(HOIUja cacTaBbeHOr O N WHBECTHIIHja

D., i=1,...,n. KapakrepucTike MHBECTHIIHja KOje Cy OJ HMHTepeca 3a Halll MOJCN Cy
ouekuBaHW mnpuHocd, T, i=1..,Nn, Bapujance o, i=1..,N U KoBapujaHce Cij»
I,j=1..,n. OBe mnapamerpe oOlcHMIEMO Ha OCHOBY HCTOPHUjCKHX mephopMaHCH

MHBECTHIIMja, Yy HaIleM ciydajy 6 eBpomckux wuHAekca. [lomamy o HCTOpHjCKUM
BpPEHOCTHMA HMHJEKca mpey3eTd cy ca cajroBa http://uk.finance.yahoo.com/m6.php u
http://finance.yahoo.com/intlindices?e=europe.

WuBectupamo y n =6 Eypo-unnekca npukazanux y tabenu 4.1.

WuBectunuja D, D, D, D, D, D,
Hasits ATX | BEL20 | cAacdo | pax | M4 eroe mig
UHJIEKCa General

O3naka ATX BFX FCHI GDAXI SMSI FTSEMIB.MI
HpxaBa Aycrpuja | benrmja | @pannycka | Hemauka | Illmanuja Uranuja

Tabena 4.1 Eypo-unjiekcu y cactaBy noprdosuja

[Tocmarpane cy 1eHe Ha 3arBapamy TokoMm mnepuona ox 02.01.2009. no 28.12.2009.
rOJMHE y HeleJbHUM MHTepBamuMa. On yKymHO 52 omcepBaiuje GopMUpaMO BEKTOpPE
BPEIHOCTH MHJICKCA M payyHaMO CTOIIE MPUHOCA 110 (hopMyin

rie cy X, # X, BpEIHOCTH MHAEKCA HAa IOYETKY M Kpajy HEJEJbHOI IepHoja,
PECIIEKTUBHO.

OueknBaHe cCTONE MPHHOCA padyyHAMO EMIIUPHUJCKH, Y3 NPETIOCTaBKYy Ja Cy CBe
peanuzamyje jeaHako BepoBarHe (y HaleM npuMepy je N=6 u m=>52):
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http://uk.finance.yahoo.com/m6.php�
http://finance.yahoo.com/intlindices?e=europe�

lm

N

JloGujeHe HyMepHUKe BPEHOCTH OUEKUBama aare cy y Tabenu 4.2,

ATX BFX FCHI GDAXI SMSI | FTSEMIB.MI
n 7 2 7 s %
0.0074 0.0052 0.0038 0.0042 0.0047 0.0042

Tabesa 4.2 OuekuBanu npuHocu Eypo-nnaekca

Bapujance/koBapujaHce mpuHoca payyHaMoO IpUMEHOM (opmyIie

1..,n

o :—Z( —T)(n — %), ik

Marpuna xoBapujance X =[o, ], Eypo-unnekca npukasana je y tabenu 4.3.

ATX BFEX FCHI GDAXI SMSI | FTSEMIB.MI
ATX 0.0026 | 0.0015 | 0.0016 | 0.0015 0.0015 | 0.0021
BFX 0.0015 |0.0014 |0.0012 |0.0012 0.0011 | 0.0016
FCHI 0.0016 |0.0012 |0.0014 |0.0014 0.0012 | 0.0016
GDAXI 0.0015 |0.0012 |0.0014 |0.0015 0.0012 | 0.0016
SMSI 0.0015 |0.0011 |0.0012 |0.0012 0.0013 | 0.0016
FTSEMIB.MI | 0.0021 ]0.0016 |0.0016 | 0.0016 0.0016 | 0.0024

Taoena 4.3 Kosapujance Eypo-unaexca

Texxune onTuManmHOTr MOPT(OIMja CACTaBJBLEHOT OJ Jo00apa ca OBUM BpEeIHOCTUMA
OUYEKMBAHOI' NMPUHOCA M KOBAPHjaHCH HYMEPHUYKU HM3pauyHaBamo npumeHom MATLAB-

ose (ynkmuje quadprog.

OnBojeno hemo mocmarpatu yetup Gopmynanuje MapKoBUIIOBOT MOJENa: ONTHMAITHH
nopT¢oaro ca u 6e3 KpaTke rpojaje u ca u 6e3 GUKCUpaHOT OYEKUBAHOT MTPHHOCA.

VY Mozen 3aTUM yBOJMMO MepTypOalnje OUeKMBAaHOT MpHHOCca Jate ca [ =T + &, r1e je
&:N(0,0°) u mocmarpamMo HuxoBe epeKTe Ha HAIl MOJe] ONTHMAIHOT HOpTdoIHja.

[Tocmarpahemo meptypOarnuje ca crapaapanuMm oxactynamuma o =0.005 u o =0.01.
BpenHoctu cimydajHOr BeKTOpa & TEHEPHUIIYy Ce Kao CiIydajHe BpPEJIHOCTH HOPMAJHE
pacnonene mnomohy MATLAB-0Be ¢ynkuuje normrnd. Ilpu tome y3umamo 1000
cuMyianuja BekTopa &. Kao mro cmo Buuenw, nepTypGauHJe MEbajy ¥ MaTpHily

KOBapHjaHce, Ia 3a HOBOJOOHjeHy MaTpUIly KOBapHjaHCce Y BaKH L=Y+¢g

[Tpumenom ¢ynkuuje cov2corr MATLAB mporpamckor okpyxkemwa, JOOHjeHYy
nepTypOoBaHy MaTpHIly KOBapujaHce TPaHC(HOPMHUILEHO Y MaTPUIly Kopenamnuje. 3aTuM
npuMemyjeMo umiuieMentanujy Anroputma 3.11 3a oapehuBame HajOnmmxe MmaTtpure
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Kopenauuje. Y anropurMy KOpucTUMO TexuHcKy W - HopMy, a Matpuiy 3a W y3uMamo
JeIMHUYHY MaTpuIly pefa N=6. 3a U31a3HU KPUTEPUjyM KOPUCTHMO ycioB (3.14), npu
yeMy 3a TojepaHIMjy ysumamo BpeaHocT tol=10"°. 3atum mocmarpamo Kako je
IpUMEHA alropuTMa yTHLana Ha edekar Mneprypdamuja MpUHOCA HAa TEKHUHCKE
KoedpunujeHTe MapKOBUIIOBOT ONITUMAIIHOT TOPTdounja.

Bekrope pemiema OpuruHaIHOT MpodiieMa onTUMu3anuje noprdonuja hemo o3HauuTH ca
W*, a ca W?* Bekrope pemema mepTypOoBaHor mpoOiema. Pemema mnpobiema
ontumuzanuje noprdonuja mnocie npumene Anropurma 3.11 Ha y30pauky MaTpUIly
Kopenaiuje neprypOooBaHor npobiema o3Haunhemo ca W*.

4.1 Tectupame airoputma 3a oJpehrBame HajOJIMKe MATPULIE KOpeJlallnje

[Ipe HEro mTO MPUCTYNMMO ONTUMM3AIMjU TMOPTHONIMja, HA MTPUMEPY CIY4ajHO
reHeprcaHe Marpule Kkopenamuje Ttectupahemo Ausroputram 3.11 3a onpehuBame
HajOmKe MaTpulle Kopenanuje. AJIropuram je UMIUIEMEHTHPaH y MPOrPaMCKOM jE3UKY
MATLAB. CnyuajHo reHepucany MaTpuily kopenamgje C gobujaMmo mHpHUMEHOM
MATLAB-oBe ¢dynkuuje gallery(‘'randcorr’,...), koja reHepuie MaTpuily Kopelaimje
YyHije Ccy KapakTepUCTUYHE BPEIHOCTH CIIydajHH OpojeBH YHH(POPMHE pacrojerne.
Pamuhemo ca matpuniom mumensuje 500x500. 3atuM cUMyIUpaMo CHTYalHjy Y K0joj je
OBa MaTpHIa KOopelaluje MOKBApeHa pellaTHBHO BEIMKUM Tpemkama. To mocTmxemo
nonaBambeM Mmarpuue F  marpunm C, rae je marpuna F - ciaydajHo reHepucaHa
cumerpuuHa Matpuna ®podenujycose Hopme 107, 3a u3na3HUM KpUTEPUjyM KOPUCTHMO
ycnos (3.14), npu yemy 3a Tolepanuujy ysumamo speanoct tol =107, Marpuny W koja
onpehyje TexuHcky @poOeHnjycoBy HOpMY Je(PUHHUIIEMO K0 jeIUHHYHY MaTPUIly pesa
500. Marpuyy A=C+F y3umamo 3a Hamry y30pauky MaTpHIly Kopenaiuje Ha Kojy
npuMemyjemo Anroputam 3.11. Anropuram KoHBeprupa mnocie 4 wurepauuje. 3a
no0ujeny MaTpuily kopenauuje X no0ujamo:

|A-X||_ =6.1207-10"°.

4.2 OntumMaaHu TOpPTHOHO ca KPAaTKOM TPOJIajoM

Y oBoM oj1eJbKy TocMatpaheMo moHOBO cienehn ONTUMHU3AIUOHH TTPOOIIeM:

minleZW
2

st. e'w=1
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VY tabenama 4.4 u 4.5 npukazaHu cy pe3yiTaTH MpUMEHE ONTHMU3aLKje MopThouja Ha
MOJIA3HU W TepTypOOBaHM MpoOJIeM ca CTaHJapAHUM OJCTYyNamHMa HepTypOaruja
0 =0.005u o =0.01.

o =0.005

i | Uanexc w* min(\W*) max(\W*)
1 | ATX -0.1950 -0.3916 -0.0091

2 | BFX 0.7233 0.1305 0.9381

3 | FCHI 0.3921 -0.3139 1.4662

4 | GDAXI 0.0418 -0.6553 0.6423

5 | SMSI 0.8047 0.3127 1.0980

6 | FTSEMIB.MI -0.7669 -0.8301 -0.2028

Tabena 4.4 TexuHcku KOSPHUIMJEHTH ONTUMAIHOT OPTdoInja HenepTypOOBaHOT
npobsieMa U UHTEPBAJIM TEXUHCKUX Koe(uIljeHaTa ONTUMaTHUX MopThoIuja
neprypOoBaHor mpobiieMa ca crangapaHuM oactynameMm o = 0.005 .

c=0.01

i | Muanekc w* min(W*) max(W*)
1 | ATX -0.1950 -0.5274 0.0981

2 | BFX 0.7233 -0.0635 1.0816

3 | FCHI 0.3921 -0.6246 1.8391

4 | GDAXI 0.0418 -0.9108 0.9305

5 | SMSI 0.8047 -0.0354 1.2714

6 | FTSEMIB.MI -0.7669 -0.8974 -0.0663

Tabena 4.5 TexuHckn KOSPHUIMJEHTH ONTUMAIHOT OPTdoKja HenepTypOOBaHOT
npobsiemMa U UHTEPBAJIM TEXUHCKUX Koe(]uIljeHaTa ONTUMaTHUX MopTdhoInja
neprypboBaHor npobiemMa ca cTangapAaHuM ojctynameM o = 0.01.

Ha cnukama 4.1 u 4.2 nat je rpadpuuku NMpuKa3 paclioHa TEXKHMHCKUX KoeullrjeHaTa
ONTUMAIIHUX NOPTQoIHja mepTypOOBaHOT U HenepTypOoBaHOT IpodiemMa.
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Uticaj perturbacija na optimalni Markovicov portfolio sa kratkom prodajom

el .

0.2F

Tezinski koeficijenti w (i)
o]
T

1 1 1 ! 1 1 !

1 2 3 4 5 B
Indeksi (i)

Cauka 4.1 I'paduuku npukas TeKMHCKUX KoehHIMjeHaTa ONTUMAIHUX TOPTHOIIHja
HernepTypOoBaHOT (I[PBEHHU KpYKUhK) U nepTypOoBaHor nmpodiemMa (LpHe Tauke) 3a
o =0.005.

57



Uticaj perturbacija na optimalni Markovicov portfolio sa kratkom prodajom
1r : i :

naf i : , é

06

04t i

02k

Tezinski koeficijenti w (i)
=
T
e

-1 l l 1 1 1 l

1 2 3 4 5 B
Indeksi (i)

Cauka 4.2 I'paduuku npuka3s TeKMHCKUX KoehHIMjeHaTa ONTUMAIHUX MOPTHOIHja
HernepTypOoBaHOT (I[PBEHHU KpYKUhi) 1 nepTypOoBaHor npodiemMa (LpHe Tauke) 3a
o =0.01.

Cama hemo mpumenutn Anroputam 3.11 Ha meprypOoBaHM mpoOIeM ONTUMU3AIH]jE
noptdoamja u mocmarpahemMo Kako ce Memajy TeKHMHCKH KOe(UIMjeHTH MOpTHOoIIHja.

Anroputam 3.11 xonBeprupa y 3 urepauuje. MUHMMaIHE M MaKCHMAJHE BPEIHOCTHU
koepuimjeHara W™ HICHTHYHE Cy MHHAMAJIHHUM W MAKCHMAJIHHM BPEIHOCTHMA
KoedpunmjeHara W* mpukazaHuMm y tabenama 4.4 u 4.5. Ha cnukama 43 u 4 4 natu cy
rpaduuKy TpPUKA3H paclioOHa TEKUWHCKUX Koe(dulMjeHaTa ONTHUMaHUX MopTdosunja
neprypboBaHor mpobiema mocie npumene Anroputma 3.11 Ha MaTpuily Kopenamuje
npobnema. W3 pesynrata ce BUOM Ja C€ NPUMEHOM CTAaOMJIM3ALMOHOT AIrOpHTMa
TEXHMHCKU KOCPHUIMJEHTH ONTUMAIHUX NOPTQOIIHja HUCY IPOMEHUIIH.

58



Rezultat primene stahilizacionoy algoritma na perturbovani optimalni portfolio sa kratkom prodajom
1r '

08 .
0.6}
0.4+

0.2k ' ‘

N2+

Tezinski koeficijenti w (i}

0.4+

-1 1 1 1 | | |
1 2 3 4 5 B
Indeksi (i)

Cauka 4.3 I'paduuku npukas TeKMHCKUX KoehHIMjeHaTa ONTUMAIHUX MOPTHOIIHja
HernepTypOoBaHOT (TU1aBU Kpy>Kuhu) U nmeprypboBaHor npodiema (LpHe Tauke) 3a
o =0.005 nocne npumene Anroputma 3.11.
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Rezultat primene stahilizacionoy algoritma na perturbovani optimalni portfolio sa kratkom prodajom
1 r : i H

06k . '

06k

04

02k

I

02t .

Tezinski koeficijenti wii)

n4k

06+

08k

1 ] ] l ] ] ]

1 2 3 4 5 B
Indeksi (i)

Cauka 4.4 I'papuuku npuka3 TeKUHCKUX KoehHIMjeHaTa ONTUMAIHUX OPTHOIIHja
HereprypOoBaHor (TU1aBu Kpyxuhu) U meprypOoBaHor npodieMa (LpHe Tauke) 3a
o =0.01 nocne npumene Anroputma 3.11.

4.3 Onrrumarau opTdhoaro 6e3 KpaTke mpoaje

Cana mocMatpamo cienehu onTUMH3aIMOHN TPOOIIeM:

1
min =w'Zw
st e'w=1

w=>0.

Ckymy orpaHuuema JIOJAJIM CMO M OTPaHUYCH-E TUIA HEJeHAKOCTH KOje OCHUTypaBa
HEHETaTUBHOCT TEXUHCKHX KOe(pHIMjeHaTa ONTHMAIHOT MOpPT(oIMja y ycIoBUMa Kajia
KpaTkKa Ipojiaja Huje J03BOJbEHA.

VY tabenama 4.6 u 4.7 npukazaHu Cy pe3yiTaTH MPUMEHE ONTHUMU3aLKje mopTdouja Ha

MOJIA3HU W TepTypOOBaHM MpoOIeM ca CTaHJApAHUM OJCTYyNamHMa NepTypOaruja
o0 =0.005u o =0.01.
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o =0.005

i | Uanexc W* min(W*) max(W*)
1 | ATX -0.0000 -0.0000 0.0000
2 | BFEX 0.3518 0.1238 0.5414
3 | FCHI 0.1206 -0.0000 0.4543
4 | GDAXI 0.0169 -0.0000 0.3367
5 | SMSI 0.5107 0.2048 0.6053
6 | FTSEMIB.MI 0.0000 -0.0000 0.0000

Ta6ena 4.6 TexxuHcku Koe(UIIUJEHTH ONTUMATHOT MOPT(HOoIHja HEMepTYpOOBAHOT
npobsiemMa U UHTEPBAJIM TEXUHCKUX Koe(uljeHaTa ONTUMaTHUX MopThoIuja
neptypOoBaHor npodiema ca cTangapAHuM ojictynameM o = 0.005.

o =0.01
i | Uanexc wW* min(W*) max(W*)
1 | ATX -0.0000 -0.0000 0.0000
2 | BFX 0.3518 0.0000 0.6788
3 | FCHI 0.1206 -0.0000 0.7335
4 | GDAXI 0.0169 -0.0000 0.5579
5 | SMSI 0.5107 0.0587 0.7743
6 | FTSEMIB.MI 0.0000 -0.0000 0.0000

Tabena 4.7 TexuHcku KOSPHUIMJEHTH ONTUMAIHOT OPTdoInja HenepTypOOBaHOT
npobiiemMa U UHTEPBAJIM TEXUHCKUX Koe(ulljeHaTa ONTUMaTHUX MopThoInja
neprypboBaHor npobiemMa ca cTangapAaHuM ojctynameM o = 0.01.

Ha cnukama 4.5 u 4.6 nat je rpadpuuku mpuKa3 pacroHa TEXKHMHCKUX KoeullrjeHaTta
ONTUMAIIHUX NOPTQoIHja mepTypOOBaHOT U HenepTypOOoBaHOT IpoliemMa.
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Uticaj perturbacija na optimalni Markovicov portfolio bez kratke prodaje
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Cauka 4.5 I'papuuku npukas TeKMHCKUX KoehHIMjeHaTa ONTUMAIHUX MOPTHOIIHja
HernepTypOOBaHOT (I[PBEHHU KpyKUhK) U nepTypOoBaHor nmpodiemMa (LpHe Tauke) 3a
o =0.005.
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Uticaj perturbacija na optimalni Markovicov portfolio bez kratke prodaje
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Cauka 4.6 I'paduuku npukas TeKMHCKUX KoehHIMjeHaTa ONTUMAIHUX MOPTHOIHja
HenepTypOOBaHOT (I[PBEHHU KpYKUhK) U nepTypOoBaHor npodiemMa (LpHe Tauke) 3a
o =0.01.

ITonoBo hemo npumenutu Anroputam 3.11 Ha meprypOoBaHM MpoOJIEM ONTHMHU3ALHU]E
noptdoamja u mocmarpahemMo Kako ce Memajy TeKHMHCKH KOe(UIMjeHTH MOopThoIIHja.

Anroputam 3.11 xonBeprupa y 3 wutepanmje. IloHoBO mMamo cuTyauujy naa ce
MHUHHMAJIHE W MAKCUMAJTHE BPEIHOCTH KoeduIimjeHara W* MmoKianajy ca MUHUMAITHEM U
MaKCHUMAaJIHUM BpeIHOCTUMa KoeduuujeHara W* mpuxaszanuMm y tabenama 4.6 u 4.7. Ha
ciukama 4.7 u 4.8 BuauMo rpaduuke mpukase pacroHa TEXKHHCKHUX Koe(HIlMjeHaTa
ONTUMAIIHUX MOpTQoHja nepTypodoBaHor npodiema nocie npumene Anropurma 3.11 Ha
MaTpully Kopeiauuje npobimema. M3 pesynrata ce BUAM Ja CE€ HAKOH IPHUMEHE
CTaOMJIM3AIMOHOT AJrOPUTMA TEKHHCKUA KOS(UIMJEHTH ONTUMAIHUX MOPT(HOIINja HUCY
MIPOMEHUITH.
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Rezultat primene stabilizacionog algoritma na perturbovani optimalni portfolio bez kratke prodaje
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Cauka 4.7 I'paduuku npuka3s TeKMHCKUX KoehHIMjeHaTa ONTUMAIHUX MTOPTHOIIHja
HernepTypOoBaHOT (TU1aBU Kpy>Kuhu) U meprypboBaHor npodiemMa (LpHe Tauke) 3a
o =0.005 nocne npumene Anroputma 3.11.
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Rezultat primene stabilizacionog algoritma na perturbovani optimalni portfolio bez kratke prodaje
1 —
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Cauka 4.8 I'paduuku nmpukas TeKMHCKUX KoehHIMjeHaTa ONTUMAIHUX TOPTHOIIHja
HernepTypOoBaHOT (TU1aBU Kpy>Kuhu) U meprypboBaHor npodiemMa (LpHe Tauke) 3a
o =0.01 nocne npumene Anroputma 3.11.

4.4 OntumanHu TOpTPOIUO ca KpPaTKOM TMPoJajoM H  (PUKCUPAHUM
OUYEKHUBAHUM MTPUHOCOM

OBaj ognesmak mocBeheH je mnpoOneMy onTUMM3auMje mopTrdonmja ca I0JATHUM
OTpaHUYEH-EM THIIA JeTHAKOCTH KOje TapaHTyje na pe3ynTyjyhu noprdomano uMma yHamnpen
3aJ]aTi OYEKUBAHU NMPHHOC O

1
min =w'Zw
2
st e'w=1
T'w=p.

3a (¢uKCHUpaHU TPUHOC L Y3UMAMO CpEAlYy BPEIHOCT KOMIIOHEHaTa BEKTOpa

ouekuBaHUX mpuHOca T . KoHKpeTHa BpeTHOCT ymoTpeOsbeHa y M3pauyHaBambHUMa je
p =0.0049.
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TaGene 4.8 u 4.9 npukasyjy cy pe3ylTratd HOpUMEHEe ONTHMHU3aLuje noprdonvja Ha

MOJIA3HU W TepTypOOBaHM MNpoOJIeM ca CTaHIAPAHUM OJCTYyNamHMa MepTypOaruje
0 =0.005u o =0.01.

o =0.005

i | Uanexc wW* min(W*) max(W*)
1 | ATX -0.1443 -0.1979 0.0946
2 | BFX 0.7716 0.2517 0.9729
3 | FCHI 0.2107 -0.3133 0.9588
4 | GDAXI 0.0367 -0.4516 0.6498
5 | SMSI 0.8909 0.3260 1.1324
6 | FTSEMIB.MI -0.7657 -0.8836 -0.3881

Ta6ena 4.8 TexxuHcku Koe(DUIIUJEHTH ONTUMATHOT MOPT(HOIHja HEMepTYpOOBAHOT
npobsiemMa U UHTEPBAJIM TEXUHCKUX Koe(uljeHaTa ONTUMaTHUX MopThoIuja
neptypOoBaHor npodiema ca cTangapAHuM ojictynameM o = 0.005.

o =0.01

i | Uanexc wW* min(W*) max(W*)
1 | ATX -0.1443 -0.2564 0.2153

2 | BFX 0.7716 -0.0058 1.0896

3 | FCHI 0.2107 -0.5906 1.2899

4 | GDAXI 0.0367 -0.7223 0.8903

5 | SMSI 0.8909 -0.0220 1.3344

6 | FTSEMIB.MI -0.7657 -0.9359 -0.1435

Tabena 4.9 TexuHckr KOSPHUIMJEHTH ONTUMAIHOT OPTdoKja HenepTypOOoBaHOT
npobsiemMa U UHTEPBAJIM TEXUHCKUX Koe(uIljeHaTa ONTUMaTHUX MopThoInja
neptypboBaHor npobiemMa ca cTangapAaHuM ojctynameM o = 0.01.

Ha cnukama 4.9 u 4.10 ngar je rpaduuku IpuKa3 pacroHa TEKUHCKUX KoeuIlrjeHaTa
ONTUMAIIHUX NOPTQoIHja mepTypOOBaHOT U HenepTypOOBaHOT IpoliemMa.
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Uticaj perturbacija na optimalni Markovicov portfolio sa fiksiranim prinosom i kratkom prodajom
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Cauka 4.9 I'papuuku npukas TeKMHCKUX KoehHIMjeHaTa ONTUMAIHUX TOPTHOIIHja
HernepTypOoBaHOT (I[PBEHHU KpYKuhi) U nepTypOoBaHor npodiema (LpHe Tauke) 3a
o =0.005.
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Uticaj perturbacija na optimalni Markovicov portfolio sa fiksiranim prinosom i kratkom prodajom
1- . : :
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Cauka 4.10 I'padmuxy npuka3 TEKUHCKUX Koe(duUIlMjeHaTa ONTUMaTHUX nopTdosnja
HenepTypOoBaHOT (I[PBEHHU KpYKUhK) 1 nepTypOoBaHor npodiemMa (LpHe Tauke) 3a
o =0.01.

ITonoBo hemo npumenutu Anroputam 3.11 Ha meprypOoBaHM MpoOIIEM ONTHMHU3ALHU]E
noptdoamja u mocmarpahemMo Kako ce Memajy TeKHHCKH KOe(UIMjeHTH MOpTHOIIHja.

Anroputam 3.11 xoHBeprupa y 3 uTepanyje, Kao U y NPETXOJHUM ciiydajeBuma. Ha
ciukama 4.11 u 4.12 npeacraBibeHH Cy TpadUUKd TPUKAa3H PpaACIOHA TEKUHCKUX
KoepHIMjeHaTa ONTHUMAIHUX MopTdonrja mepTypOoBaHOT mpolieMa Mocie MpUMEHE
Anroputma 3.11 Ha MaTpuIly Kopenanuje npodiema. Jour jeJHOM ce OHaBJka CUTYyaluja
J1a ce MHUHHMAJHE W MaKCHMalHe BPEIHOCTH KoeduimjeHata W™ TMOKIamajy ca
MUHUMAJTHAM ¥ MaKCUMalHUM BpeJHOCTHMMa KoeduiujeHata W™* TpUKa3aHUM Yy
tabenama 4.8 u 4.9 u na ce HAKOH MPUMEHE CTAOMIM3AIMOHOT aJrOPUTMa TEKUHCKU
KOC(HIMJEHTH HE MEHajy.
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Rezultat primene stabilizacionog alyoritma na perturbovani optimalni portfolio sa fiksiranim prinosom i kratkom prodajom
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Cauka 4.11 I'padmuxy npuka3 TEKUHCKUX Koe(duIljeHaTa ONTUMaTHUX nopTdonunja
HernepTypOoBaHOT (TU1aBU Kpy>Kuhu) U nepTypboBaHor mpodiema (LpHe Tauke) 3a
o =0.005 nocne npumene Anroputma 3.11.
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Rezultat primene stahilizacionog algoritma na perturbovani optimalni portfolio sa fiksiranim prinosom i kratkom prodajom
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Cauka 4.12 I'paduuxy npuka3 TEKUHCKUX Koe(duIljeHaTa ONnTUMaTHIX nopTdonunja
HernepTypOoBaHOT (TU1aBU Kpy>Kuhu) U neprypboBaHor npodiemMa (LpHe Tauke) 3a
o =0.01 nocne npumene Anroputma 3.11.

4.5 Onrtumanau noprtdonuo 0e3 Kparke mpojaje ca  (PUKCUpAHUM
OUYEKHUBAHUM MTPUHOCOM

Y oBom pneny pemaBaheMo mpoOieM onTUMHU3alje NopTdOUja ca yHampea 3aJaThuM
OUYEKUBAHU MPUHOCOM p U OTPAHUYCHEM HEHETaTHBHOCTHU 32 TEXKHUHCKE KOC(UIIMjeHTEe

3a CilydajeBe KaJia HHje J03BOJbEHA KpaTKa Mpojiaja:
min S w' sw
2
st efw=1
Tw=p
w2>0.

[ToHOBO 3a BpeAHOCT (UKCHpPAHOT OYEKHBAHOT mMpuHOoca ysumamo o =0.0049, kao y
MPETXOTHOM OJICJBKY.
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VY tabenama 4.10 u 4.11 npukazanu cy pe3yiaTaTd IpUMEHEe ONTHMHU3alMje MopTdhouja
Ha TOJIa3HU M MepTypOOBaHM MpoOJeM ca CTaHIApJHHM OJCTyNamuMa mepTypOaruje
0 =0.005u o =0.01.

o =0.005

i | Uanexc w* min(\W*) max(\W*)
1 | ATX 0.0000 -0.0000 0.0571

2 | BFX 0.4383 0.2815 0.5908

3 | FCHI 0.0000 -0.0000 0.1096

4 | GDAXI 0.0295 -0.0000 0.2460

5 | SMSI 0.5323 0.1984 0.6914

6 | FTSEMIB.MI -0.0000 -0.0000 0.0000

Tabena 4.10 Texxuncku Koe(UIIUMjEHTH ONTUMATHOT MOPT(HOIIHja HENepTypOOBaAHOT
npobsemMa U UHTEPBAJIM TEXUHCKUX Koe(uljeHaTa ONTUMaTHUX MopThoIuja
neptypOoBaHor nmpodiema ca cTangapAHuM ojictynameM o = 0.005.

c=0.01

i | Uanexc wW* min(W*) max(W*)
1 | ATX 0.0000 -0.0000 0.1585

2 | BFEX 0.4383 0.0107 0.7072

3 | FCHI 0.0000 -0.0000 0.3319

4 | GDAXI 0.0295 -0.0000 0.4541

5 | SMSI 0.5323 -0.0000 0.7663

6 | FTSEMIB.MI -0.0000 -0.0000 0.0000

Tabena 4.11 Texxuncku Koe(UIIUjEHTH ONTUMATHOT MOPT(HOIIHja HENepTypOOBAHOT
npobsiemMa U UHTEPBAJIM TEXUHCKUX Koe(uIjeHaTa ONTUMATHUX MopThoIrja
neprypboBaHor npobiemMa ca cTangapAHuM ojctynameM o = 0.01.

Ha cnukama 4.13 u 4.14 nat je rpaduuku npuka3 pacroHa TEKUHCKUX Koe(uIlrjeHaTa
ONTUMAIIHUX NOPTQoIHja mepTypOOBaHOT U HenepTypOoBaHOT IpodiemMa.
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Uticaj perturbacija na optimalni Markovicov portfolio sa fiksiranim prinosom i kratkom prodajom
1

08F

06F

0.4 l

02r

02F

Tezinski koeficijenti w (i)

06

-1 | 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 B
Indeksi { i)

Cauka 4.13 I'paduuxy npuka3 TEKUHCKUX Koe(duIljeHaTa ONTUMaTHIX nopTdosunja
HenepTypOoBaHOT (I[PBEHHU KpYKUhK) U nepTypOoBaHor nmpodiemMa (LpHe Tauke) 3a
o =0.005.

72



Uticaj perturbacija na optimalni Markovicov portfolio sa fiksiranim prinosom i kratkom prodajom
1 —

0.5

06

0.4

0.z

T
———— e —— ..

=
F2
T

Tezinski koeficijenti w (i)
=
T

o
=
T

o
"
T

-1 1 1 1 l 1 1

1 2 3 4 5 B
Indeksi (i)
Cauka 4.14 I'paduuxy npuka3 TEKUHCKUX Koe(duIljeHaTa ONnTUMaTHUX nopTdounja

HernepTypOoBaHOT (I[PBEHHU KpYKUhi) 1 nepTypOboBaHor npodiema (LpHe Tauke) 3a
o =0.01.

Kaga nmpumennmo Anroputam 3.11 moHaBiba ce CUTyallMja U3 MPETXOJHUX OJEJbaKa.
AnroputaMm KOHBEprupa y 3 wuTepanuje, a MUHUMalHE M MAaKCHMalHE BPEIHOCTHU
koepunujeHata W* WACHTUYHE Cy MHUHHMAIHHM W MAaKCHMAaJHUM BpPEIHOCTUMA
koedpunmjeHara W* npuxazanum y tadbenama 4.10 u 4.11. Ha cnukama 4.15 u 4.16 natu
cy rpaduuKky NMpHUKa3u PACHOHa TEKMHCKUX Koe(duIMjeHaTa ONTUMAIHUX MOPTHOIHja
neprypboBaHor mpobiema mocie npumene Anroputma 3.11 Ha MaTpuily Kopenamuje
npobnema. M oBor myra W3 pe3yiaTrara MOXEMO BHUIETH Jla CE HAKOH IpHMEHE
CTaOMJIM3AIMOHOT AJTOPUTMA TEKHHCKUA KOS(UIIMJEHTH ONTUMAIHUX MOPTHOIINja HUCY
MIPOMEHMITH.
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Rezultat primene stahbilizacionog algoritma na perturbovani optimalni portfolio sa fiksiranim prinosom i kratkom prodajom

06

0.2F

Tezinski koeficijenti w (i)

04k

NaF

1 | | | | | 1
1 2 3 4 5 B
Indeksi (i)

Cauka 4.15 I'paduuxy npuka3 TEKUHCKUX Koe(duIljeHaTa ONnTUMaTHIX nopTdounja
HernepTypOoBaHOT (TU1aBU Kpy>Kuhu) U neprypboBaHor mpodiemMa (LpHe Tauke) 3a
o =0.005 nocne npumene Anroputma 3.11.
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Rezultat primene stabilizacionog algoritma na perturbovani optimalni portfolio sa fiksiranim prinosom i kratkom prodajom
1 —

0er

0B

02k

Tezinski koeficijenti wii)

04

OB

08k

Rl | 1 | | | 1
1 2 3 4 5 B
Indeksi (1)
Cauka 4.16 I'paduuxu npuka3 TEKUHCKUX KoeduIljeHaTa ONTUMaTHUX nopTdonunja
HernepTypOoBaHOT (TU1aBU Kpy>Kuhu) U nmeprypboBaHor mpodiemMa (LpHe Tauke) 3a

o =0.01 nocne npumene Anroputma 3.11.

75



5 3ak/pyuyak

MapKoBHUIIOB MOJIENI ONTUMH3AIMje MOpTdonrja ce, YIPKOC CBOM PEBOJYIHOHAPHOM
ycrexy y JIOMEHY TeopHje, MOKa3ao Kao JIONIe YCIOBJhEH MpOOJieM 4YHja MpUMEHa Y
MPaKCH 3aXTeBa HEKa MOoOoJblIama Ja OM pe3ynTaTd OWiIM MPUMEHJBHBH y PEATHOM
UHBECTHPAbY.

Beh cmo ucrakim na 3akjbydMBam€ 3aCHOBAHO CaMO Ha HCTOPUJCKUM TMOJAIMMa O
BperHOCTUMa Jo00apa Huje a00ap MmyT A0 onTUMaiIHOT moprtdosuja. OnruMusanuja
CIpOBE/IeHAa HMCKJbYYMBO HAa OCHOBY HCTOPH]CKMX BPEIHOCTH IOApa3ymMeBa Ja CMO
curypau nga he monamame nobapa y OyayhHocTH moTmyHO OMTHM OmucaHO M J0OPO
NPEJCTaBJbEHO HHMXOBUM MpouumM nepdopmancama. Melhytum, y mnpakcu Takse
NporHO3€ HHUCY Jo0pe. 3a olemHUBame MapaMmerapa MOTpeOHa je BeNMKa KOJIWYHMHA
UCTOPHJCKUX TOJIaTaKa, IITO Mojpa3yMeBa npaheme MoHamama XapTuja 0J] BPeIHOCTH
TOKOM JIyrOr' BPEMEHCKOT IMEepHojia y MPONIUIOCTH, a CAMUM THM C€ CMamyjy IIaHce Ja
CHUTYalllja Ha TPXKUIITY OCTaHE HETIPOMEHH-CHA.

VY HammM eKclepuMEHTHMa KOPHUCTHIIM CMO YympaBo mpouuie neppopmance Eypo-
WHAEKca Ja OucMo JOOWIM ONTUMAIHM MOPTHOINO. YBEACHUM meprypoOarujama
MOJIeIMpalii CMO Majie TIPOMEHE OYEKMBAaHHMX NpuHOca Jnobapa. TakBe mane pasiuke y
OLICHEHOM OYEKHBaWy NMPUHOCA MOTY HACTaTH Kao TMOCHEIHIAa MPHUMEHE Pa3IUuYUTHX
OlLIeHbMBaya IIEHTPAJIHE TeHICHIIM]jE TPUHOCA (TIPOCEYHA BPEIHOCT, MOKPETHU MPOCELH —
Simple Moving Average, Exponential Moving Average,...), To je MOTIYHO y CKJIaay ca
MapKoBUIIOBOM MOJMTUKOM HEMEIIama y U300p OlLieHa MmapaMerapa MoJiena, MOIITO Cy
MPETIOCTaBKe 3a MPUMEHY Mojena a Beh pacrmoiaxemMo J0BOJHHO JOOPUM OlLieHama.

C 003upoM Ha BeJIMKE BPEIHOCTU YCIOBHOI Opoja MaTpulle KoBapujaHce (Y OJHOCY Ha
SYKIHJICKY HOpMY), k(X) =217.5503, 3aksbydyjeMo Ja je ¥ Halll MOJICII JIOIIE YCIOBJbEH.

Hymepuuku pesynraTu Cy ympaBo TO M TMOPTBPIMWJIM — Maje MPOMEHE OYEKHBAHUX
IIPUHOCA JIOBEJIE Cy J0 3HAa4ajHUX MPOMEHA y TeKMHCKUM KOe(UIIMjeHTUMAa ONTHMATHIX
noptdoanja, OIHOCHO, TeHepHucajie cy mnopTdonuje ca ApacTUYHO MPOMEHEHUM
TexxnHama Eypo-unziekca y olHOCY Ha MOJIa3HH, HeepTypOOBaHU MpoOIeM.

VY onemuuma 4.3 u 4.5 MOXXEMO TMPUMETUTH jeJHY TUIUYHY OCOOMHY MapKOBHIIOBE
ONTUMU3AIMjE: YKJbYYHBAKHEM OIpaHUYCHha HEHETaTHBHOCTH TEXKMHA, INTO OJIroBapa
3a0paHu KpaTke IMpojaje, A00HjaMo MOPT(OIMO ca HEKOJMKO Hyja TEeXHUHA, TAuHHU]eE,
HEKU MHJAEKCHU Cy NMOTIYHO MCKJbYYeHM M3 mopTdomnuja. PesynraTu perraBama npodiema
u3 Opnespka 4.5, Koju HAac y MpakCH HAJBUIIE W 3aHUMA, MMOKa3ao je Ja meprypoaruje
TOJINKO MEHajy ONTHUMAJIHHU MOPTQOINO Ja HEKM MHAEKCH OMBajy YKJbYUEHH Yy Hbera,
MaKo Cy y HemnepTypOoBaHOM HOPT(OIMjy MMaje TEKUHY HyJla U OOpaTHO, MHIEKCH
YKJbYYCHH Y HEenepTypOoBaHu MopT¢hoIuo nocie neprypoaiuja 1o0ujajy TeKUHY HyIa.

CBu OBH pe3yiTaTH yKa3yjy Ha TO Ja je MOTpeOHO MPUMEHUTH HEKU MOCTyIakK Koju he na
noOoJsbia nepopMance MojieNa U CMambH BEroBy HectabmiHocT. [Ipumenom Higham-

OBOT' aJiTOpPUTMa HAa MaTpPHUIly KOpeJaluje neprypOooBaHor mpobdiaema MoKyIIaad cMO Ja
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100HMjeMO MaTpUIly ca Mame MpoOJIeMaTHUYHUM KapaKTEPUCTUYHUM BPEAHOCTHMA, IITO
OU CMamUJIO JIOUTY YCIOBJBEHOCT MaTpHIle KoBapujaHce. Haxkanoct, noOujenu pesynraTu
MOKa3aJId Cy MOTIYHY HEOCETJBUBOCT MepTypOanuja Ha edekre MmpuMeHe AJTropUTMA.
Kopekuuje koje je anropuram H3BpIIMO HaJ MEPTypOOBAHOM MAaTPUIIOM KOpenaluje
Oune cy HM3y3eTHO MaJlor pela BeJMYMHE, HEJOBOJbHE J1a HOBOJOOMjeHa MaTpHIa
KOBapHjaHce J0BEJE 70 ONTUMAIHOT MOPT(OIIMja ca pe3yaTaTuMa Mambe OCET/BUBUM Ha
neprypoOalje 0O4eKMBaHOT MPUHOCA.

77



6 JluTeparypa

[1] Bass Richard F.: The Basics of Financial Mathematics, University of Connecticut,
2003.

[2] Brealey Richard A.: Harry M. Markowitz's Contributions to Financial Economics,
Scandinavian Journal of Economics, Vol. 93, pp. 7-17, 1991.

[3] Brodie Joshua, Daubechies Ingrid, De Mol Christine, Giannone Domenico, Loris
Ignace: Sparse and Stable Markowitz Portfolios, PNAS, Vol. 106, No. 30, pp. 12267-
12272, 20009.

[4] Duan Yaoyao Clare: A Multi-objective Approach to Portfolio Optimization, Boston
College, 2007.

[5] Elton Edwin J., Gruber Martin J.: Modern Portfolio Theory, 1950 to Date, NYU
Stern, Department of Finance, Working Paper Series 1998.

[6] Floudas Christodoulos A., Pardalos Panos M.: Encyclopedia of Optimization, Second
Edition, Springer Science+BuisinessMedia, LLC. 2009.

[7] Guigues Vincent: Sensitivity Analysis and Calibration of the Covariance Matrix for
Stable Portfolio Selection, Computational Optimization and Applications, VVol. 48, No. 3,
pp. 553-579, 2009.

[8] Xayuh Omnra: Ooabpane memode meopuje seposammnohe, Yuusep3urer y HoBom
Cany, Unctutyt 3a matematuky, 1990.

[9] Higham Nicholas J.: Computing the Nearest Correlation Matrix — A Problem from
Finance, University of Manchester, 2002.

[10] Horn Roger A., Johnson Charles R.: Matrix Analysis, Cambridge University Press,
1985.

[11] Kaplan Paul D.: Asset Allocation Models Using the Markowitz Approach, Chicago,
1998.

[12] Jlowuap Cama: [yanne mepe pusuxa y onmumuzayuju nopmeponua, IpupomHo-
maTematuuku (akynrer, Hosu Can, 2010.

[13] Luenberger David G.: Investment Science, Oxford University Press, 1998.

78



[14] Luenberger David G.: Optimization by Vector Space Methods, John Wiley and Sons,
Inc., New York, 1969.

[15] Luenberger David G., Ye Yinyu: Linear and Nonlinear Programming, Third
Edition, Springer Science+BuisinessMedia, LLC. 2008.

[16] Mankert Charlotta: The Black-Litterman model, Royal Institute of Technology,
Stockholm, 2006.

[17] Markowitz Harry M.: Portfolio Selection: Efficient Diversification of Investments,
John Wiley and Sons, Inc. New York, 1959.

[18] Michaud Richard O.: The Markowitz optimization Enigma: Is *““Optimized”
Optimal? Financial Analysts Journal, 1989.

[19] Michaud Richard O., Michaud Robert O.: Efficient Asset Management: A Practical
Guide to Stock Portfolio Optimization and Asset Allocation, Second Edition, Oxford
University Press, 2008.

[20] Mozafari Marzieh, Tafazzoli Sajedeh, Jolai Fariborz: A New IPSO-SA Approach for
Cardinality Constrained Portfolio Optimization, International Journal of Industry
Engeneering Computations, 2011.

[21] Nocedal Jorge, Wright Stephen J.: Numerical Optimization, Springer Series in
Operations Research, Springer-Verlag New York, Inc. 1999.

[22] Rockafellar R. Tyrrell: Convex Analysis, Princeton University Press, 1970.

[23] Steinbach Marc C.: Markowitz Revisited: Mean-Variance Models in Financial
Portfolio Analysis, SIAM Review, Vol. 34, 2001.

[24] CrojakoBuh 3opan, Xepuer J[parocnas: Jlumeapna ancebpa u anaiumuyka
eceomempuja, llpuponno-marematuuku axynrer, Hou Caz, 2005.

[25] Trefethen Lloyd N., Bau David I11: Numerical Linear Algebra, Society for Industrial
and Applied Mathematics, 1997.

[26] Welsch Roy E., Zhou Xinfeng: Application of Robust Statistics to Asset Allocation
models, REVSTAT - Statistical Journal, VVol. 5 No. 1, pp. 97-114, 2007.

79



buorpadmuja

Ceernana MunoBanoBuh pohena je 25.11.1979.
roaune y HoBom Cany. OcHoBHY 1ikodny ,,CBeTo3ap
Mapkosuh Toza“ y HoBom Cany 3aBpmuna je 1994.
roauHe kKao Hocwial guruiome ,.Byk Credanosuh
Kapayuh. I'mmuasujy ,JoBan JoBanoBuh 3maj“,
MIPUPOJTHO-MATEMATUYKU cMep, 3aBpirmia je 1998.
ronuHe 'y HoBom Canmy, Takohe kao Hocuiail
Bykose guruiome.

Hcte roqune ynucana je [IpupoaHo-marematruku pakynrer y HoBom Cany, Jlemaprman
3a MaTeMaTuky 1 uHpopMaTuky, a 2003. roquHe TUIIOMHpAIA je ca IPOCECYHOM OLEHOM
9.54 u crexna 3Bame Juminomupanu maremaruuap. Ox 2009. rogune moxaha macrep
cTynuje Ha ucToM (akyarery, cmep JumioMupaHu MaTeMaTHyap—macrep, MOyl
duHaHCHjCKa MAaTEeMaTHKA.

Cranao je 3amocnena y JII ,Kenesnune Cp6uje” on 2003. romuue. TpeHyTHO je
aHTa)KOBaHA Ha pagHOM MecTy PykoBommian mpojekra y Cekropy 3a MHpOpMaIHoHe
cucreMe U HHPOPMATUUYKE TEXHOJIOTH]E.

80



UNIVERZITET U NOVOM SADU
PRIRODNO - MATEMATICKI FAKULTET
KLJUCNA DOKUMENTACIJSKA INFORMACIJA

Redni broj:

RBR

Identifikacioni broj:

IBR

Tip dokumentacije: Monografska dokumentacija
TD

Tip zapisa: Tekstualni Stampani materijal
TZ

Vrsta rada: Master teza

VR

Autor: Svetlana Milovanovic¢

AU

Mentor: Dr Natasa Krejic¢

MN

Naslov rada: Stabilnost matrice kovarijanse i problem optimizacije portfolija
NR

Jezik publikacije: Srpski (¢irilica)

JP

Jezik izvoda: s/e

Ji

Zemlja publikovanja: Republika Srbija

ZP

Uze geografsko podrucje: Vojvodina

UGP

Godina: 2011.

GO

Izdavac: Autorski reprint

1z

Mesto i adresa: Prirodno-matematicki fakultet, Departman za matematiku i informatiku,
Trg Dositeja Obradovica 4, 21000 Novi Sad

MA

Fizicki opis: 6 poglavlja / 84 strane / 26 lit. citata / 16 slika / 11 tabela

FO

Naucna oblast: Matematika

NO

Naucna disciplina: Numericka optimizacija

ND

Kljuéne reci: Markovicov model, optimizacija portfolija, matrica kovarijanse, stabilnost
modela, perturbacije, najbliza matrica korelacije

PO UDK

81



Cuva se: U biblioteci Departmana za matematiku i informatiku Prirodno-matematickog
fakulteta u Novom Sadu

CU

Izvod: U radu je posmatran Markovicov model ocekivani prinos - varijansa i njegova
osetljivost na perturbacije ocekivanog prinosa. Izveden je stabilizacioni algoritam za
odredivanje najblize matrice korelacije i implementiran je u programskom okruzenju
MATLAB. Numerickim primerima predstavljeni su uticaj pertubacija na rezultat
optimizacione procedura i uticaj stabilizacionog algoritma na efekte perturbacija u
optimalnom portfoliju.

1z

Datum prihvatanja teme od strane NN vec¢a: 13.06.2011.

DP

Datum odbrane:

DO

Clanovi komisije:

KO

Predsednik: Dr Zorana Luzanin, redovni profesor PMF-a u Novom Sadu

Clan: Dr Natasa Kreji¢, redovni profesor PMF-a u Novom Sadu, mentor

Clan: Dr Sanja Rapajié, vanredni profesor PMF-a u Novom Sadu

82



UNIVERSITY OF NOVI SAD
FACULTY OF SCIENCE

KEY WORDS DOCUMENTATION
Accession number:

ANO

Identification number:

INO

Document type: Monograph type
DT

Type of record: Printed text
TR

Contents code: Master thesis
CcC

Author: Svetlana Milovanovié
AU

Mentor: Natasa Kreji¢, PhD
MN

Title: Covariance Matrix Stability and Portfolio Optimization Problem
Xl
Language of text: Serbian (Cyrillic)

LT

Language of abstract: s/e

LA

Country of publication: Republic of Serbia
CP

Locality of publication: Vojvodina

UGP

Publication year: 2011

PY

Publisher: Author's reprint

PU

Publ. place: Trg Dositeja Obradoviéa 4, 21000 Novi Sad
PP

Physical description: 6 chapters/ 84 pages/ 26 references/ 16 pictures/ 11 tables
PD

Scientific field: Mathematics

SF

Scientific discipline: Numerical Optimization

SD

Key words: Markowitz Model, Portfolio Optimization, Covariance Matrix, Model
Stability, Perturbations, the Nearest Correlation Matrix

KW

Holding data: Department of Mathematics and Informatics’ Library, Faculty of Sciences
and Mathematics, University of Novi Sad

HD

83



Abstract: This paper deals with Markowitz' mean-variance model and its sensitivity to
perturbations in expected return. Stabilization algorithm for computing the nearest
correlation matrix is derived and implemented using MATLAB software package.
Numerical examples represent influence of perturbations on results of the optimization
procedure and influence of stabilization algorithm on effects of perturbations in the
optimal portfolio.

AB

Accepted by the Scientific Board on: 13 June 2011

Defended:

Thesis defend board:

DB

President: Zorana Luzanin, PhD, Full Professor, Faculty of Sciences and Mathematics,
University of Novi Sad

Member: Natasa Kreji¢, PhD, Full Professor, Faculty of Sciences and Mathematics,
University of Novi Sad, advisor

Member: Sanja Rapaji¢, PhD, Associate Professor, Faculty of Sciences and Mathematics,
University of Novi Sad

84



	УНИВЕРЗИТЕТ У НОВОМ САДУ
	Садржај
	4   Нумерички резултати

