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Glava 1

Uvod

U ekonomiji, inzenjerstvu, industriji, cak i prirodi, javljaju se problemi
optimizacije kao $to su minimiziranje troskova, maksimiziranje produktiv-
nosti, minimizacija energije. Na finansijskom trzistu postoji potreba za re-
Savanjem problema optimalnog ulaganja u odabrana dobra pod odredenim
rizikom. Moguca ulaganja ¢ine portfolio, pa se, u stvari, treba resiti problem
optimizacije portfolia koji uklju¢uje meru rizika ulaganja. Na ovaj nacin se
izbegava suvisSan rizik, ali se ne zanemaruje zelja za predvidenim prinosom.
Prilikom ulaganja u odredeni portfolio nisu poznati podaci o prinosu koji
¢e doneti taj portfolio, pa pri svakom ulaganju postoji rizik. Rizik se moze
proceniti koristeci razlicite mere rizika. Prve ideje za procenjivanje rizika
portfolia poticu od autora rada Markowitz [32] koji je merio rizik sa varijan-
som prinosa. Kasnije su se pojavile i VaR (Value at Risk), CVaR (Conditional
Value at Risk) i ES (Expected Shortfall) mere rizika. Istrazivanja o CVaR
meri rizika se mogu naéi u radovima Rockafellar i Uryasev [42], Rockafel-
lar i Uryasev [43], Kibzun i Kuznetsov [25], Krokhmal et al. [28], dok se u
radovima Acerbi et al. [1], Acerbi i Tasche [2] mogu nadi istrazivanja o ES
meri rizika.

Istrazivanje u okviru ovog rada je posveceno ispitivanju problema optimi-
zacije portfolia u kojem se rizik meri sa VaR merom rizika. VaR predstavlja
najveéi gubitak portfolia koji moze da se ocekuje u posmatranom periodu
sa datim nivoom poverenja. VaR je 1995. godine postao zvani¢na mera ri-
zika u finansijskoj industriji (Jorion [23]). Razmatranja o VaR meri rizika
pod uslovom da elementi portfolia imaju normalnu raspodelu mogu se nac¢i u
radovima Jorion [23], Duffie i Pan [15], Gourieroux et al. [22], Risk Metrics™
[40]. Osobine VaR mere rizika su razmatrane u radovima Artzner et al. [8],
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Embrechts et al. [16], Embrechts et al. [17], Mausser i Rosen [33], Pflug [38],
Rockafellar [41], Uryasev [44].

Cilj investitora je da Sto vise zaradi i da rizik pri ulaganju bude Sto
manji. Odgovor na zZelje investitora je VaR optimalan portfolio koji je resenje
problema minimiziranja VaR mere rizika sa ograni¢enjem koje obezbeduje
da se dostigne unapred definisan prinos. Istrazivanja o optimizaciji portfolia
koriste¢i VaR meru rizika se mogu naéi u radovima Chabaane et al. [13],
Gaivoronski i Pflug [19], Gaivoronski i Pflug [20], Gaivoronski i Pflug [21],
Larsen et al. [30], Pang i Leyffer [36].

Posto u opstem slucaju VaR mera rizika nije konveksna, navedeni problem
nije konveksan problem. Kako VaR mera rizika nije glatka funkcija, funkcija
cilja u problemu optimizacije portfolia koriste¢i VaR meru rizika nije difer-
encijabilna. U radu Gaivoronski i Pflug [21] je ovaj problem resen transfor-
misanjem VaR mere rizika u glatku funkciju uvodeéi parametar glacanja, sto
problem optimizacije koji nije gladak svodi na niz glatkih problema. Trans-
formacija se vrsi linearnom kombinacijom funkcija, koje odreduju funkciju
cilja, gde u koeficijentima linearne kombinacije figurise kubni splajn.

Problem optimizacije portfolia sa VaR merom rizika se moze svesti na
problem sa uredenim funkcijskim vrednostima, takozvani OVO problem. U
pitanju je problem minimizacije funkcije sa realnim vrednostima koja je defi-
nisana preko odredenog broja drugih funkcija. Te funkcije su, takode funkcije
sa realnim vrednostima, i one su uredene po veli¢ini. Funkcija ¢iji minimum
se trazi je definisana kao funkcija koja se nalazi na fiksiranom mestu u poretku
pomenutih funkcija. U radovima Andreani et al. [5], Andreani et al. [6] i
Andreani et al. [7] su prikazane osobine OVO problema, kao i postupci nji-
hovog resavanja. Znaci, problem optimizacije portfolia sa VaR merom rizika
se moze reSavati metodama za resavanje OVO problema.

Pri svakoj promeni portfolia postoje troskovi koji nastaju usled prodaje
ili kupovine delova portfolia. Troskovi se dele na fiksne troskove i troskove
privremenog i trajnog impakta. U radovima Almgren [3]|, Almgren i Chriss
[4], Kissell [26] i Lobo et al. [31] se mogu naéi osobine troskova transak-
cija portfolia. Prilikom trgovanja portfoliom znacajna je i strategija trgo-
vanja. Istrazivanja strategija trgovanja se mogu naci u radovima Almgren i
Chriss [4], Bertsimas i Lo [9], Butenko et al. [12], Krokhmal i Uryasev [29].
Ukljucivanjem funkcije troskova u VaR optimalni portfolio, dobija se problem
minimizacije VaR mere rizika, pri ¢emu se zahteva da u predvidenom peri-
odu novi portfolio donese oc¢ekivani prinos vedi ili jednak unapred fiksiranom
prinosu. U radu Danfelsson et al. [14] su analizirani problemi optimizacije
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portfolia sa ograni¢enjima na VaR meru rizika, pri ¢emu troskovi transakcija
nisu zanemareni. Razli¢iti na¢ini izbora optimalnog portfolia, uzimajuéi u
obzir troskove transakcija, se mogu naéi u radovima Best i Hlouskova [10],
Brandt i Santa-Clara [11], Mansini i Speranza [34] i Potaptchik et al. [39].

Ovaj rad je organizovan na slede¢i nac¢in. U narednom poglavlju rada
se uvodi pojam VaR mera rizika portfolia, koriste¢i informacije o prinosu,
odnosno gubitku portfolia. Zatim se proucavaju osobine VaR mere rizika,
kao i osobine problema optimizacije portfolia u kojima se rizik meri VaR
merom rizika.

Trece poglavlje rada je posveéeno problemima sa uredenim funkcijskim
vrednostima. Razmotrene su osobine OVO problema i metode njihovog re-
Savanja, s posebnim osvrtom na primarnu Kosijevu metodu koja se moze
primeniti na reSavanje problema optimizacije portfolia sa VaR merom rizika.

U cetvrtom poglavlju je prikazan SVaR optimalan portfolio, koji je resenje
transformisanog problema optimizacije portolia u kojem se rizik meri VaR
merom rizika, predlozen od strane Gaivoronskog i Pfluga (rad [21]). Pokazali
smo da niz SVaR optimalnih portfolia, dobijenih pustanjem parametra gla-
canja da teze ka nuli, tezi ka VaR optimalnom portfoliu, Kreji¢ et al. [27].
Uporedili smo VaR optimalan portfolio dobijen postupkom za resavanje OVO
problema sa SVaR optimalnim portfoliom dobijenim pusStanjem parametra
glacanja u nulu.

U petom poglavlju rada su razmotrene vrste troskova transakcija pri
promeni portfolia. Posmatran je uticaj promene veli¢ine fiksnih troskova
u odnosu na veli¢inu troskova impakta prouzrokovanih promenom portfolia
sa pocetnog portfolia na VaR optimalan portfolio.

Numericki rezultati dobijeni resavanjem problema optimalnog VaR port-
folia za razlicite modele troskova transakcija su prikazani u Sestom poglavlju
i uradu Krejié et al. [27]. Za primere su koristene akcije sa Londonske berze i
pokazalo se da se VaR optimalan portfolio dobijen zanemarivanjem troskova
transakcija znacajno razlikuje od VaR optimalanog portfolia dobijenog uzi-
manjem u obzir troskove transakcija.
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1.1 Lista oznaka

N

V4

R

0

#S

S = Q\ S
{ai}iEN
r=(x1,...,2,)
T

z <y

e=(1,1,...,1)
-1

IS

B(z,0)

P(u) = P(U = u)
PU <)

skup prirodnih brojeva

skup celih brojeva

skup realnih brojeva

prazan skup

kardinalni broj skupa S

komplement skupa S u odnosu na osnovni skup {2
niz elemenata a, as, ...

vektor kolone duzine n

1-ti element vektora x

elementi vektora z € R™ su manji od odgovarajuc¢ih
elemenata vektoray € R", x; <y, 1 =1,...,n

Buklidska norma

p-norma za p = 00

d okolina tacke z, ||z — Z|| < 0 za svako = € B(Z, )
verovatnoca slucajne promenljive U u u

verovatnoca da sluc¢ajna promenljiva U uzima vrednost

%unkcija raspodele slucajne promenljive U

normalna raspodela sa ocekivanjem p i standardnim
odstupanjem o

funkcija raspodele slu¢ajne promenljive sa normalnom
raspodelom N(0, 1)

matematicko ocekivanje slucajne promenljive U
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1.2 Pregled definicija i teorema
Definicija 1.1 Funkcija P : A — |[0,1] za koju vaZi da je
1. P(S) =1, gde je S skup mogucih ishoda;
2. P(A) >0 za svaki slucajan dogadaj A € A;
3. P (U Ai> = ZP(Ai) za dogadaje A; € A, 1 =1,2,...,n,... takve
i=1

i=1

da je A; N A; za svako i # 5, 1,7 =1,2,...,n,...

je funkcija verovatnoce, a P(A) je verovatnoca slucajnog dogadaja A.

Definicija 1.2 Neka je A podskup partitivnog skupa skupa 2. Skup A je
o-algebra nad €2 ako su zadovoljeni uslovi

1. Qe A,

2. ako S € A, tada i S € A,

3. ako je {S;}ien C A, tada U S; € A.

i=1

Definicija 1.3 Neka je S skup mogucih ishoda, skup dogadaja A o-algebra
dogadaja nad S i P funkcija verovatnoée. Uredena trojka (S, A, P) je prostor
verovatnoce.

Definicija 1.4 Slucajna promenljiva U nad prostorom verovatnoce (S, A, P)
je funkcija U : S — R za koju vazi da je za svako u € R

{s| U(s) <u} e A

Definicija 1.5 Funkcija raspodele slucajne promenljive U nad prostorom
verovatnoce (S, A, P), u oznaci Fy, je preslikavanje skupa R u skup [0, 1]
definisano sa

Fy(u) = P(U < u).
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Definicija 1.6 Neka su Uy @ Uy slucajne promenljive nad prostorom vero-
vatnocée (S, A, P) i neka su o1 i 05 njihova standardna odstupanja. Koeficijent
korelacije Uyt Uy je

. E(U,Uy) — E(Uy)E(Us)

Definicija 1.7 Normalna raspodela N (11, 0?) sa ocekivanjem u € R i stan-
dardnim odstupanjem o > 0 je odredena sa gustinom raspodele

(@) = e amm?/(2e?)

B oV 2T

gde je x € R.



Glava 2

VaR mera rizika

Problem izbora optimalnog portfolia investicija* je jedan od najvaznijih
problema u finansijama. Informacije o budué¢em prinosu portfolia nisu po-
znate u trenutku donosenja odluke, pa svaka odluka nosi odreden rizik. Rizik
se moze proceniti koristeci razlicite mere rizika. Sredinom dvadesetog veka,
pocevsi od Markowitza, javila se ideja da varijansa prinosa bude mera ri-
zika. Proteklih dvadesetak godina se analiziraju mere rizika kao sto su VaR
i CVaR. Istrazivanja o njima se mogu naci, na primer, u radovima: Artzner
et al. [8], Jorion [23], Kibzun i Kuznetsov [25], Pflug [38], Rockafellar [41],
Rockafellar i Uryasev [42], Rockafellar i Uryasev [43].

U ovom poglavlju navodimo osobine VaR mere rizika, kao $to su pozi-
tivna homogenost i monotonost. Vide¢emo da u opsStem slucaju ne vaze
subaditivnost i konveksnost, ali da postoje uslovi pod kojima oni vaze. Raz-
motri¢emo i ulogu VaR mere rizika u optimizaciji portfolia, koristeéi istorij-
ske ili simulirane podatke o prinosu portfolia. U radu Gaivoronski i Pflug
[19] je posmatran problem maksimiziranja prinosa sa ograni¢enjima na VaR,
medutim mogu¢ je i drugi pristup — minimiziranje VaR mere rizika sa ogra-
nicenjima na prinos portfolia, koji prikazujemo u ovom poglavlju.

*Pod investicijom podrazumevamo ulaganja bilo koje vrste. Tako investicija moze biti
kupovina ili prodaja hartije od vrednosti, sklapanje polise osiguranja, kreditiranje, i tako
dalje. Ukupna ulaganja nazivamo portfoliom.

9
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2.1 Osobine VaR mere rizika

Vrednost pod rizikom (Value at Risk), skraceno VaR, je mera rizi¢nosti
investicije na finansijskom trzistu. U pitanju je najveéi gubitak koji moze da
se ocekuje u datom vremenskom intervalu sa datim nivoom poverenja.

Posmatrajmo investiciju koja ¢e se realizovati u datom vremenskom peri-
odu. Oznacimo prinos investicije nakon posmatranog perioda sa W. Veli¢ina
—W je gubitak investicije, oznacimo je sa Y. U momentu odredivanja veli¢ine
investicije nije poznat njen prinos, pa ga tretiramo kao slucajnu promenljivu.
To znaci da su prinos investicije W i gubitak investicije Y slu¢ajne promen-
ljive.

VaR se moze posmatrati sa dve tacke gledista, posmatrajuéi prinos ili
posmatrajuci gubitak investicije. Definisana preko gubitka investicije, VaR
mera rizika investicije na nivou poverenja «, gde a € (0, 1), je definisana sa
a-kvantilom gubitka investicije Y.

Definicija 2.1 VaR mera rizika, definisana preko gubitka investicije, je
VaR,(Y) = Q.(Y)=inf{y e R | P(Y <y) > a}.

Znaci, VaR je gubitak investicije koji nece biti prevaziden u a-100% slucajeva.
U radovima: [25], [38], [41], [42], [43] je koristena ova definicija. Da bismo
naveli definiciju VaR mere rizika koristec¢i prinos investicije, potreban nam je
pojam gornjeg a-kvantila slucajne promenljive U koji je definisan sa

QIU) :=sup{fu e R | P(U <u) < a}.
Definicija 2.2 VaR mera rizika, definisana preko prinosa investicije, je

VaR (W) :=Q ,W)=supfw e R | PW <w)<1-a}l.

-«

Ovo znaci da je VaR prinos investicije koji ¢ée biti prevaziden u « - 100%
slucajeva. U obe definicije, najces¢e vrednosti za o su 0.9, 0.95 i 0.99.

VaR mera rizika primenjena na normalnu sluc¢ajnu promenljivu A (0, 1) je
ilustrovana na slici 2.1. Na levom grafiku je koristena prva definicija na nivou
poverenja 90%, a na desnom druga sa pragom znacajnosti od 10%. Na slici
2.2 je prikazan VaR primenjen na diskretnu sluc¢ajnu promenljivu gubitka sa
raspodelom

v.( 3 2 -1 0o 1 2 3
"\ 2/15 1/5 2/15 2/15 1/5 2/15 1/15 )°
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odnosno slucajnu promenljivu prinosa sa raspodelom

w.( 3 -2 -1 0 1 2 3
"\ 1/15 2/15 1/5 2/15 2/15 1/5 2/15 )

Na obe slike je crvenom bojom oznacena povrSina koja odgovara velicini
nivoa na kojem se odreduje VaR.

U slucaju kada se VaR definise preko gubitka, pozitivne vrednosti predsta-
vljaju gubitak, dok negativne prinos. Kada se VaR odreduje preko prinosa,
pozitivne vrednosti predstavljaju prinos, a negativne gubitak.

¢(x) $(x)

VaRj, = —1.2816 X — prinos

VaRgo = 1.2816

-1.2816

Slika 2.1: VaR definisan kao gubitak i kao prinos za normalnu slu¢ajnu pro-
menljivu N (0, 1) sa funkcijom gustine ¢

p(x) p(x)
VaRgg =2 X — gubitak VaR}, = -2 X — prinos
0.20 0.20
0.13 0.13
‘ 0.067 | I ‘ 0.067 ‘
: ’ X ' ' X
-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3

Slika 2.2: VaR definisan kao gubitak i kao prinos na diskretnoj slu¢ajnoj
promenljivoj

U slede¢oj teoremi pokazujemo da je

suplw e R | PW <w)<l—a}=inf{fwe R | PW <w) >1-—a},

Sto znaci da su Gaivoronski i Pflug, u radu [21], koristili Q7 (W) u definiciji
VaR mere rizika. Preciznije receno, koristili su definiciju

VaR(W) = E(W) — Q{_,(W),
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gde je sa E(W) oznagen ocekivani prinos slucajne promenljive W. Pod pret-
postavkom da se posmatraju razumne investicije — manje rizicna investicija
ne donosi veci prinos od viSe rizi¢ne investicije — ako je posmatrani period
kratak (nekoliko dana), tada je F(W) & 0. Znaci, (W) se moze zanemariti,
kao sto je to ucinjeno u vecini radova.

Teorema 2.3 (Johri [24]) Za slucajnu promenljivu W vaZi da je
sup{w e R | PW <w) <a}=inf{w e R | P(W <w) > a}.
Dokaz. Radi kraceg zapisa, uvedimo oznake

w, =inf{w e R | PW <w) > a}

w* =sup{w € R | P(W < w) < a}.
Posebno razmotrimo slucaj kada je W sluc¢ajna promenljiva neprekidnog tipa

i kada je diskretnog tipa.

1° Slu¢ajna promenljiva W je neprekidna. To znaci da je P(W = w*) = 0,
odnosno da je

w* =sup{w € R | P(W <w) < a}.
Pretpostavimo suprotno, da je w, # w*.

1. Ako je w, < w*, onda postoji w € R takvo da je w, < w < w*.
Kako je w, < w, P(W <w) > a. Iz nejednakosti w < w* imamo
da je P(W < w) < a. Znac¢i, « > P(W < w) > «, odakle je
a > «, Sto je kontradikcija.

2. Ako je w, > w*, tada postoji w € R takvo da je w, > w > w*.
Iz nejednakosti w, > w dobijamo da je P(W < w) < a. Na
osnovu nejednakosti w > w* imamo da je P(W < w) > «. Znadi,
a> P(W <w) > a, paje a> a, §to je kontradikcija.

2° Slucajna promenljiva W je diskretna. Neka je njena raspodela

W:(wl wm)7
pr - DPm
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pri cemu je wy; < wy < --- < w,,. Funkcija raspodele je prikazana u
tabeli
w w1 Wa W3 c. Wy e W,
2
PW <w) | pi |pr+pe|pi+ptps| .| D> pi|-..| 1
llci:; m—1
PW <w)| 0 D1 P1+ P2 Zpi sz'
i=1 i=1

Pretpostavimo suprotno, da je w, # w*.
1. Ako je w, < w*, tada je
Wy =W 1 W = Wy,

gdejek=1,...,m—1,j > 1. Posto je P(W < wy) > a,

k
> pi>a (2.1)
=1

Iz PW < wgy;) < asledi da je

k4j—1

Y pm<a (2.2)
i=1
Koriste¢i nejednakosti (2.1) i (2.2) dobijamo da je
k-

1 k j—1 j—1
o> Z pi = sz' + Zpk+i > a4+ Zpk+z',
i—1 i=1 i=1

=1

odnosno
j—1
0> ZPkﬂu
i=1
j—1
Medutim zbir Z Pr+i je nenegativan jer je u pitanju verovatnoca,
i=1

Sto znaci da smo dosli do kontradikcije.
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2. Ako je w, > w*, tada je
Wy = Weyj 1 W = wy,
pri cemu je k = 1,...,m — 1, j > 1. Posto je wi4; najmanja

vrednost medu wy, wa, . .., wy, za koju vazi P(W < wy4;) > «, za
Witj—1 vazi P(W < wyy;-1) < «, odnosno

ktj—1
Y p<a (2.3)
i=1
Analogno, wy je najvec¢a vrednost medu wiy,ws, ..., w,, za koju
vazi P(W < wy) < «, pa za wiyq vazi P(W < wiyq) > a,

odnosno i
> pi>a (2.4)
i=1

Nejednakosti (2.3) i (2.4) su redom jednake nejednakostima (2.2)
i(2.1), sto znaci da i u ovom slucaju imamo kontradikeiju.

Zmaci, dobili smo da i za neprekidnu i za diskretnu slucajnu promenljivu W
vazi da je sup{w e R | P(W <w) <a} =inf{lw e R | P(W <w) > a}. O

U slede¢oj teoremi navodimo vezu izmedu gornje dve definicije VaR mere
rizika.

Teorema 2.4 ([38]) Neka su W i Y redom slucajne promenljive prinosa i
gubitka investicije. Vazi da je VaR,(Y) = —VaR]_,(W).

Dokaz.

VaR,(Y)=Q.(Y) = inf{ye R | P(Y <y) >a} =
= inflye R | P(-Y > —y) > a} =
= inflyeR|1-P(-Y <—y)>a}=
= inflyeR|P(-Y <—y)<l—a}=
= —sup{-yeR|P(-Y <—y)<1l—-a}=
= —sup{weR|P(-Y <w)<1—a}=
= T, =Y)==VaR (W) O

T Wl
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Osobine VaR mere rizika su razmatrane u radovima: [8], [16], [25], [38].
Za navodenje osobine monotonosti potreban je pojam stohasticka dominan-
tnost prvog reda (stochastic dominance of order 1). Slu¢ajna promenljiva Y
stohasticki dominira nad slucajnom promenljivom X, u oznaci X <gp; Y,
ako i samo ako je Fx(z) > Fy(z) za svako z € R.

Teorema 2.5 ([38]) Za VaR meru rizika vaZe sledece osobine:

1. invarijantnost na translaciju, VaR.(Y + ¢) = VaR,(Y) + ¢, gde je ¢
proizvolyna konstanta;

2. pozitivna homogenost, VaR,(cY) = c-VaR,(Y), gde je ¢ > 0;
3. monotonost, ako je X <gp1 Y, tada je VaR,(X) < VaR,(Y).
Dokaz.

1. Neka je ¢ proizvoljna konstanta.

VaR,(Y)4+c¢ = inf{fye R|PY <y)>a}+c=
= inf{ly+ceR|PY <y)>a}=
= infly+ceR|PY +c<y+c)>a}=
= infflue R| PY+c<u)>a}l=VaR,(Y +c¢)

2. Neka je ¢ pozitivna konstanta.

c-VaR,(Y) = c-inf{lye R | P(Y <y)>a}=

= inf{eye R| P(Y <y) >a}=

= inf{ey e R| P(cY <cy) > a} =
= inf{lu e R| P(cY <u) > a}=VaR,(cY)

3. Kako je X <gp() Y, imamo da je
P(X <z)> P(Y <z)zasvako z € R.

Neka je zy = VaR,(X) i yy = VaR,(Y). Pretpostavimo suprotno,
da je zyv > yy. Posto je xy najmanja vrednost za koju vazi da je
P(X <uzy) > «, za yy vazi

P(X <yy) < a.
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Koristeci da je
P(Y < yV) > &,
dobijamo
a>PX <yy)>PY <yy) >a.

Odavde je o > a, ¢ime smo dosli do kontradikcije. [

Mera rizika je subaditivna ako je zbir rizika dve investicije vedi ili jednak
riziku portfolia dobijenog spajanjem tih investicija. Sledeé¢i primer potvrduje
da VaR nije subaditivna mera rizika, odnosno da se spajanjem dve investicije
u jedan portfolio moze dobiti portfolio ¢iji je VaR veéi od zbira VaR mere
rizika pojedinacnih investicija.

Primer 2.1 Posmatrajmo investiciju x1 koja predstavija ulaganje u akciju
Ay 1 investiciju xo koja predstavlja ulaganje u akciju As. Neka su raspodele

gubitka investicija x1 i To

0 2 | -1 1
Y1'<098 0.02> ' Y2'<0.96 o.o4>’

respektivno. 95% VaR mera rizika investicije xq je
VaR95(Y1) = 0,

a 1nvesticije xo
VCLRO.95<Y'2) = —1.

Posmatrajmo sada portfolio x sa 50% akcija Ay i 50% akcija Az, odnosno
x = (0.5,0.5). Raspodela gubitka portfolia x je

v. 270, -1) 27(0,1) 2T(2,-1) zT(2,1)
"\ 09408  0.0392  0.0192  0.0008 )
pa je
VaRyes(Y) = (0.5,0.5)7(0,1) = 0.5.

Dobili smo da je
VCLRO.95()/1> + VGRO.95(}/2) =-1<0.5= V(IR(].%(Y),

sto znaci da ne vazi subaditivnost za VaR meru rizika. Vidimo da sa sigur-
noséu od 95% znamo da investicije x1 i xo nece imati gubitka, dok portfolio
xr moze imati gubitak do velicine 0.5. Znaci spajanjem investicija x1 1t To U
jedan portfolio, dobija se porfolio koji je rizicniji od investicija pojedinacno.
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Mera rizika koja je pozitivno homogena i subaditivna je konveksna. Posto,
u opstem slucaju, za VaR ne vazi subaditivnost, VaR nije konveksna mera ri-
zika. Medutim, sledeca teorema pokazuje da ako slucajne promenljive imaju
normalnu raspodelu, VaR mera rizika je subaditivna, pa samim tim i kon-
veksna.

U radu [16] je pokazano da je VaR mera rizika slu¢ajne promenljive YV

koja ima normalnu raspodelu sa ocekivanjem puy i varijansom o2

VaR,(Y) = py + 0y Qu(®),

gde je @ funkcija raspodele slu¢ajne promenljive sa normalnom raspodelom

N(0,1).

Teorema 2.6 ([16]) Neka su Yy i Y sluéajne promenljive sa normalnom
raspodelom N (py,0%) i N'(us, 03), respektivno. Tada je za o > 0.5

VaR, (i + Ya) < VaR (V1) + VaR,(Ya).
Dokaz. Y] + Y, je slucajan vektor sa normalnom raspodelom
N (ul + M2, O'% + 2p0'10'2 + O';) s

gde je p koeficijent korelacije Y] 1 Ys. Za koeficijent korelacije vazi da je
p < 1, paje 02 + 2po109 + 05 < (01 + 09). Posto je Qu(®) > 0 za svako
a > 0.5, dobijamo da je

VaRa(Y) = 1 + o +1/0? + 200105 + 03 - Qu(®) <
< g+ po 4 (01 + 02) - Qu(P) = VaR, (Y1) + VaR,(Ya),

Sto smo 1 hteli dokazati. O

Uslov a > 0.5 ne predstavlja restrikciju u realnim problemima jer se za
vrednosti za « uzimaju brojevi koji su blizu jedinici.
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2.2 VaR u optimizaciji portfolia

Prillikom ulaganja u portfolio cilj je da se postigne sto veca dobit, ali
i da se rizik svede na minimum. Znaci, problem optimalnog ulaganja se
moze formulisati kao problem minimiziranja mere rizika sa ogranicenjem koje
obezbeduje da se postigne predvidena dobit.

Posmatrajmo portfolio x koji se sastoji od n dobara. Procenat zastu-
pljenosti i-tog dobra u portfoliu oznac¢imo sa x;, za ¢+ = 1,...,n. Znadci,
portfolio je = (x1,...,x,) 1 za njega vazi da je

n
5 T; = 2Te=1.
i=1

Pretpostavljamo da je kratka prodaja zabranjena, odnosno da se prodaje

samo ona koli¢ina dobra koja se poseduje, pa je x; > 0,1 =1,...,n.
Neka je &,7=1,...,n prinos i-tog dobra u portfoliu za odredeni period,
odnosno £ = (&1,...,&,) je vektor prinosa portfolia. Prinos portfolia nakon

posmatranog perioda trgovanja je
W(z) = z'¢.

Posto velicina —¢&;, 1 = 1,...,n predstavlja gubitak i-tog dobra u portfoliu,
gubitak portfolia je
Y(z) = —2"¢ = -W(ax).

Neka je sa E (W) obelezen ocekivani prinos portfolia, a sa u zeljeni prinos.
Za ocekivanje slucajne promenljive W vazi da je

BE(W) = E(z"¢) = 2" E(9).

Problem optimizacije portfolia  primenom VaR mere rizika definisane preko
gubitka portfolia ima oblik

min VaR,(Y)
2"E() > p (2.5)

zle=1

z > 0.

Resenje problema (2.5) je portfolio sa najmanjom VaR merom rizika nivoa
a, za koji je ocekivani prinos bar .
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Kada se VaR mera rizika definise preko prinosa portfolia, problem opti-
mizacije portfolia x postaje problem maksimiziranja

max VaRf (W)

2TE(€) > (2.6)
le=1

xz > 0.

Na osnovu teoreme 2.6, ako slu¢ajna promenljiva Y ima normalnu raspo-
delu, tada je problem optimizacije sa VaR merom rizika konveksan problem.
Medutim, u opstem slucaju VaR problem optimizacije nije konveksan pro-
blem.

Za reSavanje problema optimizacije, potrebna je informacija o raspodeli
slucajne promenljive gubitka portfolia (ili prinosa portfolia). Slu¢ajna pro-
menljiva gubitka (odnosno prinosa) portfolia moze biti zadata raspodelom
za koju su poznati parametri. U tom sluc¢aju se najcesée koristi normalna
raspodela. Druga mogucénost je da se raspodela odredi na osnovu uzorka koji
¢ine istorijski podaci.

Neka je sa min®{uy, ..., u,,} oznacen element skupa {ui,...,u,} koji je
k-ti po veli¢ini. Ako su realne vrednosti uq, ..., u,, poredane po veli¢ini tako
daje uy < -+ < uyy, tada je

min®{uy, ..., upn} = up,

amin'{uy, ..., Uy} imin™{us, ..., u,} dajunajmanjiinajveéi element skupa
{uy, ..., un}. Razmotrimo vezu izmedu ove oznake i empirijskog a-kvantila
uzorka, kao i empirijskog gornjeg a-kvantila uzorka.

Posmatrajmo uzorak {ui,...,u,} sa elementima poredanim po veli¢ini,
u; < --+ < uy,. Uzorak mozemo zapisati u obliku slu¢ajne promenljive U,
uzimajuéi da svaki element ima verovatnoéu 1/m. Slucajna promenljiva U

ima raspodelu
. U1l U,
U(l/m 1/m>

Funkcija raspodele P(U < wu) i P(U < u) ima vrednosti

PU<a T o 1
PU<w)| 0 1/m ... (k—=1)/m ... (m—1)/m
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a-kvantil slucajne promenljive U je

Qa(U) Zinf{uk ’ k >a, ke {1,...,m}} = uy.
m
Primetimo da za svako k = 1,..., m nejednakost

m m

implicira da je
Qa(U) = ug,

odnosno, ako je
k—1<am<k,

onda je
QQ(U) = Ug.
Oznaé¢imo sa [z] najmanji ceo broj koji je veéi ili jednak sa z,
(21 €Z i z2<[z] <z+ 1
Koristeci da je
mink{ul, cey U b= U (2.7)

i da iz nejednakosti
k—1<am<k

sledi da je
[am] =k,

dobijamo da je
Qua(U) = Uram) = mm“*mW{ul, ey U )

Zmaci, empirijski a-kvantil uzorka duzine m je element uzorka koji je, pore-
davsi elemente od najmanjeg do najveéeg, [am]-ti po veli¢ini.
Gornji a-kvantil slu¢ajne promenljive U je

-1
QI(U):SUP{W: ‘ %SO&, kG{l,...,m}}:uk,
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Za svako k= 1,...,m na osnovu nejednakosti
k—1 k
m m

vazi da je

odnosno, uslov
k—1<am<k

implicira da je
Q;(U) = Uk.
Sa | z| ozna¢imo najveéi ceo deo broja z,
2] €Z i z—1<|z] <z
Na osnovu jednakosti (2.7) i da iz nejednakosti

Ek—1<am<k

sledi da je
lam] =k —1,
dobijamo da je

QI(U) = tpamip1 = mant*™ uy o u, )

Znagci, empirijski gornji a-kvantil uzorka duzine m je element uzorka koji je,
uzimajudi elemente od najmanjeg do najveceg, (|am]+1)-ti po veli¢ini.

Primer 2.2 Posmatrajmo uzorak S = {1,2,3,3,4,5,5,5} gde se svaki ele-
ment javlja sa verovatnoéom 1/8. To znaci da je u pitanju slucajna promen-
ljiva
U 1 2 3 4 5
"\ 1/8 1/8 1/4 1/8 3/8 )
Funkcije raspodele imaju sledece vrednosti:
u 1 2 3 4 5

P(U<wu) 0125 025 05 0625 1
PU<wu)| 0 0125 025 05 0625

Za o = 90% imamo da je

Qoo(U) = inf{u | P(U <) >0.9} =inf{5} =5
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min/**81 S = min®{1,2,3,3,4,5,5,5} =5

Qdio(U) =sup{u | P(U < u) <0.9} =sup{l,2,3,4,5} =5
minl®98+t S — min®{1,2,3,3,4,5,5,5} = 5.
Za o = 50% imamo da je
Qos(U) =inf{u | P(U <u) > 0.5} =inf{3,4,5} =3

min/*>81 S = min*{1,2,3,3,4,5,5,5} = 3

Qis(U) =sup{u | P(U <u) <05} =sup{l,2,3,4} =4
min*>8+1 S = min®{1,2,3,3,4,5,5,5} = 4.

Neka uzorak {£',... €™} sadrzi istorijske podatke o prinosu dobara iz
portfolia x za m perioda trgovanja. Oznac¢imo ocekivanje ovog uzorka sa &,

1 & :
ézng.

Slucajna promenljiva gubitka portfolia je odredena uzorkom
{—2T¢ .. —2Temy,

Uzimajudéi da se vrednosti u uzorku javljaju sa verovatnoé¢om 1/m, dobijamo
raspodelu gubitka portfolia

) —gTer . —gTem
Y'( I/m ... 1/m )

Na osnovu gornjeg razmatranja zakljucujemo da VaR problem optimizacije
(2.5), sa nivoom poverenja « i ocekivanim prinosom p, postaje problem

min min/*"{—2T¢l . —aTem)

aTE>p (2.8)
xle=1

xz > 0.
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Problem optimizacije (2.6), sa nivoom poverenja « i o¢ekivanim prinosom g,
postaje problem

max minl(1-mHpTel g Tem)
&> p (2.9)

rfe=1

z > 0.

Funkcije cilja problema (2.8) i (2.9) nisu diferencijabilne funkcije jer je slu¢ajna
promenljiva gubitka, kao i prinosa portfolia, diskretna slu¢ajna promenljiva.
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Glava 3

Problemi sa uredenim
funkcijskim vrednostima

Ova glava je posvecena prikazu osobina problema sa uredenim funkcijskim
vrednostima i postoje¢ih algoritama za njihovo resavanje. U pitanju je pro-
blem minimiziranja funkcije koja se nalazi na odredenom mestu u uredenom
nizu funkcijskih vrednosti. Funkcija cilja je neprekidna, ali ne i diferenci-
jabilna. Algoritmi za resavanje problema konvergiraju ka tacki koja zado-
voljava potreban uslov optimalnosti uveden od strane autora rada Andreani
et al. [5]. Poglavlje je zavrSeno razmatranjem veze problema sa uredenim
funkcijskim vrednostima sa VaR problemom optimizacije.

3.1 Osobine problema sa uredenim funkcij-
skim vrednostima

Posmatrajmo funkcije fi, fo, ..., fn koje preslikavaju skup 2 C R™ u skup
realnih brojeva. Njihove vrednosti se mogu urediti za svako x € €2, odnosno
za svako x vazi da je

fi1(ﬂc)<x> < fiz(x)(x) <. < fim(w)(x)‘ (3'1>
Definisimo funkciju f : 2 — R sa
f(@) = fip@(2), (3.2)

gdejepe I ={1,2,...,m}. Funkcija f(x) se naziva p-ta funkcijska vrednost
(p—order-value function), a problem minimizacije p-te funkcijske vrednosti

25
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problem sa uredenim funkcijskim vrednostima (Order-Value Optimization)
ili, krace, OVO problem. Znac¢i, OVO problem je problem

min/ (2) (33
x €,

za niz { f; }ier koji zadovoljava (3.1) 1 f definisano sa (3.2). U slucaju da je
p = 1 imamo problem migzl miIn fi(z) jer je tada
Tre 1€

f(x) = min{fi(2), fo(2), .-, fm(2)},

dok je za p = m u pitanju problem mi(rzl majxfi(x) jer je
Tre 1€

f(x) = max{fi(z), fo(2), .. ., fm(2) }.

Na slici 3.1 je prikazan pojam p-te funkcijske vrednosti za primer m = 3,
n=1 Q=R, gdeje fi(r) =6 —x, fo(r) =2+ 21 f3(x) = 2% Funkcija f

je obelezena crnom bojom za p = 1, plavom za p = 2 i crvenom za p = 3.

9
p=3
f1 (X)=6-X
p=2
4 o (X)=X+2
=1
P £3(X) =x?
y -1 2

Slika 3.1: p-ta funkcijska vrednost

Poznato je da je za neprekidnost funkcije cilja OVO problema dovoljna
neprekidnost funkcija f;, ¢« € I. Medutim, funkcija cilja nije diferencijabilna
ni ako su funkcije f;, ¢ € I diferencijabilne.

Teorema 3.1 ([5]) Neka su funkcije f; : Q@ — R"™, i € I neprekidne na €.
Tada je i p-ta funkcijska vrednost f neprekidna.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, f nije neprekidna, odnosno za niz {z; };en
koji tezi ka x postoji podniz za ¢ije elemente x; vazi da je

|f(zx) = f(z)] =6 >0.
Za odabrani podniz postoji indeks [ € I takav da je

fxr) = filzr) (3.4)

za beskona¢no mnogo elemenata z;. Odavde vazi da za te elemente postoji
bar p indeksa j € I sa osobinom

fi@y) = fizw), (3.5)
kao i bar m — p+ 1 indeksa j € I sa osobinom
Si@y) < fia). (3.6)

Posto je skup I konacan, a za beskona¢no mnogo elemenata posmatranog
podniza postoje indeksi j € I koji zadovoljavaju nejednakost (3.5), odnosno
(3.6), skup indeksa j sa navedenom osobinom se javlja beskona¢no mnogo
puta. Zato, koriste¢i neprekidnost funkcija f;, ¢ € I i uzimajuéi grani¢nu
vrednost nejednakosti (3.5) i (3.6), dobijamo da za beskonatno mnogo ele-
menata posmatranog podniza postoji bar p indeksa j € I sa osobinom

filz) > f(x),

i bar m — p + 1 indeksa j € I sa osobinom

filz) < fi(=).
To znaci da je

f(z) = fil@).
Koristec¢i neprekidnost funkcije f; i (3.4) dobijamo

lim f(zy) = lim fi(ax) = fi(z) = f(2),

k—o0

medutim to je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom da p-ta funkcijska
vrednost nije neprekidna. [

Za dato € > 01 tacku x € ) definisemo skup indeksa funkcija koje se
nalaze u ¢ okolini funkcije f:

L(x) :={j € I f(z) = < [fi(z) < f(x) + ¢},
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Napominjemo da skupu Iy(x) pripada svaki indeks j € I sa osobinom da je
fi(xz) = f(x) i da za njega vazi da je Iy(x) C I.(z) za bilo koje € > 0. Znagdi,
p-ta funkcijska vrednost je u proizvoljnoj tacki x definisana preko funkcija
f; za koje vazi da j € Ip(x). Ako je skup Ip(x) jednoclan, u tacki x je
funkcija f definisana preko jedne od funkcija f;, pa je, pod pretpostavkom
da su funkcije f;, ¢ € I neprekidno diferencijabilne na skupu €2, i funkcija f
diferencijabilna u tacki . Medutim, ukoliko je #Iy(x) > 1, bar dve funkcije
od funkcija f; se seku u tacki x, pa funkcija f nije diferencijabilna u njoj.
Na slici 3.2 su navedeni i ilustrovani primeri skupa I.(x) sa € = 1 za primer
sa prethodne slike sa p = 2.

I (2)={1, 2, 3}

I1(-2)={3}

I1(-2.85)={1, 3}

Slika 3.2: I.(z) za € =1 u tackama x = —2.85, v = =2 iz =2

Prilikom odredivanja potrebnih uslova optimalnosti za OVO problem,
Andreani, Dunder i Martinez su, u radu [5], uveli pojam e-optimalne tacke.
U pitanju je tacka u kojoj ne postoji opadajuci pravac za funkcije koje se
nalaze u ¢ okolini funkcije f. Neka su zadovoljene sledec¢e pretpostavke.

Pretpostavke 3.1
1. Skup €2 je konveksan i zatvoren.

2. Funkcije f;i(x), i € I su neprekidno diferencijabilne na skupu .

Definicija 3.2 Tacka x € Q) je e-optimalna (ili e-stacionarna) ako je skup
{deR" |z +deQ,Vf(x)'d<0,Vj € I.(x)} prazan.
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Pojam e-optimalne tacke je ilustrovan na slici 3.3, koristeci primer sa slike
3.1 za problem minimizacije druge funkcijske vrednosti sa skupom ogranicenja

2 = R. Primetimo da tacke x = —3 i £ = —2 nisu c-optimalne jer postoji
pravac d, na primer d = 1, takav da je —d < 0 i —6d < 0, odnosno da je
—4d < 0. Tacka r = —1 je e-optimalna tacka posto ne postoji pravac d takav

da je —2d < 0id < 0. Ona je i lokalni minimum problema. Medutim, i tacka
x = 2 je e-optimalna tacka (ne postoji pravac d takav da je —d < 0, d <0 i
4d < 0), ali ona nije lokalni minimum. To znaci da e-optimalna tacka OVO
problema ne mora da bude lokalni minimum tog problema. Sledeca teorema
potvrduje da je obrnuti odnos zadovoljen, odnosno da je lokalni minimum
OVO problema e-optimalna tacka.

1 (X)=6-X
- 2 (X)=X+2
0 f3(X)=x2
— : I.(-3)={1,3)
I.(-2)={3}
I (-1)=(2, 3}
p=2 \—- — L £(2)+e I-(2)={(1, 2, 3}
4
— — £(2)-¢ x=-3 nije e-optimalna t.
— £ X=-2 nije e-optimalna t.
1 x=-1je e-optinalna t.
.3/7.1 5 x=2 je e-optimalna t.

Slika 3.3: e-optimalne tacke problema min f;,(x), z € R

Teorema 3.3 ([5]) Neka vaze pretpostavke 3.1. Neka je x* € Q lokalni
minimum OVO problema (3.3) i parametar ¢ proizvoljan nenegativan broj.
Tada je x* e-optimalna tacka.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno: z* nije e-optimalna tacka, odnosno da
postoji pravac d € R" takav da je 2* +d € Qi da je Vf;(z*)Td < 0 za svaki
indeks j € I.(z*). To znaci da za taj pravac d postoji parametar & > 0 takav
da za svaki indeks j € I.(z*) i svaki parametar o € (0, &| vazi

fi(@® + ad) < fi(z"). (3.7)

Razmatramo dva slucaja
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1° tacka z* ima osobinu da je fi(z*) = fo(z*) = -+ = fi(z*), odnosno
L(z") =1,
20 I.(z*) # 1.
1° Postoje indeks [ € I i parametar & < a takvi da je za svako a € (0, &/
f(z" + ad) = fi(z" + ad).

Koriste¢i da je fi(z*) = f(z*) i da indeks | € I.(z*), pa za njega vazi
nejednakost (3.7), dobijamo da je

flz* +ad) = fi(z" + ad) < fi(z*) = f(z¥)
za svako a € (0, a/.
2° Definisimo parametre £; i €9 na slede¢i nac¢in:

= D @)~ L

€9 =  min (") — f(x™)}.
2= min (5@ - fG))
U slucaju kada je skup nad kojim se trazi minimalna vrednost prazan,
parametri €1 i €9 uzimaju vrednost oc.
Za svaki indeks j € [ postoji parametar a < & takav da je za svako
a € (0,4]
. . min{ey, ez}
i+ ad) — fi()] < TR
Zato za indeks k € I sa osobinom da je za svako a € (0, &]
fr(@® 4+ ad) = f(z" + ad)

vazi da je fr(x*) = f(x*). Navedeni indeks k pripada skupu I.(z*), sto
znaci da zadovoljava (3.7). Dobili smo da je za svako a € (0, &

f(a* +ad) = fula" +ad) < ful2") = f(2").
U oba slucaja smo dobili da tacka z* nije lokalni minimum funkcije f,sto je
u kontradikciji sa pretpostavkom teoreme. [J

Zmaci, e-optimalnost za svako € > 0 je potreban uslov optimalnosti za
probleme sa uredenim funkcijskim vrednostima. Primer koji potvrduje da
ovaj uslov nije dovoljan uslov je tacka x = 2 sa slike 3.3.
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Posmatrajmo tacku Z sa osobinom da je #I1.(z) = 1 za neko € > 0. Neka
je, na primer, I.(Z) = {k}, k € I. Znadi indeks k je indeks za koji vazi da
je fx(Z) = f(Z). Primetimo da, na osnovu neprekidnosti funkcije f, postoji
parametar 6 > 0 takav da je f(z) = fx(x) za svaku tacku x iz skupa € sa
osobinom ||z — Z|| < §. Iz diferencijabilnosti funkcije fi sledi da je i funkcija
f neprekidno diferencijabilna u ¢ okolini tacke Z.

Ako je skup indeksa u e okolini funkcije f e-optimalne tacke OVO pro-
blema jednoclan, tada je e-optimalna tacka lokalni minimum problema.

Teorema 3.4 Neka vaZe pretpostavke 3.1 i neka je za parametar € > 0 tacka
x* € Q e-optimalna tacka OVO problema (3.3). Ako je #1.(z*) = 1, onda je
x* lokalni minimum posmatranog problema.

Dokaz. Posto je #1.(z*) = 1, recimo I.(x*) = {k}, postoji parametar 6 > 0
takav da je

fe() = f(x) (3-8)

za svaku tacku z iz okoline B(z*,0) C €.

Tacka x* je e-optimalna, pa za svaki pravac d € R" sa osobinom da z*+d € 2
vazi V fi,(z)Td > 0. To znaci da za svaki pravac d postoji parametar @ > 0
takav da je fi(z* + ad) > fir(x*), gde je a € [0,a]. Drugacije zapisano,
postoji parametar a > 0 za koji vazi da je

fe(x) > fi(x™) (3.9)

za svako x € B(z*, &) C Q.
Koristed¢i (3.8) 1 (3.9) dobijamo da je

fz) = f(z")
za svako x € B(z*, min{d,a}) C Q. O

Neka je za ¢ > 0 tacka x € 2 e-optimalna tacka. Smanjivanjem vrednosti
e, tacka z moze da izgubi e-optimalnost. Primer koji potvrduje navedenu
osobinu je fi(z) = =z, fo(z) = 2z, f3(x) = 22 —1/2, Q = Rip = 3.
Skup indeksa ]% (0) =41,2,3}, pajex =0 %—optimalna tacka. Medutim,
Ii(O) = {1,2}, pa se vrednost funkcija f; i fo smanjuje za negativan pravac.

Zmnaci tacka x = 0 nije i—optimalna tacka.
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3.2 Primarna KosSijeva metoda za reSavanje
problema sa uredenim funkcijskim vred-
nostima

Prilikom resavanja problema glatke optimizacije iterativnom metodom,
u nasem slucaju se za sledecu iteraciju uzima tacka koja se nalazi na opa-
dajuc¢em pravcu. Funkcija cilja u problemu odredivanja funkcijske vrednosti
nije glatka, pa ne mozemo da govorimo o opadajuc¢em pravcu funkcije cilja.
Medutim, ako su funkcije f;, ¢ € I neprekidno diferencijabilne, mozemo
da posmatramo njihove opadajuc¢e pravce. Razmotrimo kako pravac koji
je medu pravcima opadanja za funkcije f; najbrzi i pravac koji je pravac
opadanja za svaku funkciju f; uti¢u na vrednost funkcije cilja OVO problema.
Posto se prilikom utvrdivanja potrebnog uslova za OVO problem proverava
da li postoji pravac koji je opadajuci pravac za sve funkcije f; sa indeksom
i € I.(z), razmatramo samo funkcije sa indeksom iz skupa I.(x).

Pretpostavimo da su funkcije f;, ¢ € I neprekidno diferencijabilne na
skupu 2. Posmatrajmo proizvoljnu tacku x € () i dati parametar € > 0. Za
proizvoljno fiksirano d € R™ takvo da je = + d € €2, oznacimo sa S(d) skup
¢iji su elementi V f;(z)7d, gde je i € I.(z),

S(d) = {Vfi(x)Td | i€ ()}
Uporedujemo pravce odredene potproblemom

mdin max S(d) (3.10)

mdin min S(d) . (3.11)

Odvojeno razmatramo slucaj kada je tacka x c-optimalna tacka i kada ona
to nije.

Ako tacka x nije e-optimalna tacka, odnosno ako postoji bar jedan pravac
d takav da je Vfi(x)Td < 0 za svaki indeks i € I.(z), onda su svi ele-
menti skupa S (J) negativni, pa su i min.S (J) i max .S (J) negativni. Za
pravac d koji nije pravac opadanja za svako f;(x), i € I.(x), skup S(d) ima
bar jedan nenegativan element, pa je max.S(d) nenegativan, dok min S(d)
moze biti nenegativan i negativan. Sada mozemo da zaklju¢imo da je resenje
potproblema (3.10) jedan od pravaca d. Posto je d opadajuéi pravac za
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svaku funkciju f; sa i € I.(x), i funkcija cilja OVO problema opada duz tog
pravca. Resavanjem potproblema (3.11) dobija se najbrzi pravac opadanja
medu opadajué¢im pravcima funkcija f;(z), i € I.(z). On moze biti pravac
koji nije opadajuéi pravac za svaku funkciju sa indeksom iz skupa I.(x), pa je
moguce da se po njemu ne smanjuje vrednost funkcije cilja OVO problema.

Ukoliko je tacka x e-optimalna, tada za svaki pravac d postoji indeks j iz
I.(z) takav da je Vf;(z)"d > 0. U ovom slu¢aju, skup S(d) ima bar jedan
nenegativan element, pa je max.S(d) nenegativan, a min S(d) moze biti i
negativan. Vrednost funkcije cilja potproblema (3.10) je nula u resenju. To
znadi da je resenje d = 0 ili za neki od indeksa i iz I.(x) vazi da je V f;(x) = 0.
Resenje problema (3.11) moze biti i nenula pravac.

Znaci, pravac koji je resenje potproblema (3.11) nije pogodan za odre-
divanje pravca po kojem funkcija cilja OVO problema opada. Medutim,
potproblem

min max V f;(z)"d, (3.12)

d icl(z)

Sto je potproblem (3.10), je pogodan iz dva razloga:

1. Ako tacka x nije e-optimalna, resenje potproblema (3.12) je pravac po
kojem se smanjuje vrednost funkcije f.

2. Za e-optimalnu tacku, minimalna vrednost funkcije cilja potproblema
(3.12) je nula. Vazi i obrnuto. Kada je vrednost funkcije cilja potpro-
blema (3.12) nula tada je max S(d) > 0, pa ne postoji pravac koji je
opadajudi pravac funkcije f; za svako i € I.(z), $to znaci da je tacka z
e-optimalna tacka.

Andreani, Dunder i Martinez su problem (3.10) koristili u algoritmu
koju su nazvali primarna Kosijeva metoda. Algoritam se zasniva na metodi
linijskog pretrazivanja (line search), pri ¢emu se pravac trazenja odreduje
resavanjem konveksnog potproblema postupkom oblasti poverenja (trust re-

gion).
Algoritam PKovo [5]

Neka su date vrednosti 2° € Q, ¢ > 0, A > 0, n € (0,1], § € (0,1) i
0 < Omin < Omaz < 1.

Korak 1. Definisati M (d) := max Vf;(2%)7d.

jel(zF)
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Korak 2. Odrediti d* kao resenje problema
mjn My.(d)
tako da 2" +d € Q, ||d|| < A.

Korak 3. Uzeti d* takvo da je

M (d¥) < nMy(d¥), 2" +d* € Q, ||d¥]| < A

Korak 4. Ako je M (d*) = 0, onda je z* = z*, inace preéi na korak 5.
Korak 5. Uzeti da je a = 1.

Korak 6. Ako je
f(z® + ad®) > f(2*) + 0a M, (d¥),

uzeti novo « iz skupa [0,inQ, Omar] 1 ponoviti korak 6, inace preci na
sledeéi korak.

Korak 7. Uzeti da je o = a i 2**! = 2% + oFdF.
Potproblem u drugom koraku je ekvivalentan sa konveksnim problemom

min w
(d;w)
Vfix)Td <w, i€ IL(z")

F+deQ, ||de <A,

Za problem min f(z), gde je f : R* — R glatka funkcija, Kosijevom

tackom p§ za tacku a* se naziva tacka

C

= T A k
P TG )

gde je

1, Vf(@")TBV f(zF) <0

Tk = : IV f(zR)|? o )
{ min { AT B VT (F) 1} , nace
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pri ¢emu je Bj simetri¢na matrica, a A poluprec¢nik oblasti poverenja. U
slucaju da je Q = R i #1.(z*) = 1, resenje potproblema algoritma PKovo je
bas Kosijeva tacka.

Na slici 3.4 su ilustrovane funkcije cilja potproblema u primarnom Kosije-
vom algoritmu za iteracije za problem minimizacije druge funkcijske vrednosti
sa skupom ogranicenja {2 = R sa slike 3.1. Za pocetnu tacku je uzeta tacka

x = —3, aza granicu A = 1. Funkcije cilja M;(d) su obojene crvenom bojom.
I (-3)=(1,8) fi(z) =6 —
0 folz) =z +
fa(z) = 2
p=2
My(d) = max{—d, —6d} =
_ { —6d, d<0
I (-2)=(3) 4 —d, d>0
M, (d) = max{—4d} =
M,(d) = max{d, 2d} =
I.(-1)={2, 3} 1 o { — d d<0
»3/(2 1 2 d>0
dTvf; (x9) dTvf; (xb) dTvi; (x9)
, x%=-3 , x1=-2 , x2=-1
d d d

-2 -2 -2

Slika 3.4: Iteracije i funkcije cilja potproblema primarne Kosijeve metode
problema min f;,(z), € R sa po¢etnom tackom x = —3

U radu [5] je dokazano da pod pretpostavkama koje slede, vazi da je

algoritam dobro definisan (teorema 2.3.) i da je resenje koje se njime dobija
e-optimalna tacka (teorema 2.4.).

Pretpostavke 3.2

1. Skup € je zatvoren i konveksan.
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2. Funkcije f; € CY(R") za svako i € I.

3. Gradijenti funkcija su ograniceni po normi, za x € Q i j € 1

IV fi(2)]lee < ¢
4. Gradigenti funkcija su i LipSic neprekidni, za x,y € Q, i j € I
IV Fi(y) = Vfi(@)lleo < Llly — 2lls

Teorema 3.5 ([5]) Pod pretpostavkama 3.2, algoritam PKovo je dobro de-
finisan 1 zaustavlja se ako i samo ako je dosao do e-optimalne tacke.

Teorema 3.6 ([5]) Pod pretpostavkama 3.2, granicna vrednost niza tacaka
generisanth algoritmom PKovo je e-optimalna tacka.

Algoritam primarna Kosijeva metoda je uopsten u radu Andreani et al.
[7], tako §to je umesto linearne aproksimacije funkcija f; koristena njihova
kvadratna aproksimacija. I ovim algoritmom se dobija e-optimalna tacka.
Pokazano je da je pod odredenim uslovima algoritam kvadratno konvergen-
tan.

Autori rada [6] su preformulisali OVO problem u nelinearan problem
koji je gladak. Pokazali su da je globalno resenje OVO problema odredeno
pronalazenjem globalnog resenja tog nelinearnog problema. Takode je doka-
zano da za lokalno resenje OVO problema vazi da je lokalno resenje nelinear-
nog problema, ali i da obrnuto ne mora da vazi, odnosno da lokalno resenje
nelinearnog problema ne mora biti lokalno resenje OVO problema.

3.3 Primeri problema sa uredenim funkcij-
skim vrednostima

U statistici i u finansijama postoje problemi koji predstavljaju probleme
sa uredenim funkcijskim vrednostima.

U statistici se problemi sa uredenim funkcijskim vrednostima javljaju pri
ocenjivanju parametara. Posmatrajmo model

M,(t,x), x=(x1,...,2,)
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u kojem je potrebno oceniti parametre xy, zo, ..., x,. Neka se ocena vrsi na
osnovu uzorka

{(tl, yl)? (t27 y2>a ) (tm’ ym>}'

Cilj je da se minimizira razlika izmedu stvarnih i modeliranih vrednosti, sto
se postize minimiziranjem funkcija

filz) = (Mu(t;, x) — yi)Q, 1=1,...,m.

Recimo da imamo informaciju da 10% uzorka nisu validni podaci, ali ne
znamo koji su ti podaci. Razlika izmedu stvarnih i modeliranih vrednosti
za njih narusava tacnost modela, pa je potrebno da se oni iskljuce iz raz-
matranja. To znaci da je cilj da se minimiziraju razlike za 90%m podataka.
Ako se za funkciju f uzme funkcija koja se nalazi na p-tom mestu u poretku
funkcija f;, odnosno uzme se da je f(z) = f; ,, (x), gde je p = 90%m, onda
OVO problem

mxin f(z)

x €N,

gde je 2 prostor parametara, daje trazenu ocenu parametara.

U finansijama se javlja potreba za donosenjem odluka koje imaju svoje
troskove. Troskovi za moguce scenarie se mogu izraziti funkcijama f;(z), gde
1=1,...,m, z € (), pri cemu je m broj scenaria, a ) prostor odluka. Uko-
10%, ostaje da se minimiziraju troskovi u 90% slucajeva. Znaci minimizira
se 90%m-ta funkcijska vrednost. Na ovaj nacin se moze povezati problem
optimizacije VaR mere rizika sa OVO problemom.

3.3.1 Veza optimizacije portfolia sa OVO problemima

Raspodelu slucajne promenljive Y, Sto je gubitak portfolia nakon posma-
tranog perioda, odredimo na osnovu istorijskih podataka o prinosu dobara
koji figurisu u portfoliu. Neka je {£',..., €™} uzorak prinosa portfolia za m
perioda trgovanja. Ozna¢imo srednju vrednost uzorka sa &, odnosno

m

_ 1 ;
§=—> ¢

=1
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Uzorak gubitka portfolia, sa vrednostima u rastu¢em poretku, je
U={-a"¢", .. —at¢my,
pa je slucajna promenljiva Y diskretna slucajna promenljiva sa raspodelom

o —aTet L —aTem
Y'( I/m ... 1/m )

U prethodnom poglavlju smo videli da je VaR,(Y) mera rizika empirijski
a-kvantil uzorka U, kao i da je empirijski kvantil nivoa o uzorka duzine m
vrednost iz uzorka koja je [am]-ta po veli¢ini u poretku od najmanjeg ka
najve¢em elementu uzorka. Ovo smo zapisali kao

VaR(Y) = minle™U

i time dobili da je problem optimizacije portfolia sa VaR merom rizika, defi-
nisanom preko Y, oblika
min minl*"1{—zTet . —zTem}
&> p
zle=1
xz > 0.
Uzimajudi za .
filz) = —=2T€¢ i=1,...,m

f(x) = fi,(x), p=Tlam]

prethodni problem se moze zapisati kao

minf (x) = fi,(2)

at€ > p,
e =1,

x>0,
sto je p-OVO problem sa p = [am].

Posto je problem optimizacije portfolia koriste¢i VaR meru rizika u stvari
OVO problem, on se moze resiti algoritmima za resavanje OVO problema.



Glava 4

Odredivanje SVaR optimalnog
portfolia

Problem optimizacije sa VaR merom rizika nije gladak problem, pa se
za njegovo reSavanje ne mogu primeniti algoritmi za reSavanje nelinearnih
glatkih problema optimizacije. Gaivoronski i Pflug su, u radu [21], predlozili
da se problem resi glacanjem funkcije cilja. Ova glava je posvecena prikazi-
vanju i analiziranju njihovog algoritma, kao i njegovom poredenju sa postup-
kom za resavanje OVO problema. Pokaza¢emo da je, u slucaju jedinstvenosti
globalnog resenja VaR problema optimizacije, grani¢na vrednost niza global-
nih resenja izglacanih VaR problema optimizacije, sa parametrom koji tezi
nuli, bas globalno resenje VaR problema optimizacije.

4.1 SVaR optimalni portfolio

Najveci izazov pri reSavanju VaR problema optimizacije predstavljaju
problemi u kojima je prinos portfolia odreden na osnovu istorijskih podataka.
Videli smo da ti problemi nisu konveksni, kao i da njihova funkcija cilja nije
diferencijabilna.

Neka su istorijski podaci o prinosu dobara iz portfolia x, za m perioda
trgovanja, dati uzorkom {¢!,...,¢™}. Neka je ¢ srednja vrednost uzorka,

N PR
§=—> ¢

=1

39
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Sluc¢ajna promenljiva gubitka portfolia je odredena uzorkom
{—aTet . —aTem}

Uzimajudi da se vrednosti u uzorku javljaju sa verovatno¢om 1/m, za raspo-
delu gubitka portfolia dobijamo

=2t L —aTem
Y'( I/m ... 1/m )

VaR problem optimizacije sa nivoom poverenja « i oc¢ekivanim prinosom p
je

min min/*"{—2T¢l . —aTem)
zTE> p (4.1)
zle=1
x> 0.
Kako funkcija cilja min/®™{—2T¢' . —27¢™) nije glatka potrebno je izvrsiti

njenu transformaciju.
Za funkcije f; : R" — R, 1 =1,...,m definiSemo funkciju

Fk,x) = {f;(x) | G <m—k= fi,(x) < fi, (2)),
(] >m—k = flj(‘r> > fimfk(x))}7
gdesuij e I ={1,...,m},j=1,...,m. Znadi, F(k,z) = fi _,(x), gde je
fll(x) S o g fi',,Lfk—l(',L‘)J S fimfk(x) S fimfkﬂ(x) . S flm(m) .

m—?—l

g..
k
Zak=m—11k=0imamo da je

F(m—1,2) =minf;(z) i F(0,z)=maxf;(z).

il el

Primetimo da je funkcija F'(m—p, x) p-ta funkcijska vrednost. Na osnovu
teoreme 3.1 imamo da je funkcija F' neprekidna.
Neka je € > 0 parametar glacanja. Neka je za fiksiran indeks ¢

M =T\ {i},
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AL C MY, #AL =k
©i familija svih razlicitih skupova A}

Najjednostavnija glatka transformacija funkcije F'(k, x), predlozena od strane
Gaivoronskog i Pfluga, je

F.(k,x) =

gde je

@)=Y [ e (filx) = fi) [ o filx) = filx)),

Al eOl jeAl FEMI\AL
1 z2<0
o P
— 5 2 8 .2 16 .3 € 3e
18 _T6, 16,2 96 .3 5
3 €Z+522 3e3 7 4§ZSS
0 e<z
€
Ce(w) = Y ()
1€l (x)

I.(z) ={jel|F(k,z)—e< fi(x) < F(k,z) +¢}.

Gaivoronski i Pflug su definisali ¢itavu familiju glatkih funkcija kojima
se moze transformisati funkcija cilja problema (4.1). U naredne dve teoreme
navodimo tu familiju funkcija i njene osobine.

Teorema 4.1 ([21]) Pod pretpostavkom da su funkcije f;, 1 € I, dva puta
neprekidno diferencijabilne, a funkcija ¢., za proizvoljno € > 0, definisana
za z € R takva da je

1. p. € C*(R) za e > 0,

2. za svako fiksirano z <0 p.(z) — 1 kada ¢ — 0,

3. za svako fiksirano z > 0 p.(z) — 0 kada € — 0,
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4. za svako e > 0 iz € R wazi da je p-(z) >0, a za svakoe >0 iz <0
e (2) > xo0 za neko xo >0,

funkcija
Fka) = s S i) fle). (42)
gde je
@)=Y [l e (filx) = fi(x) [ o-(filx) = filx)),  (4.3)

AL €Ol jeAl JEMINAL

Ce(z) =) € (x), (4.4)

iel
je dva puta neprekidno diferencijabilna za svako € > 0 i za svako fiksirano x
vazi da je

l_ii% F.(k,z) = F(k,x). (4.5)

Teorema 4.2 ([21]) Ako se pretpostavkama teoreme 4.1 doda uslov da za
funkciju @. jos vazi da je p.(z) =0 za z > ¢, tada je funkcija (4.2) ekviva-
lentna funkciji

Fe(kax) - ([E Z Cf(l’)fz(l’),
¢ i€l (z)
gde je
Ce(x) = ) &)
i€l (x)
i
I(x):={jel|F(kz)—e< fix) < F(k,x)+¢}.
Akoje f; = —2T¢ zai=1,...,m, za funkciju F vazi da je

F(m — [am],z) = min*™{—zT¢! . —aTem}.
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VaR problem (4.1), zapisan koristeéi funkciju F', ima oblik
min F(m — p, x)

&> p (4.6)
2le=1

x>0
gde je fi(x) = —27¢" i p = [am], pa gladak problem optimizacije
min F.(m — p, )

a'&> p (4.7)
2le=1

x>0,

gde je € parametar glac¢anja, nazivamo SVaR problem optimizacije (od en-
gleskog izraza Smoothed VaR), a njegovo resenje SVaR optimalni portfolio.

VaR problem (4.6) se moze resiti reSavanjem niza problema (4.7) sa sma-
njivanjem parametra glacanja do nule.

Navodimo algoritam za pronalazenje VaR optimalnog portfolia primenom
SVaR problema optimizacije. Radi krac¢eg zapisa, oznacimo skup ogranicenja
sa (),

Q={zeR"|2"¢>p, 2e=1, > 0}.

Algoritam SVaR

Neka su dati pocetna tacka z° € ), parametar glacanja ¢ > 0 i tolerancija
tol. Neka je k = 0.

Korak 1. Odrediti F.(m — p, z¥).

Korak 2. Odrediti 2% kao resenje problema min F.(m — p,z), x € Q.

Korak 3. Ako je ||2%T! — 2%|| < tol, onda je z* = z**!| inace je k = k + 1.
Korak 4. Uzeti da je ¢ = £/4 i predi na korak 1.

Pokazujemo da, kada parametar glacanja tezi nuli, niz vrednosti funkcije
cilja u optimalnim tackama SVaR problema optimizacije tezi vrednosti fun-
kcije cilja VaR problema optimizacije u optimalnom portfoliu.
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Teorema 4.3 Neka je {e,},en niz sa pozitivnim célanovima za koji vazi da
lim g, = 0. Neka je V% globalno resenje VaR problema optimizacije (4.6),

V—00

a x¥ globalno resenje SVaR problema (4.7) sa parametrom e,. Tada je

lim F., (k,2") = F(k,z"%).

V—00

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji € > 0 takvo da za svako vy € N
postoji 7 > 1y za koje vazi da je
|F517(k7 xlj) - F(k>$vaR)| 2 €.
Na osnovu teoreme 4.1 imamo da je lim F., (k, 2V = F(k, 2V, kao
Ey—>
i da za fiksirano x” vazi hm F. (k,2") = F(k x”). To znaéi da za € postoji
Ey—

Vo € N takvo da za svako v 2 o vazi | F., (k, 2V %) — F(k, 2V*")| < €i postoji
Vo € N sa osobinom da za svako v > vy vazi |F., (k,z") — F(k,2")| < &€
Odnosno, za svako v > max{t, Vp} vazi:

|z, (ke ) = Fk, 2V )] < € (4.8)

F, (k,a") — F(k,27)| < €. (4.9)

Na osnovu polazne pretpostavke za max{y, o} postoji v > max{vy, vy}
takvo da je |F., (k,2") — F(k,zV*®)| > € Posebno ¢emo razmotriti slucaj
kada je F.,(k,2") — F(k,2V®) > €i kada je F.,(k,2") — F(k,zV) < —¢.

1° F. (k,z") — F(k,zV"%) > €
Koriste¢i nejednakost (4.8) i da je 2” globalno regenje izglacanog VaR
problema sa parametrom £, na osnovu cega je

Fey(k, 2V ) = ., (k,2") > 0,
dobijamo da je
&> F. (k,2VR) — F(k,zVoR) =
= FL,(k, 2V = FL,(k, ") + F., (k,2") = F(k,2"*%) >
> F.,(k,2") — F(k,2"*") > &
Posto je
€>¢€

netacno, dosli smo do kontradikcije.
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20 . (k,2") — F(k, 2" < —¢ paje F., (k,2") < F(k,zV*F) — &
Uzimajuéi nejednakost (4.9) bas za =¥ dobijamo da je

—e< F. (k,2") — F(k,2") < F(k, 2" — € — F(k, "),

odakle je
0 < F(k, 2V — F(k,z").

Dobili smo da je F(k,2”) < F(k,2V®), §to je kontradikcija sa pret-
postavkom da je 2V%% globalni minimum VaR problema.

U oba slucaja smo dosli do kontradikcije sa polaznom pretpostavkom. Znaci,
za svako € > 0 postoji vy € N takvo da za svako v > vy vazi nejednakost

|FL, (k,x") — F(k, V%) < e,

v

Sto smo 1 hteli dokazati. O

Ako niz SVaR optimalnih portfolia konvergira kada parametar glacanja
tezi nuli, tada niz vrednosti funkcije cilja u optimalnim tackama SVaR pro-
blema optimizacije tezi vrednosti funkcije cilja VaR problema optimizacije u
granic¢noj vrednosti SVaR optimalnih portfolia.

Teorema 4.4 Neka je {c,},en niz sa pozitivnim élanovima za koji vazi da
lim e, = 0. Neka je x¥ globalno resenje SVaR problema optimizacije (4.7)

V—00

sa parametrom €,. Ako je lim z” = x*, tada je

V—00

lim F. (k,z") = F(k,x").

V—00

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji € > 0 takvo da za svako vy € N
postoji 7 > vy za koje vazi nejendakost

|, (k,27) — F(k, %) > &

v

Na osnovu teoreme 4.1 imamo da je hrno F. (k,x*) = F(k,2"), kao i da
Ey—

za fiksirano z” vazi lim F. (k,2") = F(k,z"). To znaci da za €/3 postoji
Ep—>

Vo € N takvo da za svako v > vy vazi |F;, (k,2") — F(k,2")| < % i postoji
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Vo € N sa osobinom da za svako v > vy vazi |F., (k,2") — F(k,2")| < %
Odnosno, za svako v > max{r, vy} vazi

(B (ko) = F(ka)| < ¢ (4.10)
: €

|F., (k,2”) — F(k,2")| < 3 (4.11)

Na snovu polazne pretpostavke za max{vy, vy} postoji 7 > max{ry, s} takvo
da je |F., (k,2") — F(k,2V*")| > € Posebno ¢emo razmotriti slucaj kada je
F. (k,a”) — F(k,zVe®) > €i kada je F.,(k,2") — F(k,2V%) < —¢.
1° F., (k,2") — F(k,zV"%) > €
Koristec¢i nejednakost (4.10) i da je z” globalno reSenje SVaR problema
sa parametrom €5, na osnovu cega je

Fsﬂ(k7x*) - FEDU{:?IJ_I) > 07

dobijamo da je

> F. (k,a*) — F(k,x") =

Wl m

= I, (k,a") = Fey (b, 2¥) + Fey (b, 2¥) — F(k,2%) >
> I, (k,2”) — F(k,z7) > €
Posto je
> €

W m

netacno, dosli smo do kontradikcije.

20 F. (k,2") — F(k,z*) < —¢
Na osnovu nejednakosti (4.11) bas za x” i neprekidnosti funkcije F
imamo da je

—§<gn4hx%—4mhx%<

W m

i _ _
—§<Fwwﬂ—F®Jﬂ<§
Sabiranjem levih nejednakosti ovih nejednakosti dobijamo da je
—2€

T < FED(/{,:ED) — F(k,ﬂ?*) S —E€.
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Dobili smo da je
—2€ -
— < —€
3 )

Sto je kontradikcija.

U oba slucaja smo dosli do kontradikcije sa polaznom pretpostavkom. Znaci,
za svako € > 0 postoji vy € N tako da za svako v > vy vazi da je

|F., (k") — F(k,2")| <,
Sto smo 1 hteli dokazati. O

Pretpostavimo da niz optimalnih tacaka SVaR problema optimizacije kon-
vergira kada parametar glacanja tezi nuli. Na osnovu prethodne dve teo-
reme, zakljucujemo da je vrednost funkcije cilja VaR problema optimizacije
u granicnoj vrednosti niza optimalnih tacaka SVaR problema ista sa njenom
vrednoséu u VaR optimalnom portfoliu.

Posledica 4.5 Neka je {e,},en niz sa pozitivnim clanovima za koji vazi
da lim &, = 0. Neka je 2V% globalno resenje VaR problema optimizacije

V—00

(4.6), a x* globalno resenje SVaR problema (4.7) sa parametrom e,. Ako je
lim =¥ = x*, tada je

V—00

F(k,z*) = F(k, 2",

Dokaz. Na osnovu teoreme 4.3 imamo da niz {F., (k,z")},en konvergira ka
F(k,zV*"), a na osnovu teoreme 4.4 da konvergira ka F(k,z*). Zbog jedin-
stvenosti grani¢ne vrednosti niza zaklju¢ujemo da je F(k,x*) = F(k,zV%).

O

U slucaju jedinstvenosti globalnog resenja problema optimizacije sa VaR
merom rizika, na osnovu prethodne posledice zakljucujemo da je grani¢na
vrednost niza globalnih resenja SVaR problema optimizacije sa parametrom
glacanja koji tezi nuli bas globalno reSenje VaR problema optimizacije.

Sledeéa teorema se u nekim detaljima razlikuje od leme 4 u radu [21], pa
zbog toga navodimo njen dokaz.

Teorema 4.6 Pretpostavimo da su funkcije f;, i € I, dva puta neprekidno
diferencijabilne, a funkcija ., za proizvolno € > 0, definisana za z € R, je
takva da je
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1. p. € C*(R) za € >0,
za svako fiksirano z <0 p.(2) — 1 kada ¢ — 0,

za svako fiksirano z > 0 p.(z) — 0 kada ¢ — 0,

za svako € > 0 za z > ¢ vazi da je p(z) =0, za e > z > 0 vazi da je
0:(2) >0, a zaz<0 jep(z)=1.

Koeficijenti ¢;, definisani sa (4.3), se mogu zapisati kao

Glx)= Y bib; (4.12)

q,r: qg—r=k—k;

> 1T e(filw) = fi@) (4.13)

AgCAL, JEAg
= > 1] efi) = fil)), (4.14)
ArCAL_ JEA:
gde je q= #Aq7 r= #Am ki = #Az—7 Al— - {j € Mi | fz(l‘) - f](l’) < 0},
ALy ={j e M| 0< fi(x) — fi(x) < e}, (4.15)
N = {jeM | —=< fila) - fy(z) < O}, (4.16)

Dokaz. Fiksirajmo x i iz skupa I uzmimo proizvoljan indeks ¢. Za proizvo-
ljan skup A}, € O, vazi da je
A, = (AL\A)UA,,
a za njegov komplement u odnosu na skup M?* da je
MU\ AL = (MT\AL) \ Ag) UA,,

pri éemu je skup A, proizvoljan podskup skupa A” koji ima r elemenata, skup
A, proizvoljan podskup skupa M"\ A’ koji ima ¢ elemenataiq—1r =k —k;.
Posto je, na osnovu pretpostavki o funkciji ¢., ¢.(fi(z) — f;(z)) = 1 za

jEN \A. ap(fi(x)— filzr)) =1zaje M\ A"\ A, izraz (4.3) se moze
zapisati kao

&(z) = > [T e-(fi(x) = fi(2)) ] e-(fi(2) = filx)) =
Ar C Az_ JEA, JEA
A, C M\ A
g—r=k—Fk
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- ¥ >, I et sy || > 11 e - fi@)

g, q—r=k—k; \ A(CMi\AL jEAq A-CAL JEA,

Kako je ¢.(fi(x) — fi(z)) =0 za j € A~ \ AL_, imamo da je

Z H ee(filx) — fi(z)) = Z H we(fi(z) = filw)) = b, .

ArCAY jEA, ArCAL_ JEA,

Analogno, posto je (fi(z) — fi(x)) = 0za j € (M"\ A~) \ AL,, imamo da
je

Yo Il et = i@y = > I elfile) = f5() = b7

AgCMI\AL JEA AgCAL J€A,

Znaci, dobili smo da je izraz (4.3) ekvivalentan izrazu (4.12), sto smo i hteli
dokazati. U

Broj sabiraka u koeficijentima (4.3) je (m k:_

operacija potrebnih za njihovo izracunavanje eksponencijalno povecava. To
znaci da je ra¢unanje vrednosti funkcije (4.2) komplikovano i skupo, u smislu
broja aritmetickih operacija potrebnih za njihovo izracunavanje. Gaivoronski
i Pflug su dokazali da se primenom sledec¢eg algoritma za racunanje koeficije-
nata (4.3) znatno stedi na broju aritmetickih operacija potrebnih za njihovo
izracunavanje. Algoritam se zasniva na rekurzivnom racunanju koeficijenta,
koristec¢i da se oni mogu zapisati kao Sto je navedeno u prethodnoj teoremi.

, pa se broj aritmetickih

Algoritam GP [21]

Neka su date tacka z 1 indeks 7.

Korak 1. Na osnovu jednakosti ¢ — r = k — k; odrediti veli¢ine ¢4z 1 "maz
tako da vazi da je ¢ € {0,1,. .., ¢maz} i 7 €{0,1,. ., Tpnae}. Odrediti
skupove AL, i Al_, redom definisane sa (4.15) i (4.16), i uzeti da je

e—)

ki = #A;r ik = #AL
Korak 2. Uzeti da je

di =1, df =¢.(filz)— fj(x)) zal=1,... K,
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dy =1, df =¢.(fi(x) = fi(x)) zal=1,...,k".
e;rzlzalzl,...,ki—kl,
e =lzal=1,....k" +1.

Korak 3. Ako je ¢ne: = 0, onda je bar = 1 ili ako je 7,4 = 0, onda je
by = 1.

Korak 4. Zaqg=1,..., ¢na

l=q
ako je [ = ¢, onda je A =dj ¢/, inace je A =d e/ + A
A=A

ako je [ > ¢, onda je e = A

A

ako je I <k, onda je I =1 + 1, inace b = A.
Korak 5. Zar=1,...,"mw

l.l=r
2. ako je I =r, onda je A =d;e;, inace je A=d e, + A
3. A=A

4. ako je [ > r, onda je e, = A

5. ako je [ < k', onda je [ =1+ 1, inace b, = A.

U primerima u kojima se VaR optimalan portfolio odreduje primenom
SVaR algoritma algoritam je implementiran u programskom paketu Matlab.
U prvom koraku algoritma je koristen algoritam GP, a nelinearan potproblem
sa ogranic¢enjima, u drugom koraku, je resavan ugradenom funkcijom fmincon
iz Matlaba.

Na slici 4.1 je ilustrovana izglacana VaR mera rizika primenjena na port-
folio koji se sastoji iz akcija kompanija Bae Systems (BA) i Smith & Nephew
(SN) sa Londonske berze. U pitanju je jednodnevna VaR mera rizika, ra-
¢unata sa nivoom poverenja od 95%. Uzimajuéi cene akcija na zatvaranju
berze u periodu od 16. februara 2006. do 12. februara 2008. godine, dobija
se uzorak sa prinosima za 500 dana trgovanja. Prinos u vremenu ¢ je racunat

kao
P, — P,

P
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gde je P; cena akcije u vremenu i. Na z-osi je predstavljena familija port-
folia (A,1 — X), gde je A parametar iz skupa [0,1], a na y-osi vrednost
VaR i SVaR funkcije portfolia. Crnom krivom je obelezena VaR funkcija,
plavom SVaR funkcija sa parametrom glacanja 0.005, a crvenom SVaR fun-
kcija sa parametrom glacanja 0.001. Mozemo da primetimo da su sa veéim
parametrom glacanja mnogi lokalni minimumi nestali. Sto je manji parame-
tar glacanja, SVaR funkcija se sve viSe poklapa sa VaR funkcijom, pa glacanje
dolazi do izrazaja jedino u tackama u kojima se seku bar dve funkcije od fun-
kcija f;,i=1,...,m.

95% VaR portfolia (BA,SN)
0-027 T T T T T T T T T

0.026

0.001-crvena

0.025

0.024

0.023

0.005-plava; SVaR sa ¢

0.022

0.021

0.02

VaR-crna; SVaR sa ¢

0.019 Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

A — portfolio (1-A,A)

Slika 4.1: VaR funkcija i izglacana VaR funkcija (SVaR)
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4.2 Poredenje OVO i SVaR algoritama pri-
menjenih na VaR problem optimizacije

U prethodnom poglavlju smo videli da je problem optimizacije portfolia
sa VaR merom rizika (4.1) OVO problem. Posto su funkcije koje odreduju
funkciju cilja linearne, za njegovo resavanje, od algoritama za resavanje OVO
problema, mozemo primeniti primaran Kosijev algoritam (PKovo). Za im-
plementaciju PKovo algoritma je koristen programski paket Matlab. Potpro-
blem algoritma, koji je nelinearan konveksan problem sa ogranicenjima, je
reSavan ugradenom funkcijom fmincon.

95% VaR portfolia (BA,SN)
0027 T T T T T T T T T

0.026

0.025

0.024

0.023

VaR

0.022

0.021

ek |

0.02

0.019

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
A — portfolio (1-A,A)

Slika 4.2: VaR funkcija i OVO i SVaR resenja sa raznim pocetnim tackama

Posmatrajmo portfolio koji se sastoji iz akcija kompanija Bae Systems
(BA) i Smith & Nephew (SN) sa Londonske berze. Na slici 4.2 je prikazan
grafik VaR funkcije sa nivoom 95% (crna kriva) i resenja VaR problema
optimizacije dobijena resavanjem primarnim Kosijevim algoritmom i SVaR
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algoritmom, uzimajuéi razlic¢ite pocetne tacke. Prinosi akcija su odredeni na
osnovu podataka iz perioda od 16. februara 2006. do 12. februara 2008. go-
dine. Za minimalan prinos koji se oc¢ekuje je uzeta vrednost u = 0.03%. Na
x-0si je predstavljena familija portfolia (A, 1—\), gde je A parametar iz skupa
[0, 1], a na y-osi vrednost VaR funkcije. Resenja dobijena PKovo algoritmom
su oznacena kvadratima, dok su resenja dobijena SVaR algoritmom pred-
stavljena trouglovima. Bojama su oznacene razlicite pocetne tacke, resenja
odgovaraju slede¢im pocetnim tackama:

95% VaR portfolia (BA,SN)
0-027 T T T T T T T T T

0.026

0.025

0.024

0.023

VaR

0.022

0.021

0.02

0019 Il Il Il Il Il o o o o
0 012 02 03 04 05 06 07 08 09 1
A — portfolio (1-A,A)

Slika 4.3: VaR funkcija i OVO resSenja sa raznim pocetnim tackama

suti kvadrat — (1,0), (0.9,0.1), (0.8,0.2), (0.7,0.3), (0.6,0.4)

tamno plavi kvadrat — (0.5,0.5)

zeleni kvadrat — (0.4, 0.6)

ljubicasti kvadrat — (0.3,0.7)
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svetlo plavi kvadrat — (0.2,0.8), (0.1,0.9)

crveni kvadrat — (0, 1)

crveni trougao — (1,0), (0.8,0.2), (0.5,0.5), (0.4,0.6)
zeleni trougao — (0.9,0.1)

ljubicasti trougao — (0.7,0.3), (0.6,0.4)

svetlo plavi trougao — (0.3,0.7), (0.2,0.8), (0.1,0.9)

tamno plavi trougao — (0, 1)

Vrednosti A koje odreduju dopustive tacke problema su zelenom bojom obo-
jene na x-osi.

VaR

95% VaR portfolia (BA,SN)
0027 T T T T T T T T T

0.026

0.025

0.024

0.023

0.022

0.021

0.02

0.019 . . . ! ! : : : :
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
A — portfolio (1-A,A)

Slika 4.4: VaR funkcija i SVaR reSenja sa raznim pocetnim tackama
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Na slikama 4.3 i 4.4 su redom prikazana reSenja VaR problema optimi-
zacije portfolia dobijena primenom primarne Kosijeve metode i SVaR algo-
ritma. Minimalan ocekivani prinos je u = 0.05%. I na ovim slikama je
familija portfolia (A, 1 — \) predstavljena na z-osi, a vrednost VaR funkcije
na y-osi. Dopustive tacke su zelenom bojom istaknute na z-osi. ReSenja
dobijena polazec¢i od tacaka koje su van dopustivog skupa su obelezena cr-
venim kvadratima, dok su resenja dobijena sa dopustivim pocetnim tackama
oznacena plavim trouglovima. Vidimo da se SVaR algoritmom dobija lokalni
minimum nezavisno od toga da li je pocetna iteracija dopustiva tacka. Me-
dutim, primenom algoritma za resavanje OVO problema, potrebno je da
pocetna iteracija bude dopustiva tacka.
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Glava 5

Troskovi transakcija u
optimizaciji portfolia

U prethodnim poglavljima smo videli sta je VaR i prikazali dva nacina
odredivanja VaR optimalnog portfolia koji donosi bar predvideni prinos.
Sada ¢emo razmotriti Sta se deSava sa VaR optimalnim portfoliom kada
se u problem optimizacije ukljuce troskovi transakcija. Polazeé¢i od datog
portfolia, posmatra¢emo problem odredivanja optimalnog portfolia koji ima
minimalan VaR i donosi bar predvideni prinos, uzimajuci u obzir da je prinos
umanjen za troskove transakcija. Troskovi transakcija se sastoje iz fiksnih
troskova i troskova uzrokovanih privremenim i trajnim impaktom. Posma-
tra¢emo slucaj linearnih i nelinearnih privremenih i trajnih impakt troskova.
Razmotri¢éemo dominantnost impakt troskova nad fiksnim troskovima u VaR
optimalnom portfoliu u zavisnosti od veli¢ine fiksnih troskova.

5.1 Troskovi trajnog i privremenog impakta

Posmatramo problem izbora portfolia na optimalan na¢in za investitora.
Prilikom trgovanja portfoliom na berzi, kupovinom i prodajom akcija*, ja-
vljaju se troskovi transakcija. Troskovi se sastoje iz fiksnih troskova i takoz-
vanog impakta (market impact). Fiksne troskove ¢ine provizije brokera i
takse, za koje ¢emo pretpostaviti da su jednaki i pri kupovini i pri prodaji
akcija. Sto je veéi investitor, fiksni troskovi su manji. Pod impaktom se po-

*Govori¢emo o akcijama, medutim navedeni podaci vaze za bilo koje hartije od vred-
nosti sa kojim se trguje na berzi.
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drazumeva uticaj transakcije na trziste, odnosno promena cene akcije do koje
se dolazi usled kupovine ili prodaje akcije. Grubo receno, prodaja veéeg broj
akcija izaziva promenu cene nanize, dok kupovina izaziva porast cene, pa
veliki investitor moze da prouzrokuje znacajno odstupanje cene. Najmanja
cena koja se nudi, na berzi, za prodaju jedne akcije naziva se ask, dok se
najveca cena koja se nudi za kupovinu naziva bid. Prilikom prodaje velike
kolicine akcija, najceS¢e se akcije ne mogu prodati odjednom. U svakom
narednom trenutku prodaje cena akcije, odnosno ask, opada. Analogno je i
kod kupovine, kupovina velike kolic¢ine akcije rezultuje rastom bid cene.

Na osnovu radova Almgren [3] i Almgren i Chriss [4], razlikujemo dve
vrste trzisSnog impakta, privremeni impakt i trajni impakt. Pod privremenim
impaktom se podrazumeva kratkotrajna promena cene prouzrokovana ne-
ravnotezom ponude i potraznje. Trajni impakt predstavlja promenu cene pri
trgovanju investitora koja deluje bar tokom trgovanja tog investitora.

Nacin realizacije naloga za trgovanje utice na impakt. Pretpostavljamo da
se trgovanje izvrsava na optimalan nacin, odnosno da je trajektorija trgovanja
optimalna u smislu rada [4], zato ¢emo koristiti impakt funkcije kako su
modelirane u tom radu.

5.1.1 Optimalna trajektorija

Pojam optimalne trajektorije ¢emo prikazati na prodaji akcije. Posma-
trajmo investitora koji ima K komada neke akcije i cilj mu je da tu akciju
proda u periodu T. Za realizaciju celokupnog naloga investitor ima plan
prodaje tako Sto ceo vremenski period realizacije T" deli na N delova, na
periode t; = it, ¢ = 0,..., N, pri ¢emu je 7 = T/N. U svakom periodu
t;, i = 0,..., N, se realizuje deo naloga. Trajektorija trgovanja se definise
kao lista ng,nq,...,ny, gde n; predstavlja broj akcija koje investitor planira
da poseduje u vremenu t;. Vidimo da je ng = K i ny = 0. Oznacimo sa
pi broj akcija prodatih u vremenu (¢;_1,t;], ¢ = 1,..., N. Prilikom prodaje
akcija broj prodatih akcija je pozitivan, p;, = n;_y —n; > 0, ¢ =1,..., N.
Veza izmedu broja akcija koje investitor planira da poseduje i broja prodatih
akcija se moze prikazati sa

i N
ni:no—ij: ij, ZZO,7N (51)
j=1 j=i+1

Definisanje je analogno kada se radi o kupovini akcije.
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Neka je Sy pocetna cenal jedne akcije. Pored impakta, na promenu cene
utice volatilnost (volatility) akcije. Za volatilnost se najcesée uzima stan-
dardno odstupanje promene u ceni akcije tokom posmatranog perioda. Pod
pretpostavkom da cena akcije prati aritmeticko slu¢ajno kretanjef, cena jedne
akcije u periodu t;, za ¢ = 1,..., N, ima oblik

S; = z’—1+07'1/2@—7'g<&>, 1=0,...,N,
T

gde je o volatilnost akcije, (; su nezavisne normalne sluc¢ajne promenljive sa
ocekivanjem jednakim nuli i varijansom jednakoj jedinici, a g je funkcija traj-
nog impakta. Veli¢ina bi predstavlja intenzitet trgovanja tokom vremenskog
intervala (ti—la tz] !

Ukoliko u periodu (¢;_1,t;] investitor planira da proda veliki broj akcija,
odnosno p; je veliki broj, investitor se moze odluciti da prodaju izvrsi u
manjim delovima. U ovom slucaju dolazi do privremenog impakta, pa se on
ukljucuje u cenu. Znaci, u i-tom koraku trajektorije trgovanja cena jedne
akcije je

S”Z-:Si_l—h(%), i=0,....N,

gde je h funkcija privremenog impakta. Privremeni impakt ne uti¢e na cenu
akcije u vremenu t;, odnosno ne figuriSe u ceni .S;.

Razmotrimo prihode nakon svakog koraka trajektorije trgovanja. U pr-
vom koraku je prodato p; akcija, pa je prihod

plgl = p1So — p1h (%) .
U drugom koraku imamo

P25z = p2S1 — p2h (%) = p2.So + D2 <071/2C1 —-Tg <%>> — p2h <%) .
Prihod od treé¢eg koraka je
p3‘§3 - p352 —pgh <22> =

T

= p3So + p3 (071/2C1 —Tg <p1>> + p3 (07'1/2C2 — 79 <p2>) — psh (%) :

T T

"Pod cenom akcije se podrazumeva srednja cena akcije koja je vazeéa na trzistu,

'Kod trgovanja na kraé¢im periodima, za koje smo mi zainteresovani, promene u ceni
su male, pa stoga koristimo aritmeticko slu¢ajno kretanje. U slucaju trgovanja na duze
periode bi posmatrali geometrijsko Braunovo (Brown) kretanje.

ask+bid
3 .
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Analogno dolazimo do prihoda u N-tom koraku
pNSN = pnSn-1 — pnh (pT—N) =
N-1 ) »
o S (o7 0 () - (2).
DN 0+pN; oT (= Tg - prh =

Kao rezultat trajektorije trgovanja, koristeéi vezu (5.1) i da je ny = 0, dobija
se ukupan prihod

“ S X (e (2)) () S ()-

=it i=1
N . N ’,

= noSy + Z <071/2Q — 79 (i)) n; — Zpih (f) :
i=1 i=1

Ukupan trosak trgovanja, koji se u radovima [3] i [4] naziva trosak realizacije
(implementation shortfall), predstavlja razliku

N N N N
noSo — Zpigi = Z Tg <%> n; — Z 071/2Cmi + sz'h (%) . (5-2)
i=1 i=1 i=1 i=1

Pre trgovanja ukupan trosak trgovanja je nepoznat, pa je on slucajna pro-
menljiva. Njegovo oc¢ekivanje (expected shortfall) je

Poo i)=Y rg (Do S (B). 69

a varijansa
N
V(ng,...,nn) :UZTZn?. (5.4)
i=1

Pod optimalnom trajektorijom trgovanja se podrazumeva da za trajek-
torije sa manjom ili jednakom varijansom ne postoji trajektorija trgovanja
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koja ima manje oc¢ekivane troskove transakcija od optimalne trajektorije. Do
optimalne trajektorije trgovanja ny,...,ny dolazi se resavanjem problema

min }E(no, coony) + AV (ng, ... nN),

za razlicite vrednosti A. Parametar A\ predstavlja meru averzije investitora
prema rizika. U slucaju da je A = 0 problem se svodi na problem mini-
miziranja troskova bez uzimanja u obzir rizika. Sto je parametar A veéi, time
se stavlja vedi znacaj na rizik. Za A > 0 optimalna trajektorija je jedinstvena,
Sto je pokazano u radu [4].

5.1.2 Trajni i privremeni impakt

Pretpostavljamo da se trgovanje izvrSava po optimalnoj trajektoriji u
smislu rada [4], zato koristimo impakt funkcije kako su modelirane u tom
radu. Ako se za funkcije trajnog i privremenog impakta uzmu linearne fun-
kcije, trajni impakt je oblika

g9(v) = v, (5.5)

a privremeni impakt
h(v) = esgn(v) + no, (5.6)
gde je v intenzitet trgovanja. Za definisanje parametara koji figurisu u nave-

denim funkcijama, potrebno je navesti pojam spred (spread) koji predstavlja
razliku izmedu ask i bid cena, odnosno

spred = ask — bid <

novcana jedinica
akcija

Na slici 5.1 su ilustrovani pojmovi ask, bid, spred, srednja cena i parametar
€.

Parametar v predstavlja promenu u ceni od jednog spreda nakon trgova-
nja 10% od dnevnog obima trgovanja. Parametar € je fiksan deo privremenog
impakta i iznosi polovinu spreda. Parametrom 7 se izrazava impakt od jednog
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ask?2
askl

spred ———— srednja cena

bi d1

bi d2

Slika 5.1: Spred, srednja cena i parametar e
spreda pri trgovanju od 1% od dnevnog obima trgovanja. Znaci,

B spred novcana jedinica
7= 10% dnevni obim akcija? ’

1 (novéana jedinica)
e = — spred -
2 akcija
B spred novcana jedinica vreme
"= 1% dnevni obim akcija akcija )

Kako su trogkovi linearnog trajnog impakta u o¢ekivanim troskovima (5.3)

N . N N
2™ <?l> ni=v Y v =7 (i — ) =
i=1 — —

N 1 N

a troskovi linearnog privremenog impakta

N ‘ N N
> pih (%) =y Inil+ Z > o,
=1 =1 =1

ocekivani ukupni troskovi sa linearnim impaktom su

DO —

N

N 1
1 N — VT
E(ng,...,ny) = §7n8+62|p¢|+%2p?. (5.7)
i=1

i=1
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1
Kada je n — 7 > 0, funkcija ocekivanih troskova je konveksna. Ako se
N
tokom trgovanja vrsi samo prodaja ili samo kupovina akcije Z Ipi| = K, pa
i=1
je
1

E(n07"'7nN) 9

N
2 ~ 37 2
vK +€K+szi-

=1

U radu [3] je dat predlog za nelinearan impakt. Gerneralno, impakt se
modelira kao funkcija oblika 3%, gde je ( intenzitet trgovanja, a v > 0. Za
slucaj v = 1, dobijamo linearan impakt. Funkcija impakta je konkavna kada
je0<v <1, azavr >1 je konveksna.

5.2 VaR mera rizika u optimizaciji portfolia
sa troskovima transakcija

Posmatrajmo transakciju koja se izvrsava optimalno u odnosu na oce-
kivane troskove, odnosno, izvrSava se po optimalnoj trajektoriji, uzmajudi
vremenski interval od jednog dana, 7 = 1.

Neka je pocetni portfolio, koji se sastoji od n akcija, & = (&1,...,Zp).
Sa z;,7=1,...,n, je oznacen procenat zastupljenosti i-te akcije u portfoliu.
Neka je & = (&,...,&,) vektor prinosa portfolia, odnosno &; je prinos i-te
akcije, i = 1,...,n, za odredeni period. Neka su poznati podaci {&!,... ™}

o prinosu akcija u portfoliu za m prethodnih perioda trgovanja. Prosecan
prinos portfolia oznacimo sa &,

m

_ 1 ;
=Lt

=1

Trazimo portfolio koji ima najmanju VaR meru rizika pod uslovom da nakon
posmatranog perioda donese bar predvideni prinos, uzimajuc¢i u obzir da
troskovi transakcija smanjuju prinos. Odnosno, trazimo portfolio koji je re-
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Senje problema

min minl*™1{—2T¢! . —zTem}
2T~ Ui —x) > p (5.8)

zle=1

x>0,

gde je a nivo poverenja VaR mere rizika, ¢ najmanji prinos koji se ocekuje
od portfolia, a t funkcija troskova.

Funkcija troskova se sastoji iz fiksnih troskova i troskova privremenog i
trajnog impakta. Ako je n; broj kupljenih ili prodatih komada i-te akcije (u
oba sluc¢aja uzimamo pozitivne vrednosti), novéani iznos troskova transakcije
sa posmatranom akcijom je

t(n;) = ni (h(n;) + g(ni) + @) (5.9)

gde su funkcije h i g redom funkcije privremenog i trajnog impakta, a ¢; je fi-
ksan trosak. U posmatranom problemu je na portfolio nametnuto ogranicenje
zTe = 1, koje oznacava da je celokupni budZzet investiran u portfolio. Sa
druge strane je funkcija troSkova modelirana u novéanom iznosu, pa ju je
potrebno normalizovati. Znaéi, funkcija troskova ¢ i-te akcije je

i(n:) = (h(ns) + g(ns) + ;) %

gde je sa y obelezena vrednost portfolia.

Razliku pocetnog i optimalnog portfolia mozemo da zapiSemo u obliku

razlike delova portfolia koji se prodaje 2P i portfolia koji se kupuje z*,

F—x=aP— " P >0, % > 0.

9

k

Komponente velicina zF i x* su procenti, pa za nf prodatih i n¥ kupljenih

akcija i-te akcije vazi da je

p k
p WD kb

T, = , T = , 1=1,...,n,

Y )

gde je P; cena i-te akcije. Novcani iznos troskova nastalih pri kupovini je

n

th(n*) =) t(nf),

=1
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a troskova nastalih pri prodaji je

n

tP(n?) =Y t(nh),
i=1
pa je novcani iznos ukupnih troskova pri formiranju optimalnog portfolia,
nakon posmatranog perioda,

t(@ — x) = t*(n") + 7 (nP),
odakle nakon normiranja dobijamo funkciju troskova

i —2) = —t@;x).

Broj prodatih i kupljenih akcija, n;, je nenegativan, pa pretpostavljanjem
da su troskovi modelirani linearnim impaktom (5.5) i (5.6), funkcija troskova
je oblika

~ ni
t(ni) = (& + mini + vini + qi) M
Pod pretpostavkom da su privremeni troskovi modelirani nelinearnim privre-
menim impaktom
h(v) = sgn(v) (e +nloV?)

gde je v intenzitet trgovanja, a trajni linearnim trajnim impaktom (5.5),
funkcija troskova je

n;
t(n;) = <€i + 771‘”3/2 + vin; + %) g

Pretpostavljanjem da su privremeni troskovi modelirani linearnim privre-
menim impaktom (5.6), dok su trajni modelirani nelinearnim trajnim im-
paktom

g(v) = sgu(v)y]o]"?,
gde je v intenzitet trgovanja, funkcija troskova je odredena sa

n;
t(ni) = <€i + g+ + %) o

Za fiksne troskove kod velikog pocetnog portfolia (u nasim primerima 100
miliona funti) ¢emo uzeti da je

1
qi:§si+3-10‘41%-,
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gde je s; spred, a P; cena i-te akcije, dok ¢emo u slu¢aju malog pocetnog
portfolia (u primerima milion funti) koristiti da je

Posmatra¢emo primere sa jednodnevnim i desetodnevnim prinosima. Ka-
ko se radi o kratkim periodima, prinosi i troskovi su male vrednosti, pa
je praktiéno koristiti takozvanu base point meru, u oznaci bp. Jedan bp
predstavlja 10~ deo celog dela, odnosno 1 = 10*bp, pa je 1% = 10%bp.

Na portfoliu sastavljenom od akcija kompanija Smith & Nephew (SN) i
Rio Tinto (RIO) sa Londonske berze ¢emo prikazati odredivanje parametara
u funkciji troskova. Za pocetni portfolio uzimo portfolio z = (0.5,0.5), a za
vrednost portfolia y = 100 - 10° funti. Pokazac¢emo uticaj promene veli¢ine
fiksnih troskova, koristec¢i da je za i-tu akciju
q' = %Si + 2bpP;

1

T = 5 i + 3bpF;
1

G = §3i+10bppz‘7

gde je s; spred, a P; cena akcije.

Na dan 12. februara 2008. godine je cena jedne akcije SN na zatvaranju
berze bila P, = 686 funti, spred je bio s; = 3.5 funti, a srednji dnevni
obim trgovanja tokom 500 dana je bio ADV; = 8355100. Za akcije RIO je
P, = 5523 funti, sy = 9 funti i ADV, = 6246400. Na osnovu ovih podataka
dobijamo da je

81 _¢ funti
- % 47710 :
T 01 ADY, akcijaZ
1 funti
= -5 =175
“ g o1 akcija’
51 _5 funti
= —=4.77-10
n 0.01- ADV, akcija?’
S2 _¢ funti
- 2 _g58.10 ,
2T 01 ADV, akcija?
1 funti
€ = — 8§y =
2 2 7 akcija
S2 _; funti
o= ——2 85810

0.01 - ADV, akcija®’
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Fiksni troskovi pri kupovini ili prodaji jedne akcije SN su

qi’ = 1.8872 funti
i’ = 1.9558 funti
¢ = 2.436 funti,

a akcije RIO

¢’ = 5.6046 funti
@' = 6.1569 funti
¢ = 10.023 funti.

Resavajuéi problem (5.8) za predvidene prinose = 0, 1,...,12 dobijamo
razlic¢ite iznose troskova u zavisnosti od izbora fiksnih troskova. U tabeli
5.1 su prikazani normirani troskovi impakta (f75,p) i fiksni trogkovi (fprxs)
u zavisnosti od vrednosti trgovanih akcija. Vrednost prodatih i kupljenih
akcija izrazena u procentima je jednaka i obelezena je sa A, odnosno

A =2 — 2]| = |22 — 23],

pri ¢emu je z* VaR optimalni portfolio.

Mozemo da primetimo da za fiksne troskove sa 2bp troskovi impakta do-
miniraju kada je vrednost trgovanih akcija bar 9.8% (A > 4.9%) od vrednosti
portfolia, a za vrednosti manje ili jednake od 7.6%y (A < 3.8%) dominiraju
fiksni troskovi. Za ¢'!! troskovi impakta dominiraju ukoliko je trgovano sa
akcijama u vrednosti ve¢oj ili jednakoj 11.8%y (A > 5.9%), dok za trgovanu
vrednost od 9.6%y (A < 4.8%) dominiraju fiksni troskovi. U slucaju 10bp u
fiksnim troskovima fiksni troskovi dominiraju nad troskovima impakta.

Znadi, ako su fiksni troskovi mali i ako se trguje sa dovoljno velikom
vrednoscu akcija, troskovi impakta postaju dominantni.

Akcija sa kojom se moze trgovati u kratkom vremenskom roku bez izazi-
vanja velikih promena u njenoj ceni se naziva likvidnom akcijom (liquid
stock). Spred likvidnih akcija je mali, pa one uzrokuju manji impakt, odnosno
kod njih dominiraju fiksni troskovi u odnosu na troskove impakta. Tako, na
primer, za akciju kompanije Vodafone (VOD), 12.2.2008. godine je spred
bio 0.2 funti. Zahvaljujuéi velikoj likvidnosti akcije VOD, kod portfolia sa-
stavljenog od akcija VOD i RIO fiksni troskovi dominiraju nad troskovima
impakta i za fiksne troskove sa 2bp, Sto ilustrujemo podacima prikazanim u
tabeli 5.2.
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o +a' o'+ g 4 + a5

A tivp trixs | A tivp trixs | A timp  lriks
(%) (bp) (bp) | (%) (bp) (bp) | (%)  (bp)  (bp)
12.7  6.1495 4.7986 | 12.5 6.0082 4964 | 11.1 5.1573 5.965
11.8 5.5883 4.4568 | 11.2 5.2179 4.4489 | 10.3 4.6824 5.5267
7.5 3.1521 2.8119 10.7 4.9185 4.2469 | 9.5 4.2157  5.082
10 4.4921 3.7528 | 9.8 4.3869 3.878 | 8.6 3.7576 4.6302

9 3.9582 3.3898 | 8.8 3.8649 3.5014 | 7.5 3.1521 4.0066

8 3.4345 3.0188 | 0 0 0 6.9 2.8689 3.7034

7 2.9217  2.6392| 6.9 2.8522 27238 | 6 24393 3.2278

6 2.4208 2.25051| 5.9 2.3629 2.3215 | 5.1 2.0203 2.7433
4.9 1.9324 1.852 | 4.8 1.8861 1.9094 | 4.2 1.6125 2.2495
3.8 1.4578  1.4428 | 3.7 1.4228 1.4866 | 3.3 1.2164 1.7459
2.7 0.9979 1.0221 | 2.7 0.974 1.0525 | 2.3 0.833 1.2317
1.6 0.5542 0.5888 | 1.5 0.5409 0.6059 | 1.3 0.463 0.7064
0.4 0.1282 0.1417| 0.4 0.1252 0.1457| 0.3 0.1072 0.1692

Tabela 5.1: Portfolio (SN,RIO) sa fiksnim trogkovima ¢! = %si + 2bpP;,
/"' = 3 si+3bpP;, ¢ = 3 si + 100pP;

A
(%)

t(fljg 4.02 3.86 3.5 1.94 1.94 1.94 1.94 0.026 0.026 0.026 0.026 0.026

tfé]f)s 4.71 4.54 4.14 2.37 2.37 2.37 2.37 0.034 0.034 0.034 0.034 0.034

26.5 25.5 23.3 134 134 134 134 02 02 02 02 0.2

Tabela 5.2: Portfolio (VOD,RIO) sa fiksnim troskovima ¢/’ = 1 s; + 2bpP,



Glava 6

Numericki rezultati

U ovom poglavlju éemo prikazati numericke rezultate dobijene primenom
SVaR postupka na problem optimizacije portfolia koji se sastoji od odabranih
akcija sa Londonske berze. Ispitacemo uticaj troskova na VaR optimalni
portfolio na primerima jednodnevong i desetodnevne prinosa. Uporedi¢emo
kako uticu troskovi na optimalan portfolio kada je u pitanju veliki i mali obim
portfolia. Razmotri¢emo uticaj linearnog i nelinearnog impakta na veli¢inu
troskova transakcija.

Podaci o akcijama sa Londonske berze (cena, spred, obim trgovanja) su
uzimani sa sajtova www.advfn.com i www.finance.yahoo.com. Problemi opti-
mizacije portfolia su resavani primenom SVaR algoritma, koji je opisan u
glavi 4.

6.1 Jednodnevni VaR

Posmatrajmo portfolio (SN,RIO) koji je sastavljen od akcija kompanija
Smith & Nephew i Rio Tinto sa Londonske berze. Poznati su vektori dnevnih
prinosa portfolia ¢ = (£1,&), i = 1,...,m, za m = 500 dana. Prosecan
prinos portfolia izrazen u bp je

m

> ¢ =(6.97,17.65),

i=1

£—

1
m
spred akcije SN je s; = 3.5 funti, a za RIO je so = 9 funti, dok su cene
P, = 686 funti i P, = 5523 funti, $to znaci da je spred akcije SN izrazen u bp

69
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51.02, a akcije RIO 16.3. Polazeci od pocetnog portfolia
z = (0.5,0.5),

trazimo VaR optimalan portfolio, sa nivoom poverenja 95%, koji nakon
jednog dana donosi ocekivani prinos vedi ili jednak od unapred fiksiranog
. Odnosno, trazimo portfolio koji je resenje problema

min min/*¥m{—Tet . —aTemy
2’6 —t@—z)>p (6.1)

wle=1

x>0,

gde je ¢ normirana funkcija troskova. Pod pretpostavkom da investitor na
optimalan nacin izvrsava naloge kupovine i prodaje, [4], razmatramo Cetiri
slucaja. Obelezimo intenzitet trgovanja i-tom akcijom sa v.

1. Nema troskova transakcija, pa je funkcija troskova

t(v) = 0. (6.2)

2. Impakt je linearan, na osnovu cega je funkcija troskova

~ v

t(v) = (& + mv+yv + qi) " (6.3)

3. Privremeni impakt je nelinearan, dok je trajni impakt linearan, pa je

v
t(v) = (e + 0" + 70 + ¢;) . (6.4)

4. Trajni impakt je nelinearan, a privremeni je linearan, pa je funkcija
troskova oblika

t(v) = (e +mv + 70" + q;) (6.5)

v
)
Sva cetiri slucaja razmatramo za velikog i malog institucionalnog investi-

tora. Na graficima u ovom poglavlju su crnom bojom prikazani rezultati
dobijeni bez uzimanja u obzir troskova transakcija, rezultati sa troskovima
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linearnog impakta su oznaceni crvenom bojom, zelenom bojom su prikazani
rezultati kada je trajni impakt linearan, a privremeni impakt nelinearan, dok
je plava boja upotrebljena za rezultate sa troskovima za koje je trajni im-
pakt nelinearan, a privremeni impakt linearan. Kod velikog institucionalnog
investitora vrednost portfolia je y = 10® funti, a kod malog je y = 10¢ funti.
Fiksni troskovi kod velikog institucionalnog investitora su

1
% = 5 Si +3-107P,
dok su u slu¢aju malog institucionalnog investitora

Za ilustraciju promene VaR mere rizika optimalnog portfolia koristimo
krivu koja prikazuje zavisnost optimalne VaR mere rizika od predvidenog
prinosa p. Ova kriva se naziva efikasna granica (efficient frontier). Efikasna
granica za velikog institucionalnog investitora je prikazana na slici 6.1, a za
malu vrednost portfolia na slici 6.3.

Na slikama 6.2 i 6.4 je redom prikazan VaR optimalan portfolio u za-
visnosti od predvidenog prinosa p za portfolio sa vrednoséu od sto miliona
funti i milion funti. Zbog oganicenja x”e = 1, svaki portfolio od dve akcije se
moze prikazati u obliku (1 — X, \), gde je A € [0, 1], pa je portfolio na slikama
predstavljen koriste¢i parametar A. U nekim slucajevima je mala razlika u
parametru p dovela do velike razlike u resenjima (skokovi na slikama) sto je
posledica toga da je algoritam u pojedinim slucajevima dosao do lokalnog
resenja.

Porededi slike 6.1 i 6.3, mozemo da primetimo da je za isti predvideni pri-
nos p optimalna vrednost VaR mere rizika veéa kada je u pitanju portfolio
sa manjom vrednoséu. Znac¢i, VaR optimalni portfolio za malog institu-
cionalnog investitora je rizi¢niji u odnosu na VaR optimalni portfolio velikog
institucionalnog investitora.

I u slucaju velike i u slu¢aju male vrednosti portfolia vidimo da troskovi
transakcija znacajno uti¢u na optimalnu vrednost VaR mere rizika i na VaR
optimalan portfolio. Kako troskovi transakcija smanjuju prinos portfolia,
dopustivi skup za problem sa troskovima transakcija je podskup dopustivog
skupa problema bez troskova transakcija. Zato se uzimanjem u obzir troskove
transakcija dobija optimalna vrednost VaR mere rizika koja je veca ili jednaka
optimalnoj vrednosti VaR mere rizika zanemarivanjem troskova transakcija.
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Povec¢avanjem predvidenog prinosa p, u problemima sa troskovima transak-
cija, smanjuje se razlika izmedu pocetnog portfolia i VaR optimalnog port-
folia. Za predvideni prinos

w=2T€=12.31,
izrazen u bp, VaR optimalni portfolio je bas pocetni portfolio z. Kada je
w>ate =123

pocetni portfolio je van dopustivog skupa, pa za te slucajeve, u prikazanim
primerima, algoritam nije nasao dopustivo resenje.

Posmatrajuéi spred akcija, imamo informaciju da je akcija RIO likvidnija
od akcije SN. Na slikama 6.2 i 6.4 se vidi da se stavljanjem naglaska na rizik
portfolia — predvideni prinos je mali u problemima minimizacije VaR mere
rizika — dobija optimalni portfolio u kojem je vrednost akcija SN veca od
vrednosti akcija RIO. Sto je veéi predvideni prinos u, vrednost akcija RIO
raste u odnosu na vrednost akcija SN.

Slika 6.3 prikazuje da su kod malog institucionalnog investitora troskovi
uzrokovani impaktom zanemarljivi u poredenju sa fiksnim troskovima, pa ne
postoji znacajna razlika u izboru linearnog i nelinearnog modela privremenog
i trajnog impakta. Ovu ¢injenicu potvrduju i podaci u tabeli 6.1, koja sadrzi
vrednosti troskova uzrokovanih impaktom u slucajevima (6.3), (6.4) i (6.5).
Normirani troskovi impakta su prikazani u zavisnosti od vrednosti prodatih
i kupljenih akcija, koje su jednake i obelezene su sa A. Znagdi,

A =Ty — 2]| = |22 — 23],

pri cemu je x* VaR optimalni portfolio. Apsolutne razlike vrednosti troskova
uzrokovanih impaktom u posmatranim slucajevima, izrazenim u bp, su manje
od 1073.

U slucaju velikog institucionalnog investitora postoji razlika u izboru li-
nearnog i nelinearnog modela privremenog i trajnog impakta, slika 6.1. Kako
je

i

i TV > YU = oo,
€ + MU > v 10U

troskovi privremenog impakta su veéi od troskova trajnog impakta. Zbog
ove osobine, kada se koristi nelinearan privremeni i linearan trajni impakt
optimalna vrednost VaR mere rizika je manja ili jednaka vrednosti VaR mere
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rizika dobijene sa linearnim impaktom, kao i vrednosti VaR mere rizika do-
bijene sa linearnim privremenim i nelinearnim trajnim impaktom. Troskovi
prouzrokovani linearnim privremenim i trajnim impaktom su dosta bliski po
veli¢ini troskovima uzrokovanim linearnim privremenim i nelinearnim traj-
nim impaktom.

Sada ¢emo razmotriti uticaj troskova transakcija na problem optimizacije
VaR mere rizika portfolia sastavljenog od sedam akcija. Posmatrajmo port-
folio (AZN,BA,LMIL,RIO,SN,TSCO,VOD) koji je sastavljen od akcija kom-
panija Astrazeneca (AZN), Bae Systems (BA), Lonmin (LMI), Rio Tinto
(RIO), Smith & Nephew (SN), Tesco (TSCO) i Vodafone (VOD) sa Lon-
donske berze. Vektori dnevnih prinosa portfolia &' = (&,...,&),i=1,...,m,
su poznati za m = 500 dana. Prosecan prinos pocetnog portfolia  izrazen u

bp je

€ = (—5.08,2.91,13.41, 17.65, 6.96, 5.82, 6.72),

. 1 1
T=(=,...,2|.
7T

Spred akcija u portfoliu je s1 = 2, s = 1.5, s3 = 8, s4 = 9, s5 = 3.5,
s¢ = 0.25 1 s7 = 0.2 funti. Znaci, akcije TSCO, AZN i VOD su najlikvidnije.

Na slikama 6.5 1 6.10 je redom prikazana efikasna granica problema (6.1)
za vrednost portfolia od y = 10® funti i y = 10° funti, razmatrajuéi sva etiri
slucaja, (6.2), (6.3), (6.4) i (6.5), za normiranu funkciju troskova. Nezavisno
od vrednosti portfolia troskovi transakcija uticu na VaR optimalni portfolio,
odnosno dovode do povecanja optimalne vrednosti VaR mere rizika, s tim
da je VaR optimalni portfolio sa vredno$éu od milion funti rizi¢niji od VaR
optimalnog portfolia sa vrednoséu od sto miliona funti.

a pocetni portfolio je

VaR optimalni portfolio za velikog institucionalnog investitora je ilustro-
van na slikama 6.6, 6.7, 6.8 1 6.9 tako Sto je prikazana zavisnost udela svake
akcije iz portfolia u odnosu na predvideni prinos u. Svakom od ¢cetiri nave-
dena slucaja za troskove transakcija odgovara jedna slika. Zanemarujuci
troskove transakcija, VaR optimalni portfolio za malog institucionalnog in-
vestitora je isti kao i za velikog institucionalnog investitora, slika 6.6. Na
slikama 6.11, 6.12 i 6.13 je redom prikazan VaR optimalni portfolio pro-
blema sa troskovima transakcija (6.3), (6.4) i (6.5) za malog institucionalnog
investitora. Slike pokazuju da se, uzimanjem u obzir troskove transakcija,
povec¢avanjem parametra p smanjuje razlika izmedu pocetnog portfolia i VaR
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optimalnog portfolia. Za predvideni prinos
p=2aT€=6.9,

izrazen u bp, VaR optimalni portfolio je bas pocetni portfolio z, dok za vece
predvidene prinose algoritam nije nasao dopustivo resenje.

Grafik sa slike 6.6 pokazuje da je, bez uzimanja u obzir troskova transak-
cija, zastupljenost manje likvidnih akcija RIO i LMI, kao i akcije AZN sa
negativnim prosecnim prinosom u VaR optimalnom portfoliu manja od 10%,
dok je najvise zastupljena akcija jedna od najlikvidnijih akcija, akcija TSCO.
Nakon uvodenja troskova, slike 6.7, 6.8, 6.9, 6.11, 6.12 i 6.13, akcija AZN,
koja je jedna od najlikvidnijih akcija, postaje zastupljenija u VaR optimal-
nom portfoliu. Kod velike vrednosti portfolia akcija RIO i dalje ostaje naj-
manje zastupljena, a kod male vrednosti portfolia akcije RIO i LMI ostaju
najmanje zastupljene.

I u slu¢aju portfolia koji je sastavljen od sedam akcija, dobijeni grafici za
malog institucionalnog investitora potvrduju da izbor linearnog i nelinearnog
modela impakta ne igra ulogu u odredivanju VaR optimalnog portfolia kada
je vrednost portfolia mala.
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jednodnevni VaR bez i sa troskovima za (SN,RIO) za m=500, y:108

12 [ T T T i
10} 1
8r N
e ——
is)
o
3 6 _
s
=)
3
4+ N
—— bez troskova
2r linearan impakt i
nelinearan privremeni impakt
nelinearan trajni impakt
0 ) 1 1 1 1
21 2.2 2.3 2.4 25 2.6
VaR (%)

Slika 6.1: Efikasna granica jednodnevne VaR mere rizika za velikog institu-
cionalnog investitora sa portfoliom (SN,RIO)
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VaR optimalni portfolio bez i sa troskovima za (SN,RIO) za m=500, y:108
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Slika 6.2: VaR optimalni portfolio za velikog institucionalnog investitora sa
portfoliom (SN,RIO) u zavisnosti od predvidenog prinosa p, koristeéi jedno-
dnevnu VaR meru rizika
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jednodnevni VaR bez i sa troskovima za (SN,RIO) za m=500, y:108

12

10

K (base point)
(e}

—— bez troskova
2r linearan impakt

nelinearan privremeni impakt
—— nelinearan trajni impakt

o 1 1

21 215 22 225 23 235
VaR (%)

2.4 2.45

2.5

7

Slika 6.3: Efikasna granica jednodnevne VaR mere rizika za malog institu-

cionalnog investitora sa portfoliom (SN,RIO)
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VaR optimalni portfolio bez i sa troskovima za (SN,RIO) za m=500, y:108
50 F T T T T T
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A (%) u portfoliu (1-A,A)
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linearan impakt

5r nelinearan privremeni impakt
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K (base point)

Slika 6.4: VaR optimalni portfolio za malog institucionalnog investitora sa
portfoliom (SN,RIO) u zavisnosti od predvidenog prinosa p, koristeéi jedno-
dnevnu VaR meru rizika
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lin. trajni i lin. lin. trajni i nelin. | nelin. trajni i lin.

privremeni impakt | privremeni impakt | privremeni impakt

A | troskovi impakta | troskovi impakta | troskovi impakta

(%) (bp) (bp) (bp)

5.04 1.69818172 1.6961823 1.69798185
4.63 1.56004449 1.55836684 1.55987678
4.22 1.42194031 1.42055582 1.4218019
3.81 1.28386918 1.28274932 1.28375723
3.40 1.14583112 1.14494742 1.14574277
2.99 1.00782613 1.00715021 1.00775855
2.58 0.8698542 0.8693578 0.86980457
2.17 0.73191535 0.73157034 0.73188085
1.76 0.59400957 0.59378799 0.59398742
1.35 0.45613688 0.456011 0.45612429
0.95 0.31829727 0.31823969 0.31829151
0.54 0.18049075 0.18047463 0.18048914
0.13 0.04271732 0.04271699 0.04271729

79

Tabela 6.1: Troskovi impakta portfolia (SN,RIO) sa vrednoséu od milion
funti u slucajevima (6.3), (6.4) i (6.5)
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(AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD), m=500, y=10°

6 N
5r N
£ af 1
o
o
[}
0
s
2 3f .
=1
2 - -
bez troskova
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nelinearan privremeni impakt
nelinearan trajni impakt
0 1 1 1 1 1 1
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VaR (%)

Slika 6.5: Efikasna granica jednodnevne VaR mere rizika za velikog institu-
cionalnog investitora sa portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD)
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(AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD), m=500, y:106

udeo (%) akcije u portfoliu

0 1 2 3 4 5 6

K (base point)

Slika 6.6: VaR optimalni portfolio velikog i malog institucionalnog investi-
tora sa portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD) u zavisnosti od pred-
videnog prinosa p, koriste¢i jednodnevnu VaR meru rizika, bez troskova
transakcija
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(AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD), m=500, y=10°
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Slika 6.7: VaR optimalni portfolio velikog institucionalnog investitora sa
portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD) u zavisnosti od predvidenog
prinosa u, koristec¢i jednodnevnu VaR meru rizika, sa linearnim impaktom
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(AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD), m=500, y=10°
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Slika 6.8: VaR optimalni portfolio velikog institucionalnog investitora sa
portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD) u zavisnosti od predvidenog
prinosa u, koriste¢i jednodnevnu VaR meru rizika, sa nelinearnim privre-
menim impaktom i linearnim trajnim impaktom
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(AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD), m=500, y=10°
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Slika 6.9: VaR optimalni portfolio velikog institucionalnog investitora sa
portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD) u zavisnosti od predvidenog
prinosa pu, koristec¢i jednodnevnu VaR meru rizika, sa linearnim privremenim
impaktom i nelinearnim trajnim impaktom
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(AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD), m=500, y=10°

K (base point)
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Slika 6.10: Efikasna granica jednodnevne VaR mere rizika za malog institu-
cionalnog investitora sa portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD)
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(AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD), m=500, y=10°
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Slika 6.11: VaR optimalni portfolio malog institucionalnog investitora sa
portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD) u zavisnosti od predvidenog
prinosa u, koristec¢i jednodnevnu VaR meru rizika, sa linearnim impaktom
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(AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD), m=500, y=10°
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Slika 6.12: VaR optimalni portfolio malog institucionalnog investitora sa
portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD) u zavisnosti od predvidenog
prinosa u, koriste¢i jednodnevnu VaR meru rizika, sa nelinearnim privre-
menim impaktom i linearnim trajnim impaktom
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(AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD), m=500, y=10°
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Slika 6.13: VaR optimalni portfolio malog institucionalnog investitora sa
portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD) u zavisnosti od predvidenog
prinosa p, koriste¢i jednodnevnu VaR meru rizika, sa linearnim privremenim
impaktom i nelinearnim trajnim impaktom
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6.2 Desetodnevni VaR

Posmatrajmo portfolio (SN,RIO) koji je sastavljen od akcija kompanija
Smith & Nephew i Rio Tinto sa Londonske berze. Poznati su vektori dese-
todnevih prinosa portfolia &' = (£1,&), 7 =1,...,m, za m = 100. Uzimajuéi
za pocetni portfolio

= (0.5,0.5),

trazimo VaR optimalan portfolio, sa nivoom poverenja 95%, koji nakon de-
set dana donosi prinos p — trazimo resenje problema (6.1). Uporedujemo
optimalnu VaR meru rizika i VaR optimalni portfolio za normiranu funkciju
troskova oblika (6.2), (6.3), (6.4) i (6.5), kao i za vrednost portfolia od y = 10®
funti i y = 10°% funti. I u ovom poglavlju su crnom bojom prikazani rezul-
tati dobijeni bez troskova transakcija, crvenom bojom su oznaceni rezultati
sa troskovima linearnog impakta, zelenom bojom su prikazani rezultati pri-
menom troskova za koje je trajni impakt linearan, a privremeni impakt neli-
nearan, dok je plava boja upotrebljena za rezultate sa troskovima za koje je
trajni impakt nelinearan, a privremeni impakt linearan.

U slucaju kada je za veliku vrednost portfolia predvideni prinos p, izrazen
u procentima, u intervalu [0,0.79] optimalna vrednost VaR mere rizika za
probleme sa i bez troskova je jednaka. Isti je slucaj i za malu vrednost
portfolia kada p € [0,0.69]. Iz tog razloga, na slikama 6.14 i 6.16 je redom
prikazana efikasna granica za velikog i malog institucionalnog investitora za
€ [0.75,0.97] i p € [0.65,0.94]. Analogno je sa VaR optimalnim portfo-
liom koji je ilustrovan slikom 6.15 za portfolio u vrednosti od sto miliona
funti i slikom 6.17 za portfolio sa vrednoséu od milion funti. Znaci, kada je
VaR optimalni portfolio problema bez troskova transakcija dopustiv i nakon
uzimanja u obzir troskove transakcija, resenje problema minimizacije VaR
mere rizika koji ukljucuje troskove transakcija je jednako reSenju problema
bez troskova. Na slici 6.17, za impakt modeliran linearnom funkcijom, po-
stoji skok za p = 0.66 jer je u problemu sa tim parametrom dobijeno lokalno
resenje.

Kao i kod jednodnevne, tako i kod desetodnevne VaR mere rizika opti-
malna vrednost VaR mere rizika zanemarivanjem troskove transakcija je
manja ili jednaka optimalnoj vrednosti dobijene uzimajuéi u obzir troskove
transakcija. Odnosno, VaR optimalni portfolio velikog institucionalnog in-
vestitora je manje rizican u odnosu na VaR optimalan portfolio malog insti-
tucionalnog investitora. Pored toga, kod male vrednosti portfolia ne postoji
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znacajna razlika u izboru linearnog i nelinearnog modela privremenog i traj-
nog impakta.
Posto je vektor prinosa portfolia izrazen u procentima

¢ = (0.36,1.52),

za predvideni prinos B
> ité =094

pocetni portfolio nije dopustiv za posmatrane probleme. Kod malog institu-
cionalnog investitora, za navedene vrednosti parametra j, koristeni algoritam
nije dosao do resenja. Medutim, kod velikog institucionalnog investitora smo
dobili resenje do p = 0.97.

Posmatrajmo portfolio sastavljen od akcija kompanija Astrazeneca (AZN),
Bae Systems (BA), Lonmin (LMI), Rio Tinto (RIO), Smith & Nephew (SN),
Tesco (TSCO) i Vodafone (VOD) sa Londonske berze. Poznati su vektori
desetodnevnih prinosa portfolia & = (&1,...,&), i = 1,...,m, za m = 100,
na osnovu kojih je prosecan prinos portfolia izrazen u procentima

¢ =(—0.16,1.08,1.29,1.52,0.36,0.53,0.2).

i= (L 1
= (=02 )

Efikasne granice za portfolio u vrednosti od sto miliona funti i za portfolio
u vrednosti od milion funti, slike 6.18 1 6.19, i na ovim primerima potvrduju
da troskovi transakcija uticu na smanjenje vrednosti optimalne VaR mere
rizika. Kao i da u slucaju malog institucionalnog investitora ne postoje velike
razlike u izboru linearnosti impakta.

VaR optimalan portfolio za problem bez troskova transakcija je prikazan
tabelom 6.2. Tabele 6.3, 6.4 1 6.5 ilustruju VaR optimalan portfolio za port-
folio sa vrednoséu od sto miliona funti, uzimajuéi da su troskovi funkcija
redom oblika (6.3), (6.4) i (6.5). Mozemo da vidimo da je akcija TSCO,
jedna od najlikvidnijih akcija, najzastupljenija u optimalnom portfoliu, dok
su najmanje likvidne akcije koje imaju najveéi prosec¢an prinos, akcije RIO i
LMI, uglavnom najmanje zastupljene. Za malog institucionalnog investitora
VaR optimalan portfolio za problem sa troskovima modeliranim funkcijama
(6.3), (6.4) 1 (6.5) je prikazan u tabelama 6.6, 6.7 i 6.8, respektivno. Sve dok
predvideni prinos p dozvoljava, akcija TSCO je najvise zastupljena u VaR
optimalnom portfoliu, dok su akcije RIO i LMI najmanje zastupljene.

Pocetni portfolio je
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desetodnevni VaR bez i sa troskovima za (SN,RIO) za m=100, y:108

0.96 N
0.941 g
0.92 .
09t g
0.88 g
S 086} -
3
0.84 g
0.82F 7 g
0.8 g
—— bez troskova
0.78 linearan impakt i
nelinearan privremeni impakt
0.76 nelinearan trajni impakt -
5.2 5.4 5.6 5.8 6 6.2 6.4

VaR (%)

Slika 6.14: Efikasna granica desetodnevne VaR mere rizika za velikog insti-
tucionalnog investitora sa portfoliom (SN,RIO)
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VaR optimalni portfolio bez i sa troskovima za (SN,RIO) za m=100, y:108
62 T T T T
bez troskova
60 linearan impakt
nelinearan privremeni impakt
nelinearan trajni impakt

58|

56

541

52

50

48

A (%) u portfoliu (1-A,A)

46

44

40 ' '
0.75 0.8 0.85 0.9 0.95
H (%)

Slika 6.15: VaR optimalni portfolio za velikog institucionalnog investitora sa
portfoliom (SN,RIO) u zavisnosti od predvidenog prinosa p, koriste¢i dese-
todnevnu VaR meru rizika
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desetodnevni VaR bez i sa troskovima za (SN,RIO) za m=100, y:106

bez troskova
linearan impakt
0.9F nelinearan privremeni impakt| |
—— nelinearan trajni impakt
0.85f 8
g osf :
3
0.75 b
0.7 §
0.65 w‘
5 5.5 6 6.5 7
VaR (%)

Slika 6.16: Efikasna granica desetodnevne VaR mere rizika za malog institu-
cionalnog investitora sa portfoliom (SN,RIO)
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VaR optimalni portfolio bez i sa troskovima za (SN,RIO) za m=100, y:106
75 T T T T T
bez troskova
linearan impakt
nelinearan privremeni impakt|
nelinearan trajni impakt

70

¢y D 2]
al o al

A (%) u portfoliu (1-A,A)

a
o

45

40
0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9
H (%)

Slika 6.17: VaR optimalni portfolio za malog institucionalnog investitora sa
portfoliom (SN,RIO) u zavisnosti od predvidenog prinosa p, koriste¢i dese-
todnevnu VaR meru rizika
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(AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD), m=500, y=10°

— P

0.6 N
0.5 .
S 04} 1
3
0.3f N
0.2 .
—— bez troskova
0.1+ linearan impakt N
nelinearan privremeni impakt
—— nelinearan trajni impakt
0 = 1 1 1 1
2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 34 3.6

VaR (%)

Slika 6.18: Efikasna granica desetodnevne VaR mere rizika za velikog insti-
tucionalnog investitora sa portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD)
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2 I T2 z3 Ty 5 T T7
o) | 0)  (B) (B) (B) (%) (%) (%)

0 |1831 54 1.76 981 16.9 26.93 20.89
0.05] 9.46 14.89 1.41 9.62 19.2 31.46 13.95
0.1 | 467 10.79 6.14 4.18 23.26 37.87 13.09
0.15124.65 1783 5.39 299 18.05 2291 &8.18
0.2 | 1849 12.08 298 9.27 17.82 16.94 22.42
0.25119.96 20.01 3.36 7.31 14.16 34.69 0.5

0.3 |15.04 11.98 0 11.48 17.41 27.77 16.32
0.35] 9.04 9.75 9.99 2.69 23.44 29.65 15.44
0.4 (2095 14.79 &84 283 16.09 25.39 11.55
0.45]11.29 11.41 1.76 9.53 19.11 31.28 15.63
0.5 |14.53 12.26 9.93 148 19.72 29.28 12.8
0.55| 833 10.49 0.56 10.29 19.51 34.27 16.56
0.6 |10.54 1854 O 10.7 17.18 31.7 11.33

0.65| O 11.29 4,57 8.71 21.03 45.34 9.06
0.7 0 0 0 1679 0 8321 O

075 0 11.25 4.6 1442 6.35 59.77 3.62
0.76 | 2.67 18.34 591 13.23 16.28 42.72 0.85

Tabela 6.2: VaR optimalni portfolio velikog i malog institucionalnog investi-
tora sa portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD) u zavisnosti od pred-
videnog prinosa pu, koriste¢i desetodnevnu VaR meru rizika, bez troskova
transakcija
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% T i) T3 T4 Ty Tg Ty
)| ) (o) (%) () (B) (%) (%)

0 |15.61 14.76 7.73 518 19.2 2529 12.23
0.05|16.12 11.77 454 7.39 18.67 19.27 22.24
0.1 | 181 11.74 3.51 891 1747 17.44 2282
0.15] 18.2 18.42 4.63 6.68 15.77 31.43 4.87
0.2 1643 11.21 4.6 736 1845 17.86 24.09
0.25|14.42 1286 9.06 2.2 19.93 27.07 14.46
0.3 | 1797 13.21 3.37 9.67 18.07 18.04 19.68
0.35|18.86 19.31 4.04 7.57 16.15 2824 5.83
04 1] 013 589 991 6.27 13.84 50.38 13.59
045|496 16.69 5.28 1096 17.45 37.39 7.26
0.5 ] 6.06 1529 598 1049 172 373 7.67
0.55| 7.25 16.87 5.46 12.11 16.08 35.5 6.74
06 | 6.95 16.01 6.54 11.35 15.04 36.39 7.72
0.65|15.31 17.58 9.65 15.49 1429 1429 134
0.7 | 14.82 2246 14.02 15.31 16.08 9.7 7.6
0.75] 943 16.62 11.69 20.88 14.29 14.29 12.81
0.76 | 0.34 2826 13.83 11.78 14.29 27.72 3.79

Tabela 6.3: VaR optimalni portfolio velikog institucionalnog investitora sa
portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD) u zavisnosti od predvidenog

prinosa u, koristec¢i desetodnevnu VaR meru rizika, sa linearnim impaktom
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2 I T2 z3 Ty Ts T Ty
(o) | 0)  (B) (%) (%) (%) (%) (%)

0 |14.62 10.95 3.47 8.43 19.35 2641 16.77
0.05 0 6.26 897 6.47 13.86 50.63 13.81
0.1 [13.83 231 11.14 1.64 21.94 28.80 20.33
0.15]15.06 9.44 9.16 4.85 2292 21.53 17.04
0.2 | 31.9 1785 6.63 5.39 12.63 2285 2.75
0.25] 16.3 9.12 4.56 3.62 15.28 17.02 34.09
0.3 | 6.36 322 995 862 7.25 48.04 16.57
0.35| 0.61 643 887 7.09 14.86 50.35 11.79
0.4 |22.35 15.56 0 8.62 14.29 25.07 14.12
0.45] 4.70 16.43 8.14 9.21 17.09 37.87 6.57
0.5 | 5.06 16.39 5.67 10.87 17.34 37.39 7.28
0.55| 5.16 16.21 5.58 10.9 17.29 3743 7.43
0.6 0 9.05 347 16.45 1291 53.92 4.2
0.65] 1.99 15.6 10.53 9.05 14.29 41.48 7.06
0.7 0 18.49 8.87 13 14.29 3946 5.9
0.74114.29 14.29 14.29 14.29 14.29 14.29 14.29
0.75 0 20.37 114 1429 14.29 33.09 6.56
0.76 | 14.29 14.29 14.29 14.29 14.29 14.29 14.29

Tabela 6.4: VaR optimalni portfolio velikog institucionalnog investitora sa
portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD) u zavisnosti od predvidenog
prinosa p, koriste¢i desetodnevnu VaR meru rizika, sa nelinearnim privre-
menim impaktom i linearnim trajnim impaktom
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% T i) T3 T4 Ty Tg Ty
)| (0) (o) (%) (B) (B) (%) (%)

0 [19.66 20.13 3.05 7.27 15.53 31.58 2.79
0.05]16.58 13.65 7.33 0.77 21.84 23.46 16.37
0.1 |28.85 21.75 191 4.84 17.17 21.66 3.82
0.15| 6.28 15.55 5.43 11.36 16.61 37.62 7.15
0.2 4 1136 4.67 4.89 2287 39.59 12.62
0.25|14.74 16.57 8.66 598 19.42 26.01 8.62
03] 19 813 776 122 586 56.45 7.7
0.35|12.33 12.88 2.19 9.73 1877 29.33 14.76
04 ] 792 10.75 6.68 4.63 22.5 3257 14.94
0.45]16.71 16.67 6.01 6.22 17.84 2849 8&.06
0.5 (1270 1831 0 12,99 17.53 27.61 10.85
0.55|14.29 23.82 0.2 1429 152 322 0
0.6 | 5.18 15.87 7.32 10.28 15.68 38.2 7.48
0.65 1591 2282 6.21 21.21 15.73 8.04 10.08
0.7 0 1894 845 13.75 14.29 38.83 5.75
0.75|14.29 14.29 14.29 14.29 1429 14.29 14.29
076 0 21.29 124 1429 1429 31.59 6.15

Tabela 6.5: VaR optimalni portfolio velikog institucionalnog investitora sa
portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD) u zavisnosti od predvidenog
prinosa p, koriste¢i desetodnevnu VaR meru rizika, sa linearnim privremenim
impaktom i nelinearnim trajnim impaktom
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(AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD), m=500, y=10°

07 T T T T T T
0.6 .
S
0.5 .
04r .
g :
1 Ve
0.3 - .
0.2 .
<7
— bez troskova
0.1 Z linearan impakt e
< nelinearan privremeni impakt
g nelinearan trajni impakt
0 1 1 1 1 1
2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4

VaR (%)

Slika 6.19: Efikasna granica desetodnevne VaR mere rizika za malog institu-
cionalnog investitora sa portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD)
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2 T T2 3 Ty s T T7
(o) | ) (B)  (B) (B)  (B) (%) (%)

0 807 16.7 5.23 9.72 1892 32.04 9.31
0.05| 5.26 16.15 5.68 10.88 17.12 37.41 7.5

0.1 119.27 13.33 9.56 243 1888 21.37 15.17
0.15| 6.52 14.63 6.93 10.57 15.01 37.72 8.62
0.2 | 824 1496 694 11.11 14.28 35.65 8.82
0.25 | 14.29 14.29 0 14.26 16.71 26.93 13.53
0.3 |14.29 14.29 1.11 14.29 15.87 25.88 14.29
0.3514.29 17.29 3.12 14.18 16.54 16.09 18.51
0.4 [14.29 1429 944 11.77 14.29 2571 10.22
0.45|16.75 14.29 7.71 14.29 1858 14.9 13.48
0.5 | 15.07 14.29 9.12 14.29 1945 14.29 13.5
0.55|15.46 16.05 9.5 14.29 14.29 16.14 14.29
0.6 |14.29 15.5 11 14.29 14.29 16.36 14.29
0.65 | 14.29 14.35 13.04 14.29 1547 14.29 14.29
0.69 | 14.29 14.29 14.26 14.29 14.31 14.29 14.29

Tabela 6.6: VaR optimalni portfolio malog institucionalnog investitora sa
portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD) u zavisnosti od predvidenog

prinosa p, koristeé¢i desetodnevnu VaR meru rizika, sa linearnim impaktom
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2 I T2 T3 Ty s L6 T7
(o) | B) o) (%) (0) (%) () (%)

0 |18.71 1225 2.69 9.75 17.75 16.5 22.35
0.05] 19.8 11.81 2.18 994 19.6 1889 17.78
0.1 |21.65 14.29 0 10.38 14.29 25.12 14.29
0.15]14.45 14.84 6.79 6.23 19.51 26.9 11.29
0.2 [16.06 13.98 3.76 10.17 18.66 18.14 19.24
0.25 | 14.29 14.29 0 14.25 16.71 26.94 13.53
0.3 |14.29 14.71 599 9.93 18.15 22.65 14.29
0.35]114.29 16.25 4.63 1242 16.68 21.44 14.29
04 (14.29 1789 395 14.29 1531 19.99 14.29
045 16.2 17.67 6.38 14.29 16.89 14.29 14.29
0.5 [16.58 15.66 &8.12 14.29 14.29 16.79 14.29
0.55]15.46 16.05 9.5 14.29 14.29 16.14 14.29
0.6 |14.29 155 11 14.29 14.29 16.36 14.29
0.65|14.29 14.35 13.04 14.29 1547 14.29 14.29
0.69 | 14.29 14.29 14.26 14.29 14.31 14.29 14.29

Tabela 6.7: VaR optimalni portfolio malog institucionalnog investitora sa
portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD) u zavisnosti od predvidenog
prinosa g, koriste¢i desetodnevnu VaR meru rizika, sa nelinearnim privre-
menim impaktom i linearnim trajnim impaktom
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1% T i) T3 T4 Ty Tg T
() | (0)  (0) (%) (%) () (%) (%)

0 [17.39 17.08 5.76 6.23 17.38 29.07 7.09
0.05|14.10 13.01 8.97 243 20.33 28.02 13.14
0.1 ] 28 399 9.14 14.29 14.29 41.21 14.29
0.15| 6.68 15.13 5.85 1094 154 36.42 9.58
0.2 116.05 1398 3.76 10.17 18.66 18.13 19.24
0.26 | 11.24 14.29 7.61 9.68 14.29 31.52 11.37
0.3 11429 166 6.07 9.6 18.2 2095 14.29
0.35119.51 15.08 3.94 14.29 1548 17.42 14.29
0.4 119.84 1694 5.84 1429 15.19 143 13.6
0.45(16.75 14.29 7.71 14.29 1858 14.9 1348
0.5 | 15.07 14.29 9.12 14.29 19.45 14.29 13.5
0.55|15.46 16.05 9.5 14.29 14.29 16.14 14.29
0.6 | 14.29 15.5 11 14.29 14.29 16.35 14.29
0.65|14.29 14.35 13.04 14.29 1547 14.29 14.29
0.69 | 14.29 14.29 14.26 14.29 14.31 14.29 14.29

Tabela 6.8: VaR optimalni portfolio malog institucionalnog investitora sa
portfoliom (AZN,BA,LMI,RIO,SN,TSCO,VOD) u zavisnosti od predvidenog
prinosa i, koristeé¢i desetodnevnu VaR meru rizika, sa linearnim privremenim
impaktom i nelinearnim trajnim impaktom
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