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1. Da li postoji iskazna formula F' takva da vazi (F' =
p)~ = (pVve)i(lr=q =p) ~F=-p)? G P Diapid
Ako postoji takva iskazna formula dati jedan primer. rupa L.Llljapic
2. Naéi model za skup formula: {(Va)=R(z,z), 1. Relacija p,, na skupu prirodnih brojeva N definisana
(Elx) (‘v’y)ﬂR(y,x), (VIE)(EIy)(HZ)(R(.’E,y) A ﬁR(ZB, Z)), je (za fiksiran prirodan bI‘Oj TL) na sledeéi nacin:
](lelfx)c(ijzlsi)i(:inio% A -ER(@y) A=R(y,z))}, gde je R (z,y) € pn ako i samo ako z <y — 2n.
Resent Dokazati za n,m € N:
esSenja.
(a) pp je tranzitivna relacija;
1. Primetimo da za valuaciju « : ( i g_ _7; > vazi (b) pm © pn C Pmtn;
da je va((r = q) = p) = L, i vo(F = —p) = T, (€) pm © pn # Pmtn;
Qdakle Sledvl fia ermule (r=q =pil= P 2. Neka je A neprazan skup. DefiniSe se preslikavanje
nisu tautoloski ekvivelentne. Prema tome, ne postoji f o P(A%) — P(A%) na sledeéi nacim: f(X) —
iskazna formula F' koja ispunjava uslove zadatka. i 3 i .
{(a,b,c) € A® : (3d € A)(a,b,d) € X}. Ako je
2. e (Vx)-R(z,x) je tatna u interpretaciji u kojoj D ={(a,b,b) : a,b € A}, dokazati da je f(DNX)N

(a,a) € R za sve elemente a iz domena (u tablici
relacije R na glavnoj dijagonali se nalaze samo
L);

e (3z)(Vy)-R(y,x) je tatna u interpretaciji u ko-
joj relacija R ima osobinu da postoji elemenat
a iz domena takav da se ne pojavljuje u ured-
jenim parovima relacije R kao druga koordinata
(u tablici relacije R postoji kolona u kojoj sva

polja imaju vrednost L );

o (Vz)(Jy)(32)(R(x,y) N —R(z,2)) je tatna u in-
terpretaciji u kojoj relacija R ima osobinu da
za svaki elemenat a iz domena postoje elementi
bi c iz domena takvi da (a,b) € Ri (a,c¢) € R
(u tablici relacije R u svakoj vrsti postoji polje
sa vrednosti T i polje sa L);

e (Fz)(Fy)(x # yA—-R(x,y) A—R(y,x)) je tacna u
interpretaciji u kojoj relacija R ima osobinu da
postoje razliciti elementi a i b iz domena takvi
da (a,b), (b,a) € R (u tablici relacije R postoje
dva polja van dijagonale koja su simetricna u
odnosu na glavnu dijagonalu i imaju vrednost

1).
Tada je ({a,b,c}, R) _trazeni model gde je R =
R ‘ a b ¢
a| L T L
{(a,b),(b.a), ()} C 1+ | )
c| T 1 L

f(DNX) =0 za svaki skup X C A3,

Resenja.

1.

(a) Neka je (a,b),(b,c) € py. Pokazimo da (a,c) €
pn. Na osnovu definicije relacije p,, imamo da
jea <b—2n1ib < c— 2n, odakle sledi da je
a<(c—2n)—2n<c—2n,tj. (a,c) € pp.

(b) Neka (a,b) € pm, o p,. Tada postoji prirodan
broj ¢ takav da je (a,c) € ppm i (¢,b) € pp,
odakle sledi da je a < c—2m ic < b— 2n.
Kombinovanjem ove dve nejednakosti dobijamo
dajea< (b—2n)—2m=>0—-2(m+n), pa je
(a,b) € pmtn-

(¢) Primetimo da (1,2(m + n) 4 2) € ppin i pret-
postavimo da (1,2(m+n)+2) € ppy0pp, tj. da
postoji prirodan broj a takav da (1,a) € pp,
i (a,2(m 4+ n)+ 2) € p,. Tada vazi da je
2m < a—1i2n <2(m+n)+2—a, tj. 2m < a—2
i2n < 2(m+n)+1—a. Direktno sledi da je
2m+2n < a—2+2(m+n)+1—a = 2(m+n)—1,
kontradikcija.

2. Neka (x,9,2) € f(DNX)N f(DNX), tj. (z,y,2) €

f(DNX)i(z,y,2) € f(DNX). Na osnovu definicije
funkcije f zaklju¢ujemo da postoje t,v € A takavi da
(r,y,t) € DN X i (x,y,v) € DN X, ali tada sledi
da (z,y,t), (z,y,v) € D, pajet =y =v. Medjutim,
tada (z,y,y) = (z,y,t) € X i (z,y,y) = (z,y,v) €

X, kontradikcija.



TEORIJSKE OSNOVE INFORMATIKE(2010/11),
POPRAVNI KOLOKVIJUM - Deo I, 2. februar 2011.

Grupa P.Djapié

. Da li postoji iskazna formula F' takva da vazi (F =

(pV—q)) ~ (F'V(qV—r))? Ako postoji takva iskazna
formula dati jedan primer.

2. Da li je valjana formula: (3x)(Vy)R(z, y)A
(Fz)3y) (@ # y A —R(z,y) A -R(y,z) =
(Vz)(Fy) (32)(R(z,y) A ~R(z, 2)).

ResSenja.

1. Prvo resenje: Formula p V —q je netacna za valu-
aciju v(p) = L, v(q) = T 1 proizvoljno v(r), pa
ako uzmemo da je formula F' neta¢na samo za te
dve valuacije sledi¢e da su formule F' = (p V —q) i
F Vv (q vV —r) tautologije, odakle sledi da su te dve
formule tautoloski ekvivalentne. Za iskaznu formulu
F mozemo uzeti (pV —qV —r)A(pV —qVr).

Drugo resenje: Neka je
A=pV g,
B=F= (p Vv =g),
C = q
D=FV (q v =),
FE =B < D. Tada je:
plq|r|A| B |C|D| FE F
T T | T | T T T T T T/L
T T | LT T T T T T/L
T L] T | T T 1| F F T
T L] LT T T T T T/L
1| T|T|L|=F|T|T]|=F L
|7l L|=-F|T|T|=-F| L
Ly LT T T 1| F F T
B T I N T T T T T/L
Da bi formula E bila tautologija za izbor formule
F postoji 2* do na ekvivalenciju moguénosti. Jedno
reSenje za formulu F' u KDF obliku bi bilo (p A =g A
)V (-p A =g A 1) &ja funkcija odgovara koloni F
u tabeli sa podvucenim simbolima. Ovako izabrana
formula je jedno reSenje za F'.
2. e (3z)(Vy)R(z,y) je tatna u interpretaciji u kojoj

relacija R ima osobinu da postoji elemenat a
koji je u relaciji sa svim elementima domena (u
tablici relacije R postoji vrsta u kojoj sva polja
imaju vrednost T);

e (x)(Fy)(x # yA—-R(x,y) A\~ R(y,x)) je tatna u
interpretaciji u kojoj relacija R ima osobinu da
postoje razliciti elementi a i b iz domena takvi
da (a,b), (b,a) € R (u tablici relacije R postoje
dva polja van dijagonale koja su simetri¢na u
odnosu na glavnu dijagonalu i imaju vrednost
1).

o (Va)(Jy)(3z)(R(xz,y) AN —R(x,z)) je tacna u in-
terpretaciji u kojoj relacija R ima osobinu da
za svaki elemenat a iz domena postoje elementi
bi c iz domena takvi da (a,b) € Ri (a,c) € R
(u tablici relacije R u svakoj vrsti postoji polje
sa vrednosti T i polje sa L);

Tada je ({a,b,c}, R) trazeni kontra model gde
je R = {(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,a),(a,c),(c,a)}

R ‘ a b ¢
( E 1 1 I ), zato $to je prva formula ta¢na
c| T L T

jer prva vrta svuda ima vrednost T, druga for-
mula je ta¢na jer postoje dva L koja su postavljena
simetricno u odnosu na glavnu dijagonalu, i treca
formula nije ta¢na jer u prvoj vrsti ne postoji L.

TEORIJSKE OSNOVE INFORMATIKE(2010/11),
POPRAVNI KOLOKVLJUM - Deo II, 2. februar 2011.

Grupa P.Djapié

1. Neka je p relacija na skupu A takva da je p =

(pop')UAy, Dokazati da je p relacija ekviva-
lencije.

2. Funkcije g : R -+ RT i h: R — Rt (R* je skup

pozitivnih realnih brojeva) date su sa g(x) = e™* i
h(z) = 1. Dalije hog: R — R" bijekcija?

Resenja.

1. Pokazimo da je p relacija ekvivalencije.

R: Kako je A C (pop 1) UA = psledi da je p
refleksivna relacija.

S: pt=((pop HUL) P =(pop ) luLT! =
(P teop ™ HUL = (pop™)UA = p, odakle
sledi da je p simetri¢na relacija.

T: Iz simetri¢nosti relacije p (p = p~!) sledi da je
pop=pop tC(pop HYyUA = p, odakle sledi
da je p tranzitivna relacija.

2. Pogledati kako smo na vezbama pokazali da su

funkcije f i g bijekcije, a kako znamo da je kompozi-
cija funkcija koje su bijekcije ponovo bijekcija sledi
da je h o g bijekcija.



ALGEBRA ZA INFORMATICARE(2010/11),
Prvi deo, 21. april 2011.

1. Da 1li je moguée dopuniti Kejlijevu tablicu
* ‘ a b ¢
a
b
c b
Obrazloziti.

tako da ({a,b,c},*) bude grupa?

2. Ako je (P,+,-) prsten, dokazati da je Z(P) = {r €
P : (Vz € P)rx = xr} (tzv. centar prstena) njegov
potprsten.

Resenja.

1. Pretpostavimo da se data Kejlijeva tablica moze
dopuniti tako da dobijemo grupu. Svaka grupa ima
neutralni element. Kako je bxb = aicxc = b
sledi da b i ¢ nisu neutralni elementi, dakle, sledi da

* ‘ a b c

| 1

. . . ala b c
je a neutralni element, pa imamo
b|b a
clc b

Na vezbama smo pokazali da je svaka grupa kvazi-
grupa i da vaze zakoni kancelacije, odakle sledi da
su u Kejlijevoj tablici u svakoj vrsti i svakoj koloni
razliciti elementi. Medjutim, kako god izabrali vred-
nost izraza b x ¢ dobijamo da ¢ée se u drugoj vrsti ili
trecoj koloni ponavljati elementi.

Na primer, jedna¢ina b x x = c¢ ima jedinstveno
reSenje, a na osnovu gore dopunjene tablice dobijamo
da mora biti x = ¢, ali tada vazi da je axc = bxc=c
pa na osnovu kancelacije je a = b, kontardikcija.
Dakle, ({a,b,c},*) ne moze biti grupa.

2. Na predavanju je pokazano da je dovoljno pokazati
da0e€ Z(P)i (Va,be Z(P))a—b,ab € Z(P).
Kako je 0z = 0 = 20 sledi da 0 € Z(P). Neka a,b €
Z(P), pa za svako x € P vazi ar = za i bx = zb.
Tada vazi (a — b)x = ax — bx = xa — xb = x(a — b),
paa—be Z(P),1iabx = axb= xab, pa ab € Z(P).

ALGEBRA ZA INFORMATICARE(2010/11),
Drugi deo, 3. jun 2011.

1. Faktorisati polinom 2® — 323 — 622 — 282 — 24 na
nesvodljive faktore nad poljem realnih i kompleksnih
brojeva, ako se zna da ima bar dve racionalne nule.

2. Odrediti ostatak pri deljenju broja 20052011 +
20112995 sa 7.

Resenja.

1. Posto je polinom neparnog stepena (petog) i ima
bar dve realne nule, sledi da taj polinom ima
bar tri realne nule (jer ne moze imati tri nere-
alne nule). Kako polinom ima bar dve racionalne
nule, sledi da su potencijalni kandidati za racionalne
nule delioci broja 24 (jer je koeficijent uz 2°
jednak jedinici). Hornerovom Semom dobijamo:

1] 0 |-3] -6 |-28]|-24
_1‘1|_1 ‘ _2‘ -4 ‘_24‘ O 4y a5 —3a8 -
—2‘1‘—3‘4‘—12‘0‘ Y

3 (1] 01 4 0
622 — 282 — 24 = (x + 1)(z + 2)(z — 3)(2® + 4), a
22 +4 se ne moze faktorisati nad poljem realnih bro-
jeva, dok nad poljem kompleksnih brojeva trazena
faktorizacija izgleda ovako (x + 1)(z + 2)(x — 3)(x +
2i)(x — 21).

2. Kako je
2005 = 3(mod T) 2011 = 2(mod 7)
3! = 3(mod 7) 2! = 2(mod 7)
32 = 2(mod 7) 22 = 4(mod 7)
33 = —1(mod 7) 23 = 1(mod 7)

(33)670 = (—1)5™(mod 7)
32919 = 1(mod 7)
3201 = 3(mod 7)
200521 = 3(mod 7)

(23)%68 = 1668 (;mod 7)
22004 = 1 (mod 7)
22005 = 2(1mod 7)

2011%°% = 2(mod 7)

sledi da je 2005291 42011209 = 3 + 2(mod 7), pa je
trazeni ostatak 5.



ALGEBRA ZA INFORMATICARE(2010/11),
Prvi deo, 23. jun 2011.

1. Dokazati da je f: Z — {T, L} zadato sa

| T, =z je paran
flz) = { L, =z je neparan

homomorfizam grupoida (Z,-) i ({T,L},V).

2. Neka je f: P — R homomorfizam prstena (P, +,-) i
(R,+,-). Dokazati da je K(f) ={xz € P: f(z) =0}
(jezgro homomorfizma f) ideal prstena (P, +, ).

Resenja.

1. Treba pokazati da za svako x,y € Z vazi da je f(x -
y) = f(x) V f(y). Razmotrimo sve slucajeve.

Prvislucaj: Neka su x iy iste parnosti. Tada jeiz-y

iste parnosti kao i z iy, paje f(z-y) = f(x) = f(y),
ali kako je operacija V idempotentna (aVa = a)sledi
daje f(z-y) = f(x) = f(z) V f(z) = f(z) V f(y).

Drugi slucaj: Neka su z i y razlicite parnosti. Tada
je -y paran broj, pa je f(z-y) =T, 1 f(z) i f(y)
imaju razli¢ite vrednosti ({f(z), f(y)} = {T,L}), pa
je f(x)V f(y) = T, odakle sledi da je f(x-y) =T =

ALGEBRA ZA INFORMATICARE(2010/11),
Drugi deo, 23. jun 2011.

1. Da li je uredjeni skup kome odgovara slede¢i Hase-
dijagram mreza? Obrazloziti.

€

2. U polju Zj3 resiti sistem jednacina:

y+t=2
r+y+z=0
r+z2+1t=0
2+ z+t=1

Resenja.

1. Uredjeni skup kome odgovara dati Hase-dijagram
nije mreza jer za elemente a i b ne postoji infimum,
preciznije, elementi ¢, d i e su jedini elementi koji su
manji i od a i od b, a medju njima nema najveteg
elementa.

fx)V f(y).
2. Kako je f(0p) = Op sledi da Op € K(f).

Neka a,b € K(f), tada je f(a —b) = f(a+ (=Db)) =

fla) + f(=b) = fla) + (=f(b)) = fla) = f(b) =
Or — Or = Op,odakle sledi da a — b € K(f).

Nekaa € K(f)ibe P, tadaje f(a-b) = f(a)-f(b) =
Og - f(b) = Og, odakle sledi a - b € K(f).

Dakle, K(f) je ideal prstena (P, +,-).

2. ReSimo Gausovim metodom:

y+t=2
r+y+2=0
r+z2+1t=0
2+ z+t=1

Zamenimo mesta prvim dvema jednacinama.

r+y+z=0

y+t=2
r+z2+1t=0
2+ z2z+t=1

Pomnozimo prvu jednacinu sa 2 i dodamo trecoj.

r+y+z=0
y+t=2
2u+t=0
2yt z+t=1

Fatim drugu jedna¢inu pomnozimo sa 1 i dodamo
trec¢oj i cetvrtoj.

r+y+2z2=0
y+t=2

2t =2
z+2t=0

Dalje iz treée jednacine dobijamo da je t = 1, zatim
iz Cetvrte z = =2t =t =1, izdrugey = 2 —t =
R+2t=24+2=1,iizprver =—y—2z=2y+2z =
242 = 1. Dobili smo da je sistem odredjen i vazi da
je (xz,y,2z,t) = (1,1,1,1).



