Matematicka logika i algebra,
Algebra I, 18. jun 2003.
dr Andreja Tepavcevié

. Dokazati da ne postoji formulu F'(p, g, r) iskaznog rac¢una, takva da je sledeéa formula tautologija:
(FVr)e(peaq).

. Neka su p i 6 relacije ekvivalencije na skupu A. Dokazati da je po @ relacija ekvivalencije na istom
skupu ako i samo ako je pof =60op.

. Ako je H podgrupa grupe G i N normalna podgrupa grupe G. Dokazati da je HN podgrupa
grupe G.

. Neka je L potprsten prstena R. Ako L ima jedini¢ni element, a R nemajedini¢ni element, tada R
ima delitelje nule.

. Utvrditi kojom cifrom se zavrsava broj 700! 4 31002,

. Neka je n € N. Odrediti koeficijente a i b tako da polinom az?**! + bx + 1 bude deljiv polinomom
(z+1)%

. Izracunati vrednost determinante:
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. Dokazati:
F(pAqV(rAs)=((pVr)A(gVs).

. Dokazati da sledeé¢a formula nije valjana:

(Vz)(Vy)(R(x,y) A R(y, =) = x = y) A (Vo) (Vy)(R(z,y) = R(y,x)) = (Jr)-R(z, z).

. Dokazati da za binarne relacije p, o, 7 na nekom skupu A vazi po (c UT) = (poo)U(porT).

. Dokazati: podgrupa H grupe G je normalna akko za sve a,b € G iz ab € H sledi ba € H.

. Pronadi sva resenja Diofantove jednacine: 12x + 10y = 4.

. Odrediti polinom f(x) treceg stepena, za koji vazi da (z—1)? deli f(z)+1, a (z+1)* deli f(x)—1.

. Izracunati vrednost determinante:



A A

5 1 0 0 0
5 5 2 0 0
04 5 3 0
0 0 3 5 4
0 0 0 2 5

ALGEBRA I, 08. jul 2003.

dr Andreja Tepavcevié

Dokazati da ne postoji formula F(p,q,r,s,t) iskaznog racuna, takva da je sledeca formula tau-
tologija: (F = (pAqg=rVsVit))=((-pAr)V(-gAs)V-t).

Dokazati da je sledeca formula valjana: [(Vx)(Vy)(R(z,y) = R(y,z))A(Vx)(Vy)(R(z,y)AR(y, x) =
v =y) = (Vo) (Vy)(R(z,y) = = = y).

Ako su Ai B podskupovi skupa U, dokazati da vazi sledeca jednakost: AAB = (AU B) \ (AN B).

Neka je G drupa, i a elemenat reda 2. Dokazati da za b € G ako vaZi ba = ab?, tada je b® = e.
Resiti linearnu Diofantovu jednacinu: 8z + 22y = 4.

Neka su a i b razliciti pozitivni brojevi i p(x) polinom cetvrtog stepena nad poljem realnih brojeva.
Ako je p(a) = p(—a) i p(b) = p(—b), dokazati da je p(z) = p(—=z) za svaki realni broj x.

Diskutovati sistem jednacina u zaisnosti od realnih parametara a i b, i resiti sistem u slucajevima
kada ima reSenja:

- - 2y + 3z = 1,
—2x + 3y + az = b,
3r — y — 2z = 2

ALGEBRA 1, 09. septembar 2003.

dr Andreja Tepavcevié
Da li je sledeca formula tautologija: ((pV q) < (tATAS)) = (tAgAs)= (—pVr))

Dokazati da sledeca formula nije valjana: (Vz)(Vy)(32)((R(z,y) A R(y, z)) A (Vz)(3y)-R(y, z) A
(V) (Fy) B(z, y)] = (Vo) (Fy) R(y, z).

Neka je f : Ax A — A, ineka su za sve z,y,z € A vazi: f(z,y) = f(y,z), flz,z) =z i
f(z, f(y,2)) = f(f(z,y),z). Tada je relacija p na skupu A definisana sa (z,y) < f(z,y) = =z,
relacija poretka.

Dokazati da u konaénoj multiplikativnoj grupi G elementi a i b~tab imaju isti red.
Pronaéi sve proste brojeve p takve da je p? + 8 takode prost broj.

Dat je polinom sa realnim koeficijentima koji nema realnih nula, a zbir njegovih koeficijenata je
vec¢i od 0. Odrediti znak slobodnog ¢lana.

Resiti matriénu jednacinu X - (A — 3I) = B, gde su

4 2 3 2 3 4
A=\ -2 7 5| iB=|T7 8 10
3 -1 4 11 3
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ALGEBRA 1, 27. septembar 2003.
dr Andreja Tepavcevié

. Dokazati da formula (p V ¢) = (r V s) nije semanticka posledica formula —(p < (¢ V1)), ¢ &
(rns), s=np.

. Neka su p i 6 relacije ekvivalencije na skupu A, i a,b € A,a # b. Ako je po = 60op, [a], =
{a}, [alg = {a,b}, tada vazi [b], = {b}.

. Dat je grupoid G' = ({1,2,3,4}, %) gde je operacija * definisana sa x * y = max{x,y}. Odrediti
sve podgrupoide i sve kongruencije ovog grupoida. Da li je G grupa?

. Neka su (R,+,) 1 (T, +,-) dva prstena, h : R — T homomorfizam prstena koji je sirjekcija, i neka
su [ 1 J ideali prstena R. Akor e T, i €I, j € J, tada vazi r- h(i + j) € h(I + J). Dokazati.

. Ako je z = 1 — i, odrediti 2%°.

. Odrediti ostatak pri deljenju polinoma f(z) sa (x + 1)(2* + 1) ako je ostatak pri deljenju tog
polnoma sa x + 1 i 22 + 1, redom, jednak 4 i 2z + 3.

. Izra¢unati vrednost determinante, ako je determinanta reda n:

2 11 1
1 2 1 1
1 1 2

1 1 1 ... 2

ALGEBRA 1, 20. oktobar 2003.
dr Andreja Tepavcevié

. Da li je sledeca iskazna formula tautologija

(rvsVi)A(p=—q) = (pAq) = (rs))

. Dokazati da je slede¢a formula valjana:

(V) (Vy) (R(z,y) = R(y, x)) A (32)(Vy) Rz, y)A

(V) (Vy) (V2) (R(z, y) A R(y, 2) = R(z, 2))] = (Vo) (Vy) R(z, y)

. Ako su A, B i C podskupovi skupa U, dokayati da vazi A\ B = AA(AN B).

. Neka je f : G — H epimorfizam grupoida G na grupoid H. Dokazati, ako postoji neutralni
element u grupoidu G, tada postoji i neutralni element u grupoidu H.

. Resiti slede¢e Diofantove jednacine:
a) 6x +5ly =5
b) 41z + 3y = 2.

. Neka je n € N. Odrediti koeficijente a i b tako da polinom ax®**! +2bx + 1 bude deljiv polinomom
(x —1)%



7. Diskutovati sistem jednac¢ina u odnosu na realni parametar a i resiti sistem u slucaju kada ima
rresenje;,

x + 4y + z + t =1
-2x - y - 2z + at = 2
X - y + z - 2t = 3

- 2y -z - t = 4



