Matematicka logika i algebra,
Algebra I, 12. januar 2004.
dr Andreja Tepavcevié

. Dokazati da za svaku iskaznu formulu postoji ekvivalentna, sa osobinom da su jedini logicki
veznici koji se u njoj javljaju su = i —.

. Da li je slede¢a formula valjana: [(Vz)(Vy)(R(z,y) = R(y,z))A
(V) (Vy) (V2) (R(x, y) A Ry, 2) = R(z, 2))] = (Vo) (Fy) Rz, y).

. Neka je Al ~ Bla A2 ~ BQ i Ag ~ Bg. Dokazati da je (Al X AQ) X Ag ~ Bl X (BQ X Bg)

. Neka je (G, *) grupoid i p relacija ekvivalencije na skupu G. Dokazati da je p kongruencija ako i
samo ako za svake dve klase [z],, [y], € G/p postoji klasa [z], € G/p takva da je [z],*[y], C [2],.

. Dokazati da je broj 50™ + 20™ deljiv sa 7 ako i samo ako je n neparan broj.

. Odrediti sve polinome ¢etvrtog stepena, nad poljem realnih brojeva, koji su deljivi sa x — 5, a
pri deljenju sa x — 2, x — 31 z — 4 daju jednake ostatke.

. Izrac¢unati vrednost determinante:

1 2 3 4 5
1 =z 3 4 5
1 2 « 4 5
1 2 3 x 5
1 2 3 4 =z

ALGEBRA 1, april 2004.
dr Andreja Tepavcevié

. Dokazati da ne postoji formula F(p,q,r) iskaznog rac¢una, takva da je sledeéa formula tau-
tologija: ((pe7r)=F)< (F=(pVq).

. Ako su A i B podskupovi skupa U, dokazati da vazi sledeca jednakost: AAB = (AU B) \ (AN B).

. Ako je H podgrupa grupe (G,-) i x € G, dokazati da je xtHz ™! podgrupa grupe G izomorfna
sa H.

. Ako ideal I prstena R sadrzi jedinicu, dokazati da je tada I = R. Odavde izvesti da telo nema
netrivijalnih ideala (razlicitih od samog tela i {0}).

. Utvrditi kojom cifrom se zavrsava broj 7001 4 31002,

. Odrediti polinom f(x) treeg stepena, za koji vazi da (z — 1)* deli f(x) + 1, a (z + 1)? deli
fla) 1.

. Resiti matri¢nu jednacinu A - X = B, gde su

1 1 2 2 1 0
A=13 2 —-4|iB=|11 2 4
2 -1 3 9 -2 8



I DEO

IT DEO

IIT DEO

IV DEO

I DEO

IT DEO

IIT DEO

IV DEO

01 1 1 1
1 0 0 0 0
. Izracunati vrednost determinante: | 2 2 0 0 0
33 3 0 0
4 4 4 4 0

. Izracunati vrednost determinante:

ALGEBRA I, o1. jul 2004,

kod prof. Andreje Tepavcevic

. Da li postoji formula A(p,q,r), takva da je formula A = p tautoloski ekvivalentna sa

pVq, a A< g tautoloski ekvivalentna sa p Vv r?

. Proveriti da li je sledeéa formula valjana: (Vz)R(z,x) A (Vz)(Vy)(V2)(R(z,y) A R(y, 2) =

R(x, z)) = (Vo) (Vy)(32)(R(z,y) = R(z,2) A Ry, 2)).

. Neka su A, B i C neprazni skupovi, takvi da vazi (Ax B)U(BxC) = CxAi AxB C BxC.

Dokazati da je A= B = C.

. Dokazati da iz A1 ~ Bl, AQ ~ B2 1 Al N AQ = B1 N B2 = Q), sledi Al UA2 ~ Bl U BQ.

5. Dokazati da je inverzna funkcija izomorfizma grupoida takode izomorfizam.

6. Neka je V' skup uredenih parova realnih brojeva: V = {(z,y) | z € R, y € R}. Dokazati

da V nije realni vektorski prostor, ako se operacije sabiranja u grupi i mnozenja skalarom
definisu na sledeéi nacin: (z,y) + (2,t) = (z + t,y + 2) i k(x,y) = (kz, ky).

. Uvrditi kojom cifrom se zavrsava broj 332004 4 772004,

ALGEBRA I, 16. septembar 2004,

kod prof. Andreje Tepavcevi¢

. Dokazati da ne postoji formulu F(p,q,r) iskaznog racuna, takva da je sledeca formula

tautologija: (F'V 1) = (p = q).

. Dokazati da slede¢a formula nije valjana:

(V) (Vy) (R(z,y) A Ry, x) = x = y) A (Vo) (Vy)(R(z,y) = R(y,z)) = Gr)-R(zr, z).

. Dokazati da su jedine relacije na skupu A koje su istovremeno i simetri¢ne i antisimetri¢ne

dijagonalna relacija i svi njeni podskupovi.

. Neka je f : A — B funkcijai X,Z C BiY C A. Dokazati f~1(X N f(Y U f1(Z))) D

XN Y Ufi(2)

. Ako je H podgrupa grupe (G,-) i # € G, dokazati da je tHz~! podgrupa grupe G

izomorina sa H.

. Neka je V' skup uredenih parova realnih brojeva: V = {(z,y) | * € R, y € R}. Dokazati

da V nije realni vektorski prostor, ako se operacije sabiranja u grupi i mnozenja skalarom
definisu na sledeé¢i nacin: (z,y) + (2,t) = (v + z,y + t) i k(z,y) = (K*x, k*y).

. Pronaéi sva resenja Diofantove jednacine: 16x + 6y = 4.
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ALGEBRA I, 30. septembar 2004,

kod prof. Andreje Tepavcevic

I DEO 1. Dali je iskazna formula r = p semanticka posledica formula ((—-p = q) V1) = p i
—q =T

2. Da li je sledeca formula valjana: (3z)(Vy)R(z,y) A (Vx)(Vy)(R(x,y) = R(y,x)) A
(Vo) (Vy) (V2)(R(z,y) A R(y, z) = R(z,2)) = (Vz)(Vy)R(z, y).
II DEO 3. Odrediti skup X C U, koji zadovoljava skupovnu jednacinu A\ X = B.
4. Ako su Ry U Ry i Ry N Ry refleksivne i antisimetricne relacije, dokazati da sui R; i Ry
refleksivne i antisimetri¢ne relacije.
III DEO 5. Dokazati da je komutativni grupoid (G,*) u kome vazi zakon x * (y * z2) = y * (2 % x)
polugrupa.
6. Neka se prsten celih brojeva homomorfizmom f preslikava u sebe. Dokazati da iz f(1) # 0

sledi f(1) =11 f(0) =0.

IV DEO 7. Polinom p(x) = z* + 223 — 322 + ax + b ima dvostruke nule. Odrediti nule tog polinoma
i parametre a i b.

1 2 2 ... 2
2 1 2 2
8. Izracunati vrednost determinante: | 2 2 1 2
2 2 2 ... 1

ALGEBRA I, 30. septembar 2004,

kod prof. Andreje Tepavcevic

I DEO 1. Da li je iskazna formula ((p Aq) = )V ((p V r) = q) semanticka posledica formula
((p=qVr)=p 1  —qg=r

2. Dokazati da slede¢a formula nije valjana:

(Vo) R(z, z, £) (V) (Vy) (V2) (R(2,y, 2) = R(y,x,2)) = (Vo) (Vy)(V2)(R(z,y, 2) = R(z,2,y))

II DEO 3. Odrediti skup X C U, koji zadovoljava skupovnu jednac¢inu A \ X = B.

4. Ako su Ry U Ry i Ry N Ry refleksivne i antisimetricne relacije, dokazati da sui Ry i Ry
refleksivne i antisimetri¢ne relacije.

III DEO 5. Dokazati da je komutativni grupoid (G, *) u kome vazi zakon x x (y * 2) = y * (2 % x)

polugrupa.

6. Neka je h homomorfno preslikavanje prstena (T, ®, ®) u prsten celih brojeva (Z, +, ), pri
¢emu za elemente a,b € T vazi h(a) = 31 h(b) = —7. Dokazati da je preslikavanje h
sirjekcija.

IV DEO 7. Polinom p(x) = z* + 223 — 322 + ax + b ima dvostruke nule. Odrediti nule tog polinoma
i parametre a i b.



I DEO

IT DEO

IIT DEO

IV DEO

1 2 2 2

1 2 2

. Izracunati vrednost determinante: | 2 2 1 ... 2
2 2 2 ... 1

. Utvrditi kojom cifrom se zavrsava broj

ALGEBRA I, 13. oktobar 2004,

kod prof. Andreje Tepavcevic

. Odrediti formulu F(p,q,r) iskaznog rac¢una, takvu da sledeéa formula bude tautologija:

(F<((pAr)Vq) = (rAF).

. Dokazati da je sledec¢a formula valjana: (Vx)(Vy)(R(z,y) = R(y,z)) A (Vz)(Vy)(R(x,y) A

R(y,z) =z =y) = (Vz)(Vy)(R(z,y) = z =y).

. Neka su relacije R i S na skupu X tranzitivne relacije. Dokazati ako je Ro S C So R,

tada vazi So Ro (SUR)o Ro S C SoR.

. Dokazati: (Ax B) x C ~ A x (B x ().

. Ispitati da li je struktura (R, *)grupa, ako je R skup realnih brojeva, a operacija * defin-

isanasa: zxy:=xy+2(x +y+1).

. Neka se prsten celih brojeva homomorfizmom f preslikava u sebe. Dokazati da iz f(1) # 0

sledi f(1) =11 f(0) =0.

32004 + 72004.

. Resiti matri¢nu jednacinu A - X = B, gde su

1 1 2 2 1 0
A=13 2 —4|iB=|11 2 4
2 -1 3 9 -2 8



