TEORIJSKE OSNOVE INFORMATIKE(2008,/09)



PRVI TEST 1Z TEORIJSKIH OSNOVA
INFORMATIKE(2008/09)
kod prof. Gradimira Vojvodi¢a, novembar 2008.

I grupa  Prezime i ime:
br.ind.:
1. Dokazati matematickom indukcijom da za svaki

4.

5.

prirodan broj n > 1 vazi.

. Metodom diskusije po slovu dokazati

E@eq= (Ve A-(pA-g).

. Naéi formulu F(p,q,r) koja je tacna akko tacno

jedno slovo od p, g i r ima vrednost T.
Izraziti operaciju # preko operacija =i V.

Dokazati: A < B,-BF —A.

Resenje:

1.

4.

5.

Za n = 1 imamo da je tvrdjenje zadatka tacno jer
31(2'2 +2- 51, tj. 3|18.

Pretpostavimo da 3|(2"72 + 2 - 57) i dokazimo da
3|(27 3 42-57H1). Kako je 2" +3 42.5"+1 = 2.9n+2 ¢
10-5" = 2(2"24+2.5") +6-5" i kako 3|(2"+2+2-5")
i 3|6 sledi da 3|(273 + 2. 57+,

Za v(p) = T imamo da je
(peaq)= (Vg A=(pA—q)
(Teq)= TV A(TAg)
q= (LVaqg)A-—q

qg=qNq

T.

Za v(p) = L imamo da je
(req) = (pVa A-(pA—q)
(Leqg=(LvgA-(LA—g)
-q=(TVgq) AL

gq=TAT

T.

. KDF: (pA=gA—=r)V(—=pAgAN-—1)V (=pA-gAT),

KKF: (=pV =gV -=r)A(=pV—gVr)A(-pVqV-r)A
(pV—gV-r)AN(pVagVr).

pr-p=q) ~-(-pVq).

1.(A= B)A (B=A) Hip.
2.-B Hip.
3A=B FAGFE Fna (1)
4-B = -A F=GF -G = —F na (3)

5.4 MP(2,4)

PRVI TEST 1Z TEORIJSKIH OSNOVA
INFORMATIKE(2008/09)
kod prof. Gradimira Vojvodié¢a, novembar 2008.

IT grupa  Prezime i ime:
br.ind.:
1. Dokazati matematickom indukcijom da za svaki

4.

prirodan broj n > 1 vazi 5/(3"+2 4 8").

. Metodom diskusije po slovu dokazati

=g A-p)A(=qVp)= (p & q).

Naéi formulu F(p,q,r) koja je taéna akko tacéno
jedno slovo od p, g i r ima vrednost 1.

Izraziti operaciju # preko operacija = i A.

5. Dokazati: A< B,—-AF —B.
Resenje:
1. Za n = 1 imamo da je tvrdjenje zadatka tacno jer

5[(3172 +81), tj. 5/35.

Pretpostavimo da 5[(3"*2 + 8") i dokazimo da
5(3"+3 4-8"+1). Kako je 33 4+ 8"+ = 3.3"F2 4 8.
8" = 3(2"*2 4+ 8") 4+ 5- 8" i kako 5|(3"*+2 + 8") i 5|5
sledi da 5|(3"+3 + 8"+1),

. Za v(qg) = T imamo da je

~(gA=p) A (=g Vp)=(p=q)
A(TA=P)A(=TVP)=(peT)
~pA(LVp)=p

PAP=Dp

T.

Za v(q) = L imamo da je
“(gA=p)A(=qVDp)= (p=q)
S(LA-p)A(-LVp) = (pe L)
“LA(TVp) =-p

TAT = —p

-p,

pa za v(q) = L iv(p) = T formula nije tacna, tj.
formula nije tautologija.

KDF: (pAgA=1)V (pA=gAT)V (ZpAgAT),
KKF: (—=pV =gV -r)A(—pVqgVr)A(pV-qVr)A
(pVaV-r)A(pVaVr).

- pr(p=q) ~—=(pAq).

. 1.(A=B)AN(B=A) Hip.
2.-A Hip.
3.B=A FAGEFGna (1)
4-A= -B F=GF -G = —F na (3)
5.-B MP(2,4)



TEORIJSKE OSNOVE INFORMATIKE(2008/09),
KOLOKVIJUM 1, 29. decembar 2008.
GRUPA 1

1. (a) Nadéi jednu formulu F' takvu da formula
((F=p)= )N (mg= 1) = (r=0p)

bude tautologija.

(b) Za formulu F iz (a) pokazati da u iskaznom
ra¢unu kao formalnoj teoriji vazi

F(=(F =p)=-r)A(-qg=—-r)= (r=Dp).

2. Nadi model za sledeéi skup formula:
{=(32)R(z, z),
(Vz)(3y)R(z,y),
—(3z)(Vy)~R(y, z),
(F2)(3y)(z # y A =R(z,y) A =R(y, x)),
(V2) (Vy)~(R(z,y) A R(y, x))}.

Resenje:
1. (a) Neka je
A= ﬂ(F = p),
B=A= -,
C= -q = T,
D=BAC,
E=r=np,
G =D = E. Tada je
plgq|r|A| B |C| D |FE|G F
T T | T] L T T T T T | T/L
T T | L | L T T T T| T | I/L
T L | T] L T 1 1 T T | T/L
T L] L] L T T T T T | T/L
LT |T|F|=-F|T|=F|L|F]| T
1Ly T|L]|F| T T T T T | T/L
1L L|T|F|-F | L 1 L | T|T/L
Ly L|L]|F| T T T T T | T/L

Za izbor formule F postoji 27 do na ekvivalen-

ciju moguénosti. Uzmimo za formulu F' = q.
Ovako izabrana formula je jedno resenje za F
jer je g ~ (pA—p)VqV(rA=r) ~ (pAgAT)V (PAGA
=)V (—pAgAT)V (-pAgA—r), dok je poslednja
formula K DF' funkcije izabrane (podvucene) u
poslednjoj koloni tabele.

(b) 1.(=~(F = p) = —r) A (~g = —r) Hip.
2.r Hip.
3.0(F =p)= -r FAGF Fna (1)
4.-q = —r FAGFGna (1)
5.r = (F =p) -F = -G+ G= F na(3)
6.r = q —|F:>ﬂG|—G:>Fna(4)
TF=p =q=0p MP(2,5)
8.9 MP(2,6)
9.p MP(8,7)

2. M = (ZU{a},R) gde je Z skup celih brojeva i
R(x,y) = T akko je
zyeZ,z<yiliz=a,0<y,illiz<0,y=a.

TEORIJSKE OSNOVE INFORMATIKE(2008/09),
KOLOKVIJUM I, 29. decembar 2008.
GRUPA 11

1. (a) Nadi jednu formulu F' takvu da formula
(~lg=p)= ) A(F =)= (r=Dp)

bude tautologija.

(b) Za formulu F iz (a) pokazati da u iskaznom
ra¢unu kao formalnoj teoriji vazi

F(=(¢g=p)=-r)AN(F=-r)=(r=p).

2. Naci model za sledeéi skup formula:
{(vm)ﬁR(x7 $),
(Elx)(vy)_'R(x? y)a
(va) By) Ry, @),
(Fz)(Fy)~(z =y V R(z,y) V R(y, x)),
(Vo) (Vy) (—=R(z,y) V ~R(y, x))}.

Resenje:
1. (a) Neka je
A=-(q = p),
B=A= —r,
C=F = -,
D=BAC,
EF=r=p
G=D= E Tada je:
plq|r|A|B| C D | E |G F
T|T|T|L|T|=-F|-F | T|T|T/L
T| T | L)L | T T T T|T|T/L
T|L|T|L|T|=F|-F|T|T|I/L
T L | L] L]T T T T|T | T/L
T T | T[T L[ =F| L | L|T][|T/L
LT LT T T T T|T | T/L
1| L|T|L|T|-F|=-F|LlL]|F T
1L L] L]T T T TI|T | T/L

Za izbor formule F postoji 27 do na ekvivalen-

ciju moguénosti. Uzmimo za formulu F = —q.
Ovako izabrana formula je jedno resenje za F
jer je =g ~ (pA=p)V=qV(rA=r) ~ (pA=gAr)V
(pA=gA—T)V (=pA=gAT)V (=pA—=g A7), dok
je poslednja formula K DF funkcije izabrane
(podvucene) u poslednjoj koloni tabele.

(b) 1.(=(¢g = p) = —r) AN(F = —r) Hip.
2.r Hip.
3.-(¢=p) = —r FAGF Fna (1)
4F =-r =-q=-r FAGFGna (1)
5.r = (¢ =Dp) -F = -GFG= Fna(3)
6.r =q -F = -G+ G= Fna(4)
7.q=0p MP(2,5)
8.9 MP(2,6)
9.p MP(8,7)

2. M = (ZU{a},R) gde je Z skup celih brojeva i
R(x,y) =T akko je
zyeZ,z<yiliz=a,0<y,illiz<0,y=a.



Prezime 1 ime:

1.

DRUGI TEST 1Z TEORIJSKIH OSNOVA
INFORMATIKE(2008/09)
kod prof. Gradimira Vojvodi¢a, januar 2009

Grupa Leva

Naci preneks formu sledeée formule:

(V2)(=P(2)) V (3z)=(Vy) (P(z) = Q(y))-

. Izvrsiti skolemizaciju formule dobijene u prethod-

nom zadatku.

. Dokazati: (A\ B)UC =(AUC)\ (B\C(C).

. Dokazati da je (pN )~ =p~ 1Nt

5. Pronadi primer funkcije koja nije sirjektivna i jeste

injektivna.
Resenje:

L (V2)(=P(2)) vV (Fz)~(Vy)(P(z) = Q(y))
(Vz)(=P(2)) vV (3z)=(Vy) (~P(z) V Q(y))
(V2)(=P(2)) V (3z)(Fy)~(=P(x) V Q(y))
(V2)(=P(2)) v (32)(3y) (P(x) A —Q(y))
(V2)(=P(2) vV (3z)(Fy) (P(z) A ~Q(y)))
(V2)(3z)(=P(2) v (Jy)(P(z) A ~Q(y)))
(V2)(32)(Fy) (=P (2) V (P(x) A =Q(y)))

2. (V2)(=P(2) V (P(f1(2)) A =Q(f2(2)))), gde su fi 1 f

nova funkcijska slova.

€ (A\ B)UC akko

€ (A\ B)Vz e C akko

(re AN—x € B)Vzx e C akko

(xe AVe e C)AN(-z € BVaxe () akko
(re Avz e C)N—(x € BAN—z € C) akko
x € (AUC) ANz e (B\C) akko
ze(AUC)\(B\CO).

T
T

(z,y) € (pNO)~! akko

(y,x) € pN 6 akko

(y,x) € pA(y,x) € 0 akko
(z,y) € p~' A (z,y) € 671 akko
(r,y) € p~tno—t.

br.ind.:

Prezime 1 ime:

1.

DRUGI TEST 1Z TEORIJSKIH OSNOVA
INFORMATIKE(2008/09)
kod prof. Gradimira Vojvodi¢a, januar 2009

Grupa Desna
br.ind.:

Naéi preneks formu slede¢e formule:

(Vo)=(3y)(P(z) = Q) V (F2)(=P(2)).

. Izvrsiti skolemizaciju formule dobijene u prethod-

nom zadatku.

Dokazati: (ANB)\C = (A\C)N(B\C).

. Dokazati da je (pU )™ =p~tug=L.

5. Pronad¢i primer funkcije koja nije injektivna i nije
sirjektivna.

Resenje:

L (Vo)~(3y)(P(z) = Q(y)) V (32)(~P(2))
(V)= (Fy) (—P(x) V Q(y)) V (32)(=P(2))
(V) (Vy)=(—P(x) V Q(y)) V (32)(=P(2))
(Vo) (Vy)(P(z) A =Q(y)) V (32)(~P(2))
(V) ((Vy) (P(x) A =Q(y)) V (F2) (=P (2)))
(V) (Vy) ((P(z) A =Q(y)) V (F2) (=P (2)))
(V) (Vy) (32) ((P(z) A =Q(y)) V —P(2))

2. (Vo) (Vy)((P(z) A =Q(y)) V =P(fi(x,y))), gde je fi
novo funkcijsko slovo.

3. x € (AN B)\ C akko
x € (AN B) A —x € C akko

(x e ANz € B) A —x € C akko

(xe ANz € B)A(—x € CN—x e C) akko
(x€e ANz € C)N(x € BAN-x e C) akko
xe (A\C)Az e (B\C) akko

ze (A\C)Nn(B\C).

y) € (pUB)~! akko

,x) € pUB akko

x) € pV (y,x) € 0 akko

y) € p~ iV (z,y) € 071 akko



DRUGI KOLOKVIJUM IZ TEORIJSKIH
OSNOVA INFORMATIKE I

kod prof. Gradimira Vojvodica
januar 2009

Grupa I.

1. a) Neko su p, o i 0 relacije na skupu A, i neka je
p C 0. Dokazati da je pof Coof

b) Neka je f: A— Bi X,Y C B. Dokazati:

FHXNY) = (X)) N fHY).

2. Neka je f : AXx A — A, ineka za sve z,y,z € A
vazi: f(z,y) = f(y,x), f(z,2) =z, f(z, f(y,2)) =
f(f(x,y), z). Dokazati da je tada relacija p na skupu
A definisana sa:

zpy akko f(x,y) = =,
relacija poretka.
Resenja.

1. a) Neko su p, o i 0 relacije na skupu A, i neka je
p C 0. Tada vazi da je:
e prvi nacin:
(z,y) € pol
< (F2)(x,2) € pA(2z,y) €0)
= (F2)((z,2) € o A (2,y) €6)
& (z,y) € 0 00;
e drugi nacin:
pUo=o0
= (pUo)ob =006
& (pobh)U(col)=006
< pofh Cool.
b) Neka je f: A — B i X,Y C B. Tada vazi da
jezasve x € A:
r € f7H{X NY) akko
f(z) e X NY akko
f(z) e X A f(x) € Y akko
re fTH(X)Az e fY(Y) akko
ze fFHX) N fHY).

2. Treba pokazati da je relacija p refleksivna, anti-
simetri¢na i tranzitivna:

(R) Kako za svako a € A vazi f(a,a) = a tada na
osnovu definicije relacije p imamo da je apa, tj.
p je refleksivna relacija.

(AS) Pretpostavimo da (a,b),(b,a) € p, tada je
fla,b) = a i f(b,a) = b. Medutim kako je
fla,b) = f(b,a) sledi da je a = b. Relacija
p je antisimetri¢na.

(T) Pretpostavimo da (a,b),(b,c) € p, tada je
fla,b) = a i f(b,e) = b. Na osnovu
pretpostavki zadatka imamo da je f(a,c) =

f(f(aab)vc) = f(avf(b7c)) = f(aab) = a, tj.

(r ~» c » Ralacriia A ie tranaitivna

DRUGI KOLOKVIJUM IZ TEORIJSKIH
OSNOVA INFORMATIKE I

kod prof. Gradimira Vojvodi¢a
januar 2009

Grupa II.

1. a) Neko su p, o i 0 relacije na skupu A, i neka je
p Co. Dokazati dajefop Cloo

b) Neka je f: A— Bi X,Y C B. Dokazati:
FHXNY) = 71X\ FHY).

2. Neka je f: X x X — X, ineka za sve a,b,c € X
vazi: f(a,b) = f(bya), f(a,a) = a, f(a,f(bc)) =
f(f(a,b),c). Dokazati da je tada relacija o na skupu
A definisana sa:

aob akko f(a,b) =b,
relacija poretka.
Resenja.

1. a) Neko su p, o i 0 relacije na skupu A, i neka je
p C 0. Tada vazi da je:
e prvi nacin:
(z,y) €fop
< (F2)(x,2) € 0N (2,y) € p)
= (32)((x,2) € O A (2,y) € 0)
& (z,y) € 0oo;
e drugi nacin:
pUo=o0
=fo(pUog)=0oo
< (fop)U(foo)=0o0
< fhopChoo.
b) Neka je f: A — Bi X,Y C B. Tada vazi da
je zasve x € A:
r€ fAHX\Y) akko
f(z) € X \'Y akko
f(z) e X A—(f(z) € Y) akko
r€ fTHUX)A=(z e fHY)) akko
e L0\ LY.

2. Treba pokazati da je relacija p refleksivna, anti-
simetricna i tranzitivna:

(R) Kako za svako a € A vazi f(a,a) = a tada na
osnovu definicije relacije p imamo da je apa, tj.
p je refleksivna relacija.

(AS) Pretpostavimo da (a,b),(b,a) € p, tada je
fla,b) = bi f(bya) = a. Medutim kako je
f(a,b) = f(b,a) sledi da je b = a, tj. a = b.
Relacija p je antisimetri¢na.

(T) Pretpostavimo da (a,b),(b,c) € p, tada je
fla,b) = b i f(bye) = c¢. Na osnovu
pretpostavki zadatka imamo da je f(a,c) =
f(a,f(b,c)) = f(f(a7b)vc) = f(b,C) = ¢, .

(a »c » Ralariia » 3o transitivna



TEORIJSKE OSNOVE INFORMATIKE(2008,09),
DODATNI KOLOKVIJUM - Deo I, 27. januar 2009.

1. Neka je h : {T,L1}3 — {T,L} istinitosna funkcija
definisana na slede¢i nacin: h(z,y,2) = = “yA-z.
Dokazati da je {h} baza.

2. Pokazati da je valjana formula:
(Fz)(Vy) R(z, y) A
(V2)(Vy) (R(x,y) = R(y,z)) A
(V2)(Vy) (Vz)(R(z,y) A R(y, 2) = R(z,z))
= (Vz)R(z, z).

Resenja.

1. Dovoljno je pokazati da se pomoc¢u skupa {h} mogu
prikazati — i V:
hz,z,2) =r=cAN-r=0= 0=
= =>yNy=—r=>y=xVy.

2. Pokazimo da —F nema model, tj. za formule:

ne postoji model. Pretpostavimo suprotno, tj. da
postoji model M, tada u njemu vazi:
(3z)(Vy) R(z,y)
(Vz)(Vy) (R(z, y) = R(y,z))
(Vz)(Vy)(Vz)(R(z,y) A R(y, z) = R(z, z))
(Jz)-R(x, x)

(a,a)

- R(a,a) za novu konstantu a, iz 4 skolemizaci-

jom

A

6. (Vy)R(b,y) za novu konstantu b, iz 1 skolem-
izacijom

7. R(bya)iz6zay=a

8. R(b,a) = R(a,b)iz2zax=biy=a

9. R(a,b) iz 7,8 po MP

10. R(a,b) A R(b,a) iz 9,7 po A, BE ANB

11. R(a,b) AN R(b,a) = R(a,a)iz3zax=a,y=>
iz=a
R

12. R(a,a) iz 10,11 po MP

§to je u suprotnosti sa 5. Zna¢i —F nema model pa
je formula F' valjana.

TEORIJSKE OSNOVE INFORMATIKE(2008,09),
DODATNI KOLOKVIJUM - Deo I, 27. januar 2009.

1. Dokazati da parcijalno ureden skup moze imati na-
jviSe jedan najmanji i najvise jedan najveéi element.

2. Na skupu A date su funkcije f, gi h. Akosu hog
if”na”, a fogoh 71-17, dokazati da su f, gih
bijekcije.

Resenja.

1. Neka je (P, <) parcijalno ureden skup i neka su a i b
najmanji elementi tada na osnovu definicije najman-
jeg elementa sledidazax =aix=0bvazix <y za
sve y € P, odakle sledi da je a < bib < a. Kako je
relacija < antisimetri¢na sledi da je a = b, odnosno,
postoji najvise jedan najmanji element u parcijalno
uredenom skupu. Analogno se pokazuje da postoji
najvise jedan najveli element.

2. Znamo da vaze sledec¢a dva tvrdenja sa predavanja:

a) kol”1-1"=1"1-1",
b) kol ”’na’= k "na”.

Na osnovu a) iz fogoh 71-1” sledi da je h "1-17, a na
osnovu hog ”na” sledi da je h "na” pa je funkcija h
bijekcija i postoji h~! koja je takode bijekcija. Tada
je fog=(fogoh)oh™! ”1-1” kao kompozicija " 1-
17 preslikavanja pa je na osnovu a) funkcija g ”1-17.
Pored toga, funkcija ¢ = h=! o (hog) je "na” kao
kompozicija "na” funkcija pa je g bijekcija i postoji
g~ ! koja je takode bijekcija. Dalje je f = (fog)og™*
”1-1” kao kompozicija ”1-1” funkcija i kako je f "na”
sledi da je f bijekcija.





