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Predgovor

Matematicari su uspesno primenjivali klasi¢nu (dvovrednosnu) logiku hiljadama
godina unazad za probleme koji su se razvijali u ”rigoroznom” svetu mate-
matike. Primena dvovrednosne logike izvan matematike stvara anomalije koje ne
mozemo prihvatiti jer su u suprotnosti sa nasim svakodnevnim iskustvima. Svet
oko nas, naSa percepcija, komunikacija i razmisljanja nisu crno-beli. Retko sta
je iskljucivo apsolutno tacno ili apsolutno neta¢no. Zato je opravdano zapitati
se da li postoje logicki sistemi sa vise od dve istinitosne vrednosti, kako ih
konstruisati i koje bi algebarske strukture odgovarale takvim sistemima.

U ovom radu bavimo se visevrednosnim iskaznim logikama zasnovanim na
BL-algebrama. Rad se sastoji od cetiri glave.

Prva glava je uvodna i u njoj je dat pregled istorijskog razvoja ideje o
logikama sa viSe istinitosnih vrednosti.

U drugoj glavi dat je pregled najvaznijih pojmova koji opisuju sintaksu i
semantiku logickih sistema generalno. Podseé¢anja radi, navedene su i karakte-
ristike klasi¢ne logike.

U trecoj glavi predstavljene su karakteristicne osobine najvaznijih iskaznih
veznika. Iskazni veznik konjunkcije dovodimo u vezu sa pojmom t¢-normi, a dis-
junkcije sa pojmom ¢-konormi. Razmatramo najvaznije osobine unarnog veznika
negacije, kao i binarnog veznika implikacije.

U cetvrtoj glavi uvodimo pojam BL-algebri i BL-logike. Prvo definisemo
familiju iskaznih ra¢una PC(x), gde je * odabrana neprekidna ¢-norma, koja
interpretira veznik konjunkcije. Interpretacija se vrsi u obogacenoj mrezi L£(x).
Izdvajanjem najvaznijih osobina algebarske strukture L£(x) dolazimo do poj-
ma reziduirane mreze, odnosno BL-algebre kao specijalne reziduirane mreze.
BL-algebre ¢e se pokazati kao adekvatna algebraizacija BL-logike, koju ¢emo
definisati kao specijalni deduktivni sistem sa sedam aksioma i jednim pravilom
izvodenja. Na kraju rada dokaza¢emo da je BL-logika kompletna u odnosu na
BL-algebre.

* ok Xk

Veliku zahvalnost dugujem svom mentoru, dr Rozdliji Sz. Madardsz, za ne-
sebiénu pomocé pri izboru teme i pisanju rada, kao i za preneto znanje tokom
studiranja. Takode, zahvaljujem se ¢lanovima komisije, dr Ivici Bosnjaku 1 dr
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Glava 1

Uvod

1.1 Koreni visevrednosne logike

Poreklo visevrednosne logike datira jo§ od vremena Aristotela!. U tim drevnim
vremenima postavljalo se pitanje da li iskaz nuzno mora imati jednu od dve
istinitosne vrednosti, tacno ili netacno, kao i da li postoji neka druga istinitosna
vrednost.

Aristotel se prvi usprotivio bivalentnosti iskaza i prihvatanju zakona o isklju-
éengu treéeg?, koji se smatrao neospornim u klasiénoj logici. U delu De Inter-
pretatione®, u devetom poglavlju, iznosi Problem of future contigents*. Reé je o
problemu dodeljivanja istinitosne vrednosti iskazima koji govore o dogadajima
u buduénosti. Klasifikacija nekog buducéeg dogadaja kao "moguéeg” ili ”neo-
dredenog” daje osnovu za prihvatanje trece istinitosne vrednosti. Aristotel je
uveo pojam kontigencije, kao vrednost tvrdnji koje nisu ni tacne ni netacne.
Problem of future contigents bio je povod mnogih diskusija tokom srednjeg veka,
bez znacajnih rezultata.

U proucavanju anticke grcéke filozofije nailazimo na sporove epikurejaca i
stoika. Stoici kao pristalice determinizma - zakona ¢vrste nuznosti, zalazu se za
strogu bivalentnost u logici. Sa druge strane, epikurejci koji odbijaju apsolutni
determinizam, odbacuju princip bivalentnosti.

Do ponovnog razmatranja principa bivalentnosti dolazi u drugoj polovini 19.
veka. Isti je odbijen od strane H. MacColla® i Ch. S. Peircea®.

L Aristotel (384. p.n.e - 322. p.n.e) - greki filozof

2]at. Tertium non datur

3tekst iz kolekcije Organon

4 Aristotel je ovaj problem predstavio koristeéi primer o bitki na moru.
5Hugh MacColl - gkotski matematicar i logicar

6Charles Sanders Peirce - americki matematicar, filozof i logicar
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1.2 Razvoj visevrednosne logike

Visevrednosna logika kao posebna grana logike kreirana je od strane J. Lukasiewi-
cza i E. Posta, nezavisno, 1920-tih godina.

Problem of future contigents podstakao je Jan Lukasiewicza, poljskog logicara
i filozofa, da modifikuje iskazni racun kako bi postigao sintezu determinizma i
indeterminizma. To je dovelo do konstrukcije trovalentne logike koja je istorij-
ski gledano prva viSevrednosna logika osmiSljena kao formalni sistem. Treéa
istinitosna vrednost koju uvodi Lukasiewicz je neodredeno. Trovalentna logika
predstavljena je u radu objavljenom 1920. godine i postala je osnova za kon-
strukciju konac¢novrednosne, kao i beskona¢novrednosne logike.

Nezavisno od Lukasiewicza, 1921. godine americki matematic¢ar i logicar
Emil Leon Post, predstavio je svoj viSevrednosni logicki sistem. Razvio je n-
vrednosnu logiku, sa n razli¢itih istinitosnih vrednosti, koja predstavlja gene-
ralizaciju klasi¢cne dvovalentne logike. Njegova analiza bila je formalna, filozofski
aspekti nisu imali znacaja za njegovo razmatranje. Za razliku od Lukasiewicze-
vog sistema, Postov viSevrednosni sistem je funkcionalno kompletan. Logicki
sistem nazivamo funkcionalno kompletnim ukoliko se svaki veznik moze dobiti
kompozicijom veznika tog sistema.

Oslanjajuéi se na aksiome pretpostavljene od strane Lukasiewicza, poljski
matematicar i logicar M. Wajsberg 1935. godine dokazao je da je beskonacno
vrednosna iskazna logika kompletna. Aksiomatizovao je Lukasiewiczev trova-
lentni sistem Ls3.

Dve decenije kasnije, C.C. Chang uvodi pojam MV-algebri, pomoc¢u kojih je

dokazao teoremu kompletnosti za viSevrednosnu Lukasiewiczevu logiku.

Osnovne teorijske rezultate za visevrednosne logicke sisteme, koji su pratili
poljski pristup visevrednosnoj logici, dali su:

e J. Stupecki” progirio je trovalentni Lukasiewiczev sistem L3z do funkcionalno

kompletnog i aksiomatizovao ga.

e D.A. Bochvar® primenio je sistem trovalentne logike na probleme logickih
kontradikcija, pri ¢emu je kao trecu istinitosnu vrednost koristio besmis-
leno.

S. Kleene? primenio je trovalentnu logiku na probleme parcijalnih funkcija.
Kao trecu istinitosnu vrednost koristio je nedefinisano.

e J.B. Rosser!? i A.R. Turquette tokom 1940-tih godina generalizovali su
osnovne pristupe viSevrednosnoj logici, sustinske rezultate su dokazali.
Pored Lukasiewiczevih, njihovi radovi su znacajna referenca godinama.

J. Pavelka!! je 1979. godine objavio rad pod naslovom On fuzzy logic u
kojem je generalizovao Lukasiewiczevu logiku.

7Jerzy Stupecki - poljski logicar

8Dmitri Anotolevich Bochvar - ruski matematicar i logicar
9Stephen Kleene - americki matematicar

10John Barkley Rosser - americki logicar

1 Jan Pavelka - Ceh



Glava 2

Sintaksa 1 semantika
logickih sistema

2.1 Logicki sistemi

Sustina svakog logickog sistema jeste da formalizuje pojam logicke posledice.
Oznacimo sa X neki skup iskaza. Iskaz p je logicka posledica od ¥, ako je
iskaz p nuzno tacan kad god su svi iskazi iz skupa ¥ tac¢ni. Tako dolazimo do
zaklju¢ivanja ”iz X sledi p” za koje kazemo da je logicki ispravno - iz ta¢nosti
pretpostavki nuzno sledi ta¢nost zaklju¢ivanja.

Logicki sistem moze biti zadat na dva sustinski razli¢ita nacina:
1) semanticki - baziran na pojmu istinitosti;
2) sintakticki - baziran na pojmu dokazivosti.

Semanticki odreden logicki sistem podrazumeva pojam interpretacije ili mo-
dela. Naime, za svaku interpretaciju, svaka dobro definisana formula ima neku
istinitosnu vrednost ili predstavlja funkciju u skupu istinitosnih vrednosti. Sledi
da imamo pojam zadovoljenja za dobro definisane formule i na osnovu toga
relaciju logicke posledice = (€itamo: ”semanticka rampa”) izmedu skupa dobro
definisanih formula i pojedina¢nih formula.

Sintakticki odreden logicki sistem podrazumeva pojam dokaza i dokazive
formule, tj. formalne teoreme kao i pojam izvodenja iz skupa premisa.

Nakon $to smo apsolvirali da logicki sistem moze biti zasnovan na pojmu
dokaza i pojmu istine, osnovano je postaviti pitanje pouzdanosti (da li dokazivost
implicira istinu?) i kompletnosti (da li istina implicira dokazivost?) logickog
sistema.

Sa filozofske, tj. epistemoloske tacke gledista, semanticki aspekt klasi¢ne

odgovarajuce sintakticke verzije logickog sistema.

Osnovne pretpostavke klasi¢ne (dvovalentne) logike su:
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e princip bivalentnosti - tvrdi da je iskaz ili tacan ili netacan u bilo kojoj
interpretaciji, odnosno uzima isklju¢ivo jednu istinitosnu vrednost, T ili
L (numericki 1 ili 0);

e princip kompozicionalnosti - pretpostavlja da je istinitosna vrednost svake

slozene formule funkcija istinitosnih vrednosti njenih potformula.

Veé smo napomenuli da se visevrednosne logike razlikuju od klasiéne upravo
u principu bivalentnosti, ne zadovoljavaju ga. Medutim, veéina visevrednosnih
logika zadovoljava princip kompozicionalnosti, tj. kazemo da su istinito funkcio-
nalne.

U ovom radu bavi¢emo se jednim logickim sistemom koji predstavlja za-
jednicku osnovu za mnoge viSevrednosne logike (kao $to su Lukasiewiczeva,
Godelova, Product logika) i u kojem se semanticki definisani pojmovi tautologije
odnosno logicke posledice u potpunosti slazu sa sintakticki definisanim poj-
movima teoreme odnosno formalne izvodivosti formule iz datog skupa formula.

2.2 Jezik logickog sistema

Azbuka (alfabet) je skup simbola, tj. znakova koji su nedeljivi. Re¢ nad datom
azbukom je svaki konacan niz simbola te azbuke. Definisati jezik bilo kog
logickog sistema, znaci odrediti odgovarajuéu azbuku i izdvojiti skup onih reci
koje éemo smatrati ”dobro formiranim izrazima” (tzv. iskazne formule).

Definicija 2.1 Azbuka iskazne logike sastoji se od sledecih simbola:
e prebrojiv skup iskaznih slova X;
e konacan skup iskaznih veznika §;
e pomoéni znaci: (,).

Smatrac¢emo da je X = {p1,p2,...,Pn,-..}. Skup Q je unija disjunktnih pod-
skupova, tj. Q= QU Q; U...UQy,; Q; je skup iskaznih veznika arnosti' j.

Definicija 2.2 Skup iskaznih formula je najmangi skup reéi nad azbukom,
koji zadovoljava sledece uslove:

1) svako iskazno slovo je iskazna formula;

2) ako su A1, As, ..., A; iskazne formule i w € Q;, onda je to i izraz

(U)(Al, AQ, veey Aj));
3) iskazne formule nastaju iskljucivo konacnom primenom pravila 1) i 2).

Skup svih iskaznih formula obeleZavamo sa Form.

I Arnost (duzina) predstavlja broj argumenata (operanada) na koje iskazni veznik ”utice”.
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Napomena: U prethodnoj definiciji koristili smo tzv. poljsku (prefiksnu) no-
taciju. U toj notaciji iskazni veznici piSu se ispred, a ne izmedu iskaznih slova
"na koje uticu”. Medutim ukoliko su iskazni veznici arnosti 0, 1 ili 2, u daljem
radu koristicemo infiksnu notaciju. Npr. pisac¢emo p A g, ako je iskazni veznik
A arnosti 2.

Primer 2.3 Azbuka klasicne iskazne logike pored prebrojivog skupa iskaznih
slova i pomocénih znakova, sadrzi iskaznih veznika, tj. Q = Q1 U Qs, gde je
O ={=} D ={AV,> &}

Cesto je usvojena konvencija koja konstantne logicke vrednosti tretira kao iskazne
veznike arnosti 0, npr. Qg = {T,L}.

2.3 Semantika logickog sistema

Za definiciju semantike logickih sistema, odabrali smo algebarski pristup, po
kome se iskazne formule interpretiraju u nekoj konkretnoj algebri (ili konkretnoj
klasi algebri).

Definicija 2.4 Iskazna algebra je algebra M = (M, f1, fa,..., fn), gde je
nosa¢ M odabrani skup istinitosnih vrednosti, f1, fa,..., fn Su istinitosne funk-
cije, tj. operacije skupa M (f; : M™ — M, gde je n; arnost operacije f;).

Skup istinitosnih vrednosti predstavlja skup vrednosti koje iskazne formule
mogu imati u algebri M. Uobicajeno je da se za standardni nosa¢ M smatra
onaj koji ispunjava uslove: {0,1} C M i M C [0,1] C R. U slu¢aju beskona¢no
mnogo istinitosnih vrednosti uglavnom se razmatraju sledeéi prebrojiv i nepre-
brojiv skup:

My=4es{z€Q|0<2<1}iMyg=gef{reR|0<z <1}
Kada se radi o kona¢nom broju istinitosnih vrednosti, ¢esto se razmatra skup:

M, =aqcs {% | 0 <k <n—1}, za konkretan ceo broj n > 2.

Buduéi da pretpostavljamo da skup M sadrzi 0 i 1, mozemo smatrati da
te vrednosti odgovaraju, respektivno, vrednostima ”totalno lazno” i ”totalno
ta¢no”. Sa druge strane, mozemo posmatrati opstije i izdvojiti skup D, D C M
takozvanih istaknutih stepena istinitosti. Pretpostavljamodal € Dida0 ¢ D.

Neka je Q = {wy, wa, ..., wy, } neki skup iskaznih veznika. Svaki iskazni veznik
w; interpretiramo u konkretnoj algebri M kao funkciju f;; koristi se i zapis
fi = wyM. Arnost funkcije f; jednaka je arnosti od w;. Uglavnom su iskazni
veznici arnosti 0, 1, 2; npr. ako je ar(w;) = 2, onda f; : M? — M. Dakle,
funkcije f; interpretiraju iskazne veznike w; u algebri M.

Primer 2.5 Iskazna algebra klasicne logike je T = ({T, L}, A\, V, =, <, ).
Istinitosne funkcije, obeleZene isto kao i iskazni veznici, definisane su svojim
Cayleyevim tablicama:
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ATTTL VT L] [=[T[L][a]T[L][p]-»
TIT | L] [T[T[T TIT L] [T T |L|[T]L
T L[ L] [L[TIL TIT | [ L] L]T|[L[T

U definicijama koje slede, smatra¢emo da skup istaknutih stepena istinitosti
sadrzi samo 1, D = {1}.

Definicija 2.6 Valuacija je svako preslikavanje T iz skupa iskaznih slova u
nosac algebre M, tj. 7 : X — M. Ako je p € X, za 7(p) kaZemo da je
vrednost iskaznog slova p u valuaciji T.

Definicija 2.7 Interpretacija iskazne formule u algebri M, za datu valuaciju
T jeste preslikavanje v, : Form — M koje je definisano na sledeéi nacin:

e ako je p € X iskazno slovo, onda je v, (p) = 7(p),

e ako je w; iskazni veznik arnosti k i Ay, Ao, ..., A su iskazne formule, onda
j@ ’UT(’LUZ‘(Al, Ag, ceey Ak)) = ’wiM(’UT(A1>, ’U-,—(Ag), ceey UT(A]{}))

Za v, (A) kaZemo da je vrednost formule A u valuaciji T (ili u interpretaciji

vr ).

Definicija 2.8 Formulu A nazivamo zadovoljivom u valuaciji T u algebri M
ako je vrednost formule u toj valuaciji 1 (v.(A) = 1), pisemo M =, A.

Napomena: Kada je jasno o kojoj algebri je re¢ neéemo pisati M =, A, nego
samo 7 = A.

Definicija 2.9 Formula A je M-tautologija ako za sve valuacije 7 : X — M
vazi vy (A) = 1. Pisemo M |= A (ili samo |= A).

Definicija 2.10 Neka je 7 : X — M neka valuacija © A formula. KaZemo da
je T model formule A (ili da formula A vaZi na 7, ili da T zadovoljava A) ako
je vrednost formule A u toj valuaciji 1, tj. ako je v (A) = 1. Skup svih modela
(tj. skup svih valuacija) obeleZavamo sa Mod.

Mod(A) =gef {7 € Mod | T = A}— skup svih modela formule A.

Definicija 2.11 Neka je T € Mod i ¥ C Form. KaZemo da je T model skupa
formula X, ako je T model svake formule iz 3. Pisemo 7 = X.

Definicija 2.12 Neka je ¥ neki skup formula i A neka formula. KaZemo da
je A logicka (semanticka) posledica skupa hipoteza ¥ ako A vaZi u svim
modelima skupa 3, piSemo X |= A.

U visevrednosnim logikama, pojam modela je jos vise generalizovan; o tome
govori sledeca definicija.

Definicija 2.13 Neka je a proizvoljna istinitosna vrednost iz skupa M i A neka
formula. Valuaciju 7 : X — M nazivamo a—modelom formule A ako je
vrednost formule A w interpretaciji v, jednaka o (ili ako je veéa ili jednaka od

a).
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U slucaju da je v-(A) > «, koristi¢emo oznaku (> a)—model za valuaciju 7.
Posle ove generalizacije uvodi se i pojam a—modela skupa formula.

Definicija 2.14 Valuaciju T nazivamo (> «)—modelom skupa formula X
ako je T (> a)—model svake formule A € 3.

Analogno, mozemo uopstiti i pojam logicke posledice.

Definicija 2.15 Formulu A nazivamo logickom posledicom skupa formula X
ako je svaki (> a)—model skupa ¥ ujedno i (> a)—model formule A.

Kod iskaznih sistema viSevrednosnih logika, kod kojih je skup istinitosnih
vrednosti konacan, mozemo proveriti da li je formula zadovoljiva isto kao u
klasi¢noj logici, odredujuéi kompletne tablice istinitosnih vrednosti. Naime,
vazi sledece.

Teorema 2.16 Za svaki konacan visevrednosni sistem iskazne logike osobina
zadovoljivosti formule je odluc¢iva. Osobina logicke posledice konacénog skupa
formula je takode odluciva.

Na kraju, naglasimo da ne postoji (za sada) nijedna klasa algebarskih struk-
tura, kao Sto je Bulova algebra za klasi¢nu logiku, koja je karakteristi¢na za
visevrednosne logike. Razli¢iti pristupi visevrednosnoj logici oslanjaju se na
razlicite algebarske strukture.

2.4 Aksiomatizacija logickog sistema

Logicki sistem mozemo definisati kao deduktivni sistem. Postoji mnogo raz-
licitih pristupa pojmu deduktivnih sistema. Sustinski, to su sistemi u kojima se
do pojma dokaza odnosno teoreme stize preko preciznih, sintakticki definisanih
pravila izvodenja. Moze se krenuti od malog broja aksioma i velikog broja
pravila, ili od mnogo aksioma, a samo nekoliko pravila izvodenja. Dokaz moze
da vodi ka teoremi, ili u nekim deduktivnim sistemima dokaz krec¢e od teoreme.
Mi éemo koristiti Hilbertovske? deduktivne sisteme.

Definicija 2.17 Deduktivni sistem (ili formalna teorija) je uredena cetvorka
D = (X, Form, Ax, R), gde je:

o X neprazan skup simbola, tzv. azbuka,
o Form je neprazan skup nekih reci nad X, tzv. skup formula,
o Ax je neprazan podskup skupa Form, tzv. aksiome,

e R je neprazan skup tzv. pravila izvodenja, oblika p = ===25==" gde
su A, As, ..., Ap, B neke formule. U tom sluc¢aju kazemo da formula B
sledi iz Ay, As, ..., Ay, na osnovu pravila p.

2David Hilbert (1862-1943) - nemagki matematicar
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Za D kaZemo da je aksiomatska formalna teorija (ili aksiomatski (de-
duktivni) sistem) ako postoji algoritam za odlucivanje koja formula jeste, a
koja nije aksioma.

Primer 2.18 Neka je X = {@,%}, skup formula Form neka bude skup svih
nepraznih reci nad X, Az = {4 ¥}, i R = {p1,p2}, gde je

N2 2
P P2t g

F € Form. Tada je D = (X, Form, Az, R) jedan deduktivni sistem.

Definicija 2.19 Neka je D = (X, Form, Az, R) neki deduktivni sistem. Dokaz
(u D) je konacan niz formula Ay, As, ..., Ay, takav da je u tom nizu svaka for-
mula aksioma ili sledi iz ranijih formula u nizu na osnovu nekog pravila izvodenja
iz R. U tom sluéaju kaZemo da je Ay, Aa, ..., A, dokazni niz za A, (ili samo
dokaz za A,). Formula B je teorema w D ako postoji dokaz za B. U tom
slucaju pisemo Fp B ili samo b B. Sa Th(D) obelezavamo skup svih teorema
deduktivnog sistema D.

Primer 2.20 Neka je D = (X, Form, Az, R) deduktivni sistem iz Primera
2.18. Tada je ¢5% ¢, % ¢, * k& dokazni niz. Svaka formula v tom dokaznom

nizu je teorema tog deduktivnog sistema. Nije tesko videti da te teoreme pred-
stavljaju zapravo skup svih teorema sistema D: Th(D) = {4 ¢, % ¢, kk$}.

Definicija 2.21 Za deduktivni sistem D kaZemo da je odluéiv ako postoji al-
goritam za odlucivange koja formula jeste, a koja nije teorema te teorije.

Definicija 2.22 Neka je D = (X, Form, Az, R) deduktivni sistem, ¥ C Form,
A € Form. KaZemo da je A sintakticka posledica od X (ili da . dokazuje
A) ako postoji konacan niz formula Ay, A, ..., A, u kojem je A, = A, tako
da je svaka formula uw tom nizu aksioma, ili iz % ili sledi iz ranigih formula
u tom nizu po nekom pravilu izvodenja iz R. U tom slucaju kaZemo da je taj
niz dokazni niz za A iz X i pisemo X bp A ili samo ¥ F A. Formule
iz skupa X zovemo hipoteze, a za A kaZemo da je zakljuéak. Sa Cons(X)
obelezavamo skup svih sintaktickih posledica od . Za skup formula ¥ kaZemo
da je deduktivno zatvoren skup ako je Cons(X) = X.

Primer 2.23 Neka je D = (X, Form, Az, R) deduktivni sistem iz Primera 2.18
i X = {44}. Tada je Cons(X) = Th(D)U {64, ¢,%é}.

Teorema 2.24 Neka je D = (X, Form, Az, R) neki deduktioni sistem. Tada
za sve X, 31, %9 € Form vazi:

1) ¥ C Cons(X);
2) ako je X1 C Xo onda Cons(31) C Cons(X2);
3) Cons(Cons(X)) = Cons(X).

Teorema 2.25 (Teorema kompaktnosti) Neka je D = (X, Form, Az, R)
neki deduktivni sistem. Tada za sve X C Form ¢ sve A € Form vazi:

Y+ A akko postoji konacan Yo C X tako da je g - A.
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2.4. AKSIOMATIZACLJA LOGICKOG SISTEMA

Cilj ka kojem tezimo je da deduktivni sistem D opisuje nas logicki sistem na
adekvatan nacin. U idealnom slucaju, deduktivni sistem u potpunosti opisuje
semanticki pojam tautologije odnosno logicke posledice, tj. ima sledece osobine:

e pouzdanost - svaka teorema je tautologija i ako je A sintakticka posledica
skupa formula ¥ (X F A), onda je A i logicka posledica od X (X | A);

e kompletnost - svaka tautologija je teorema deduktivnog sistema, odnosno
ako je A logicka posledica skupa formula X, onda je i izvediva iz skupa X
unutar deduktivnog sistema.

Deduktivni sistem klasi¢ne logike je ”idealan”. Pouzdan je, kompletan i odluéiv.
Definise se na sledeéi nacin.

Definicija 2.26 Iskazni racun klasiéne logike je deduktivni sistem
H = (X, Form, Az, R), gde je:

e X=5U {:>a">(7)}; S = {p1>p27'“>pn7'“};

o Form je skup iskaznih formula definisan nad skupom iskaznih veznika
{:>7 _‘};

o Ax = Axy U Axo U Axs, gde su Axy, Axs, Axs skupovi formula definisani
pomocu tzv. §ema aksioma (A, B,C € Form):
Az1: A= (B=A)
Azy: (A= (B=0C))= (A= B)=(A=0))
Azz: (A= -B)= (B = A)

A A= B

e R={MP}, tzv. modus ponens, MP : 5



Glava 3

Karakteristicne osobine
iskaznih veznika

Pre nego $to predemo na konkretne interpretacije logickih veznika, zadrzimo se
neko vreme na analizi karakteristicnih osobina iskaznih veznika. Zapitajmo se
koje opste osobine smatramo da su najvaznije za iskazne veznike konjunkcije,
disjunkcije, negacije i implikacije. Koliku slobodu imamo prilikom odabira is-
tinitosnih funkcija koje ¢e interpretirati te iskazne veznike?

Moramo poceti sa razmatranjem tipi¢nih, tj. karakteristi¢cnih primera inter-
pretacija iskaznih veznika. Polazeé¢i od takvih primera i od ideja o obi¢noj
upotrebi odgovaraju¢ih re¢i u svakodnevnoj komunikaciji, uo¢avamo tipi¢na
svojstva razlicitih veznika.

Jedan od osnovnih zahteva za istinitosne funkcije koje interpretiraju kon-
junkciju, disjunkciju, negaciju i implikaciju jeste uslov normalnosti. Trazimo da
se novouvedene interpretacije "slazu” na skupu {0, 1} sa klasi¢nim interpretaci-
jama.

3.1 Iskazni veznik konjunkcije i --norme

Najosnovniji primer istinitosne funkcije veznika konjunkcije javlja se u ranim

radovima Lukasiewicza, kasnije je koristi i Godel'. Re¢ je o binarnoj funkciji
ety definisanoj na sledeéi nacin:

ety (u,v) =gef min(u,v). (3.1)

Jos§ jedan primer, koji se takode javlja u pocetnim radovima Lukasiewicza

ima komplikovaniju definiciju:

eta(u,v) =ger max(0,u+v —1). (3.2)

1Kurt Goédel - austrijsko-americki logicar, matematicar i filozof
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3.1. ISKAZNI VEZNIK KONJUNKCIJE I T-NORME

Poslednja istinitosna funkcija poznata je kao Lukasiewiczeva (aritmeticka)
konjunkcija ili bounded product, naziva se i bold (face) konjunkcija.

Ove dve funkcije mogu se definisati na bilo kom skupu M C [0, 1].

Napomena: U sluc¢aju konacnog broja istinitosnih vrednosti, preferira se tabe-
larno predstavljanje funkcije, umesto analitickih formula (3.1) i (3.2).

Primer 3.1 Za 5-vrednosni sistem, funkcije (3.1) i (3.2) date su tabelamas:

ety [0 1 3 3 1 et [0 7 1 3 1
00 0 0 0 O 00 0 0 0 O
|0 7 1 13 10 0 0 0 3
310 1 35 3 3 3 /00 0 1 3
1101 3 1 1 1100 7 3 3
1o & 1 31 1o + L 3 1

Istinitosna funkcija za veznik konjunkcije, koja se moze koristiti samo za
odgovarajuce skupove istinitosnih vrednosti je:

et3(u, v) =gey u - v. (3.3)

Ova funkcija razmatrana je tek u skorije vreme jer je izmedu ostalog zatvorena
na My, M, a od konaé¢nih skupova samo na M,. U ranijem periodu viSevredno-
sne logike postojale su tendencije da se preferiraju istinitosne funkcije koje se
jednako dobro mogu uzeti u obzir i u kona¢nim i u beskona¢nim visevrednosnim
sistemima.

Navedene tri istinitosne funkcije nisu jedine pogodne za interpretaciju ko-
njunkcije. Medutim, umesto da prosirujemo listu primera, bolje je razmotriti
koje osobine generalno treba da zadovolji interpretacija konjunkcije. Prirodno je
pretpostaviti da su to komutativnost, asocijativnost, odgovaraju¢a monotonost
kao i postojanje neutralnog elementa. Naredna familija funkcija zadovoljava
navedene osobine.

Definicija 3.2 Binarna operacija t : [0,1]> — [0,1] je t-norma ako i samo
ako je:

(T1) asocijativna i komutationa, tj. za u,v,w € [0, 1] vaZi:

(
(

w),

t(u, v) v,
u, H(v, w));

t(t(u,v),w)

(T2) neopadajuéa po oba argumenta, tj. za u,v,uy,us,v1,vs € [0, 1] vaZi:

t(uz, v),

ako uy < us onda t(uy,v) Uo,
1 t(u7 U2)7'

<
ako v1 < vy onda t(u,v1) <

(T3) 1 je neutralni element, tj. t(u,1) = u za svako u € [0, 1].

11



3.1. ISKAZNI VEZNIK KONJUNKCIJE I T-NORME

Direktna posledica definicije je da je 0 nula-element za svaku t-normu t.
Odnosno, t(u,0) = 0 za svako u € [0, 1], jer vazi t(u,0) = t(0,u) < ¢(0,1) = 0.

Pojam t-normi pojavio se u kontekstu verovatnosnih metrickih prostora, koji
su se do 1964. godine zvali statisticki metricki prostori. Menger je 1942. godine,
u radu ”Statistical Metrics”, uveo metricke prostore verovatnoée (videti [9]). U
tom radu pojavljuju se postulati slicni (T1)-(T3) t-normi. Schweiger i Sklar
uveli su pojam t-normi 1960. godine u [10].

Klasa svih t-normi je jako velika, zbog toga je pogodno izdvajati podklase
po razli¢itim kriterijumima. Navedimo neke znac¢ajne podklase:

1. t-norme koje zadovoljavaju osobinu neprekidnosti (ili samo levu neprekid-
nost).
2. Arhimedove ¢-norme:

t-norma t je Arhimedova akko za svako u,v € (0,1) postoji n € N tako
)

da u;" <w.
U, akojen=1
ug”) =def n puta
t(u,u,...,u), akojen>1,
n puta n-1 puta

pri éemu je ¢ (u,u,...,u) = t(t (u,u,...,u),u), za svako n > 2.

3. Strogo monotone t-norme:

t-norma t je strogo monotona akko za svako u,v € (0,1), ako je u < v
sledi da je t(u,w) < t(v,w).

Mogu se definisati i na drugi nacin:
t-norma t je strogo monotona akko zadovoljava zakon kancelacije, tj. akko
t(u, w) = t(v,w) za svako w > 0 implicira da je u = v.

4. Stroge t-norme, tj. t-norme koje su neprekidne i strogo monotone.

Tvrdenje 3.3 Neprekidna t-norma t je Arhimedova akko je t(u,v) < u za
svako u € (0,1).

Napomena: Gore navedene istinitosne funkcije ety, ety i ets su neprekidne
t-norme. Arhimedove su ety i ets, dok et; nije. Jedina stroga t-norma medu
njima je ets.

Dve interesante t-norme su tzv. drastic product to i nilpotent minimum tq,
definisane na sledeéi nag¢in:

min(u,v), ako je max(u,v) =1

t()(u7 ’U) =def {

0, inace

min(u,v), akojeu+4v>1

0, inace.
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3.2. ISKAZNI VEZNIK NEGACIJE

Drastic product ty je Arhimedova t-norma, ali nije neprekidna. Nilpotent
minimum t; nije ni Arhimedova ni neprekidna t-norma, ali jeste levo neprekidna.

Za svaku t-normu t vazi nejednakost:
to <t <et; =min.

Dalji primeri ¢t-normi dati su kao razli¢ite, obi¢no jedno-parametarske fami-
lije. Hamacher, npr. razmatra jedno-parametarsku familiju £z - sa parametrom
v > 0 definisanu kao:

U
N G [T

tr o (u,v) =def

Za v =1 to je t-norma ets, a kad v — oo, drastic product t.

3.2 Iskazni veznik negacije

Krenimo opet od istorijskog porekla. U radovima Lukasiewicza i Posta javljaju
se istinitosne funkcije za veznik negacije.

Lukasiewicz je za sve skupove istinitosnih vrednosti koristio funkciju
noni(u) =ges 1 —u.

Post je razmatrao samo konaé¢ne istinitosne skupove M,, i na njima istini-
tosnu funkciju

(w) 1, ako jeu =0
nong(u) =
2 def u—ﬁ, ako je u # 0.
U kasnijim radovima Gdédel dodaje jos jednu interpretaciju veznika negacije,
funkciju

1, akojeu=20

nong(u) =geys {

0, inace.

Danas se smatra da je Postova operacija nons nestandardna i ”egzoti¢na”,
zato postoji tendencija da se iskljuci iz opSteg razmatranja. Shodno tome,
naredna definicija je preovladujuca.

| naziva se funkcija negacije akko

Definicija 3.4 Funkcija n : [0,1] — [0,1
i n(1) = 0. Funkcija negacije m naziva se:

je nerastuca i zadovoljava n(0) =
1. stroga akko je strogo opadajuca i neprekidna;

2. jaka akko je stroga i involutivna, tj. vazi n(n(u)) = u za svako u € [0, 1].
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3.2. ISKAZNI VEZNIK NEGACIJE

Napomena: Inverzna funkcija n~! svake stroge funkcije negacije n je stroga
negacija. Jaka funkcija negacije poklapa se sa svojom inverznom funkcijom.

Iz prethodne definicije sledi da nons nije funkcija negacije (za svako m > 2),
nony jeste, a non; je jaka funkcija negacije.

Jos jedan primer funkcije negacije koja nije stroga i predstavlja dual od nong

data je jednac¢inom:

1, akojeu<1

non*(u) =qey {

0, akojewu=1.

Funkcije negacije nong i non* su ekstremi, u smislu da za svaku funkciju
negacije n vazi:
nong < n < non*.

Primer stroge funkcije negacije, koja nije jaka je nons(u) =ge¢ 1 — u?.
Sve funkcije iz familije:

_ 1—wu
—def 1+ A

ngx(u)
sa parametrom A > —1 su jake funkcije negacije. M. Sugeno [12] ih je nazvao
A-komplement.

Za naredne reprezentativne teoreme potreban nam je pojam automorfizma
jedini¢nog intervala. Pod tim pojmom podrazumevamo neprekidno, strogo
rastude, sirjektivno preslikavanje intervala [0,1] na [0,1], tj. automorfizam
mreze? ([0, 1], min, max, 0, 1).

Teorema 3.5 1. Funkcija n : [0,1] — [0,1] je jaka funkcija negacije akko
postoji automorfizam @ jediniénog intervala tako da

n(u) = ¢ (1 — p(u)) za svako u € [0,1].

2. Funkcija n : [0,1] — [0,1] je stroga funkcija negacije akko postoje auto-
morfizmi ¢ i 1 jedinicnog intervala tako da

n(u) = ¥(1 — ¢(u)) za svako u € [0,1].
Teorema 3.6 Neka je t neprekidna t-norma i n stroga funkcija negacije. Tada
t(u, n(u)) =0 za svako u € [0,1]

akko postoji automorfizam ¢ jediniénog intervala tako da za svako u,v € [0,1]
vazL

t(u, v) = o~ (eta(p(w), ¢(v))) @ n(u) < 9~ (1 = p(u)).
Dakle, par ety i non; predstavlja ”karakteristican spoj” neprekidne t-norme

i stroge funkcije negacije, zadovoljavaju neku vrstu generalizovanog ”zakona
kontradikcije”.

2Pojam mreze definisaéemo u narednoj glavi.
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3.3. ISKAZNI VEZNIK DISJUNKCIJE I T-KONORME

3.3 Iskazni veznik disjunkcije i t-konorme

Postoje dva pristupa interpretaciji disjunkcije. Jedan podrazumeva da odredimo
koje osobine treba da ispunjava istinitosna funkcija disjunkcije. Drugi pristup do
istinitosne funkcije disjunkcije dolazi povezujuéi istinitosne funkcije konjunkcije
i negacije, uz zahtev da su ispunjeni de Morganovi zakoni. Ne postoje jasni
razlozi zbog kojih bi izdvojili jedan od ta dva pristupa, zato razmatramo oba.

Opste osobine koje treba da zadovolji interpretacija disjunkcije, dovode do
klase t-konormi. Dakle, t-konorme mogu biti istinitosne funkcije za veznik dis-
junkcije. Definisimo ih.

Definicija 3.7 Binarna operacija s : [0,1]2 — [0, 1] je t-konorma ako i samo
ako je:

(S1) asocijativna i komutativna, tj. za u,v,w € [0,1] vaZi:

(0, u),
s(u, s(

(u, s(v,w));
(52) neopadajuéa po oba argumenta, tj. za u,v,uy, uz,v1, v € [0,1] vaZi:

ako u; < ug onda s(uy,v) < s(ug,v),

ako v1 < wvy onda 8(u,vr) < s(u,vs);
(53) 0 je neutralni element, tj. s(u,0) = u za svako u € [0,1].
Posledica definicije je da za svaku ¢-konormu s vazi:

s(u,1) =1 za svako u € [0,1],

jer je s(u,1) = s(1,u) > s(1,0) = 1.

Drugi pristup, preko de Morganove veze podrazumeva uvodenje funkcije
s :[0,1]*> — [0,1]. Funkciju s definiSemo preko proizvoljne funkcije negacije n
i neke istinitosne funkcije t konjunkcije, npr. neka je ¢ t-norma:

s(u,v) =ger n(t(n(u),n(v))) za svako u,v € [0,1],
ili
8(u,v) =ger nH(t(n(u), n(v))) za svako u,v € [0, 1].
Podudaranje navedenih pristupa pokazuje naredna teorema.

Teorema 3.8 Neka je n jaka funkcija negacije i neka su t i s dve binarne
operacije nad [0,1] takve da vazi

s(u,v) =gef n(t(n(u), n(v))) za svako u,v € [0, 1].

Tada, t je t-norma akko je s t-konorma.
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3.4. ISKAZNI VEZNIK IMPLIKACIJE

Uobicajeno je za jaku funkciju negacije, koja povezuje t-norme i t-konorme
uzeti nony. Polazeéi od t-norme ¢, funkcije non;, dobijamo t-konormu:

s¢(u,v) =ges 1 —t(1 —u,1 —v). (3.4)
Najpopularniji primeri istinitosnih funkcija disjunkcije su:
veli (u,v) =gep max(u,v),
vela(u, v) =gey min(l, u + v),
velz(u,v) =gef u+v—1u-v,
koje su izabrane tako da je vel; povezano sa et; preko (3.4) za svako i = 1,2, 3.

Povucena je paralela izmedu naziva istinitosnih funkcija disjunkcije i kon-
junkcije, pa je:

- vels Lukasiewiczeva disjunkcija ili bounded sum;
- vels algebraic sum.

Sa drastic productom ty i nilpotent minimumom t; analogno su povezane
t-konorme:

max(u,v), ako je min(u,v) =20

SO(U, ”U) =def {

1, inace
max(u,v), akojeu+v <1

s1(u,v) = S
1w, 0) def{ 1, inace,

odgovarajuci nazivi su drastic sum i nilpotent mazimum, respektivno.

3.4 Iskazni veznik implikacije

Poslednja vrsta istinitosnih funkcija koje treba posebno razmotriti su istinitosne
funkcije implikacije. Ekvivalenciju, veznik koji se ¢esto uzima kao bazi¢ni, pos-
matramo kao konjunkciju implikacija.

Istorijski, prvi primer istinitosne funkcije implikacije dao je Lukasiewicz. U
pitanju je funkcija seqsy, definisana na slede¢i nagin:

sedy (U, v) =gey min(l,1 —u + v).

Ova istinitosna funkcija, kao i njen odgovarajuéi veznik poznati su kao Luka-
stewiczeva implikacija.

Drugi primer istinitosne funkcije implikacije, seq; uveo je Godel:
1, akojeu<w

v, inace.

seq (U, V) =def {

Opravdano, istinitosna funkcija i odgovarajuéi veznik nazivaju se Gddelova im-
plikacija.
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3.4. ISKAZNI VEZNIK IMPLIKACIJE

Ponovo, kao kod disjunkcije, imamo dva pristupa istinitosnim funkcijama im-
plikacije. Mozemo traziti vezu izmedu interpretacija implikacije i drugih veznika,
taj pristup ¢emo izloziti u poglavlju 4.1. Drugi pristup podrazumeva izdvajanje
osobina koje istinitosna funkcija implikacije mora da zadovolji.

Nazalost, za operaciju implikacije ¢ ne postoji opste prihvaéena lista osnovnih
osobina koje treba da zadovolji. Ipak, Smets i Margez u [11] predlozili su listu
koja je proSirena od strane raznih autora (videti [5]). Kolekcija osobina, koju s
razlogom mozemo smatrati kompletnom, obuhvata devet osobina:

1. leva antitonost: 4 je nerastuca po prvom argumentu, tj. za uy, uz,v € [0,1]
ako u; < ug onda 2(uy,v) > i(ug,v);

2. desna izotonost: 1 je neopadajuca po drugom argumentu, odnosno za
U, V1, V2 € [05 1]a

ako v < w9 onda i(u,v1) < i(u,ve);

3. levi granicni uslov: £(0,v) =1 za svako v € [0,1];

4. desni granicni uslov: i(u,1) =1 za svako u € [0, 1];

5. uslov normalnosti: 4(1,0) = 0;

rangiranje stepena: i(u,v) = 1 akko u < v za svako u, v € [0, 1];
leva neutralnost: i(1,v) = v za svako v € [0,1];

princip zamene: t(u, i(v,w)) = #(v, ¢(u, w)) za svako u,v,w € [0, 1];

© »®» N @

zakon kontrapozicije: i(u,v) = i(n(v), n(u)) za svako u,v € [0,1] i neku
strogu funkciju negacije n.

Za neke matematicare prvih pet uslova predstavljaju minimalan zahtev koji
istinitosna funkcija implikacije mora da zadovolji.

Definicija 3.9 (Fodor, Roubens, 1994) Funkcija i : [0,1]% — [0,1] je funkcija
wmplikacije ako i samo ako zadovoljava levu antitonost, desnu izotonost, levi 4
desni granicni uslov kao i uslov normalnosti.

Naravno, nisu sva navedena svojstva (njih devet) nezavisna. Jedan zanimljiv
rezultat u tom kontekstu je slededi:

Tvrdenje 3.10 Svaka funkcija i : [0,1]> — [0,1] koja zadovoljava princip

zamene, uslov rangiranja stepena i uslov desne izotonosti je funkcija implikacije
koja zadovoljava uslov leve neutralnosti.
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Glava 4

BL-algebre i BL-logika

4.1 Iskazni racun PC(x)

U ovom delu zelimo da definisemo iskazni ra¢un PC(x). Polazimo od sledeéih
pretpostavki:

1) radimo sa iskaznim algebrama,

2) skup istinitosnih vrednosti je realan interval [0, 1], 0 kao apsolutno lazno,
1 kao apsolutno tacno;

3) u odnosu na relaciju < skup [0, 1] je linearno ureden, gust i kompletan (za
svaki neprazan podskup skupa [0,1] postoje supremum i infimum);

4) zahtevamo istinitosnu funkcionalnost (princip kompozicionalnosti);

5) pri izboru istinitosnih funkcija za veznike, striktno zahtevamo da visevred-
nosna logika mora biti generalizacija klasi¢cne dvovrednosne logike. Npr.
ako veznik & nazovemo konjunkcijom, njegova interpretacija * mora zado-
voljavati jednakosti 1«1 =1, 1*0=0,0%x1=0, 0x0=0.

Pocinjemo sa odabirom interpretacije za konjunkciju, jer ¢emo pokazati da
dobar izbor semantike konjunkcije odreduje semantiku celog jezika. Kao isti-
nitosnu funkciju konjunkcije uzec¢emo t-normu iz Definicije 3.2. U pitanju je
binarna operacija koju smo u poglavlju 3.1. obelezavali sa t. Nadalje ¢emo za
t-normu koristiti oznaku *, umesto t(z,y) pisa¢emo x x y. Posebno ¢e nam biti
znacajne neprekidne t-norme. Podsetimo se, operacija * je neprekidna ¢-norma
ako je t-norma i neprekidna je (u smislu neprekidnosti funkcije dve promenljive).

Primer 4.1 Najvaznije neprekidne t-norme su:
1. Lukasiewiczeva t-norma: x +xy = max(0,z +y — 1);
2. Gédelova t-norma: x * y = min(x,y);

3. Product t-norma: v xy =x -y (- je proizvod realnih brojeva).
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4.1. ISKAZNI RACUN PC(x)

Razmotrimo sada implikaciju. U klasi¢noj dvovalentnoj logici, implikacija
A — B je istinita ako i samo ako je istinitosna vrednost od A manja ili jednaka
istinitosnoj vrednosti od B. Ako sa = oznacimo interpretaciju veznika —, sa
x 1 y istinitosne vrednosti formula A i B, mozemo generalizovati prethodno
svojstvo: velika istinitosna vrednost od z = y znaci da vrednost z nije mnogo
veta od vrednosti y. Sledi da interpretacija x = y treba biti nerastuéa po x i
neopadajuca po y.

Dalje, zahtevamo vaZenje fuzzy modus ponensa: iz stepena istinitosti! (ili
donje granice) x od A i stepena istinitosti (ili donje granice) © = y od A — B
trebalo bi da mozemo odrediti donju granicu za stepen istinitosti y od B.

Funkcija koja daje donju granicu za y oc¢ito treba biti neopadajuca po oba
argumenta (8to je istinitiji antecedent, to je istinitiji konsekvent). Ako je jedan
argument 0, jedini uslov na (donju granicu od) y je 0 < y, pa je 0 nula-element
funkcije o kojoj govorimo. Ako je x = y jednako 1, tada trazimo da je z < y, a
ako je x = 1 tada hoéemo da (z = y) < y, $to znaci da je 1 neutralni element
nase funkcije.

Uprkos tome §to je tesko obrazloziti komutativnost i asocijativnost, za nasu
funkciju korisno nam je uzeti t-normu * (tj. istinitosnu funkciju konjunkcije),
sto daje:

akoa<zib<(zx=y)tadaaxb<y.
Za a = x i supstituciju z = b dobijamo:
ako z < (r = y) tada zx 2z < y.

Sa druge strane, hteli bismo da & = y bude §to veée (da §to bolje definisemo).
Kada je = * z < y, tada je z kandidat za = y (u smislu da zadovoljava ranije
navedene uslove), pa mozemo zahtevati:

ako z * z < y tada z < (z = y),
odakle sledi
xx z < y ako i samo ako z < (z = y).

Sledi da je x = y maksimalan z koji zadovoljava = * z < y.

Tvrdenje 4.2 Neka je x neprekidna t-norma. Postoji jedinstvena funkcija r =
Y, takva da je (x % z) <y ako i samo ako z < (x = y), za sve x,y,z € [0,1].
T =Y =gey max{z | xxz < y}.

Dokaz. Za svako z,y € [0,1], neka je (x = y) = sup{z | x * z < y}. Neka je
za fiksirano z, f(z) = x * z; f je neprekidna, neopadajuca i komutira sa sup.
Dakle,

xx(x=y)=cxsup{z|xxz<y}=sup{xxz|zxz <y} <y

Otuda, z = y = max{z | x * z < y}. Jedinstvenost je ocigledna. Napomenimo
da je dovoljno pretpostaviti da je % levo neprekidna, ali mi ¢emo raditi sa
neprekidnim normama.

O

IStepen istinitosti, istinitosna vrednost (vrednost) su sinonimi.
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4.1. ISKAZNI RACUN PC(x)

Definicija 4.3 Funkciju x = y iz prethodnog turdenja nazivamo reziduumom
t-norme *.

Tvrdenje 4.4 Za svaku neprekidnu t-normu x i za njen reziduum = vaZi:
1) x <y ako i samo ako (x = y) =1;
2) (1=2)==x.

Dokaz.

1) Neka je x < y. Iz definicije reziduuma z = y = max{z | x x z < y}, sledi
da je (x = y) = 1. Obratno, ako je (x = y) = 1, tada vazi = x 1 < y, tj.
< y.

2) (1=2z)=max{z|1lxz<z}=max{z |z <z} ==

Tvrdenje 4.5 1) Ako je x <y, onda je x =y * (y = x).
2) Ako je x < u <y iu je idempotentan (uxu=1u), onda je T xy = x.
Dokaz.

1) Neka je f(z) = z*y; f je neprekidna na [0,1], f(0) =01 f(1) =y. Zbog
neprekidnosti postoji z € [0, 1] takvo da vazi f(z) = z. Za maksimalno z
takvo da je x = z x y imamo z = (y = z). Dakle, x = y * (y = x).

2) Prvo pretpostavimo da je u = y. Iz 1) sledi x = u * (u = z),
rxu=ux*(u=x)*xu=ux*(u= x) =z, koristili smo komutativnost *.
Sada, neka je u <y. Onda z xy > x xu = x i oCigledno z x y < x, stoga
THY=T.

O

Teorema 4.6 Sledece operacije su reziduumsi t-normi navedenih uw Primeru 4.1:

1, x<y

1) Eukasiewiczeva implikacija: x = y =
l—-z+4+y, x>uy.

) o L, =<y
2) Gédelova implikacija: © =y =
Yy, T >.
o L r<y
3) Goguenova implikacija: © = y =
y/z, x>y.

Dokaz. Slucaj da je x = y = 1 kada je z < y dokazan je u Tvrdenju 4.4.
Neka je x > y.

1) x*xz =y akoisamo ako je x+2z—1 = y, §to je ekvivalentno sa z = 1—z+y.
Dakle, 1 —z4+y=max{z |zxz<yhtj. c=>y=1—-x+y.

2) x % z =y ako i samo ako je min(z, z) = y, tj. akko je z = y.
r=y=max{z |zxz<y}=uy.
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3) x*z =y ako i samo ako je z -y = y, $to je ekvivalentno sa z = y/z (za
x> 0).

d

Definicija 4.7 L(x) = ([0,1],N,U,*,=,0,1) je algebra sa jedinicnim inter-
valom [0, 1]-nosacem, sa operacijama minimuma i maksimuma, koje éemo ozna-
¢avati sa N, U (respektivno), fiksiranom t-normom *, odgovarajuéim reziduumom
= 1 istaknutim elementima 0 ¢ 1.

Relaciju < mozemo definisati preko minimuma:
z < y ako i samo ako je x Ny = .

Pokazaé¢emo da se operacije minimuma i maksimuma mogu definisati preko
* 1 =

Tvrdenje 4.8 Za svaku neprekidnu t-normu x, sledeci identiteti su tacni u

L(*):

1) zny=zx*(z=1y),

2) zUy=((z=y) =y N(y=2)=2).
Dokaz.

1) Akojex <yondaje (zx=y)=1pajex*x(x=y)=xz Akojex >y, iz
Tvrdenja 4.5 (1) sledi da je z % (z = y) = y.

2) Nekajezx < y,sledi (z =y)=1i(z=y)=>y=(1=y) =y. Pored
toga, y < (y = x) = z jer je y * (y = x) < x. Time smo pokazali

((x=vy)=>y)N((y = 2z) = x) =y. Slucaj kada je y < z je potpuno
simetrican.

d

Napomena: Lukasiewiczeva implikacija je neprekidna, Godelova i Goguenova
nisu. Lako se proverava da je reziduum svake neprekidne ¢-norme levo nepreki-
dan po prvoj promenljivoj i desno neprekidan po drugoj promenljivoj.

Definicija 4.9 Reziduum = definise operaciju prekomplementa (buduca isti-
nitosna funkcija negacije):

(=) =gef (x =0).
Tvrdenje 4.10 Sledece operacije su prekomplementi t-normi iz Primera 4.1:
1) Lukasiewiczeva negacija: (—)x =1 — x;
2) Gédelova negacija: (—)0=1, (—)x =0 za x > 0;
3) Goguenova negacija = Godelova negacija.

Dokaz. Sledi elementarnim racunanjem. O
Konkretna neprekidna t-norma odreduje konkretan iskazni racun: * uzi-
mamo za interpretaciju (jake) konjunkcije &, reziduum = od * postaje inter-

pretacija implikacije. Preciznije imamo sledece:
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Definicija 4.11 Neka je * fiksirana neprekidna t-norma, a = odgovarajuci
reziduum. Iskazni raé¢un PC(x) odreden t-normom * sadrzi skup iskaznih
promenljivih P = {p1, pa, ...}, veznike & i — i istinitosnu konstantu 0 za 0.

Formule definisemo na uobicajeni nacin:
1) svaka iskazna promenljiva je formula,
2) 0 je formula,
3) ako su A i B formule, onda su i A&B, A — B isto formule.

Interpretacija iskaznih promenljivih je preslikavanje e koje svakoj iskaznoj
promenljivoj p dodeli istinitosnu vrednost e(p) € [0,1], tj. e : P — [0,1]. Inter-
pretacija se prosiruje na sve formule na sledeéi nacin:

e(0) =0,
e(A— B) = (e(A) = e(B)),
e(A&B) = (e(A) x e(B)).

Pomocu veznika & i —, uvodimo sledecée veznike:

AANB zamena za A&(A— B),
AV B zamena za ((A— B)— B)A((B— A) — A),
-A zamena za A — 0,

A<+ B zamena za (A — B)&(B — A).
Tvrdenje 4.12 Za bilo koje formule A i B vaZzi:
e(A A B) = min(e(A), e(B))
e(AV B) = max(e(A), e(B)).
Dokaz. Direktno sledi iz Tvrdenja 4.8. O

Definicija 4.13 Formula A je 1-tautologija za PC(x) ako je e(A) = 1, za
svaku interpretaciju e.

Za razlicite t-norme, t1 i to, skupovi 1-tautologija od PC(t1) i PC(t2) mogu
biti razli¢iti.

Da sto lakse pronademo formule koje ée biti 1-tautologije za PC(x), za svaku
neprekidnu t-normu #, pronadimo algebarske osobine strukture £(x), u kojoj se
vrsi interpretacija nasih formula. Formula A ée biti 1-tautologija od PC(x) ako
je vrednost te formule 1 za sve valuacije u L(x), tj. ako je A = 1 identitet od
L(x). Prema tome, treba nam jednakosna teorija svih algebri tipa L£(x).
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4.2 Reziduirane mreze

Definicija 4.14 Za ureden skup (L, <) kaZemo da je mrezZno ureden skup
ako za svaka dva elementa x,y € L postoji sup(z,y) i inf(z,y).

Definicija 4.15 Neka je L neprazan skup, a N iU dve binarne operacije skupa
L. Za algebru (L,N,V) kaZemo da je mreZa ako za sve x,y,z € L vaZi:

(L1) xNax=x, xUx =2z (idempotentnost),

(L2) xNy=yNz, x Uy =yUzx (komutativnost),

(L3) xN(ynNz)=(xNy)Nz, 2U(yUz) = (xUy) Uz (asocijativnost),
(L{) xN(yUz) =2, zU(yNz) =2z (apsorpcija).

Teorema 4.16 1. Neka je L = (L,<) mrezno ureden skup. Na skupu L
definisemo operacije N i U na sledeéi nacin:

z Ny = inf(z,y),
z Uy = sup(,y).

Onda je algebra (L,N,U) mreZa.
2. Neka je (L,N,U) mreza. Na skupu L definisemo binarnu relaciju <:
x <y ako i samo ako x Ny = x (ekvivalentno xt Uy =y).

Tada je (L, <) mrezno ureden skup.

3. Pridruzivanja, mrezno uredenom skupu — mrezu, mrezi — mrezno ureden
skup su uzajamno inverzna.

Dokaz. Pogledati u [8].

Napomena: Primetimo da je algebra iz Definicije 4.7 jedna mreza.

Reziduirane mreze uveli su Ward i Dilworth 1939. godine u radu ”Residuated
lattices” [14]. Koriséeni su razni nazivi za reziduirane mreze:

- Birkhoff je koristio naziv integralni komutativni reziduirani l-monoid;

- Blyth i Janowith koristili su naziv reziduirana Abelova semigrupa sa je-
dinicom;

- Hohle je koristio naziv semigrupa uredena kao komutativna kompletna
mreza.

Definicija 4.17 Reziduirana mreZa je algebra
(L? m? U7 *7 :>7 O’ 1)

sa éetiri binarne operacije i dve konstante koja zadovoljava sledece uslove:
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1. (L,N,U,0,1) je mreza sa najveéim elementom 1 i najmangim elementom
0 (ograniéena mreza);

2. (L,*,1) je komutativna polugrupa sa neutralnim elementom 1, tj. * je
komutativna, asocijativna operacija t vazi 1 * x = x za svako x € L;

3. x 1 = ¢ine adjungovani par, odnosno:
2z < (x =vy) ako i samo ako x x z <y, za svako x,y,z € L.
(Relacija < je odgovarajude mreino uredenje.)

Reziduirana mreZa je kompletna, ako je (L,N,U) kompletna mreza, tj. svaki
podskup od L ima infimum 1 supremum.

Primer 4.18 Algebra ([0,1],N,U,0,1) jeste ogranicena kompletna mreza, gde
je [0, 1] jediniéni interval realnih brojeva, x Ny = min(x,y), Uy = max(z,y).
Sledece tri strukture jesu reziduirane mreZe:

1. Lukasiewiczeva struktura ([0,1],N,U,*,=,0,1) gde je:

e xxy=max(0,z+y—1)
e x = y=min(l,1 —z+y);

2. Gédelova struktura ([0, 1],N,U, %,=,0,1) gde je:

e zxy=min(z,y)
e r=y=1 akox <y
T=y=y, ako x > y;

3. Product struktura ([0,1],N,U,*,=,0,1) gde je:

e TxY=2I"-y
e rx=y=1 akox <y
r=>y=1% akox>y.

Uoéavamo da su operacije * (=) u primeru redom Lukasiewiczeva, Gdodelova,
Product t-norma (implikacija).

Definicija 4.19 Neka je £ = (L,N,U, *,=) reziduirana mreza. Tada:

1. L zadovoljava aksiomu prelinearnosti ako zadovoljava identitet

(z=yUly=z)=1

2. L je deljiva reziduirana mreza ako zadovoljava identitet

zNy=zx*(z=1y);

3. u L vazi zakon dvojne negacije ako zadovoljava identitet

x = (z=0)=0;

4. u L vazi zakon idempotentnosti ako je operacija x idempotentna na L.
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Sada éemo navesti neke osobine reziduiranih mreza.

Tvrdenje 4.20 U svakoj reziduiranoj mrezi, za svako x,y € L vaZi:

1. x=z=1; 6. x=1=1;

2wy S y; 7. y<z=y;

3. xx(z=y) <zNy; 8. y<wz= (r*y);

4. x<yakkor=y=1; 9. 0xx =0y

5 1l=>x=ux; 10. 0=z =1.

Dokaz.

1. Znamo da je (L, x, 1) polugrupa sa neutralni elementom (monoid), 1z =
z. Na osnovu osobine adjungovanosti * i =, 1 * x = = ako i samo ako je
1 <z = z. 1 je najvedi element mreze, pa vazi i suprotna nejednakost,
odakle sledi x = = = 1.

2. Znamo da je = x = 1 i da je 1 najveéi element mreze, sledi x < 1 =
y = y §to je ekvivalentno sa z x y < y (zbog adjungovanosti * i =).

3. Kako je x komutativna operacija, iz nejednakosti (2) ovog tvrdenja, sledi
zx(x =y) <z Kakojex =y <z =y, sledi z*(z = y) <y
Dobili smo da je z* (z = y) jedno donje ogranicenje skupa {x,y}, pa sledi
zx(r=>y) <zxzNy.

4. Opet koristimo da je (L, *,1) monoid. 1 xz < y akko 1 <z = y, §to vazi
akko 1 =z = y, jer je 1 najveéi element.

5. Koristimo nejednakost (3) ovog tvrdenja i dobijamo:

l=z=1x(1=z)<znl=ux
Dokazimo jo§ drugu nejednakost. Imamo z < z, tj. =z x1 < x Sto je
ekvivalentno sa x < 1 = z. Time smo dokazali 1 = x = .

6. Znamo da je x < 1, jer je 1 najveéi element. Na osnovu identiteta (4)
ovog tvrdenja x < 1 ekvivalentno jesa x = 1 =1.

7. Kako jeyxx <y, slediy <z =y.

8. Zbog komutativnosti, vazi y xx < x *y, to je zbog adjungovanosti ekviva-
lentnosa y <z = (r*y).

9. Bududi da je 0 najmanji element, vazi 0 * x > 0. Na osnovu nejednakosti
(2) ovog tvrdenja, sledi 0 * = < 0, odakle sledi trazeno 0 * = = 0.

10. 0 = = = 1 je posledica identiteta (4) ovog tvrdenja jer je 0 najmanji

element.

Tvrdenje 4.21 U svakoj reziduiranoj mrezi vazi:

1.
2.

Operacija  je izotona (x <y implicira x x z < y * 2);

Operacija = je:
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- antitona po prvom argumentu (x <y implicira (y = z)

<
- 4zotona po drugom argumentu (x <y implicira (z = z) < (z = y)).
Dokaz.

1. Neka je x < y, x,y,z € L. Iz nejednakosti (8) prethodnog tvrdenja i
pretpostavke da je x < y sledi:

r<y<z=(zxy),
Sto je ekvivalentno sa z x z < y * 2.
2. Dokazimo prvo nejednakost:
=y xy=>2)<z= =z

Koristeci nejednakost = * (z = y) < y dokazanu u prethodnom tvrdenju i
izotonost *, vazi:
zx(z=>y)x(y=>2)<yx(y=2) <z

Iz adjungovanosti sledi:
(x=y)*x@y=2)<z=2

$to smo hteli dokazati.
Pokazimo sada antitonost = po prvom argumentu. Nekajex <y, z,y,z €
L. Iz prethodnog tvrdenja sledi x = y = 1, koriste¢i malopre dokazanu
nejednakost, dobijamo:

y=>z=(x=y)x(y=2) <z= =z

Ostalo je da pokazemo izotonost po drugom argumentu. Neka je z < y,
x,y,z € L. Iz nejednakosti (3) Tvrdenja 4.20 sledi:

zx(z=x)<x <y,

$to je ekvivalentno sa:
z=>r<z=y.

Tvrdenje 4.22 Neka je L reziduirana mreza, tada za x,y € L vaZi:
l.z=y=max{z € L|zxz<y};
2. zxy=min{ze€ L]z <y= z}.

Dokaz.

1. Buduéidaje z* (x = y) <y, imamodax =y € {z € L|xx*z <y} pa
vazix =y <sup{z € L |z z < y}.
Neka je z € L takvo da vazi = * z < y, $to je ekvivalentno sa z < = = y.
Dakle, z = y je gornje ogranicenje skupa {z € L | z x z < y}, odnosno
r=>y>sup{z€L|zxz <y}
Zakljucak jex = y=sup{z € L |z*xz<y},z=>ye{ze€ L|xzxz <y},
sledi dajez = y=max{z € L |xxz <y}
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2. Dokaz je analogan dokazu tvrdenja pod 1.

d

Tvrdenje 4.23 U svakoj reziduiranoj mrezZi, za svaki indeksni skup I (ako
odgovarajuci infimumi i supremumsi postoje), vazi:

1oxxUier ¥i = Uier (@ * 45);

2. = Nicr ¥i = Nier(@ = 4i);

3. (Uier@i) = v = Nies (@i = y);

4o w5 Nier ¥ < Nier(@*yi);

5 Uier(@ = i) <o = Ucrvis

6. Ujer(xi = y) < (miel ;) = y.
Dokaz.

1. Izotonost operacije * daje x *y; < x * |J;c; ¥, za proizvoljno i € I.
Nejednakost vazi za svako ¢ € I, sledi

Ut sw <o+
i€l i€l
Operacija = je izotona po drugom argumentu i za svako x,y,z € L vazi
x= (xxy) >y, sledi
= J@ry) > o= (wxy) > v,
iel
za proizvoljno ¢ € I. Nejednakost vazi za svako i € I, sledi:
T = U(m*yz) > Uyl
= iel
Poslednja nejednakost je na osnovu adjungovanosti ekvivalentna sa

zx | Ju < @ w).

i€l i€l

2. Operacija = je izotona po drugom argumentu, r = ﬂ vi <z =y;,1 €l
iel
Kako nejednakost vazi sa svako ¢ € I, sledi

el el

Za proizvoljno i € I, iz izotonosti * sledi

x*ﬂ(xéyi)gx*(xéyi)gyi.
iel

Odnosno, x * ﬂ(x = y;) < ﬂyi, tj. ﬂ(m =y) <z= myz

i€l icl icl icl
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. Za proizvoljno ¢ € I, iz antitonosti operacije = po prvom argumentu, sledi

(U xl) =y < x; = y. Kako nejednakost vazi za svako i € I, sledi
iel

(Uxi) =y <[ \(@i=y).
il icl
Iz jednakosti (1) ovog tvrdenja i izotonosti * sledi

(Uze) + N =) = U @i+ N =) < U (25 @5 = 9) <v,

i€l icl jeI icl jeI

Sto je ekvivalentno sa (](xZ =) < (U mi> = .
i€l iel

LT m yi < & *y;, za proizvoljno i € I, zbog izotonosti *. Sledi

el

x*ﬂyigﬂ(a:*yi).

el i€l

. Prvo ¢emo pokazati da vazi x x U(a: =y;) < U y;. Iz jednakosti (1) ovog

i€l iel
tvrdenja sledi

x*U(m:yi):U(x*(x:yi)) gin’

i€l icl icl

Sto je ekvivalentno sa U(;v =y)<lzr=> U Yi-
i€l i€l

. Iz prve jednakosti tvrdenja i izotonosti * sledi

(ﬂmz)*U(azl =y) = U (( ﬂ zj)*(z; = y)) < U (zix(z; = y)) <,

i€l i€l iel  jel i€l
s§to je ekvivalentno sa U(IZ =y) < (ﬂ xz> = .
i€l i€l
O

Tvrdenje 4.24 Neka je L = (L,N,U, *,0,1) algebra koja zadovoljava uslove 1.
i 2. iz Definicije 4.17, kao i uslov da je operacija * izotona. Neka je (L,N,U)
kompletna mreza. Sledeéa éetiri uslova su ekvivalentna:

1. Postoji binarna operacija = koja sa x ¢ini adjungovani par;
2. Za svako x,y,z € L, skup {z € L | x x z < y} ima najveli element;

8. UL wvazi vxJjervi = Uer (@ * yi);

4. Zax =y =g U{z € L|x*x2z <y}, (x,=) je adjungovani par u L.
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Dokaz.

(4 = 1): Trivijalno.

):
(1 = 2): Dokazano u Tvrdenju 4.22 pod 1.
):

(1 = 3): Dokazano u Tvrdenju 4.23 pod 1.

(2 = 4): Pretpostavimo da vazi 2. Definisimo = kao u 4.

Tada jex = y=max{z € L |zxz < y}ivazizx (z = y) < y. Ako
jexxz <y, onda je z < x = y. Obratno, neka je z < x = y. Primenom
izotonosti, sledi z * z < x * (x = y). Znamo da je x * (x = y) < y, dakle,
Txz <.

(3 = 4): Neka je z * z < gy, tada je z < x = y, zbog definicije x = y preko
supremuma. Neka je sada z < x = y, primenom izotonosti operacije * i
pretpostavke 3. sledi:

zxz<zx(z=y)=cxJ{deL]zxd<y}=U{axxd|xxd <y} <vy.
O

Tvrdenje 4.25 Neka je f : [0,1]> — [0,1] binarna operacija na [0,1]. Ako je
f meopadajuéa po x, onda je f sleva (respektivno zdesna) neprekidna po x ako i
samo ako za bilo koji podskup {x; | i € I} C [0,1] 7 bilo koje y € [0,1] vazi (4.1)
(respektivno (4.2)), gde je :

f(sup{w; | i € I},y) = sup{f(wi,y) | i€ I}, (4.1)

f(nf{z,; | i € I},y) = inf{f(x;,y) | i € I}. (4.2)

Funkcija f je neprekidna po x ako i samo ako su oba uslova (4.1) i (4.2) ispu-
njena. Ako "po x” zamenimo sa "po y”, dobijamo analogno tvrdenje. Dualno
tordengje dobijamo za nerastucu funkciju f.

Teorema 4.26 Neka je x sleva neprekidna t-norma i neka je = odgovarajuci
reziduum, tj.
r=y=max{z | x*xz <y}

Tada je algebra L(x) = ([0,1],N,U, *,=,0,1) kompletna reziduirana mreza.
Vazi i obrnuto: ako je £ = ([0,1],N,U,*,=,0,1) kompletna reziduirana
mreza, tada je x sleva neprekidna t-norma.

Dokaz. Algebra ([0,1],n,U,0,1) je kompletna mreza. Za t-normu * vazi da je
algebra ([0, 1],%,1) komutativni monoid i * je izotona operacija. Dakle, dokaz
teoreme je direktna posledica Tvrdenja 4.24 i 4.25.

O

Definicija 4.27 Za klasu algebri K kaZemo da je varijetet ako je zatvorena u
odnosu na operatore homomorfizma (H), formiranja podalgebri (S) i direktnog
proizvoda (P). Odnosno ako vazi H(K)CK, S(K)CK, P(K)CK.

Tvrdenje 4.28 Klasa reziduiranih mreZa je varijetet.
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Dokaz. Za dokaz koristicemo Brikhoffovu teoremu po kojoj je klasa algebri
varijetet ako i samo ako je jednakosna klasa algebri, odnosno akko postoji skup
identiteta X takav da vazi £ = Mod(X%), gde je £ klasa algebri.

Pokazac¢emo da postoji skup identiteta koji je ekvivalentan sa uslovima iz
Definicije 4.17. Ta¢nije pokazac¢emo da su uslovi iz pomenute definicije ekviva-
lentni sa sledeé¢im identitetima:

1. (zxy)=>z=2= (y = 2);
2. (zx(x=y)Vy=y;

3. z=(xVy) =1;

4. identiteti koji definisu ograni¢enu mrezu (L,N,U, 0, 1);

5. identiteti koji definisu komutativnu polugrupu sa neutralnim elementom
(L,*,1).

Prvo ¢emo pokazati da ako neka algebra zadovoljava ove identitete, onda
je ona reziduirana mreza. Naime, moramo pokazati da skup ovih identiteta
implicira uslov (3) Definicije 4.17, uslovi (1) i (2) iz definicije trivijalno vaze.

Pokazimo da iz navedenih identiteta sledi:

x <y akoisamo ako z =y =1. (4.3)

Ako je z < y, onda je xUy = y, pa iz identiteta (3) sledi z = (zUy) =z = y = 1.
Ako je x = y = 1, onda primenom identiteta (2) dobijamo (z x 1) Uy = y, tj.
zUy =y, odnosno z < y.

Sada mozemo dokazati uslov (3) iz definicije reziduiranih mreza. Na osnovu
(4.3) i identiteta (1) ovog tvrdenja, sledi z x y < z akko (x *y) = z = 1 akko
x = (y = z) =1 akko x < y = z. Dakle, zaista gornji identiteti impliciraju
uslov (3) Definicije 4.17.

Pokazimo jos da identiteti iz ovog tvrdenja vaze u svakoj reziduiranoj mrezi
L, (4) i (5) vaze po definiciji reziduiranih mreza.

Na osnovu nejednakosti (3) Tvrdenja 4.20, za svako z,y,z € L vazi (x x
y) * ((x xy) = 2) < z. Operacija x je asocijativna i komutativna, pa vazi
y*x(zx((xxy) = z)) < z, ato je ekvivalentno sa (x xy) = z <z = (y = 2),
zbog adjungovanosti operacija = i *. Obrnuta nejednakost se dobija sli¢no,
yx(zx(z = (y=2))) <yx*x(y = 2) < z, §to je ekvivalentno sa z = (y = 2) <
(x * y) = z. Dokazali smo da u reziduiranim mrezama vazi identitet (1) ovog
tvrdenja.

Drugi identitet ekvivalentan je sa nejednakoséu z * (x = y) < y, koja vazi u
svakoj reziduiranoj mrezi, Tvrdenje 4.20 (3).

Znamo da je ¢ <z Uy. Iz Tvrdenja 4.20 (4) sledi x = (z Uy) = 1, tako da
i identitet (3) vazi u reziduiranim mrezama.

O
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4.3 BL-algebre kao specijalne reziduirane mreze

Dosad smo proucavali neprekidne t-norme kao kandidate za interpretaciju kon-
junkcije, odgovarajuce reziduume kao interpretaciju implikacije i pomoc¢u njih
definisali semantiku negacije, minimuma i maksimuma. Za svaku fiksiranu
neprekidnu ¢-normu %, definisali smo odgovarajuéi iskazni racun PC(x).

Sada ¢emo izvrsiti algebraizaciju iskaznog ra¢una PC(x). BL algebre ¢emo
definisati kao posebne reziduirane mreze.

Definicija 4.29 Reziduirana mreza (L,N,U,*,=,0,1) je BL-algebra ako i
samo ako za sve x,y € L vaZe identiteti:

1.zny=zx*(z=y),
2. (x=yU(y=z)=1

Dakle, BL-algebra je deljiva reziduirana mreza koja zadovoljava aksiomu pre-
linearnosti.

Pojam BL-algebre uveo je Héjek u radu ”Mathematics of Fuzzy Logic” [7],
1998. godine (BL je skra¢eno od ”basic logic”).

Primer 4.30 Lukasiewiczeva, Gédelova i Product struktura su BL-algebre. Veé
smo ustanovili da su reziduirane mreZe, iz Tvrdenja 4.4 1 4.8 sledi da su to zaista
BL-algebre.

Nije svaka reziduirana mreza BlL-algebra.

Primer 4.31 Posmatrajmo reziduiranu mrezu ([0,1],N,U, *,=,0,1). Za svako
x,y, 2z € [0,1], neka su operacije definisane na sledeéi nacin:

{0, ako z+y§%
TkY = L
rNy, wnace

1, ako = <y
=y =
4 max (3 — z,y), inace

Nekaj60<y<x,x+y<%. Ondajey<%—xi07éy:xﬂy, ali
1
x*(xiy):z*(i—x):Q

pa ne vazi osobina deljivosti, odnosno ovo nije BL-algebra.

Definicija 4.32 Reziduirana mreza (L,N,U,x,=,0,1) je linearno uredena
ako je njeno uredenje (L, <) linearno, odnosno za svaki par x,y vafi x Ny =z
ili Ny =1y (ekvivalentno, tUy =x ili z Uy =y).

Tvrdenje 4.33 Linearno uredena reziduirana mreZa je BL-algebra ako i samo
ako je identitet x Ny = x * (x = y) u njoj istinit.

Tvrdenje 4.34 Svaka neprekidna t-norma odreduje BL-algebru na jedinicnom
intervalu [0, 1] sa standardnim linearnim uredenjem.
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Dokaz. Direktna posledica prethodnog tvrdenja i Tvrdenja 4.8 (1).

Tvrdenje 4.35 Klasa BL-algebri je varijetet.

Dokaz. Dokaz sledi iz Tvrdenja 4.28. Skupu identiteta iz dokaza pomenutog

tvrdenja dodamo identitete (1) i (2) iz Definicije 4.29.
O

Tvrdenje 4.36 U svakoj BL-algebri za sve x,y, z vazi:
1. (zUy)*xz=(x*x2)U(y*2),
2.a2Uy=((z=y) =y N(y=2=u1),
3 (r=y)"U(y=2)" =1, za svako n € N.
Dokaz.
1. Sledi iz Tvrdenja 4.23 (1) kada je indeksni skup I kardinalnosti 2.

2. 1z identiteta BL-algebri sledi
[(z=y)=y)n(y=2) =)=
==y =yny=2)=2))(z=y)Uly=u1) =
=((@=y) =y)n(ly=2)=2)]*(@@=y)U
U((@=y)=yn(y=2) =)@y =)<
<=y =y*x@=>ylully=r)=2)xy=2)]<
<yUz=zUy.
Obratno, iz (1) i Tvrdenja 4.20 sledi

(r=y)*x@Uy)=@x@=y)Uy*x@=y)<yUy=y.

Iz adjungovanosti sledi x Uy < (z = y) = y. Analogno pokazemo da vazi
xUy<(y=z)=az,pasledizUy< ((z=9y) =y N((y=>z) =)

3. Dokaz se moze naéi u [7].
O

Sada nam je cilj da pokazemo da je svaka BL-algebra izomorfna poddirekt-
nom proizvodu linearno uredenih BL-algebri. Definisimo pojmove i dokazimo
tvrdenja koja nas vode ka cilju.

Definicija 4.37 Neka je L = (L,N,U,*,=,0,1) reziduirana mreza. Filter
mreZe L je neprazan skup F C L, takav da za sve x,y € L vaZi:

1. akox e Fiye F ondaxxy € F;
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2. dkox e Fix<yondayckF.

F je prost filter ako i samo ako za sve x,y € L vazi (x = y) € F ili (y =
x) € F.

Tvrdenje 4.38 Neka je L BL-algebra i neka je F' filter. Neka je relacija ~p
na L definisana na sledeci nacin:

x~py akko (x=y) € F ili(y=x)eF.
Tada vazi:
1. ~F je kongruencija i odgovarajuéa faktor algebra L/, je BL-algebra.

2. L/~ je linearno uredena ako i samo ako je F prost filter.

Dokaz.

1. Ocigledno, relacija ~g je refleksivna i simetri¢na. Da bismo pokazali da
je ~p relacija ekvivalencije, potrebno je pokazati da je tranzitivna.

U dokazu Tvrdenja 4.21 (2) dokazali smo da u svakoj reziduiranoj mrezi,
za svako x,y, z vazi nejednakost

=y xy=>2)<z= =z

Iz definicije filtra sledi da (z = y),(y = z) € F povlaéi (z = 2) € F.
Dakle, ~p jeste relacija ekvivalencije sa klasama

[2]r ={y |z ~F y}.

Jednostavno se pokaze da je [z]r < [y]F ekvivalentno sa (z = y) € F,
kao i da [z|p = [y|r implicira [z x z]p = [y x 2]p, [t = 2]p = [y = 2]F i
[z = z|F = [z = y|F, tako da ~F jeste kongruencija (relacija ekvivalencije
koja je saglasna sa operacijama). Zato mozemo definisati operacije *, =
(i U,N) na skupu £/, klasa ekvivalencija tako da [z]p * [y|Fr = [z * y]F
itd.

Preslikavanje koje svakom x dodeli klasu [z]r je homomorfizam i £/,
je sa indukovanim operacijama BL-algebra (BL-algebre su varijetet, pa su
zatvorene za homomorfizme).

2. Pretpostavimo da je F prost filter, neka z,y € L; tada ili (x = y) € F
paje [z]p < [y]r ili (y = z) € F paje [ylr < [z]r. Dakle, < je linearno
uredenje.

Obratno, neka je £/, linearno uredena i z,y € L; tada ili [z]p < [y]F i
(r=y)e Fili[ylp <[z]ri(y=x) € F, paje F prost filter.

O

Tvrdenje 4.39 Neka je L BL-algebra i a € L,a # 1. Tada postoji prost filter
F mreze L koji ne sadrzi a.
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Dokaz. Ocigledno je Fy = {1} filter koji ne sadrzi a. Pokazacemo da ako je F
filter koji ne sadrzi a i x,y € L takvida (x = y) ¢ F i (y = x) ¢ F, tada
postoji filter F' O F koji ne sadrzi a, ali sadrzi (z = y) ili (y = z).

Najmanji filter F’ D F koji sadrzi z je F/ = {u | (v € F)(In € N)(v*2" < u)}.
Zaista, ako je F” D F filter i z € F onda za svako v € F' i prirodan broj n,
vx 2™ € F". F' je filter jer je zatvoren za operaciju x i sadrZi, za svako u i sve
u' > u.

Pretpostavimo da (z = y) ¢ F i (y = x) ¢ F, neka su Fj, F5 najmanji
filtri koji sadrze F kao podskup i (z = y),(y = x) respektivno, kao element.
Tvrdimo da a ¢ Fy ili a ¢ F5. Pretpostavimo suprotno. Tada za neko v € F' i
ne€Nvazivk(z = y)" <aivk(y=2)" <a,daklea >v(x = y)"Uv*(y =
)" =vx*x((r=y)"U(y = 2)") =v*1=uv (koristili smo Tvrdenje 4.36 (3)),
sledi da a € F $to je kontradikcija. Dakle, a ¢ Fy ili a ¢ F.

Neka je £ prebrojiva BL-algebra, tada moZzemo sve parove (z,y) € L2
poredati u niz {(z,,yn) | n € N}, neka je Fy = {1}. Sada ¢emo konstru-
isati niz filtri F, sa osobinom da a ¢ F,,n € N. Pokazali smo da za filter F),,
takav da a ¢ F,, postoji filter F,, DO F,, takav daa ¢ F) ida (z, = y,) € F}, ili
(yn = x,) € F. Definisimo F, 11 = F,. Na§ trazeni prost filter je unija

U F,.

U sluc¢aju da £ nije prebrojiva, morali bismo koristiti transfinitnu rekurziju:
filter F bismo konstruisali u x koraka, gde je k kardinalnost skupa L.
O

Definicija 4.40 Neka je {L; : i € I} familija reziduiranih mreZa. Direktan
proizvod familije reziduiranih mreZa je algebra

£=]ci=(J]Lin" U5 5, =5,0%,15),
i€l icl
u kojoj su operacije definisane po komponentama:
N y(j) : j € I);

U y(j) 1 j € 1);
«Liy(j) 1 j e I);

z(j
z(j
z(j

ey =gy
Uy =gy

fU*Ly =def

—_ — — —

(
(
(
(
(
(

z=Cy =aep (x(j) =% y(j):jel);
05 =gy (0% :j€el);
1£ =def 1%i 1j € I)

Za svako j € I, preslikavange 7 : [[;,c; Li — Lj definisano 7;(x) =aey v(j)
je tzv. projekcija.

Reziduirana mreza L je poddirektan proizvod familije reziduiranih mreza
{L;i:i€ I} ako je L podalgebra od [[,c; Li i m;(L) = Lj, za sve j € I.
Tvrdenje 4.41 Svaka BL-algebra je izomorfna poddirektnom proizvodu linearno
uredenth BL-algebri.

34



4.4. BL-LOGIKA KAO DEDUKTIVNI SISTEM

Dokaz. Neka je U familija svih prostih filtri na BL-algebri £. Za svaki F' € U
neka je Lp = L/, ineka je

=11 2~

Feu

L* je direktan proizvod linearno uredenih reziduiranih mreza {Lx| F € U}, za
koje smo pokazali da su BL-algebre. Za x € £ neka je i(x) element ([z]r| F € U)
od L£*. Ocigledno, ovo preslikavanje je saglasno sa operacijama, treba pokazati
da je injektivno. Ako suz,y € Lix #y, tada z £ y ili y £ z. Bez umanjenja
opstosti, pretpostavimo da = £ y, tada (z = y) # 1 u L, pa iz prethodnog
tvrdenja sledi da postoji prost filter F' od £ koji ne sadrzi ¢ = y. Tada u
Lr =L/, vazi [z]p £ [y]r, dakle i(x) # i(y).

Tako smo dokazali da se £ moZe potopiti u direktan proizvod linearno
uredenih BL-algebri. Kako je mp(i(L)) = {[z]p|z € L} = Lp, za sve F € U,
sledi da je algebra i(L) podidrektan proizvod od L*.

O

4.4 BL-logika kao deduktivni sistem

U daljem radu odabra¢emo neke formule koje su 1-tautologije svakog iskaznog
racuna PC(x) (za svaku neprekidnu ¢-normu ) za aksiome i razviti sistem koji ée
biti zajednicka osnova svim logikama PC/(x). Odnosno, definisaéemo BL-logiku
kao deduktivni sistem, preko sedam aksioma i jednog pravila izvodenja, tako
da ¢e formula biti teorema ako i samo ako je 1-tautologija za svaku (linearnu)
BL-algebru.

Definicija 4.42 Sledeée formule su aksiome osnovne logike BL:

(A1) (A= B)— ((B—>C)—>(A—>C))
(A2) (A&B) —
(A3)  (A&B) - (B&A>
(A4)  (A&(A — B)) — (B&(B — A))
(ABa) (A— (B—C)) = ((A&B) = O)
(A5b) ((A&B) = C) = (A= (B = (O))
(A6) (A—=B)—=C)—=((B—A4) —=0C)—=0)
(A7) 00— A
Pravilo izvodenja je modus ponens, M P : MT_)B

Dokaz i dokazivu formulu (teoremu) u BL, definiSemo na klasican nacin, kao u
Definiciji 2.19.
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Napomena: Navedene aksiome izrazavaju sledeée osobine:

(A1) tranzitivnost implikacije

(A2) &-konjunkcija implicira prvi ¢lan
(A3) komutativnost &-konjunkcije
(A4) komutativnost A-konjunkcije
(A5) definicija reziduuma

(A6) dokaz po slucajevima

(A7) 0 implicira sve

Tvrdenje 4.43 Sve aksiome BL su l-tautologije u svakom iskaznom racunu

PC(x
PC(x

). Ako su A i A — B 1-tautologije u PC(x), onda je i B 1-tautologija u

)

Dokaz. Aksiome (A2), (A3), (A4) i (A7) su ocigledno 1-tautologije. Neka je
x,y, z proizvoljna interpretacija redom formula A, B, C.

(A1)

(A5)

(A6)

Interpretacija aksiome (A1) je (z = y) = ((y = z) = (r = z)). Potrebno
je dokazati da je 1 < (x = y) = ((y = 2) = (v = 2)). Iz definicije
reziduuma to je ekvivalentno sa (z = y) < (y = 2) = (z = z), ako
primenimo jo$§ dvaput definiciju reziduuma dobijamo da je ekvivalentno
sa((z=y)x(y=2)*xz) <z

Znamo da je % (x = y) = min(z,y) <y, paje (r=y)*x (y = 2)*z) <
y* (y = z) = min(y, z) < z, §to je i trebalo dokazati.

Za svako t € [0,1] ekvivalentno je:
t<(z=(y=2)),
(txx) <(y=2),

(txxxy) <z,
t< ((zxy) = 2).

Ekvivalencije vaze za svako ¢, pa je (xr = (y = 2)) = ((xxy) = z). Odatle
sledi istinitost (Aba) i (A5b) za svaku interpretaciju.

Iz Tvrdenja4.4sledidaje (x = y)=1ili(y=>2z)=1idaje (1=y) =y.

Akoje(y=z) =1, tadaje (y = a)=2)=2)=(1=2) = 2) =
(z = z) = 1, pa je interpretacija tacna jer uvek vazi x = 1 = 1.

Ako je (x = y) =1, tada
(z=y)=2)=01=2)<(((y=2)=2)=2),

odakle sledi da je formula (A6) istinita.

Modus ponens ocuvava istinitost, ako je x =1ix = y =1, tada je y = 1 jer je
1l=y=y.

d

Kako su aksiome (A1)-(A7) 1-tautologije i pravilo izvodenja MP ocuvava
istinitost, sledi tvrdenje:
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Tvrdenje 4.44 Svaka dokaziva formula u BL je 1-tautologija svakog iskaznog
racuna PC (x).

Sada ¢éemo potvrditi dokazivost nekoliko grupa formula u BL. Korake dokaz-
nog niza pisa¢emo vertikalno, zajedno sa rednim brojem koraka i sa obra-
zloZzenjem zasSto je to ”legalan” korak u dokazu.

Hipoteticki silogizam je:
Iz A— BiB — C izvodljivo je A — C.

Jednostavno se dokazuje da vazi u BL:

L. A = B o hipoteza
2. B 5 O o hipoteza
3. (A=B) =5 (B=C)=(A—=0C)) oo Al
4. (B=C) =5 (A=0) oo MP 1.3.
B A = O MP 2.4.

Izvedeno pravilo:

koristicemo u dokazima koji slede.

Tvrdenje 4.45 U BL dokazive su sledece formule:

(F1) A= (B— A)

(F2) A— ((A— B) — B)

(F3)(A-(B—=0C)—»(B—=>(A—=0C))

(F4) A— A

Dokaz.

(F1)
1o (A&B) = A oo A2
2. (A&B) 2 A) 2 (A= (B—= A) it A5b
3o A (B A) oo MP 1.2

(F2)
1. (A&(A = B)) = (B&(B = A)) e A4
2. (B&(B = A)) = B oo A2
3. (A&L(A = B)) = B i HS 1.2
4. (A& (A—-B)) > B) = (A= ((A—=B)—=B)) cccovvieriin.. A5b
5. A= (Ao B) = B) it MP 3.4
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(F3)

LB ((B=C)=C) o F2
2. B=>(B=0C)—=0)—

- ((B=>C)=C)=»(A—=0C)=(B=A—=>0C)) .cccvvven.. Al
3. (B=C)=-C)»(A—=C)=>(B—=>A=C)) .ccvvniat. MP 1.2.
4. (A= (B—=C)=((B=-0C)=C)=(A—=0C)) oo, Al
5. (A= (B—=C) = (B=(A—=0C)) coviiiiiiiiii HS 4.3.

(F4)
1A= (B A) o F1
22 (A= (B—=A) =2 (B2 (A= A) oo F3
3. B (A= A) MP 1.2.
4. (B> (A—-A)= (A=A ... formula iz prethodnog reda
D A A MP 3.4.
O

U ovom radu koristimo rezultate Héjeka i njegovu aksiomatizaciju BL-logike.
Medutim, u [4] pokazano je da je aksioma (A3) suvisna, odnosno da se moze
dobiti iz preostalih aksioma. Neka je BL™ sistem aksioma dobijen iz BL izbaci-
vanjem aksiome (A3).

Tvrdenje 4.46 (A&B) — (B&A) je dokaziva u BL™.

Dokaz.
1. (B&A) = (B&A) oo F4
2. ((B&A) — (B&A)) — ( (A= (B&A))) oo A5b
3. B (A= (B&A)) oo MP 1.2
4. (B— (A— (B&A)) > (A= (B—= (B&A))) oo F3
5. A= (B = (B&A)) oo MP 3.4
6. (A— (B— (B&A))) = ((A&B) = (B&A)) wooviiiiiiiiiin Aba
7. (A&B) = (B&A) .o MP 5.6

Naglasimo da smo u dokazu koristili prethodno tvrdenje koje smo dokazali bez
aksiome (A3).
O

Iz Tvrdenja 4.45 (F3), u formalni sistem mozemo dodati jos jedno izvedeno
pravilo, tzv. transpozicija.

A= (B—=C)
TRAN a0
Opravdano je jer vazi:
1A= (B=C) o hipoteza
2 (A= (B—=C) 2 (B=(A=0)) oo F3
3. B (A=) o MP 1.2.

Opstije, svaka dokazana formula koja je u vidu implikacije A — B odreduje

jedno novo izvedeno pravilo 5
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Odgovarajuce izvedeno pravilo iz Aba je:

A— (B—C0C)

EZa: ———— "~

REZa: —eB)y >0
iz Abb:

 (A&B) = C

REZb: ASBSO)

Izdvaja¢emo ona pravila koja ¢emo koristiti u dokazima koji slede, jer time
smanjujemo dokazni niz.

Uvodimo jos jedno pravilo izvodenja:

A— B

P (C— A)— (C— B)

Dokazni niz je:

L. A = B oo hipoteza
2. (C—oA) 5 (A= B) =5 (C = B)) it Al
3. (A=B) =2 ((C—2A) =5 (C o B)) ceeiiiiiiiiiiiiiiiia TRAN na 2
4. (C = A) 5 (C = B) et MP 1.3

Tvrdenje 4.47 U BL dokazive su sledece formule:

(F5) (A&(A — B)) —» B

(F6) A — (B — (A&B))

(F7) (A — B) = ((A&C) — (B&C))

(FT') (A — B) = ((C&A) — (C&B))

(F8) (A1 = B1)&(As — B)) — ((A1&As) — (B1&By))
(F9) ((A&B)&C) — (A&(B&C))

(F9') (A&(B&C)) = ((A&B)&C)

(F5) Dokazano u Tvrdenju 4.45 (F2), korak 3.

(F6)
1. (A&B) = (A&B) oo F4
2. A= (B— (A&B)) oo REZb na 1.
(F7) i (F7)
1. B2 (C = (B&C)) oot F6
2. (A= B) = (A= (C = (B&(O))) woeiiiiiiiiiiiii IP na 1.
3. (A= (C— (B&())) = ((A&C) = (B&C)) ovviiiiiiiii, Aba
4. (A — B) = ((A&C) = (B&C)) woiiiiiiiii i HS 2.3.
5. (A&C) = ((A—= B) = (B&C)) vooviiiiiiiiiii TRAN na 4.
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6. (C&A) = (A&C) oo A3
7. (C&A) 5 ((A—= B) 5 (B&C)) woiiiiiiii i HS 6.5.
8. (A= B) = ((C&A) = (B&C)) wovviiiiiiiiiii TRAN na 7.
9. (B&C) = (C&B) <o A3
10. ((C&A) — (B&C)) = ((C&A) = (C&B)) woooviiiii.... IP na 9.
11. (A= B) = ((C&A) = (C&B)) «oooviiiiiiiiiiiii HS 8.10.

Izvedena pravila su:

(F8)

(F9)

A el

A— B . .. A— B

T ey S eoy - T (Cka) S (©&B);
(A1 — Bl) — ((Al&AQ) — (Bl&AQ)) ............................ F7
((Al — Bl)&(AQ — Bg)) —
— (((Al&Ag) — (Bl&Ag)) — (AQ — BQ)) ................. IP7 na 1.
(AQ — Bg) — ((Bl&AQ) — (Bl&BQ)) ............................ F7
(((Al&AQ) — (Bl&AQ))&(AQ — BQ)) —
— (((Al&AQ) — (Bl&AQ))&((Bl&AQ) — (Bl&BQ))) ...... IP7 na 3.
((Al&AQ) — (Bl&Ag)) —
— ((Bl&AQ) — (Bl&BQ)) — ((Al&Ag) — (Bl&Bg)>) ........... Al
(((Al&AQ) — (Bl&AQ))&((Bl&AQ) — (Bl&BQ))) —
— ((Al&AQ) — (81&32)) ............................... REZa na 5.
((Al — Bl)&(AQ — Bg)) —
— (((Al&Ag) — (Bl&Ag))&((Bl&Ag) — (Bl&BQ))) ........ HS 2.4.
((Al — Bl>&<A2 — BQ)) — ((Al&A2> — (Bl&BQ)) .......... HS 7.6.
(ALB)&C) = (AGB)YLC) oo F4
(A&B) = (C = (ALBYEC)) .o eeee e REZb na 1.
A= (B—=(C— ((A&B)&C))) oieeiiiiiiiiiiiia REZb na 2.
(B = (C — (A&B)&C))) = ((B&C) = ((A&LB)&C)) ... ABa
A =5 (B&C) = (ALB)&EC)) e oeeem e MP 3.4.
(A&(B&C)) = (AGB)&C) e REZa na 5.

Analogno se pokaze da vazi obrnuta implikacija (F9’).

Tvrdenje 4.48 U BL dokazive su sledece formule:

F10) (AAB) — A
F10") (AAB) — B

F11) (A&%B) — (AA B)

F12) (A — B) - (A — (AA B))

(
(
(
(
( ANB) = (BAA)
(

) (
) (
F13) (
F14) (A= B)A(A—=C)) = (A= (BAQ))
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Dokaz. Prisetimo se da je veznik A definisan sa: A A B =4.5 A&(A — B).

(F10) Direktna posledica aksiome (A2).

(F10’) Dokazana formula (F5).

(F11)
1. B = (A= B) it F1
2. (A&B) = (A&(A = B)) .o IP7 na 1.
(F12)
1. (A= B)&A) 5 (ANB) oo A3
2. (A= B) 5 (A= (ANANB)) coiiiiiiii REZb na 1.
(F13) Aksioma A4.
(F14) Obelezimo formulu (A - B)A (A — C)) = (A — (BAC)) sa D.
1. (B=C) = (B—= (BAC)) i F12
2. (A=-B)=>((B—=(BAC)) = (A= (BAC))) covviiiiai.. Al
B ((A=>B)ANA—=C) 5 (A= B) i F10
4. (A->B)ANA—=C) - (B—=(BANC) = (A= (BAC))) HS 3.2.
5. (B—= (BAC)) =D oo TRAN na 4.
6. (B=C) = D oo HS 15
6. (C—=B) =D oot analogno kao 6.
7. (B=C)—= D)= (((C—-B)—=D)—=D) ..cccceviiiiiiiin.. A6
8. ((C—=B) = D) =D oo MP 6.7
0. D MP 6’.8.
O

Izvedena pravila iz formula (F11) i (F14) prethodnog tvrdenja, koja ¢emo ko-
ristiti su:
A&B (A= B)A(A—=C)

1P14:
ANB A— (BAO)

IP11:

Sinteza jake konjunkcije je pravilo izvodenja:

A B
SJK: ICE"
Mozemo ga koristiti jer vazi:
L A hipoteza
2 hipoteza
3. A= (B2 (A&B)) i F6
4. B = (A&B) oo MP 1.3
B A& B MP 2.4

Tvrdenje 4.49 U BL dokazive su sledece formule:

(F15) (AV B) = (BV A)
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(F16) A — (AV B)

(F16’) B — (AV B)

(F17) (A— B) —» ((AV B) — B)

(F18) (A— B)V (B — A)

(F19) (A= C)AN(B—=C)) = ((AVvB) = ()

Dokaz. AV B =4ey ((A— B) = B)A((B— A) — A).

(F15) Direktna posledica definicije V i (F13)

(F16)
1A= (Ao B) = B) o F2
2. A= (B2 A) = A) oo F1
3 (A= (A—=B)=DB)&(A—=((B—A) = A4) ..., SJK
4 (A= (A—=B)=B)AN(A—=>(B—=A) = A) ......... IP11 na 3.
5 A= ((A—=B)=B)A(B—=A) = A) oo, IP14 na 4.
(F167)
LB = (BVA) o F16
2. (BVA) = (AVB) it F15
3. B (AVDB) oo HS 1.2.
(F17)
1. (AVB) 5 ((A—= B) = B) oot F10
2. (A= B) =5 ((AVB) 5 B) civiiiiiiiiiiiiiiiiia TRAN na 1.
(F18) Oznac¢imo formulu (A — B)V (B — A) sa D.
1.(A=B) > (A= B)V(B—=A)) «ireiiiiiiiiiiiii F16
2B—=A) =2 (A=>B)V(B—=A) i F16’
3. (A=B) = D)= ((B—=A)=D)—=D) ccocviiiiiiiiiiinn.. A6
4. (B2 A) =5 D)= D i MP 1.3.
O D MP 2.4
(F19) Obelezimo formulu ((A - C)A (B — C)) = ((AV B) — C) sa D.
1. (A= B) > ((AVB) 5 B) it F17
2. ((AVB)=»B)=»(B=C)=>((AVB)=C)) ccocvviiiaini... Al
B ((A=C)AN(B—=C) = (BoC) e F10°
4. (B—-C)—= ((AvB)—B)—= ((AvB)—=C)) ....... TRAN na 2.
5. (A=-C)A(B—-C))— (((AvB)— B)— ((AvB)—(C)) HS 3.4.
6. ((AVB) = B) =D .o TRAN na 5.
T. (A= B) 5D oo HS 1.6
T.(B=A) =D o analogno kao 7.
8 (A=B) = D)= ((B—=A) = D)—=D) .ccovviiiiiiiin... A6
9. (B—=A) = D) =D .o MP 7.8.
10, D MP 7.9.
O
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Posledica 4.50 U BL dokazivo je:
(F14) (A= B)&(A—C)) - (A— (BA(O))
(F19) (A= C)Y&(B— () — ((AVB) = C)

Dokaz.
(F14)
1. (A= B)&(A—-C) = (A=B)AN(A—=C)) covviiiiii. F11
22 (A=B)ANA—=C) = (A= (BAC)) oiiiiiiiiiiii F14
3. (A=B)&(A—=C) = (A= (BAC)) o HS 1.2.
(F19)
1. (A= C)(B—=C) = (A=C)AN(B—=C)) oo, F11
2. (A=-C)ANB—=-0C)=(AVB)=C) ooviiiiii F19
3 (A=-CO)Y&(B—-C)—=((AVB) = C) v HS 1.2.
O

Tvrdenje 4.51 U BL dokazive su sledece formule:

(F20) A — (mA — B), specijalno A — ——A

(F21) (A&—A) —

(F22) (A — (B&—B)) — —A

(F23) (A — B) — (=B — —A)

(F24) (A — =B) — (B — —A)

Dokaz. Podsetimo se: =4 =457 A — 0.

(F20)
Lo 0 = B oot A7
2.((A=0)—=0) = ((A=0) = B) coviiiiiiiiiiiiiae IP na 1.
B A= ((A=0) = 0) i F2
4. A= ((A=0) = B) oo HS 3.2

Zaista, A — ——A je A — (=A —0).

(F21)
Lo A= (FA S 0) e F20
2. (A&=A) = 0 oo REZa na 1.
(F22)
1. (B&(B = 0)) = 0 oot F5
2. (A= (B&B —=0)) 2 (A—=0) v IP na 1.
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(F23)

(F24)

Ok W —

. (A — —\B) — (—\ﬂB — —\A) .....................................
B o B
.(B—=—-B)=>((—B—=-A) =5 (B—=-A) ..o
(7B = —A) =5 (B = —A) o MP
(A= -B) = (B—=2A) i HS

Definicija 4.52 1 je oznaka za 0 — 0.

Tvrdenje 4.53 U BL dokazivo je:

(F25)

1

(F26) A — (1&A)

(F27) 1 —-A)—= A

Dokaz.

(F25)

(F26)

(F27)

W=

N =

Dokaz narednog tvrdenja neéemo sprovesti, moze se naéi u [7].

Tvrdenje 4.54 U BL dokazive su sledeée formule:

(F28)

(F29)

—~ o~ o~

AN(BAC)) —( )
(AANB)ANC) — ( )
AV (BVC))—= ((AvB)v()
(AvB)VC)—( )

(ANB)ANC
AN(BANC)

AV (BVC)

44



4.4. BL-LOGIKA KAO DEDUKTIVNI SISTEM

(F30) A— AN (AV B)

(AV(AAB)) — A

Da bismo lakse dokazali sledece tvrdenje uvedimo jo$ jedno izvedeno pravilo
iz. (F8):

(Al — Bl)&(AQ — BQ)

IP8: .
(Al&jAz) — (Bl&fBQ)

Tvrdenje 4.55 U BL dokazive su sledece formule:

F31

A A
(A< B) = (B+ A)

F33) (A+ B)&(B+~ () - (A« C)

)
F32)
)
)

F34) (A<« B) — (A — B)

F34) (A<+ B) —» (B— A)

F35) (A < B) —

F36') (A< B) —

(C&A) 5 (C&B))

(
(

F36) (A< B) = (A~ C) « (B~ C))
(

(C— A)« (C— B))

F37) (A< B) =» ((A— B)A (B — A))

(
(
(
(
(
(F35) (A < B) — ((A&C)  (B&C))
(
(F3
(
(
(

F38) (A— B)A (B — A)) — (A < B)

Dokaz. Naglasimo, A <+ B =4.5 (A — B)&(B — A). Eksplicitno ¢emo izvesti
dokaz za formule (F35) i (F36).

(F35)

(F36)

[\

- ((

(A= B) = ((A&C) = (B&C)) oo F7
(B = A) = ((B&CO) = (A&C)) oo F7
((A— B) = ((A&C) — (B&())&
&((B— A) = ((B&C) = (A&C))) oo SJK 1.2.
. (A B) = ((A&C) <3 (B&C)) ooviiiiiiiiii i IP8 na 3.
(A=B) =5 (B=C)=(A=0C)) oo Al
(B=A) =5 (A=C)=(B=C)) ceeiiiiiiiiiiiiiiia Al
(A-B)=»(B—=-0C)—»(A—=0)&
&(B—A) = (A=C)=(B—=0C))) coiiiaiiiii. SJK 1.2.
(A B) 5 ((A=C) e (B—=0C) o IP8 na 3.
O
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Nakon brojnih formula za koje smo pokazali da vaze u BL-logici, cilj nam
je dokazati Modifikovanu teoremu dedukcije. Pre toga definisimo potrebne poj-
move.

Definicija 4.56 Teorija u BL je skup formula. Dokaz u teoriji T je konacan
niz formula Ay, As, ..., A, takav da je svaka formula u nizu ili aksioma ili ele-
ment iz T ili sledi iz ranijih formula w nizu na osnovu pravila izvodenja MP.
T F A oznacava da je A dokaziva u T, tj. A je poslednja formula dokaza u T.

Teorema 4.57 (Modifikovana teorema dedukcije) Neka je T teorija, A
i B formule. T U{A} b B ako i samo kao postoji prirodan broj n takaev da
THA™ —» B (A" = A&A&...&A, A se javlja n puta).

Dokaz. Neka jen > 11T F A"™ — B, tada T + (A&A"™ 1) — B. Iz aksiome
(Aba) i pravila izvodenja MP, sledi T + A — (A"™! — B), tj. TU{A4} F
A"~! — B. Ponavljanjem, dobijamo TU{A}+ A — B, tj. TU{A}  B.

Obratno, neka je T U {A} F B i neka je odgovarajuéi dokazni niz:
Cl, CQ, ceey Cy, =B.
Indukcijom po k dokazimo da postoji n € N tako da je T A™ — B.

1. k = 1: Dokazni niz za B iz TU{A} ima samo jednu formulu, B, pa imamo
tri mogucnosti:

a) B je aksioma. Tada je n = 1 i dokazni niz za A — B iz T je:

L B aksioma
2. (B&A) = B o A2
3. (B&A) = B) > (B—=(A—=DB)) «oiiiiiiiiiiiii A5b
4. B (A= B) oo MP 2.3.
B A B oo MP 1.4.

b) B € T. Dokazni niz je isti kao u prvom sluc¢aju, samo sa drugim
obrazlozenjem.

¢) B = A. Tada je formula A — B ustvari A — A, ta formula je
teorema, pa sledi iz svakog skupa hipoteza.

2. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve formule ¢iji je dokaz duzine manje
od k. Neka je Cy,Cy, ...,Cy, = B dokazni niz formule B iz skupa T'U {A}.
Tada za B imamo nekoliko moguénosti:

a) B je aksioma.

b) BeT.

c) B=A.
Prva tri slucaja su ista kao u bazi indukcije.

d) B sledi iz ranijih formula u nizu na osnovu pravila MP, npr. iz
formula C; i C; — B. Formule C; i C; — B su ranije u nizu, imaju
krace dokaze od k, pa za njih vazi indukcijska hipoteza. To znaci da
postoje s i m tako da vazi:

THA*—-C; 1 THA™— (C; — B).
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Primenom SJK i IP8, dobijamo:
TH(A&A™) = (Ci&(C; — B)),

odnosno
T+ A*™™ — B (primenili smo (F5)).

d

Sada ¢emo pokazati da teorema dedukcije koja vazi za klasiénu logiku, ne
vazi za sve sisteme PC(x). Za to nam je potrebno sledeée tvrdenje.

Tvrdenje 4.58 Formula A — (A& A) nije 1-tautologija za svaki iskazni racun
PC(x).

Dokaz. Pretpostavimo da je u konkretnom PC/(x) formula A — (A& A) istinita
za svaku interpretaciju, tj. 1 < (z = z * z), tada mora biti z < z xz. Po
definiciji funkcije * vazi x x x < x. Dakle, funkcija * je idempotentna, x *x = x.
Neka su z,y € [0,1] i < y. Tada je

rTry>rrr==ai
rxy<zxl=ux,

dakle, x x y = z, pa je funkcija * zapravo funkcija minimuma.
Neka je * recimo Product t-norma, tada je % neprekidna ¢-norma razlic¢ita od
funkcije minimuma. Zakljucak je da u odgovarajuéem sistemu PC(x) formula
A — (A& A) nije 1-tautologija.

O

Prisetimo se, klasi¢na teorema dedukcije tvrdi da za svaku teoriju T', formule
A1iBvazi TU{A} F B ako i samo ako T+ A — B.

Tvrdenje 4.59 Klasicna teorema dedukcije ne vazi za svaki iskazni racun PC(x).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je T'= {A} teorija. Na osnovu pravila
izvodenja SJK vazi {A} + A&A, sto bi zbog teoreme dedukcije povlagilo da
jeF A — (A&A), tj. daje A — (A&A) dokaziva u BL. Na osnovu Tvrdenja
4.44 sledi da je A — (A&A) 1-tautologija za svaki iskazni ra¢un PC(x), a to
je u kontradikciji sa prethodnim tvrdenjem. Dakle, zaista klasi¢na teorema
dedukcije ne vazi za svaki PC(x).

O

Na osnovu zakljucaka do kojih smo dosli u prethodna dva tvrdenja, oprav-
dano je uvesti sledeée prosirenje BL-logike.

Definicija 4.60 Gddelova logika je prosirenje BL-logike aksiomom
A — (A&LA).

Pokazademo da od svih logika PC'(x), Godelova je jedina u kojoj vazi klasiéna
teorema dedukcije.

Tvrdenje 4.61

1. U Gédelovoj logici vazi klasiéna teorema dedukcije.
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2. Ako u PC(x) wazi klasiéna teorema dedukcije, tada je x funkcija mini-
muma.

Dokaz.

1. Ako vazi T H A — B, analogno kao u dokazu modifikovane teoreme de-
dukcije, pokaze se da sledi T'U {A} - B. Obratno, neka T'U {A} F B.
T F A — B sledi kao posledica modifikovane teoreme dedukcije i idempo-
tentnosti jake konjunkcije &.

2. Pretpostavimo da u PC(x) vazi klasi¢na teorema dedukcije. Iz {A} +
(A&A) sledi - A — (A&A), dakle * je idempotentna. U dokazu Tvrdenja
4.58 pokazali smo da to znaci da je * funkcija minimuma.

O

Definicija 4.62 Teorija T je mekonzistentna (protivreéna) ako T 0. U
suprotnom kazemo da je T konzistentna (neprotivreéna,).

Tvrdenje 4.63 T je nekonzistentna teorija ako i samo ako vazi T F A, za
svaku formulu A.

Dokaz. Ako T dokazuje svaku formulu, onda dokazuje i 0, pa je T nekonzi-
stentna teorija. Obratno, ako T'+ 0, onda T+ A, jer T+ 0 — A (zbog aksiome
AT).

O

Tvrdenje 4.64 Ako je TU{A} nekonzistentna teorija, tada za nekon € N vazi
TF-(A™).

Dokaz. Neka T'U {A} + 0, tada po modifikovanoj teoremi dedukcije, za neko

neNvazi TH A" -0, tj. T+ —(A").
O

Sve §to je potrebno da bismo dokazali naredna dva tvrdenja izneli smo i
dokazali. Zato ih navodimo bez dokaza, koji se moze naéi u [7].

Tvrdenje 4.65 U BL dokazivi su sledeci distributivni zakoni:
(F37) A&(BV C) » (A&B) V (A&C)
A&(B A C) ¢ (A&B) A (A&C)
(F38) (AN(BVC))« ((AAB)V(ANQ))
(AV(BAC)) < ((AVB)A(AVC))
Tvrdenje 4.66 U BL dokazivo je:
(F39) (AV B)&(AV B) — ((A&A) V (B&B))
(AN B)&(ANB) = ((A&A) A (B&B))
(F40) (A — B)" v (B — A)", za svako n.
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Ovo poglavlje ¢emo zavrsiti dokazom da u BL vaze de Morganova pravila.
Tvrdenje 4.67 U BL dokaziva su de Morganova pravila:
(F41) (-AAN-B) < =(AV B)
(F42) (wAV —-B) <> (A A B)
Dokaz. Dokazacemo (F42).

Lo(AAB) = A oo F10
2. (AANB) 5 A) 5 (mA = 2(AADB))) coiriiiiiiii F23
3. A 5 A(ANADB) MP 1.3.
4 (ANB) = B oo F10°
5. (AAB) = B) = (B = =(AADB)) coviiiiiiiiii i F23
6. B = (AAB) oo MP 4.5.
7. (A= =(AAB))&(-B = =(AAB)) oo SJK 3.6.
8. (nAV-B) = =(AAB) ............. (izvedeno pravilo iz F19’) na 7.

Dokazali smo Fpr (A V —B) — —(A A B). Preostaje jos da dokazemo
FBL _\(A AN B) — (_\A \Y _\B)

1. (A= B) 5 (A= (AADB)) oo F12
22 (A= (AAB)) = (m(AAB) = —A) oo F23
3. (A=B) = (7(AAB) = 2A) oo HS 1.2.
4o mA = (AN D) F16
5. (A= B)&(AAB)) = 2A oo REZa na 3.
6. (A= B)&—(AAB)) = (mAV-B) ..o HS 5.4.
7. (A= B) = (7(AAB) = (FAV-B)) o REZD na 6.

Dakle, Fpr, (A — B) — (-(AA B) — (-AV =B)), analogno dobija se
Fpr (B = A) —» (m(AA B) — (-AV —B)). Zatim, jednostavno primenom
aksiome (A6) sledi Fpr, (A A B) = (mAV —B).

O

4.5 Kompletnost BL-logike

Rezultati ovog poglavlja predstavljaju cilj ka kojem smo tezili u dosadasnjem
radu.

Definicija 4.68 Nekaje £L = (L,N,U,*,=,0,1) BL-algebra. L-interpretacija
iskaznih promenljivih je bilo koje preslikavange e koje svakoj iskaznoj promenljivoj
p dodeli element e(p) € L. Interpretaciju svih formula dobijamo prosirenjem in-
terpretacije iskaznih promenljivih, koristeéi operacije BL-algebre L:

e(0) = 0,
e(A— B) e(A) = e(B),
e(A&B) = e(A)x*e(B).

Formula A je L-tautologija ako je e(A) =1 za svaku L-interpretaciju e.
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Napomena: Iz prethodne definicije, zatim definicije BL-algebre 4.29 (1) i
Tvrdenja 4.36 (2), sledi:

e(-mA) = e(4)=0,
(ANB) = e(A)ne(B),
e(AvB) = e(A)Ue(B).
Teorema 4.69 (Pouzdanost BL-logike) BL-logika je pouzdana u odnosu na
L-tautologije: ako je A dokaziva u BL, onda je A L-tautologija za svaku BL-
algebru L. Uopsteno, ako je T teorija w BL i T dokazuje A (T = A), tada za

svaku BL-algebru L i svaku L-interpretaciju e iskaznih promenljivih koja svim
aksiomama u T dodeljuje vrednost 1, vazi e(A) =1 (T Epp A).

A
A

e
e

Dokaz. Potrebno je dokazati da su sve aksiome BL-logike L-tautologije, kao i
da MP oc¢uvava istinitost.

Interpretacija svake aksiome je u formi x = y, pa ¢emo u dokazivanju koristiti
Tvrdenje 4.20 (4): z < y akko x = y = 1. Posmatramo interpretaciju aksioma
u proizvoljnoj BL-algebri, z,y, z su interpretacije redom formula A, B, C.

Al) =y = ((y=2 = (x=2)=1akko (z = y) < (y = 2) =
(x = 2)), Sto je ekvivalentno sa (z = y) * (y = z) < (x = z). Poslednja
nejednakost je tac¢na, pokazali smo u dokazu Tvrdenja 4.21 (2). Dakle,
interpretacija aksiome (A1) uzima vrednost 1.

(A2) (xxy) =z =1]jer je xxy <z (Tvrdenje 4.20 (2)).
(A3) (z*y) = (y*xx)=1jer je z xy =y * x (komutativnost operacije ).

(Ad) (zx(z=y)) = (yx(y = x)) =1 jer L je deljiva reziduirana mreza pa
zadovoljava uslov z % (z = y) =z Ny=yNa=yx* (y = x).

(Aba) (= (y=2)) = (zxy) = 2z) =1akko (x = (y = 2)) < ((xxy) = 2)
akko y x x x (x = (y = 2)) < z. Dokazimo poslednju nejednakost.
* (x = (y = 2)) <y =z (Tvrdenje 4.20 (3)), iz izotonosti operacije *
slediysxz*x(z= (y=2) <y*x(y=2) <z

(ASb) ((xxy) = 2) < (x=(y=2)) =1akko z* ((zr*xy) = 2z) <y = z akko
(zxy)* ((z*xy) = 2) < z, $to je taéno zbog ve¢ pomenutog Tvrdenja
4.20 (3).

Koristili smo prelinearnost BL-algebre: (x = y) U (y = x) = 1, Tvrdenje
4.23 (1), Tvrdenje 4.20 (2),(3) i izotonost operacije *.

Dakle, pokazali smo da u £ vazi: ((x = y) = 2)* ((y = z) = 2) < z,
§to je ekvivalentno sa ((z = y) = 2z) < ((y = x) = z) = z, odnosno sa
(z=y)=2)=(y=z)=>2)=2) =1
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(A7) 0= x =1, dokazano u Tvrdenju 4.20 (10).

MP ocuvava istinitost, ako je x = 1ix = y = 1, onda je i y = 1, jer je
l=y=uy.
O

Definicija 4.70 (Lindenbaum-Tarski algebra) Neka je T fiksirana teorija u
BL. Za svaku formulu A, neka je [A]lr skup svih formula B takvih da T+ A < B
(formule koje su T-dokazivo ekvivalentne sa A). Lt je skup svih klasa [A]r.
Definisemo:

0 = @T
L= mT
[Alp * [Bly = [A&B];,
[Alp = [Bly = [A—=Bly
[A]T N [B]T = [AA B]T
[A]T U [B]T = [AV B}T

(Definisange je korektno zbog Tuvrdenja 4.55 (F35)-(F37).)

L1 = (Lr,N,U,*,=,0,1) naziva se Lindenbaum-Tarski algebra za teoriju
T.

Tvrdenje 4.71 Za svaku teoriju T uw BL, Lt je BL-algebra.

Dokaz. Idempotentnost, komutativnost, asocijativnost i apsorpcija operacija U
i N slede iz dokazanih formula (F10)-(F11), (F15), (F16), (F16), (F28)-(F30),
(F13) i (F19). Operacija * zadovoljava osobine komutativne polugrupe sa neu-
tralnim elementom zbog (A3), (F9), (F9’) i (F27).

Adjungovanost ¢emo lakse dokazati ako pokazemo sledeée:

[Alr < [B]r ako i samo ako T+ A — B.
Ako T+ A — B, dokazni niz:

L. A B o hipoteza
2. AN B = A F10
3. A = A F4
4 (A= A&(A = B) oo SJK 3.1.
5. (A= A)N(A = B) oo IP 11 na 4.
6. A= (ANB) oo IP14 na 5.
7. (A= (AAB)&(AANB) = A) oo SJK 6.2.
8 (A= (AANB)AN({(AAB) = A) oo IP11 na 7.
9. (A= (AAB)AN(AANB) = A) (A (AAB)) v, F38
10 A (AAB) oo MP 8.9.

pokazuje da T+ A <> (A A B), stoga [A]r = [Alr N [B]r i [A]r < [B]r.

Obratno, ako je [A]r < [B]r, onda je [A]lr = [A]r N [B]r, tj. [Alr = [AA B]r,
odakle sledi T+ A «+» (A A B). Iz dokaznog niza:
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Lo A (ANB) o hipoteza
2. (A< (AAB)) 5 (A= (ANANDB)) oo F34
30 A = (ANDB) oo MP 1.2.
4o ANB = B oo F10’
B A B o HS 34

sledi THA — B.

Sada dokazujemo adjungovanost.

[Clr < [A]lr = [B]r akko T+ C — (A — B), §to je zbog aksioma (Aba) i

(A5b) ekvivalentno sa T+ (C&A) — B .
T+ (C&A) — B ekvivalentno je sa [C&A]|r < [B]r, tj. sa [C]r * [A]r < [B]r.
O

Definicija 4.72 Svakoj formuli A BL-logike pridruzujemo term A® jezika rezi-
duiranih mreza tako Sto zamenimo veznike —, &, A, V, 0, 1 funkcijskim sim-
bolima i konstantama =, x, N, U, 0, 1, respektivno i zamenimo svaku iskaznu
promenljivu p; odgovarajucom objektnom promenljivom x;.

Tvrdenje 4.73 1. Za svaku BL algebru L, formula A je L-tautologija ako 1
samo ako je identitet A® =1 istinit u L.

2. Svaka formula koja je L-tautologija za sve linearno uredene BL-algebre L
je L-tautologija za sve BL-algebre L.

Dokaz.

1. Ocigledno je, s obzirom da je vrednost terma A® data interpretacijom e
bas es(A).

2. Neka je L proizvoljna BL-algebra, po Tvrdenju 4.41 moze se potopiti u
direktan proizvod neke familije {£; : ¢ € I'} linearno uredenih reziduiranih
mreza. Neka je A = J[,.;£; i A formula koja je L-tautologija za sve
linearno uredene BL-algebre. A je onda L;-tautologija, za sve ¢ € I, pa
zbog (1) L; zadovoljava identitet A®* = 1, za sve i € I. Odavde sledi da
i A zadovoljava identitet A®* = 1, zbog potapanja ovaj identitet vazi i u
algebri L, sto povlac¢i da je e(A) = 1 za svaku L-interpretaciju e. Dakle,
A je L-tautologija, za sve BL-algebre L.

O

Teorema 4.74 (Kompletnost BL-logike) BL-logika je kompletna, tj. za
svaku formulu A sledeéa tri uslova su ekvivalentna:

1. A je dokaziva w BL (+Fpr A);
2. za svaku linearno uredenu BL-algebru L, A je L-tautologija;

3. za svaku BL-algebru L, A je L-tautologija.

Dokaz.
(1 = 2): Iz teoreme pouzdanosti BL-logike, znamo da iz (1) sledi da je A L-
tautologija za svaku BL-algebru £. Samim tim, A je L-tautologija i za svaku
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linearno uredenu BL-algebru L.
(2 = 3): Prethodno tvrdenje (2).

(3 = 1): Pretpostavimo da je A L-tautologija za svaku BL-algebru £. Pokazali

smo da je algebra Lp, klasa ekvivalentnih formula u BL, BL-algebra. Dakle, A

je Lpr-tautologija. Specijalno, neka je e(p;) = [p;] L za sve iskazne promenljive.

Tada je e(A) = [A]gr = [1]BL, $to je ekvivalentno sa kg A <> 1, odnosno sa
l_BL A.

O

Na kraju napomenimo da se teorema kompletnosti moze uopstiti. Definig§imo
sledece:

Definicija 4.75 1. Sema aksioma data formulom ®(p1,ps, ..., pn) je skup
svih formula ®(Aq, Aa, ..., Ay,) dobijenih supstitucijom p; sa A; (1 =1,...,n)
U (I)(plvp27 7pn)

2. Sistem C je Sematsko prosirenje od BL, ako je dobijen dodavanjem
(konaéno ili beskonacéno mnogo) Sema aksioma aksiomama BL. (Pravilo
dedukcije ostaje modus ponens).

3. Neka je C Sematsko prosirenje od BL i neka je L BL-algebra. L je C-
algebra ako su sve aksiome od C L-tautologije.

Teorema 4.76 Neka je C sematsko prosirenje od BL i neka je A formula.
Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

1. A je dokaziva iz C;
2. A je L-tautologija za svaku linearno uredenu C-algebru L;
3. A je L-tautologija za svaku C-algebru L.

Dokaz navedene uopstene teoreme kompletnosti moze se naéi u [7].

Prirodno, nameée nam se pitanje jake kompletnosti koja dovodi u vezu
dokazivost formule u nekoj teoriji sistema C i validnost te formule u svakom
modelu ove teorije. Hajek je u [7] dokazao sledede:

Teorema 4.77 Neka je T teorija nad C. Za svaku formulu A vaZi:

Tl—c A akko T ):C A.

Ova teorema pokazuje koliko je pojam BL-logike opravdan i znacajan.
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Zakljucak

Na kraju samog rada sumirajmo prethodno izlozenu teoriju.

Pokazali smo da su BL-algebre, kao specijalne reziduirane mreze adekvatna
algebraizacija BL-logike. BL-logika je kompletna u odnosu na BL-algebre. Za
dokaz kompletnosti kljuénu ulogu odigrala je teorema reprezentacije po kojoj
je svaka BL-algebra izomorfna poddirektnom proizvodu linearno uredenih BL-
algebri kao i ¢injenica da je Lindenbaum-Tarskijeva algebra BL-logike u odnosu
na bilo koju teoriju 7" uvek BL-algebra.

Pokazali smo da svaka neprekidna ¢-norma na [0,1] odreduje BL-algebru.
Nazovimo sve algebre odredene neprekidnim ¢t-normama t-algebre. Formulu A
nazivamo t-tautologijom, ako je L-tautologija za svaku t-algebru L. Jasno,
ako je Fpr A, onda je A t-tautologija. Pojavljuje se interesantan problem—
t-kompletnost sistema BL. Da li je svaka t-tautologija dokaziva u BL? Znamo
da je svaka t-tautologija dokaziva u BL, ako je BL-tautologija, tj. ako je L-
tautologija za svaku BL-algebru £. Dakle, postavlja se pitanje da li je BL
kompletna aksiomatizacija za presek svih logika PC(x), gde je * neprekidna
t-norma. Da li se moze pronadi formula koja je t-tautologija, a da u nekoj BL-
algebri £ nije L-tautologija? Ovaj problem je predmet intenzivnog istrazivanja.
Postoji prosirenje od BL koje je kompletno u odnosu na t-tautologije, ali nije
poznato da li su dodate aksiome dokazive u BL.
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