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Glava 1

Celijski automati

Neformalno, éelijski automat je diskretan dinamicki sistem u obliku pravilne
n-dimenzionalne resetke Celija, od kojih je svaka u ta¢no jednom od kona¢no
mnogo stanja. Celije menjaju svoja stanja u zavisnosti od stanja odredenih
susednih celija i u skladu sa lokalnim pravilom azuriranja. Sve Celije menjaju
svoja stanja istovremeno, koristeéi isto pravilo azuriranja. Postupak se ponavlja
u diskretnim vremenskim koracima. Ispostavlja se da neverovatno jednostavna
pravila azuriranja mogu proizvesti ekstremno slozene dinamike kada se prime-
njuju na ovakav nacin. Celijski automati su:

e diskretni u vremenu i prostoru,

e homogeni u vremenu i prostoru (isto pravilo azuriranja za sve Celije u
svakom vremenskom trenutku),

e lokalni u svojim interakcijama.

Mnogi procesi u prirodi se odvijaju pod lokalnim i homogenim pravilima, Sto

ih ¢ini primamljivim za modeliranje i simuliranje pomoc¢u ¢elijskih automata.

Celijski automati su takode i matematicki modeli za masivno paralelno racunanje.
Jednostavna pravila azuriranja mogu dati ¢elijski automat koji je racunski uni-

verzalan, odnosno sposoban za obavljanje proizvoljnih racunskih zadataka.

1.1 Osnovne definicije

U ovom odeljku dajemo najosnovnije definicije i oznake teorije ¢elijskih au-
tomata. Celijski automat ¢emo oznacavati skra¢eno sa C'A.

Definicija 1.1 Neka je d € N, d-dimenzionalan éelijski automat (CA) je
uredena cetvorka A = (Z%,S, N, f) gde je

74 — d-dimenzionalan prostor koji nazivamo éelijski prostor, a njegove
elemente nazivamo celije,

S — konacan skup koji nazivamo skup stanja,

N — uredena m-torka



kod koje je it; € 74 i fi; # ii; za sve i # j. Nazivamo je d-dimenzionalan
vektor susedstva (veli¢ine m). FElementi 7i; odreduju lokacije suseda
svake Celije: éelija i € 7% ima m suseda @l + 7, za i =1,2,...,m.

f = funkcija f : S™ — S koja se istovremeno pimenjuje na sve Celije
i € Z i svakoj od njih dodeljuje novo stanje na osnovu stanja njenih
suseda. Ako susedi éelije imaju stanja s1, So, - .., S;m onda ée novo stange
Celije biti f(s1,82,...,8m). Nazivamo je lokalno pravilo aZuriranja.

Definicija 1.2 Neka je dat d-dimenzionalan CA A = (Z%,S,N, f). Tada se
funkcija
c: 21— S

koja svakoj celiji dodeljuje stanje, naziva konfiguracija d-dimenzionalnog
CA. Stanje Celije i € 7% je ().

Konfiguracija ¢ nam zapravo daje stanja svih éelija prostora Z¢ u nekom vre-
menskom trenutku. Skup svih funkcija f koje elementima skupa A dodeljuju
elemente skupa B oznatavamo sa B4, stoga je 52° skup svih konfiguracija.
Sada je npr. u jednodimenzionalnom slucaju, d = 1, skup svih konfiguracija
S%Z = {f|f : Z — S}. Kako se na sve éelije CA primenjuje isto pravilo
azuriranja istovremeno, dolazi do globalne promene konfiguracije. Konfiguracija
¢ se menja u konfiguraciju ¢’ gde za sve 71 € Z¢

(1) = fle(@+ 1), c(7i + 7o), ..., (7 + i)

Definicija 1.3 Neka je A = (Z, S, N, f) d-dimenzionalan CA. Transformacija
¢ — c naziva se globalna funkcija prelaska d-dimenzionalnog CA. To je
funkcija

G: 5% — 5%

koja je iterirana, odnosno primenjuje se iznova i iznova. Stoga primenom funkcije
G dobijamo vremensku evoluciju sistema

Cco —r G(Co) — Gz(CQ) — G3(CO) = .,

gde je ¢y poéetna konfiguracija. Niz orb(cy) = co, G(co), G*(co), - .. naziva se
orbita pocetne konfiguracije cq.

Ovde se vreme odnosi na broj primena funkcije G, odnosno svaka primena
funkcije G traje jedan vremenski trenutak, pa je G*(cg) konfiguracija u trenutku
t,zasvet =0,1,2.... Postoje jos i dvosmerne beskonacne orbite, tj. nizovi
konfiguracija oblika

<0y €2,C_1,C0,C1,C2y ...,

gde je G(¢;) = ci41 za sve ¢ € Z. Kod njih vreme t ,,tece” kroz ¢itav skup
celih brojeva i nema pocetne konfiguracije. Globalnu funkciju prelaska celijskog
automata A oznacavamo sa G[A], ili jednostavnije G kada je iz konteksta jasno
da je to funkcija prelaska ¢elijskog automata A. Svaka funkcija G koja je funkcija
prelaska nekog C' A naziva se CA funkcija. Za C A funkcije vazi sledece tvrdenje
koje navodimo bez dokaza.

Teorema 1.4 Ako su G i H CA funkcije, onda je i njihova kompozicija G o H
CA funkcija.



Definicija 1.5 Za celijske automate A i B kaZemo da su ekvivalentni ako
imagu istu funkciju prelaska, odnosno ako vazi G[A]=G[B].

Jasno, ekvivalentni C A imaju isti ¢elijski prostor Z¢ i skup stanja S, ali mogu
imati razli¢ite vektore susedstva, pa samim tim i razli¢ita lokalna pravila azu-
riranja. U slede¢em odeljku éemo pokazati da medu ekvivalentnim C'A postoji
¢elije 77 € Z¢ odredeno minimalnim vektorom susedstva sadrzi u susedstvima
te ¢elije, odredenim vektorima susedstva svih ostalih ekvivalentnih C'A. Ostali
ekvivalentni CA imaju dodatne susede koji zapravo nemaju nikakav uticaj na
sledece stanje ¢elije. Zbog toga te susede nazivamo ,,laznim”.

Primer 1.6 (xor CA) Dat je jednodimenzionalan CA ¢iji je skup stanja S =
{0,1}, wvektor susedstva N = (0,1) i pravilo azuriranja f : {0,1}?> — {0,1}
zadato na sledeéi nacin

f(a,b) =a+b (mod 2).

Njegov celijski prostor Z mozZemo slikovito predstaviti kao beskonacnu ,,traku”
podeljenu na kvadrate i indeksiranu celim brojevima kao na slici 1.1, gde svaki
kvadrat predstavilja jednu celiju. Novo stanje celije ée biti ostatak pri deljenju
zbira stanja éelije i stanja njenog desnog suseda sa dva. Lokalno pravilo aZurira-
nja ovog CA je zapravo logicka operacija ,,izric¢ita disjunkcija” (V).

Slika 1.1: Celije jednodimenzionalnog CA.

Razmatraéemo, na primer, pocetnu konfiguraciju co kod koje je co(0) =1 @
co(i) =0 za sve i # 0, odnosno samo Celija sa indeksom 0 ima stanje 1. Stanju
0 pridruzujemo belu, a stanju 1 crnu boju. Sada moZemo dati slikoviti prikaz
svake konfiguracije ¢ ovog CA ako ma traci koja predstavija Celijski prostor Z
svaku Celiju (kvadrat) ¢ije je stanje 0 obojimo belom, a svaku éeliju Cije je stangje
1 obojimo crnom bojom. Owvaj prikaz nazivamo traka boja konfiguracije c.
Na slici 1.2 predstavljena je pocéetna konfiguracija cq.

Slika 1.2: Traka boja pocetne konfiguracije cq.
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U sledeéem vremenskom trenutku imacéemo konfiguraciju c; = G(cq) kod koje je
c1(0) = c1(=1) =1 i ¢1(i) = 0 za sve i # —1,0. Nastavljajuéi ovako, dobijamo
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vremensku evoluciju ca = G(c1), cs = G(ca) itd. Na slici 1.3 dat je dijagram u
kojem je predstavljeno prvih 16 konfiguracija ove evolucije. Svaka od tih konfi-
guracije predstavljena je svojom trakom boja. Najvisa traka predstavija pocetnu
konfiguraciju co, o sledeée predstavljaju uzastopne elemente orbite orb(cy) pa
mozZemo reci da vreme na ovom dijagramu tece na dole.

Vreme

Slika 1.3: Prostorno-vremenski dijagram zor C A.

Prostorno-vremenski dijagram je slikoviti prikaz orbite. U slu¢aju jednodi-
menzionalnog C'A, svakom stanju iz skupa S pridruzujemo jednu boju, pri ¢emu
nema ponavljanja boja, i konfiguracije predstavljamo odgovaraju¢im trakama
boja sliécno kao u prethodnom primeru. Traka konfiguracije G(c¢) crta se is-
pod trake konfiguracije ¢ tako da vreme tec¢e na dole. Najvisa traka predstavlja
pocetnu konfiguraciju. Stoga prostorno-vremenski dijagram orbite konfiguracije
¢ ispunjava samo donju poluravan. Sa druge strane, prostorno-vremenski di-
jagram dvosmerne beskonacne orbite ispunjava ¢itavu ravan jer nema pocetne
konfiguracije (poGetnog trenutka).

Generalno, prostorno-vremenski dijagram d-dimenzionalnog CA je (d + 1)-
dimenzionalni ,,crtez” gde d predstavlja dimenziju prostora, a dodatna dimen-
zija se koristi za vreme. Vreme uzima vrednosti iz N ili Z u zavisnosti od toga
da li je u pitanju dijagram orbite pocetne konfiguracije ili dijagram dvosmerne
beskonac¢ne orbite. U prvom slucaju dijagram je element od SZdXN, a u drugom
od SZXZ.

Za konfiguraciju ¢ kazemo da je

e fiksna tacka funkcije prelaska G ako je G(c) = ¢,

e periodiéna ako je G'(c) = ¢ za neko t € ZT. Svako t koje zadovoljava
jednakost G'(c¢) = ¢ naziva se period od ¢, a najmanje takvo ¢ naziva se
nagmangi period od c,

e na kraju fiksna tacka ako postoji n € N takvo da je G (c) = G"(c),
tj. G™(c) je fiksna tacka za neko n € N,

e na kraju periodiéna ako postojen € Nit € Z*1 takvi da vazi G (c) =
G"(c), tj. G™(c) je periodi¢na za to n.

Ista terminologija se koristi i za orbite. Za jednosmernu (dvosmernu) besko-
na¢nu orbitu kazemo da je fiksna ako su sve konfiguracije koje sadrzi fiksne tacke,



periodi¢na ako sadrzi samo periodi¢ne konfiguracije, na kraju periodi¢na ako
sadrzi neku konfiguraciju koja je fiksna tacka i na kraju periodi¢na ako sadrzi
neku periodi¢nu konfiguraciju. Vidi sliku 1.4 za ilustraciju ovih pojmova na
dvosmernim beskona¢nim orbitama. Slika prikazuje delove faznih prostora nekih
CA. Fazni prostor je beskona¢ni usmereni graf ¢iji su ¢vorovi konfiguracije i
za svaku konfiguraciju ¢ postoji ta¢no jedna izlazna grana koja vodi ka G(c).
Treba imati na umu da fazni prostor ima beskona¢no mnogo ¢vorova, pa se na
slikama uvek moze prikazati samo jedan njegov deo, npr. deo koji predstavlja
neku orbitu, kao sto je to slucaj na slici 1.4.

.—ﬁ'\ \\ \
fj} /N A
\ —
' N/ P L

(a) (b) (c) ' (d)

Slika 1.4: (a) fiksna orbita, (b) periodi¢na orbita, (c) na kraju fiksna orbita, (d)
na kraju periodi¢na orbita.

1.2 Susedstva

Definicija 1.7 Neka je N = (fi1,fia, . .., m) d-dimenzionalan vektor susedstva
CA A= (2% S,N,f).
(a) Funkcija N : Z¢ — 72" definisana sa

N(7t) = (R4 71, A+ g, ..., A+ ) za svako i € 72,

naziva se uredeno susedstvo CA. R
(b) Neka je B = {{ii} | i € Z¢}. Preslikavanje N : B — P(Z%) definisano sa

N{i}y) = {ii + fiy, i 4 o, ..., 7T+ g}
naziva se neuredeno susedstvo CA.

Dakle, funkcija N (ﬁ ) za svaku éeliju n € Z? daje njeno uredeno (neuredeno)
susedstvo.

Primetimo da vektor susedstva svakog CA u potpunosti odreduje njegovo
uredeno i neuredeno susedstvo. Lako zaklju¢ujemo da je N = N (6) kao i da
je N({0}) neureden skup koji sadrz elemente vektora susedstva N. Redosled
elemenata vektora susedstva IV je u sustini nebitan, vazan je samo kao poredak u
kojem je dato m ulaznih vrednosti u lokalnom pravilu azuriranja f: S™ — S.
Stoga je kod navodenja CA dovoljno dati neuredenu verziju N({0}) vektora
susedstva N, dok god je uloga razlicitih elemenata vektora susedstva jasna iz
opisa lokalnog pravila azuriranja, takodje je u tom slu¢aju dovoljno razmatrati
samo neuredeno susedstvo CA.

U nastavku dajemo definicije najpoznatijih susedstava CA.
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Definicija 1.8 Neuredeno susedstvo d-dimenzionalnog CA, za ¢iji je vektor su-
sedstva N ispunjeno

NEOY) = {(k1, ko ... ka) € Z%| |ks] <7 za sve i =1,2,...,d}

gde je r € Ny, naziva se Moore—susedstvo' polupreénika v (ili samo sused-
stvo poluprecnika r) i oznacava sa M2.

¥

(a) (b)

Slika 1.5: Moore—susedstvo poluprecnika r = 1: (a) éelije ¢ dvodimenzionalnog
CA, (b) éelije trodimenzionalnog C'A. Celija je prikazana levo zelenom bojom,
a njeno susedstvo desno, plavom bojom.

Definicija 1.9 Neuredeno susedstvo d-dimenzionalnog CA za ¢iji je vektor suse-
dstva N ispunjeno

d
N0V = {(k1. ks ... ka) € Z¢ | Z|ki| <r}

gde jer € Ny, naziva se von Neumann—susedstvo® polupreénika r i oznacava
sa NZ.

(a) (b)

Slika 1.6: von Neumann—susedstvo polupreénika r = 1: (a) ¢elije ¢ dvodimenzio-
nalnog CA, (b) éelije trodimenzionalnog C'A. Celija je prikazana levo zelenom
bojom, a njeno susedstvo desno, plavom bojom.

1Osmislio ga je Edward Forrest Moore (1925-2003), americki profesor matematike i info-
rmatike.

2Susedstvo je osmislio John von Neumann (1903-1957), madarsko-ameri¢ki matematicar i
naucnik.



Definicija 1.10 Neuredeno susedstvo d-dimenzionalnog CA za ciji je vektor
susedstva N ispunjeno

N0V = {(k1, ko ... ka) € Z%| k; € {0,1} za sve i =1,2,...,d}
naziva se susedstvo polupreénika %

Primetimo da C'A zor iz primera 1.6 ima susedstvo poluprecnika %

Definicija 1.11 Neka je dat CA ¢iji je vektor susedstva N = (71, T, ..., Tim)
i lokalno pravilo aZuriranja f : S™ — S. Element i; vektora susedstva naziva
se lazni element ako je f(s1,82,...,8m) = f(t1,ta,...,tm) kad god je s; = t;
za sve i # j.

Ako je element 7i; vektora susedstva N lazni onda iz ove definicije lako za-
kljuéujemo da za sve éelije i € Z¢ vazi da stanje njihovog j-og suseda 7 + 7i;
ne utice na njihovo stanje u slede¢em vremenskom trenutku. Stoga 7; mozemo
ukloniti iz vektora susedstva N. Dobijamo CA ekvivalentan polaznom, ¢iji ve-
ktor susedstva ima m — 1 elemenata.

Definicija 1.12 Vektor susedstva N = (11,2, ..., Tm) koji nema laznih suseda
naziva se minimalan vektor susedstva.

Uklanjanjem svih laznih suseda iz vektora susedstva nekog CA dobijamo njemu
ekvivalentan CA koji ima minimalan vektor susedstva. Minimalan vektor sused-
stva CA je jedinstven:

Teorema 1.13 Ako su A i B ekvivalentni CA koji imaju minimalne vektore
susedstva onda je A = B (do na redosled elemenata u vektoru susedstva).

Dokaz. Dovoljno je dokazati da vektori susedstva od A i B sadrze iste elemente.
Neka je 71 proizvoljan element vektora susedstva od A, odnosno ¢elija 77 je sused
éelije 0 u A. Posto A nema laznih suseda postoje dve konfiguracije ¢ i e takve
da vaii (i) # e(7), c(k) = e(k) za sve k # i i ¢ (0) # ¢/ (0) gde je ¢ = G(c) i
e’ = G(e) i G je globalna funkcija prelaska od A. Kako su A i B ekvivalentni,
G je funkcija prelaska i od B. Odavde sledi da 7 mora biti sused od 0 i u B, jer
bismo u suprotnom imali ¢ (0) = €/(0).

Analogno, svaki element vektora susedstva od B je element vektora susedstva
od A. O

1.3 Elementarni CA

Definicija 1.14 Jednodimenzionalan CA kod koga je S = {0,1}, N = (—=1,0,1)
i lokalno pravilo azuriranja f : S — S naziva se elementarni CA.

Iz definicije zaklju¢ujemo da svi elementarni CA imaju isti skup stanja, isto
Moore—susedstvo polupreénika » = 1, kao i da se medusobno razlikuju samo
po lokalnom pravilu azuriranja f. Lokalna pravila azuriranja elementarnih C'A
nazivamo jos i elementarna pravila. Postoji 256 razlic¢itih elementarnih CA,
jer razlicitih elementarnih pravila S — S ima 2% = 256. Osamdesetih godina
proslog veka naué¢nik Stephen Wolfram? intenzivno je proucavao elementarne

3Britanski nauénik roden 1959. godine. Poznat po brojnim rezultatima u informatici,
matematici i teorijskoj fizici.



CA injihova elementarna pravila. Jedan od najveéih rezultata tog njegovog rada
je §ema imenovanja elementarnih pravila: Svako elementarno pravilo f
je odredeno osmobitnom sekvencom

S(111) f(110) f£(101) £(100) f£(011) £(010) £ (001) £ (000)

koja je uvek binarni zapis nekog celog broja iz intervala [0, 255], pri ¢emu ra-
zli¢itim elementarnim pravilima odgovaraju razliciti celi brojevi iz ovog inte-
rvala. Ceo broj iz intervala [0, 255] koji odgovara elementarnom pravilu datog
elementarnog CA je njegov Wolfram-ov broj.

Primer 1.15 (pravilo 110) Osmobitni binarni zapis broja 110 je 01101110
pa elementarni CA sa Wolfram-ovim brojem 110 ima lokalno pravilo aZuriranja

f(11) =0, f(110)=1, f(101)=1, f(100) =0,
f011) =1,  f(010)=1, f(001) =1,  f(000) = 0.

Vreme

Slika 1.7: Prostorno-vremenski dijagram CA sa Wolfram-ovim brojem 110.
Prvih 16 konfiguracija orbite pocetne konfiguracije cg.

Stephen Wolfram i njegov asistent Matthew Cook* su 2004. godine dokazali
da je ovaj CA raé¢unski univerzalan. Na slici 1.7 dat je njegov prostorno-
vremenski dijagram za pocetnu konfiguraciju co kod koje je co(0) =1 i co(i) =0
za sve 1 # 0.

Primer 1.16 (pravilo 90) Broj 90 ima osmobitni binarni zapis 01011010 pa
elementarni CA ¢iji je Wolfram-ov broj 90 ima pravilo aZuriranja

F(111) =0, f(110)=1, f(101)=0, f£(100) =1,
F(011) =1,  f(010)=0, f(001)=1,  £(000) = 0.

Ovim pravilom, za pocetnu konfiguraciju cqo istu kao u prethodnom primeru,
dobijamo trougao Sierpinski-og, koji se pojavio u Italijanskoj umetnosti jos§
u trinaestom veku, a opisao ga je Sierpinski® 1915. godine. Ovaj fraktal se danas
koristi u racunarskoj grafici za graficko predstavijanje planina i drugih terena.
Na slici 1.8 dat je dijagram na kojem je predstavljeno prvih 16 konfiguracija
orbite pocetne konfiguracije co, dobijene primenom ovog pravila.

4 Ameri¢ki nauénik roden 1970. godine.
5Waclaw Franciszek Sierpinski (1882-1969), poljski matematicar.
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YVreme

Slika 1.8: Prostorno-vremenski dijagram CA sa Wolfram-ovim brojem 90.

Neformalno, fraktal je geometrijski lik koji se moze razloziti na manje delove
tako da je svaki od njih, makar priblizno, umanjena kopija celine. Kaze se da je
takav lik sam sebi slican. Termin je izveo Benoit Mandelbrot® 1975. godine i
potice od latinske re¢i fractus sto znaci slomljen. Pored toga Sto su izlomljeni,
za fraktale je karakteristicno da se isti oblik stalno ponavlja. Ako se neki deo
fraktala uvecéa izgledace kao ceo fraktal. Fraktal ¢esto ima sledeée osobine:

finu strukturu na proizvoljno malom uvec¢anju,

e previSe je nepravilan da bi mogao biti opisan klasi¢nim euklidskim jezikom,
e sam je sebi slican,

e Hauzdorfovu dimenziju koja je veéa od njegove topoloske dimenzije,

e jednostavnu i rekurzivnu definiciju.

Fraktali su svuda oko nas. Ne samo u obliku i izgledu stvari koje nas okruzuju,
veé i u samoj srzi fenomena, u funkcijama koje opisuju jednostavnije i komplek-
snije sisteme i procese. Naravno, umetnost ih iskoristava do krajnjih granica, a
nasli su primenu i u kinematografiji u izradi specijalnih efekata. Prirodni oblici
koji aproksimiraju fraktale do izvesne granice su oblaci, planine, munje, morske
obale, pahulje snega, ali i neke biljke i zivotinje.

Fraktal trougao Sierpinski-og se dobija tako Sto se krene od punog trougla
kome se ,,isece” sredisnji trougao (trougao ¢ija su temena sredista stranica
poCetnog trougla). Zatim se ova procedura nastavi sa novodobijena tri trougla,
a zatim sa novodobijenih devet i tako dalje u beskonac¢nost, kao sto je prikazano
na sledecoj slici.

A

A A A A
Y FYVVVYY

A A A
AA AL 4B AD

Slika 1.9: Prvih pet koraka evolucije trougla Sierpinski-og.

6Francuski matematicar (1924-2010). ,,Otac” fraktalne geometrije.
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Radoznalom ¢itaocu koji zeli detaljnije da se upozna sa fraktalnom geometri-
jom preporucujemo [15] i [16].

U nastavku dajemo prostorno-vremenske dijagrame svih elemetarnih CA za
pocetnu konfiguraciju istu kao u prethodna dva primera.
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/ ——
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Slika 1.10: Dijagrami elementarnih C'A.

Treba imati na umu da su neka pravila azuriranja elementarnih C'A ekvi-
valentna do na neku od geometrijskih transformacija ili zamenu uloga stanja 0
i 1 u definiciji pravila azuriranja, pa su ekvivalentna u racunskom smislu. Od
256 pravila azuriranja sustinski neekvivalentnih pravila ima ukupno 88. Tako je
npr. elementarno pravilo 110 ekvivalentno do na osnu simetriju sa pravilom 124,
dok je sa pravilom 137 ekvivalentno do na zamenu uloga stanja 0 i 1 u defini-
ciji pravila azuriranja (videti i prostorno-vremenske dijagrame ovih pravila na
slici 1.10). Elementarna pravila ekvivalentna do na osnu simetriju nazivaju se
osnosimetriéna pravila, a pravila ekvivalentna do na zamenu uloga stanja
011 komplementarna pravila. Takode, na neko elementarno pravilo mogu
se sukcesivno primeniti prethodne dve transformacije ¢ime ¢emo dobiti njemu
osmosimetriéno komplementarno pravilo. Osmosimetri¢no komplementa-
rno pravilo za pravilo 110 je pravilo 193. Elementarnih pravila koja su sama
sebi osnosimetricna ima 64 i to su: 0, 1, 4, 5, 18, 19, 22, 23, 32, 33, 36, 37, 50,
51, 54, 55, 72, 73, 76, 77, 90, 91, 94, 95, 104, 105, 108, 109, 122, 123, 126, 127,
128, 129, 132, 133, 146, 147, 150, 151, 160, 161, 164, 165, 178, 179, 182, 183,
200, 201, 204, 205, 218, 219, 222, 223, 232, 233, 236, 237, 250, 251, 254, i 255.

Wolfram je na osnovu empirijskog posmatranja ponasanja elementarnih C A
za slucajne pocetne konfiguracije, izvrsio njihovu podelu u cetiri klase, koje
nazivamo Wolframove klase CA. On je klase definisao na sledeéi nacin:

(W1 ) skoro sve pocetne konfiguracije vode do iste jedinstvene fiksna tacka
konfiguracije,

(W2) skoro sve pocetne konfiguracije vode do konfiguracije koja se peri-
odi¢no ponavlja,

(W3) skoro sve pocetne konfiguracije vode do razli¢itih ponasanja,
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(W4 ) skoro sve pocetne konfiguracije vode do slozenih ponasanja, ponekad
dugovecnih. Pojavljuju se strukture ¢ije su medusobne interakcije jako
slozene.

Ova klasifikacija je kasnije prosirena na sve jednodimenzionalne i dvodimenzi-
onalne C'A. Napominjemo da ove definicije klasa nisu matematicki precizne i da
postoje i druge klasifikacije elementarnih C' A koje su preciznije. Na slici 1.11
dati su primeri tipi¢nih prostorno-vremenskih dijagrama C'A iz svake od klasa.
Wolfram pretpostavlja da su C'A iz klase W4 rac¢unski univerzalni, mada je do
danas rac¢unska univerzalnost dokazana samo za elementarni C A sa pravilom
110 iz ove klase.

VORISR TR YU gy c W Y Sl B

(klasa 1: pravilo 160) (klasa 2: pravilo 108)

(klasa 3: pravilo 126) (klasa 4: pravilo 110)

Slika 1.11: Prostorno-vremenski dijagrami elementarnih C'A iz svake od cetiri
Wolframove klase C'A.

Wolframova Sema imenovanja se lako generalizuje na jednodimenzionalne
CA sa veéim susedstvom i skupom stanja. Jednodimenzionalan CA sa Moore-
susedstvom poluprecnika r i k stanja identifikuje se brojem koji u sistemu sa
osnovom k ima k2" *! cifara.

Slika 1.12: C'A sa Wolframovim brojem 1020 za pocetnu konfiguraciju cg, takvu
da ¢p(0) =11 c¢o(i) =0 za sve i #0.
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Na slici 1.12 je dat prostorno-vremenski dijagram jednodimenzionalnog C'A
sa Wolframovim brojem 1020. Ovaj C'A ima Moore-susedstvo polupreénika
r = 1, skup stanja S = {0,1,2}, a lokalno pravilo azuriranja f je odredeno
dvadesetsedmocifrenim brojem u sistemu sa osnovom tri koji odgovara broju
1020. Stanju 0 pridruzujemo belu, stanju 1 sivu i stanju 2 crnu boju.

1.4 Igra zivota (Game-of-Life)

Najpoznatiji dvodimenzionalni CA je Igra Zivota koju je izmislio John Con-
way’ 1970. Njegov éelijski prostor je Z2, a skup stanja S = {0, 1}, pri ¢emu za
¢eliju sa stanjem 1 kazemo da je ziva i pridruzujemo joj crnu boju, dok za ¢éeliju
sa stanjem 0 kazemo da je mrtva i priduzujemo joj belu boju. Vektor susedstva je
N = {(_1,_1), (_170)7 (_17 1)7 (07 _1)7 (070)7 (07 1)7 (17 _1)7 (170)7 (17 1)}7
odnosno igra zivota ima Moore-susedsvo poluprecnika r = 1. Standardna oznaka
Igre zivota je ,,B3/S23”, jer je njeno lokalno pravilo azuriranja definisano na
sledeé¢i nacin:

e Mrtva éelija ¢e oziveti (engl. ,,born”) ako ima taéno tri ziva suseda,
inaCe ostaje mrtva.

e Ziva éelija prezivljava (engl. ,,survives”) ako i samo ako medu njenih
osam celija suseda ima tac¢no dve ili tri zive éelije. Manje od dva ziva
suseda uzrokuje njenu smrt zbog izolacije, a viSe od tri ziva suseda uzrokuje
smrt zbog prenatrpanosti.

Na slici 1.13 dat je primer vremenske evolucije pocetne konfiguracije c¢g u Igri
zivota. Igra zivota je izvanredna jer je njeno lokalno pravilo azuriranja jedno-
stavno, a ponasanje konfiguracija tokom vremena nepredvidivo.

E#E —

1T I I LT
Co

IILII

\

b
|

Slika 1.13: Prvih pet koraka vremenske evolucije pocetne konfiguracije ¢y u Igri
Zivota.

Konfiguracije Igre zivota koje imaju konacan broj zivih éelija nazivamo
uzorcima. Tokom godina ljubitelji Igre zivota su napravili kategorizaciju uzo-
raka sa razli¢itim ponaSanjima tokom vremena. Za neke od kategorija uzoraka
se koristi slede¢a terminologija:

e mrtva priroda: fiksna tacka uzorak. Pravilo azuriranja ne menja stanja
Celija tokom vremena. Najmanja mrtva priroda naziva se blok. Blok ¢ine
Cetiri zive Celije koje obrazuju kvadrat, ostale Celije su mrtve. Jos jedan
primer mrtve prirode dat je na slici 1.14(a). Broj mrtvih priroda koje
imaju n zivih ¢elija je zan =1,2,3,... redom 0, 0, 0, 2, 1, 5, 4, 9, 10, 25,
46, 121, 240, 619, 1353,.. ..

7Britanski matematicar roden 1937. godine.
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e oscilator: periodican uzorak. Pravilo azuriranja moze promeniti uzorak,
ali nakon odredenog broja koraka polazni uzorak se ponovo pojavljuje.
Mrtva priroda je poseban tip oscilatora. Jedan oscilator sa periodom dva
dat je na slici 1.14(b).

e svemirski brod: uzorak koji se nakon odredenog broja koraka pojavljuje
ponovo, moguée na nekoj drugoj poziciji na mrezi Z2. Oscilator je svemirski
brod koji se ne pomera. Prvi otkriveni svemirski brod naziva se jedrenjak
ion je dat na slici 1.14(c).

e pudka: konacan uzorak koji je kao i oscilator periodican, ali pored toga
periodi¢no emituje (ispaljuje) svemirske brodove, pri ¢emu je period puske
uvek umnozak perioda emitovanja. Na slici 1.14(d) dat je primer puske
koja emituje jedrenjake, tzv. jedrenjak puska.

il

| [ || [ ]
e 3 ——1»%—#

i

(d)

Slika 1.14: Primer objekata Igre zivota: (a) mrtva priroda, (b) oscilator, (c)
jedrenjak, (d) jedrenjak puska.

Iste godine koje je igru i osmislio, Conway je pretpostavio da ne postoji
uzorak koji moze rasti neograni¢eno tokom vremena tj. da ni za jednu pocetnu
konfiguraciju sa kona¢nim brojem zivih celija, populacija ne moze rasti iznad
neke konacne gornje granice. U oktobru 1970. Igra zivota je prvi put publi-
kovana u kolumni ,,Matematic¢ke igre” Martin-a Gardner-a® i tom prilikom je
Conway ponudio nagradu od 50 dolara prvom koji do kraja te godine dokaze ili

8Popularni americki matemati¢ar (1914-2010). Oko &etvrt veka je bio autor pomenute
kolumne. Mnoge matematicke teme su upravo u ovoj kolumni po prvi put predstavljene §iroj
naucnoj javnosti. Jedna od njih su i ranije spomenti fraktali.
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opovrgne njegovu pretpostavku. Nagradu je ve¢ u novembru osvojio tim koji je
predvodio Bill Gosper? sa Tehnologkog instituta u Masacusetsu. Oni su opovrgli
pretpostavku Conway-a kontraprimerom koji je poznat pod nazivom Gosper-
ova jedrenjak puska (vidi sliku 1.15). To je ujedno bila i prva jedrenjak puska
otkrivena u Igri zivota. Ono §to u ovom kontraprimeru obezbeduje rast broja
clanova populacije tokom vremena jeste periodi¢no emitovanje jedrenjaka. Sve
do 2015. godine ovo je bila najmanja poznata jedrenjak puska.

(b)

Slika 1.15: (a) Gosperova jedrenjak puska, (b) jedna konfiguracija evolucije
Gosperove jedrenjak puske u kojoj se vidi emitovani jedrenjak.

Igra zivota je, bas kao i elementarni C'A sa pravilom azuriranja 110, raéunski
univerzalna, odnosno sposobna da simulira rad bilo kog drugog C' A, Turing-
ove magine ili bilo kog drugog sistema za koji je poznato da moze biti preveden
u univerzalan sistem. Osnove dokaza univerzalnosti Igre zivota dali su, nezav-
isno jedan od drugog, Berlekamp'® 1982. godine i Gosper 1983. Paul Rendell'!
je 2000. godine u Igri zivota implementirao Turing-ovu masinu koja se moze
prosiriti do univerzalne Turing-ove masine. Za detalje o ovome i univerzalnosti
Igre zivota videti [2].

Napomenimo da postoje brojne varijante igre zivota, koje imaju neSto
drugacije pravilo azuriranja od klasi¢ne igre ili drugaciji ¢elijski prostor. Neke
od najpoznatijih varijanti su HighLife (,,B36/S23”), 3D Life, The I'mmi-
gration Game, HexLife, itd.

9Poznati americki programer i matematicar, roden 1943. godine.
OElwyn Berlekamp, americki matematic¢ar roden 1940. godine.
11 Britanski informaticar. Docent Univerziteta Zapadne Engleske.
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Glava 2

L-sistemi

L-sisteme je osmislio 1968. godine Aristid Lindenmayer, madarski biolog i
botanic¢ar sa Univerziteta u Utrehtu, kao formalne matematicke modele za opi-
sivanje ponasanja ¢elija biljaka i modeliranje procesa rasta i razvoja biljaka. U
prvim radovima ([8]) Lindenmayer-a i saradnika izvedeni su L-sistemi za for-
malno opisivanje razvoja jednostavnih visecelijskih organizama, kao Sto su alge,
u smislu deobe, rasta i odumiranja pojedina¢nih éelija. Tako su medu prvima
objavljeni L-sistemi za modeliranje razvoja crvene alge Callithamnion ro-
seum i modrozelene alge Anabaena catenula. Kasnije su ti L-sistemi prosireni
kako bi opisivali vise biljke i slozene strukture grananja.

Drugadiji pristup interpretaciji L-sistema predlozili su Szilard! i Quinton
1979. godine. Oni su pokazali da neverovatno jednostavni kontekstno slobodni
L-sistemi mogu generisati fraktale. Njihov rezultat je kasnije proSiren u vise
pravaca. Kao §to smo ranije vec rekli, fraktali se u kompjuterskoj grafici koriste
za generisanje slika koje predstavljaju prirodne objekte: oblake, sneg, munje,
morske obale, planinske vence. . .

Danas, L-sistemi imaju najveéu primenu upravo u kompjuterskoj grafici, gde
se koriste za generisanje fraktala i realisticno modeliranje biljaka. Pored ovoga,
koriste se u reprodukciji tradicionalne East Indian umetnicke forme kao i kod
graficki motivisanih algoritama za muzicke kompozicije.

U naredna dva odeljka ¢emo se podsetiti osnovnih pojmova i definicija al-
gebre jezika i teorije formalnih gramatika sa kojima smo se veé susreli u [13].
Tu se takode mogu naci i dokazi svih teorema koje ¢emo u naredna dva odeljka
navesti.

2.1 Algebre jezika

Neka je W neprazan, konac¢an skup simbola (slova). Takav skup W nazivamo
azbuka. Svaki konacan niz simbola iz W nazivamo reé ili string nad W. Rec
koja ne sadrzi nijedan simbol je prazna reé i nju oznacavamo sa A. Skup svih
re¢i nad W oznaéavamo sa W*, a skup svih nepraznih re¢i nad W sa W+. Na
primer, W* = {\ a,b, aa, ab, ba,bb, aaa, ...} za W = {a,b}. DuZina reéi w, u
oznaci |w| jeste broj slova u w. Tako je |A\| = 0. Za re¢ v € W* kazemo da je
podreé¢ od w € W* ako postoje u, z € W* tako da je w = uvz. Prazna rec je

L Andrew L. Szilard informaticar, profesor emeritus na Univerzitetu Zapadnog Ontaria.
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podrec svake reci. Ako je w = uv, za u kazemo da je prefiks od w. Prazna rec
i sama re¢ w su uvek prefiks od w. Pravi prefiks u od w je neprazan prefiks
razli¢it od samog w. Sufiks i pravi sufiks se definiSu sli¢no.

Definicija 2.1 Neka je W neka azbuka. Svaki podskup L skupa svih re¢i W*
nad W zovemo jezik nad W. L je konacan jezik ako sadrzi konacan broj
reci. Na skupu P(W™*) svih jezika nad W definiSemo operacije + (sabiranje),
- (konkatenacija) i * (iteracija) na sledeéi nacin: ako su R,S € P(W*)
onda

R+S=RUS,
R-S={w; wy | w; € RAwy € S},
R* ={w | (3n € N)w € R},

gde je R® = {\}, R"*1 = R" . R.

Algebru
Ly = (P(W*)’ + {)‘}7 *)

zovemo algebra jezika nad W.

Definicija 2.2 Neka je W neka azbuka. Tada regularne izraze nad W dobi-
jamo na sledeéi nacin:

(a) 0 i X su regularni izrazi nad W,

(b) ako je a € W, onda je a regularni izraz nad W,

(c) Ako su 1 i s reqularni izrazi nad W onda su to i r + s, r-s i r*.
Skup svih regularnih izraza nad W ozacavamo sa Reg(W).

Definicija 2.3 Neka je W neka azbuka. Vrednost regularnog izraza nad W
jeste preslikavanje L : Reg(W) — P(W™*) definisano na sledeéi nacin:

(a) LO) =0, LO) = {\},
(b) ako je a € W, onda L(a) = {a},
(c)ako sur, s € Reg(W) onda
L(r+s) = L(r) + L(s),
L(r-s)=L(r) L(s),
L(r*) = (L(r))"
Ako je r € Reg(W) i L(r) = A, kazemo da T predstavlja jezik A.

Napomenimo da u prethodnoj definiciji simbole 4 i * koristimo u dva razlicita
znacenja: sa leve strane jednakosti kao sintakticke znakove u sastavu regularnih
izraza, a sa desne strane jednakosti kao oznake operacija u algebri jezika.

Definicija 2.4 Za jezik kaZemo da je regularan ako se moZe predstaviti requ-
larnim 1zrazom.

Teorema 2.5 Svaki konacan jezik nad nekom azbukom W je reqularan.
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2.2 Formalne gramatike

Formalne gramatike su sistemi prerade stringova (engl. rewriting systems). Uveo
ih je americki lingvista Noam Chomsky 1957. godine.

Definicija 2.6 Formalna ili generativna gramatika G je uredena céetvorka
(V.T,5,P)

gde su Vi T konacni, disjunktni skupovi, S € V', a P konacan skup uredenih
parova (o, ) gde su o, 3 € (VUT)" i re¢ a sadrZi bar jedan simbol iz V.

Ako je G = (V,T, S, P) generativna gramatika, onda kazemo da je:
V — skup neterminalnih simbola,
T — skup terminalnih simbola,
S — pocetni simbol,
P — skup produkcija.

Po dogovoru produkcije (a, ) obelezavamo sa o — 8. Takode, ako eksplicitno
nije drugacije receno, vaze slede¢i dogovori:

(a) Velika slova A, B,C,D, E i S ¢e oznacavati neterminalne simbole. S
¢e biti pocetni simbol, ako se drugacije ne kaze.

(b) Mala slova a, b, ¢, d, e i cifre ¢e oznacavati terminalne simbole,

(c) Velika slova X, Y, Z oznacavaju simbole koji su terminalni ili netermi-
nalni,

(d) Mala slova u,v,w,z,y, z oznacavaju terminalne re¢i (sastavljene od
terminalnih simbola),

(e) Mala grcka slova a, 3,7, oznacavaju reci sastavljene od terminalnih
i neterminalnih slova.

Definicija 2.7 Neka je G = (V,T, S, P) formalna gramatika. Definisimo bina-
rnu relaciju = na skupu (V UT)* na sledeci nacin: ako su a, f € (VUT)",
tada
a=pf akko  postoje ay, a0 € (VUT)" i postoji produkcija v — &
iz P tako da je a = a1yas i B = ajdas.

Relaciju = na skupu (V UT)* definisemo kao refleksivno - tranzitivno zatvorenje
relacije = .

Uocimo da po definiciji refleksivno - tranzitivnog zatvorenja relacije = imamo

da

a=p  akko « = [ ili postoji konacan niz re¢i oy, s, . . ., au, 1z
(VUT)" takodaje a =ay, B=an,io; = a1
zasve 1, 1 <1< n.
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Svaki konacan niz reéi ay, . .., a, iz (V UT)", takav daje a; = Sia; = a;41, za
sve i, 1 <17 < n, zovemo izvodenje reci a,, u gramatici G. Nije tesko zakljuciti
da se u svakom koraku izvodenja primenjuje tacno jedna produkcija.

Definicija 2.8 Neka je G = (V, T, S, P) formalna gramatika. Jezik generisan
ovom gramatikom je jezik L(G) definisan sa L(G) = {w € T* | S = w}.

U sledecoj definiciji iznosimo najvazniju podelu formalnih gramatika prema
obliku produkcija, koju je dao Noam Chomsky. Po njemu se ta podela zove
Hijerarhija Chomsky.

Definicija 2.9 Neka je G = (V,T, S, P) formalna gramatika. Za G kaZemo da
je tipa i (1 <1i < 3) ako produkcije zadovoljavaju sledeée uslove:

1 = 3: Sve produkcije su oblika A - wB i A — w gde su A, B € V,w € T*.
i = 2: Sve produkcije su oblika A — o gde je AV, a e (VUT)*.
1 = 1: Sve produkcije su oblika

(1) aAB = ayB gdeje A€V, a, B, y€ (VUT)*, v# A,

(2) S — ),

pod uslovom da, ako gramatika sadrzi produkciju S — A, onda se simbol S ne
javlja sa desne strane mi jedne produkcije gramatike G.

Klasu svih formalnih gramatika (dakle, bez posebnih ogranic¢enja na produkcije)
zovemo i gramatikama tipa 0. Klasu jezika koji se mogu generisati gramatikama
tipa ¢ (0 < i < 3) zovemo jezici tipa ¢ i oznacavamo ih sa L;. Jezike tipa 0 jos
nazivamo i rekurzivno nabrojivi (RE).

Kod gramatika tipa 1 produkcije omogucéavaju da se u izvodenju neke reci
umesto nekog neterminalnog simbola A zameni rec¢ v, ali samo u slucaju da se
taj simbol A nalazi u tatno odredenom kontekstu. Stoga ove gramatike, kao i
njima odgovarajuéu klasu jezika, nazivamo kontekstno osetljivim (CS).

U slucaju gramatika tipa 2, sve produkcije su oblika A — «a, gde je A neki
neterminalni simbol, a « re¢ sastavljena od terminalnih i neterminalnih simbola.
U tim gramatikama se dakle u svakom koraku izvodenja zamenjuje tacno jedan
neterminalni simbol i to bez obzira gde se on u datoj reci nalazi (tj. bez obzira
na kontekst). Te gramatike i njima odgovarajuée jezike nazivamo kontekstno
slobodnim (CF).

Teorema 2.10 Klasa svih regularnih jezika se poklapa sa klasom svih jezika
tipa 3.

Na osnovu ovog tvrdenja zakljucujemo da jezike tipa 3 mozemo nazivati regu-
lanim jezicima (REG), a da pri tom ne dode do zabune, jer smo u definiciji
2.4 regularne jezike definisali kao jezike koji se mogu predstaviti regularnim
izrazima.

Teorema 2.11 K C REG C CF C CS C RE, gde K klasa svih konacnih jezika,
a "C7 oznacava striktnu inkluziju.
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Primer 2.12 Gramatika G zadata produkcijama
(a)
S —aS, S— A

generise reqularan jezik {a™ | n € N}, §to zakljicujemo iz oblika produkcija.
(b)
S—= A S —aSh

generise kontekstno slobodan jezik {a™b™ | n > 1} koji nije reqularan.

(c)
S — abe, Ac — Bbee, Ab — bA, aB — aaA, bB — Bb, aB — aa, S — aAbc

generise kontekstno osetljiv jezik {a™b™c"™ | n > 1} koji nije kontekstno slobodan.

' ™
4 N
4 ™
K
REG
. CF W,
. CS ,f
. RE J

Slika 2.1: Odnos klasa jezika hijerarhije Chomsky.

2.3 L-sistemi

Kao §to smo videli u prethodnom odeljku, formalne gramatike su sistemi prerade
re¢i u kojima se u svakom koraku izvodenja primenjuje ta¢no jedna produkcija
i deo reci dobijene u prethodnom koraku izvodenja biva zamenjen u skladu sa
primenjenom produkcijom. L-sistemi su sistemi prerade reci kod kojih u svakom
koraku izvodenja sva slova u re¢i bivaju zamenjena istovremeno u skladu sa
produkcijama. Takode kod L-sistema nema neterminalnih simbola, koje imamo
kod formalnih gramatika.

Primer 2.13 Neka je W = {a} azbuka , a — a® jedina produkcija i a® pocetna
reé¢. Ako bismo izvodili kao kod formalnih gramatika u jednom koraku izvodenja
mogli bismo zameniti samo jedno a sa a®. Uzastopnom primenom produkcije do-

bijamo niz reci a®,a*,a%,a®, ... i generisani jezik je {a’ | i > 3}. Ako bi izvodili
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kao kod L- sistema, u jednom koraku izvodenja svako slovo a zamenili bismo sa
a?, pa uzastopnom primenom produkcije dobijamo niz reci a®,a®, al? a®*,.

odnosno generisani jezik je {a>? | i > 0}.

.oy

Definicija 2.14 Neka su m,n € Ny. (m, n) L-sistem je uredena trojka
G = (VV, Pa wO)

gde je W konacna neprazna azbuka, P konacan skup produkcija, odnosno ure-
denih cetvorki (u,a,v, @) gde jew € JL g W', a € W, ve U W"iaecW*,
i wyg € W poéetna reé.

Produkcije po dogovoru obelezavamo sa (u, a,v) — .

Definicija 2.15 Neka je G = (W, P,wq) (m,n) L-sistem, ai,as,...,ap € W i
a1, Qo, ..., € W*. Binarnu relaciju :G> na W* definisemo po sluc¢ajevima, na
sledeéi nacin:

(a) m=0An=0, tada

alag...ak:galag...ak ako (N ai, A) > a; € P zasve i, 1 <i<k.

(b)) m=0An#0, tada

alag...ak?alag...ak ako (N @i, Gig1 ... Qipn) = a; € P za sve i,
1 <4 <k, gde uzimamo da je a;j = X\ kad
god je j > k.

(c) m #£0An=0, relacija se definise slicno kao u prethodnom slucéaju.

(d) m #0An#0, tada

alag...ak:galag...ak ako (ai_m...ai_l,ai,aiﬂ...ai+n) — o € P
za sve i, 1 < i < k, gde uzimamo da je
aj = X kad god je j <1 ili j > k.

Relaciju :;> na skupu W* definisemo kao refleksivno-tranzitivno zatvorenje relacije

=,
G

Sada jednostavno zaklju¢ujemo da parametri m i n odreduju kontekst u kom se
nalazi svako slovo za zamenu. Iz definicije refleksivno-tranzitivnog zatvorenja
relacije imamo da

* .1 .. ~ . v
w :G>v akko w = v ili postoji konacan niz reci vy, vsa,..., v
iz W* tako da je v1 =w, vy = v i Ui?vi+1 za,
sve 1, 1 <14 <|.
Svaki konacan niz re¢i vy, va,...,v; iz W*, takav da je v = wg 1 v; :G>Ui+1, za

sve i, 1 <14 <1, zovemo izvodenje reci v; u (m,n) L-sistemu G. Iz definicije
relacije :G> lako se zakljucuje da se u svakom koraku izvodenja na svako slovo u

re¢i primenjuje tacno jedna produkcija.
Definicija 2.16 Neka je G = (W, P,wgy) (m,n) L-sistem. Jezik generisan sa
G je

LG)={veW" | wO:;MJ}.
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Ovako definisane (m, n) L-sisteme nazivamo osnovnim ili éistim L-sistemi-
ma, jer postoje njihova brojna prosirenja, kao Sto su tabelarni (m, n) L-sistemi,
(m, n) L-sistemi sa mehanizmima filtriranja itd., sa kojima ¢emo se kasnije upo-
znati. Podelu ¢istih (m,n) L-sistema, isto kao i podelu formalnih gramatika,
vr$imo na osnovu oblika produkcija. U nastavku dajemo definiciju dve osnovne
klase.

Definicija 2.17 (a) Klasu kontekstno osetljivih (m, n) L-sistema cine svi
(m,n) L-sistemi, bez ikakvih ogranicenja na produkcije. Ovu klasu oznacavamo
sa L.

(b) Klasu kontekstno slobodnih (m, n) L-sistema cine svi (0,0) L-sistemi,
odnosno svi sistemi ¢ije su sve produkcije oblika (A, a,\) — « (jednostavnije
a — «a). Ovu klasu oznacavamo sa 0L.

Kod (m,n) L-sistema iz klase 0L, zamena slova u re¢i ne zavisi od konteksta u
kojem se to slovo nalazi. Po dogovoru, iste oznake koristimo i za odgovarajuce
klase jezika. Iz definicija klasa ZL i 0L sistema lako zaklju¢ujemo da za odgo-
varajuce klase jezika vazi 0L C ZL. Vrlo je vazno napomenuti da se klasa jezika
ZL (0L) razlikuje od klase CS (CF) jezika generisanih kontekstno osetljivim
(kontekstno slobodnim) formalnim gramatikama. Na slici 2.2 prikazan je odnos
klasa jezika hijerarhije Chomsky i klasa jezika ZL i 0L. Sledeé¢a notacija je
uobicajena u literaturi, a delom proizilazi iz gornje definicije.

(0,0) L-sistemi = 0L sistemi,
(1,0) L-sistemi ili (0,1) L- sistemi = 1L sistemi,

(1,1) L-sistemi = 2L sistemi.

. ™
-
g y |
s ™
0L
K
REG L
b
. CE J J
N C5
e RE A

Slika 2.2: Odnos klasa jezika hijerarhije Chomsky i klasa jezika Z.L i 0L.
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Primer 2.18 Razmatramo (1,0) L-sistem G = ({a,b,c,d}, P, ad), gde je skup
produkcija P zadat sledeé¢om tabelom wu kojoj se levi susedi nalaze u koloni, a
slova za zamenu u redu:

a b ¢ d
Alec b a d
ala b a d
bla b a d
c|lb ¢ a ad
dla b a d

Niz reci, generisan ovim sistemom je:
ad, cd, aad, cad, abd, cbd, acd, caad, abad, cbad, . . .

Oway sistem je primer kontekstno osetljivog sistema koji nije kontekstno slobo-
dan, jer zamena svakog slova u reéi zavisi od njegovog levog suseda.

Definicija 2.19 (m,n) L-sistem G = (W, P,wyq) je:

(a) determinsticki, ako poseduje svojstvo determinizma odnosno, ako za svako
slovo azbuke W vazi da (u,a,v) — «, (u,a,v) = B € P implicira o = S.

(b)reprodukcijski, ako u procesu izvodenja nema brisanja slova, odnosno ako
njegov skup produkcija P ne sadrzi produkcije oblika (u,a,v) — X. Kazemo jos
i da je sistem A-slobodan.

Nije tesko zakljuciti da neki (m,n) L-sistemi mogu posedovati oba svojstva iz
prethodne definicije. Da neka klasa (m,n) L-sistema poseduje svojstvo deter-
minizma naznac¢avamo prefiksom D u oznaci klase, da je A-slobodna prefiksom
P, a da poseduje oba svojstva prefiksom PD. Stoga pored klasa navedenih u
definiciji 2.17 imamo jos i klase:

DOL — klasa svih deterministickih kontekstno slobodnih (m,n) L
DIL — klasa svih deterministickih kontekstno osetljivih (m,n) L

-sistema,
-sistema,
POL — klasa svih reprodukcijskih kontekstno slobodnih (m,n) L-sistema,
PIL — klasa svih reprodukcijskih kontekstno osetljivih (m,n) L-sistema,

PDOL — klasa svih reprodukcijskih deterministickih kontekstno slobodnih
(m,n) L-sistema,

PDIL — klasa svih reprodukcijskih deterministickih kontekstno osetljivih
(m,n) L-sistema.

Iste oznake koristimo i za odgovarajuce klase jezika. Prilicno je jasno da za
klase jezika vazi PDOL C POL C 0L kao i PDOL C DOL C 0L, medutim nije
jasno da li svuda vaze stroge inkluzije. Analogne inkluzije vaze i za kontekstno
osetljive klase itd.

Uobicajeno je da se umesto oznake G za (m,n) L-sistem koristi oznaka koja
predstavlja neko svojstvo tog sistema, kao sto éemo videti u slede¢em primeru.
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Primer 2.20 Razmatramo (0,0) L-sistem

(a)
MISS3 = ({a}, P, a), gde je P={a — \, a — da*, a — da®}.

Indukcijom se moZe pokazati da ovaj sistem generise jezik
L(MISS3) = {a’ | i # 3},

pa otuda i oznaka M1SSs. Trivijalno, na osnovu definicije 1.11, zakljucujemo
da ovaj sistem pripada klasama 0L pa samim tim i klasi ZL, dok ma osnovu
definicije 2.19 imamo da nije deterministicki, jer za slovo a ima tri razlicite
produkcije, a ni reprodukcijski, jer skup produkcija sadrzi produkciju a — A.
()

DEATH, = ({a,b}, P, ab’a), gde je P = {a — ab*a, b — \}.

Ovaj sistem isto kao i sistem M1SSs pripada klsama OL 1 ZL, ali je i determini-
sticki, jer za svako slovo azbuke ima tacno jednu produkciju. Odavde direktno
sledi da, za razliku od sistema MISSs, pripada i klasama DOL i DIL. Nije
reprodukcijski jer sadrzi produkciju b — A. Upravo zbog ove produkcije sistem
nosi oznaku DEAT Hy, jer ona obezbedugje da u svakom koraku izvodenja nestanu
sva slova b dobijena u prethodnom koraku izvodenja. Generisani jezik je

L(DEATH,) = {(ab’a)*

i >0},
(c)
LIN = ({a, b}, P, ab), gde je P ={a — a, b — ab}.

Kao i prethodna dva sistema i ovaj sistem pripada klasama 0L i ZL | ali je za
razliku od njih i deterministicki i reprodukcijski pa pripada klasama DOL, POL,
PDOL, DIL, PIL, PDIL. Ovaj sistem generiSe jezik

L(LIN) = {a'b | i > 1}.

Oznaka LIN se odnosi na linearan rast duzine reci: j—ta re¢ u nizu izvodenja je
duzine j + 2, pri ¢emu smatramo da je pocetna re¢ ab na nultoj poziciji u nizu
izvodenja.

(d) (0,1) L-sistem iz primera 2.18 je deterministicki i reprodukcijski jer poseduje
oba svojstva iz definicije 2.19, odnosno pripada klasi PDLL.

U nastavku, definisemo dva prosirenja (m, n) L-sistema.

Definicija 2.21 Tabelarni (m, n) L- sistem sa q tablica, T,(m,n) L-sistem,
je uredena trojka _ _
G = (VV7 P7 wo)

gde je W azbuka, P= {Pi1, Ps,...,P,} skup tabela, pri cemu je P;, 1 <i<gq
definisano isto kao ¢ P u definiciji 2.14, i wo pocetna reé. Dakle, Ty (m, n)
L-sistem je uredena trojka sa skupom P = {Py, Ps, ..., P,} takvim da je za sve
i, 1<i<gq, G; = (W, P;,w) (m,n) L-sistem.

U tabelarnim (m,n) L-sistemima re¢i se izvode na slededi nacin:

@10y ...0k = 0103 ...0 , ai, as, ..., ap € Wi
G a1, g, ..., € W*
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ako postoji tabela P; u skupu tabela P takva da

&1a2...ak2>041042...0zk.

Odnosno u svakom koraku izvodenja se mogu primenjivati samo produkcije iz
jednog od skupova P;. Uobicajeno % je zatvorenje relacije =>. Jezik generisan
G G

sa G je L(G) = {veW* | wy=v}.
G

Iste tipove klasa koje smo imali kod ¢istih (m,n) L-sistema imamo i kod
tabelarnih sistema. G je XYT,ZL sistem ako je za P= {Pi1, Ps,..., P} svako
Gi, 1 <i < q, XYZL sistem. Tako npr. imamo klase T0L, DT0L, PDTZL,. ..
Ako je u oznaci neke klase tabelarnih L-sistema izostavljen broj tabela ¢ onda
ta klasa sadrzi sve tabelarne sisteme koji zadovoljavaju naznacena svojstva bez
obzira na broj tabela. Tako je T0L klasa svih tabelarnih kontekstno slo-
bodnih L-sistema. Napomenimo da je za ¢ = 1 tabelarni (m,n) L-sistem
zapravo ¢ist (m,n) L-sistem iz definicije 2.14.

Definicija 2.22 (m, n) L-sistem sa q pocetnih reéi, Fy(m,n) L-sistem,
je uredena trojka

G = (W,P,F),
gde je W azbuka, P skup produkcija definisan isto kao u definiciji 2.14 1
F ={w],... ,w((f)} konacan skup poéetnih reci. (m,n) L-sistem sa q podetnih
reci je uredena trojka G = (W, P, F) sa skupom F = {w{,w{, ... ,w(()q)} takvim
da je za sve i, 1<i<gq, G;=(W,P, w(()l)) (m,n) L-sistem.

Reci FyL-sistema se izvode sli¢no kao kod TjL-sistema, takode G je XY F,ZL
sistem ako je za F = {wj,w(,. .. ,w(()q)} svako G;, 1 < ¢ < g, XYZL sistem.
Za g = 1 (m,n) L-sistemi sa kona¢nim skupom pocetnih reci se svodi na ¢ist
(m,n) L-sistem iz definicije 2.14. Napomenimo da postoje (m,n) L-sistemi
koji istovremeno imaju i svojstvo T i svojstvo F. Recimo, klasu kontekstno
slobodnih L-sistema koji poseduju oba ova svojstva oznacavamo sa 7 F0L. Nije
tesko zakljuciti da sistemi iz ove klase mogu biti A-slobodni, posedovati svojstvo
determinizma, ili i jedno i drugo, pa tako imamo podklase PTF0L, DT FOL,
PDTFOL.

Dalje u radu éemo se baviti iskljuc¢ivo klasama kontekstno slobodnih ¢istih
L-sistema i njihovih gore definisanih prosirenja. Upoznacemo se sa njihovim
osnovnim osobinama, mehanizmima filtriranja itd.

2.4 Klase 0L 1 70L sistema

Ovde ¢emo dati nesto drugacije definicije klasa 0L i T0L sistema od onih datih
u prethodnom odeljku, ali sustina je naravno ista. Upoznacemo se sa osnovnim
osobinama najpoznatijih podklasa klase 0L sistema, a to su klase DOL i PDOL.

Definicija 2.23 Konacéna substitucija o nad azbukom W je preslikavange
oW =2

takvo da :
(a) za sva slova a € W vazi da je o(a) konacan i neprazan,
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(b) za sve reci o, € W* wazi o(af) = o(a)o(B)

pri cemu uzimamo da je o(X) = {A}. Ako nijedan od skupova o(a), a € W
ne sadrzi praznu re¢ A onda za o kaZemo da je A-slobodna. Ako za svako
a € W* skup o(a) sadrzi tacno jednu reé, o se naziva morfizam. Morfizam o
je kodiranje ako za sve a € W wvazi |o(a)| = 1, odnosno slabo kodiranje ako
vazi lo(a)] <1 za svea € W .

Prema gornjoj definiciji kona¢na substitucija o se primenjuje na re¢ w tako sto
se svako slovo a re¢i w zameni nekom recju iz o(a). Razli¢ita pojavljivanja slova
a mogu biti zamenjena razli¢itim re¢ima iz skupa o(a). Ako je o morfizam
onda svaki o(a) sadrzi samo jednu re¢ $to primenu ove kona¢ne substitucije
na neku re¢ ¢ini deterministi¢kom. Pogodno je da se kona¢na substitucija o
zada navodenjem svih produkcija (pravila zamene) za svako slovo azbuke W, na
primer:

a—= X\ a—ad a—ad,

je ekvivalentno sa
o(a) = {\, da? a'}.

Sada je, npr.
o(a®) = o(a)o(a) = {\, a?, a*, d", a°, a'*}.
Sli¢no, substitucija (u sustini morfizam) definisana sa
o1(a) = {b}, 01(b) = {ab}, W = {a, b},
moze se zadati navodenjem produkcija
a—b, b— ab.

U ovom slucaju, za svaku re¢ w nad azbukom W, o (w) sadrzi samo jednu rec,
npr.
o1(a®ba) = {b?ab®} = b?ab?.

Gornji rezultati za o(a®) i o1(a?ba) dobijeni su istovremenom primenom pro-
dukcija: sva slova u re¢i na koju se ¢ primenjuje zamenjena su istovremeno u
skladu sa produkcijama. Primena ¢ na re¢ w znac¢i da se nesto desava svuda
u w. Nijedan deo w ne moze ostati nepromenjen osim ako imamo produkciju
a — a.

Definicija 2.24 0L sistem je uredena trojka G = (W, o, wyp), gde je W konaéna
neprazna azbuka, o je konacna substitucija nad Wi wg € W* pocetna reé. 0L
je deterministicki odnosno DOL sistem ako je o morfizam, a POL ako je o
A — slobodna. Jezik koji OL sistem generise je:

L(G) = woUo(wy) Ua(o(wp))U...= U o' (wp).

Nadalje ¢emo konac¢nu substituciju koja je morfizam, radi jednostavnosti, ozna-
cavati sa h. Neka je G = (W, h, wp) DOL sistem. Zbog svojstva determinizma
sistem G generiSe svoj jezik u odredenom redosledu, kao niz reéi:

wo = w, wy = h(wyg), wa = h(wy) = h%(wo), ws, ...
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Ovaj niz oznac¢avamo sa S(G). Prema tome u vezi sa DOL sistemom govorimo
o njegovom jeziku L(G) i nizu S(G) kao o dva razlic¢ita usko povezana pojma.
U slede¢em primeru razmatramo neke DOL sisteme sa posebnim osvrtom na
njihove nizove reci S(G).

Primer 2.25 Razmatramo DOL sistem

(¢)
EXP; = ({a},h,a), gde je h(a) = {a*}.

Niz reci S(EX Py) se sastoji od reci aQi, i > 0 poredanih u rastucem redosledu
po duzini reci.
(b)
FIB = ({a},h,a), gde je h(a) = {b} i h(b) = {ab}.
Prvih nekoliko reci niza S(FIB) su:
a, b, ab, bab, abbab, bababbab.

Tvrdimo da se pocev od reci ab, svaka sledeca re¢ u nizu dobija konkatenacijom
prethodne dve reci u nizu, odnosno da je

Wy = Wp—1Wp—2, N = 2.
Owo lako dokazujemo, uzimajuci u obzir definiciju morfizma h, na sledeéi nacin:

wn = h"(a) =h""(h(a)) = h"TH(b) = RT3 (A(b) =
= K" %(ab) = " *(a)h""%(b) = h"*(a)h" %(h(a)) =

h,n72(a)hn71(a) = Wp—oWp_1-
Kao posledicu ove tvrdnje imamo da za duZine svih reci poéev od druge vazi
|wn| = [wp—a| + [wn-1], n > 2.

Nije tesko zakljuciti da je niz duZina reci iz niza S(G) dobro poznati Fibonacci-
jevmniz 1, 1, 2, 8, 5, 8, 18, 21, 34,..., pa otuda i oznaka FIB.
(c)

SQUARES = ({a,b,c},h,a), gde je h(a) = {abc*}, h(b) = {bc*}, h(c) =c.
Niz S(SQUARES) pocinje recima
a, abc?, abc?bc ¢, abc? b2 PbA 3, .
Oznacavajuéi ponovo sa w;, i > 0 reéi u nizu, lako dokazujemo da vaZi:
|wit1] = |wi| +2i + 3, za sve i > 0.

Sada indukcijom mozemo pokazati da je |w;| = (i +1)2, za sve i > 0, zbog cega
ovaj sistem i nosi oznaku SQUARES.

Deterministicka zamena slova dovodi do odredenih periodi¢nosti kod niza reci
S(G) DOL sistema. Pretpostavimo da se neka re¢ pojavljuje dva puta u nizu
izvodenja: w; = w;y;, za neko ¢ > 01 j > 1. Zbog determinizma reci koje slede
nakon w;;; podudaraju se sa onima koje slede nakon w;, posebno,

Wi = Wi4j = Wi42j = Wi435 = ...
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Dakle nakon neke ,,pocetne zbrke”, odnosno pocev od re¢i w;, re¢i u nizu S(G)
pocinju periodi¢no da se ponavljaju, odakle direktno sledi da je jezik L(G)
konac¢an. Obrnuto, ako je jezik DOL sistema konac¢an onda njegov niz mora
biti periodi¢an pocev od nekog i € Ny, $to znaéi da je periodi¢nost niza S(G)
potreban i dovoljan uslov da jezik L(G) bude konac¢an. U slede¢em tvrdenju
dajemo, bez dokaza, jos neke rezultate vezane za periodi¢nost niza S(G) DOL
sistema. Sa alph(w) oznacavamo minimalnu azbuku koja sadrzi sva slova koja
se pojavljuju u re¢i w, sa prefi(w) prefiks re¢i w duzine k ili samu re¢ w, ako
je lw| < k, sufi(w) se definige sli¢no.

Teorema 2.26 Neka je w;, i > 0 niz DOL sistema G = (W, h, w). Tada
skupovi W; = alph(w;), © > 0, formiraju niz koji je periodi¢an pocev od nekog
g € Ny, odnosno postoji neko p > 0 takvo da vazi W; = Wiy, za sve i > q.
Svako slovo koje se pojavijuje v nekom W; pojavijuje se i u nekom W; za ciji
indeks j vazi j < card(W) — 1. Ako je L(G) beskonacan onda postoji pozitivan
ceo broj t takav da, za svako k > 0, postoji n > 0 takvo da, za svei >n im > 0,

prefk—l(wi) :prefk—l(wi+mt) { Sufk—l(wi) = sufk—l(wi—&-mt)'

Dakle, ako je jezik sistema beskonacan, prefiksi (sufiksi) bilo koje izabrane
duzine formiraju niz koji je periodi¢an pocev od nekog n-tog prefiksa (sufiksa)
u nizu, pri ¢emu je period nezavisan od izabrane duzine. Od duzine prefiksa
(sufiksa) zavisi samo ”pocetna zbrka”.

Definicija 2.27 Beskonacan niz reéi w;, i > 0, je lokalno konkatenativan
ako je za neke pozitivne cele brojeve k, i1, ia,. .., © ¢ > max(iy,is,..., i)

Wy = Wp—4; - .- Wn—i,, kad god je n > q.

DOL sistem G je lokalno konkatenativan akko je niz S(G) lokalno konkatenati-
van.

Lokalno konkatenativni DOL sistemi su veoma bitni jer je njihovo proucavanje
otvorilo nove grane teorije L-sistema. Tipican primer lokalno konkatenativnog
DOL sistema je sistem FIB iz prethodnog primera. Sistem EX P, je takode
lokalno konkatenativan jer niz S(EX P,) zadovoljava

Wy = Wp_1Wp_1, 26 sven > 1.

Za sada nije poznato da li postoji algoritam koji za dati DOL sistem daje odgovor
na pitanje da li je on lokalno konkatenativan ili ne. Algoritam je naden samo
za neke specijalne slucajeve.

Definicija 2.28 0L sistem G = (W, 0,wq) je PDOL ako je o morfizam i \-
slobodna.

Primetimo da su svi DOL sistemi iz prethodnog primera ujedno i PD0L. Sada
¢emo dati neka jednostavna zapazanja koja se odnose na razliku izmedu DOL i
PDOL sistema.

Za reci niza S(G) svakog PDOL sistema G vazi

lwi| < |wita|, za sve i <0, (2.1)
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jer nema produkcija oblika a — A. Primetimo jo$ da ovaj niz ne sadrzi praznu
rec. Niz DOL sistema iz primera 2.20(b) S(DEAT H}) sastoji se iz svih reci
(ab*a)?', i > 0 poredanih u rastuéem redosledu po duzini re¢i. Tvrdimo da se
jezik L(DEAT Hy) ne moZe generisati nijednim PDOL sistemom G. Zaista, ab’a
bi morala biti poéetna re¢ takvog G, a ab’a = ab®aab?a prvi korak u izvodenju,
jer je niz S(DEAT Hy) strogo rastuéi po duzini reci, a zbog (2.1) S(G) mora biti
neopadajuéi. Zbog determinizma oba slova a u re¢i ab?a moraju produkovati
istu podreé u reé¢i ab?aab®a. To ée se dogoditi samo ako je produkcija za a jedna
od sledeéih: @ — A, a — ab’a, a — a. Prve dve opcije nam ne odgovaraju
jer daju sistem koji nije PDOL, ne odgovara nam ni tre¢a jer nijedno pravilo
za slovo b ne ¢ini korak b = b%aab? moguéim. Zakljuéujemo da je nemoguée
generisati jezik L(DEAT H,) pomoéu PDOL sistema. Sada je jasno da imamo
strogu inkluziju ove dve klase jezika, odnosno da vazi PD0L C DOL.

DOL sistem G zadat aksiomom aba i produkcijama a — aba, b — X generise
isti niz rec¢i jezika kao i PDOL sistem Go zadat aksiomom aba i produkcijama
a — a, b — baab, tj. vazi S(G1) = S(G3).

Definicija 2.29 DOL sistemi Gy i Go su:
(a) nizovno ekvivalentni akko S(G1) = S(G2),
(b) ekvivalentni akko L(G1) = L(G2).

Ovi pojmovi se analogno definisu i za sve ostale klase L-sistema, stim sto se
nizovna ekvivalencija moze definisati samo za sisteme ¢Ciji se jezik generise u
odredenom redosledu, kao niz. Sistemi G; i G2 iz prethodnog paragrafa su
ekvivalentni i nizovno ekvivalentni. Jasno iz nizovne ekvivalencije sledi ekviva-
lencija, ali obrnuto ne mora da vazi. Sledeéa dva DOL sistema su ekvivalentna
ali nisu nizovno ekvivalentna:

({a,b}, a = b*, b—a, b)i ({a,b}, a — b, b— d?, a).

Medu najveéim matemati¢im problemima sedamdesetih godina prosloga ve-
ka, vezanim za L-sisteme, bio je problem ekvivalencije DOL sistema: kon-
struisati algoritam koji za dva data DOL sistema G i G2 odlucuje da li su oni
ekvivalentni ili ne. Dodatno, za DOL sisteme imamo i problem nizovne ekvi-
valencije: da li je S(G1) = S(G3) za date sisteme G i Go? Nielsen? je 1974.
godine dokazao da reSenje jednog problema vodi ka resenju drugog i obratno.
Zatim su Culik3 i Fris 1977. godine, oslanjajuéi se na Nielsen-ove rezultate,
dokazali da su ovi problemi odlucivi. Za detalje pogledati [17] i [18].

Definicija 2.30 T0L sistem je uredena trojka
G = (W, P, wy),

gde je P konacan skup konacnih substitucija, takav da je za svako o € ]5, trojka
(W, 0,wp) 0L sistem. Jezik TOL sistema, L(G), sastoji se iz reci wo i svih
re¢i u svim jezicima o1 . ..o, (wp), gde je k > 1 i svako o; pripada skupu pP-
neki o; mogu biti isti. Ako su sve konacéne substitucije u P morfizmi onda je G
deterministicki, odnosno DTOL.

2Mogens Nielsen, danski informaticar roden 1949. godine.
3Karel Culik II, profesor emeritus Univerziteta u Juznoj Karolini, roden 1934. godine.
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Prema gornjoj definiciji, nema ograni¢enja u primeni tablica — tablice se mogu
koristiti u proizvoljnom redosledu i proizvoljno mnogo puta, pa se jezik DT0L
sistema neée generisati nizovno. TO0L sistem se zadaje navodenjem pocetne
reci 1 svih njegovih tablica. Produkcije koje pripadaju istoj tablici navode se
unutar zagrada [, |]. Jedna ista produkcija se moze pojavljivati u vise tablica.
Za razliku od problema ekvivalencije DOL sistema, problem ekvivalencije
DTOL sistema je neodluéiv. Ovo je dokazao Rozenberg? 1972. godine ([19]).

Primer 2.31 Razmatramo DTOL sistem PAL ¢éija je pocetna re¢ wg = a i
tadblice produkcija

Ti=la—=b b=b? c—aiTla=a—c b—ac, c—d.

Umesto linearnim nizom, izvodenja se mogu predstaviti drvetom kao na sledecoj
slici:

B (ac)* {ﬁ'u\}Q \c"'\\ bﬁ\ “ae? “a? T
II| \ - ., \\\ ‘--x_\_“‘ \ \\x, \\ \\‘\\ lll"- h \'\ ™ \{.\\\
| . M e s\ \‘\\ \ R \ \ \\ kY \\

b6 {a.c}s |[J']Ja]‘1 & b8 (act)? ot (ac)? ba? &

Slika 2.3: Drvo izvodenja za T 0L sistem PAL.

Ovde grana ukazuje na to koja od tablica je koriséena: levi potomak reci je
rezultat primene tablice Ty, a desni tablice Ts. Ako potomak reci nije oznacen
(kao Sto nisu oznaceni potomci a i ¢ reci ¢, na treem nivou) to znaci da se on
veé pojavio u prethodnim mivoima izvodenja. Nastavak se u tom slucaju moze
izostaviti ako nekoga interesuje samo odredivanje jezika. Sve reéia’,b',ct, i > 1
se pojavljuju negde u drvetu, Sto zakljucujemo na sledeéi nacin. Uocimo prvo
da za sve i > 0 re¢ ba't! dobijamo tako $to na rec¢ ba' primenimo prvo T,
pa Ti. Sada iz reci ba® dobijamo rec¢ b2 primenom T4, re¢ ¢'+2 primenom Ty
dva puta, i re¢ a’™? iz ¢tt? primenom Ty. Dalje, krajnji levi ekstremitet drveta
sadrzi sve reci biz, 7 >0 4td.

4Grzegorz Rozenberg, poljski informati¢ar, roden 1942. godine.
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2.5 Mehanizmi filtriranja

Jedna od bitnih odlika 70L i 0L sistema jeste da ne mozemo izostaviti nijednu
re¢ dobijenu u procesu izvodenja. To znac¢i da pri modeliranju biljaka i pojava
L-sistemima iz ovih klasa u slu¢aju pojave strukture koja se ne uklapa u model
ne bismo imali nac¢in da taj deo uklonimo.

U teoriji L-sistema, kao i u teoriji formalnih jezika, uobicajena je upotreba
mehanizama filtriranja. Oni omogucavaju da se iz skupa svih reci dobijenih u
procesu izvodenja izdvoje samo one re¢i koje nam odgovaraju. U ovom odeljku
¢emo se upoznati sa ukupno pet mehanizama filtriranja i njihovim osnovnim
svojstvima.

Najpoznatiji od svih mehanizama filtriranja je mehanizam prosirivanja. Nosi
oznaku & (engl. ,extended”) i omoguéava upotrebu neterminalnih simbola.
Stoga, £0L sistem je 0L sistem ¢ija se azbuka sastoji iz skupa terminalnih i
skupa neterminalnih simbola koji su disjunktni. £0L i 0L sistemi rade na isti
nacin, ali u jezik £0L sistema ulaze samo re¢i nad skupom terminalnih simbola.
Neterminalne simbole oznacavamo isto kao i kod formalnih gramatika.

Definicija 2.32 £0L sistem je uredena cetvorka G = (W, o,wqg, A) gde su Wi
A azbuke takve da A C W, o je konacna substitucija nad W, wg € W* pocetna
re¢ 1 G = (W, o,wg) 0L sistem. Njegov jezik je

L(G) = {w € A* | w = 0" (wo) za neko i > 0}.
Ako je o morfizam uredena cetvorka G je EDOL sistem.

Primer 2.33 £0L sistem SYNCHRO zadat je aksiomom ABC i produkcijama:

A— AA', A—a, A = A A —a, a—F,
B— BB, B—b B— DB, B—b b—F
C—-CC,C—ec, C—=C', C—c c—F,
F — F.

Ovaj sistem je sinhronizovan u smislu da svi terminalni simboli moraju biti
dostignuti istovremeno. Inace, simbol F dospeva u re¢ i ne moze se eliminisati,
pa rec¢ ne ulazi u jezik. Sada je lako Zakljuciti da je

L(SYNCHRO) = {a™b"c" | n > 1}.

Dobijeni jezik je klasican primer kontekstno osetljivog jezika koji nije kontekstno
slobodan u teoriji jezika.

Mehanizmi filtriranja daju klase L-jezika koje su zatvorene za brojne operacije.
Ciste klase L-jezika, kao §to su DOL i 0L jezici imaju veoma slabo svojstvo
zatvorenosti za operacije. Veéina jezicko-teorijskih operacija moze proizvesti
reci koje su izvan klase jezika na koju se primenjuje operacija.

Definicija 2.34 Klasa L-jezika se naziva potpuno AFL (engl. ,, AFL- ab-
stract family of languages”) akko je L zatvorena za svaku od sledeéih op-
eracija: sabiranje, konkatenacija, iteracija, morfizam, inverzni morfizam, presek
sa reqularnim jezicima. Klasa jezika L se naziva anti-AFL akko nije zatvorena
ni za jednu od navedenth operacija.
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Teorema 2.35 Klasa 0L jezika je anti-AFL, kao i klasa DOL jezika. Klasa
EOQL je zatvorena za sve AFL operacije, osim za inverzni morfizam.

Ova teorema jasno pokazuje mo¢ £-mehanizma da klasu slabe strukture (u
smislu slabih svojstava zatvorenosti) transformise u jaku strukturu. Mo¢ varira
medu klasama L-sistema. Razlika izmedu DOL i EDOL jezika nije toliko ve-
lika. Ako je niz S(G’) DOL sistema G’ krajnje periodi¢an, takav ée biti i niz
S(G) EDOL sistema G koji ga filtrira. Takode, rezultati u vezi periodi¢nosti iz
teoreme 2.26 o azbukama vazi i za £D0L nizove.

Sada ¢emo definisati i preostala ¢etiri mehanizma filtriranja koji nose oz-
nake redom H (engl. ,,homomorphism”), N (engl. ,,nonerasing”), C(engl.
,,coding”), W(engl. |, weak coding”). Primena svakog od njih na jezik nekog
L-sistema, daje morfi¢nu sliku tog jezika.

Definicija 2.36 Uredena cetvorka G = (W, 0, wy, g) takva da je G' = (W, 0, wp)
0L sistem je:

(a) HOL sistem ako je g morfizam na W,

(b) NOL sistem ako je g A—slobodan morfizam na W,

(¢) COL sistem ako je g kodiranje na W,

(d) WOL sistem ako je g slabo kodiranje na W,

Analogno se definisu HDOL, N'DOL, CDOL, WDOL sistemi, kada je G’ DOL

sistem. Jezik koji generise svaki od ovih sistema je
L(G) ={g(w) | w € L(G")}.

Svi navedeni mehanizmi filtriranja se analogno definisu za 70L, F0L i TF0L
sisteme.

HOOL = WDOL =

= HPDOL = WFPDOL =
= HDFOL=WDFOL =
=HPDFOL =WPFPDFOL
= NDFOL = CDFOL
= NPDFE}'L =_EZ'PDFOL

# -,

d —~

NDOL=NPDOL=CDOL EDFOL
T\ — — // b .
N s .
CPDOL EDOL DF0 EPDFOL
T~ //’ N AT /
- /// H"x.kh‘h / Hl‘“'x_k //
EPDOL, DoL PDFOL
H.“‘m._ //" ___f___.--—"'
T A
PDOL

Slika 2.4: Odnos deterministickih klasa 0L jezika.
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Do sada smo se upoznali sa 16 klasa L-sistema kod kojih je zamena slova
kontekstno slobodna (ali ne moraju generisati kontekstno slobodan jezik). S’
obzirom na to da je pravilo da se na svaki L-sistem moze primeniti najvise
jedan mehanizam filtriranja sada ¢emo imati 16 - 6 = 96 klasa L-sistema sa
kontekstno slobodnom zamenom (3esta opcija je da ne bude primenjen nijedan
mehanizam filtriranja). Sledeéa tvrdenja se odnose na medusobne odnose njima
odgovarajuc¢ih klasa jezika. Ove klase poredimo u skladu sa A-konvencijom:
dva jezika se smatraju jednakima ako se medusobno razlikuju samo po praznoj
reci. Inace bi se reprodukcijske klase (one koje imaju svojstvo P) automatski
razlikovale od nereprodukcijskih (bez svojstva P).

Teorema 2.37 Dijagram na slici 2.4 karakterise medusobne odnose klasa deter-
ministickih kontekstno slobodnih L-sistema. Strelice oznacavaju striktnu inklu-
zigu. Familije koje nisu povezane stazom su medusobno neuporedive.

Ono §to je iznenadujuée kod nedeterministickih klasa je da je CPPOL pravi
podskup klase EPOL, iako je E0L = COL, Sto je suprotno od onoga sto bi neko
mogao da ocekuje znajuéi deterministicki slu¢aj. Kljucni rezultati za nedetermi-
nisticke klase 0L jezika su dati u sledecoj teoremi.

Teorema 2.38 Sledece klase su jednake sa klasom E0L:

EOL = COL = NOL = WOL = HOL = NPOL = EPOL =
WPOL = HPOL = EFOL = CFOL = NFOL = WFOL =
HFOL = EPFOL = NPFOL = WPFOL = HPFOL

Klasa E0L lezi strikino izmedu kontekstno slobodnih (CF) i kontekstno osetljivih
(CS) jezika i sadrzi medusobno neuporedive klase CPOL ¢ FOL.

Dakle, klasa £0L jezika sadrzi klasu kontekstno slobodnih jezika. Ovo vazi
jer se kontekstno slobodne gramatike hijerarhije Chomsky mogu transformisati
u £0L sisteme dodavanjem produkcija a — a za svako slovo a € W. Da je
ova inkluzija prava sledi iz primera 2.33 gde je dat £0L sistem koji generise
kontekstno osetljiv jezik (videti i primer 2.12). Ova ¢injenica bi trebala biti u
suprotnosti sa Cinjenicom da je veliki deo klase konaénih jezika van klase OL
jezika.

U teoriji formalnih jezika je uobic¢ajeno da se gramatike redukuju u normalnu
formu, tj. da se pokaze da se svaka gramatika moze zameniti ekvivalentnom
gramatikom koja ima neka pozeljna svojstva. Sledeca teorema je ilustracija
takve redukcije kod L-sistema. Za detalje o normalnim formama formalnih
gramatika videti [13].

Teorema 2.39 Za svaki EOL jezik postoji EOL sistem koji ga generise, takav
da je:

(a) jedina produkcija za svako terminalno slovo a je a — F, gde je F netermi-
nalni simbol za koji je F' — F jedina produkcija,

(b) poéetna reé je neterminalni simbol kogi se ne pojavijuje ni u jednoj produkciji
sa desne strane,

(c¢) desna strana svake produkcije je ili terminalna ili neterminalna rec,

(d) terminalna rec je dostizna iz svakog neterminala osim iz F (i pocetne reci
ako je jezik prazan).
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Uocimo da je posebno svojstvo E0L sistema SYNCHRO o terminalima zapravo
generalno svojstvo £0L jezika (ovo se odnosi na to da sva terminalna slova
moraju biti dostignuta istovremeno-svojstvo sinhronizacije).

Sledece dve teoreme sumiraju rezultate o medusobnim odnosima klasa tabela-
rnih L-sistema. Prva teorema se bavi deterministickim tabelarnim klasama, a
druga nedeterministickim.

Teorema 2.40 VaZe sledeée inkluzije i jednakosti:

DTOL CCDTOL = NDTOL =EDTOL =WDTOL =HDTOL,
PDTOL C CPDTOL CNPDTOL C EPDTOL = WPDTOL =HPDTOL,

DTFOL C CDTFOL = NDTFOL = EDTFOL = WDTFOL = HDTFOL,
PDTFOL C CPDTFOL C NPDTFOL C EPDTFOL =WPDTFOL =
=HPDTFOL.

Ciste klase (bez filtera) zadovoljavaju sledeéi dijagram inkluzije:

DTFOL
AN

e

PDTOL

Teorema 2.41 Svaka od sledeéija klasa jednaka je klasi ETOL:
ETOL=CTOL=NTOL=WTOL=HTOL=NPTOL=EPTOL =
=WPTOL =HPTOL=CTFOL=NTFOL=ETFOL=WTFOL =
=HTFOL =NPTFOL =EPTFOL =WPTFOL=HPTFOL.

Klase E0L, TFOL i CPTOL = CPTFOL su pravi podskupovi klase ETOL.

Klasa £T0L je jedna od najsire proucavanih L-klasa u kojima je zamena
slova kontekstno slobodna. Ova klasa ima jaka svojstva zatvaranja.

Teorema 2.42 Klasa ETOL je potpuno AFL, dok je klasa TOL anti-AFL. Za
svaki ETOL jezik postoji ETOL sistem sa dve tabele koji ga generise. Takode,
za svaki ETOL jezik postoji ETOL sistem takav da je a — F jedina produkcija
u svakoj tabeli za svako terminalno slovo a i F' — F je jedino pravilo u svakoj
tabeli za neterminal F.

Dva rezultata iz prethodne teoreme vezana za normalne forme, sinhronizacija i
uslov o dve tabele, ne mogu uvek biti ostvarena istovremeno.

2.6 Beskonacne reci

Neka je W azbuka. Sa W* oznacavamo skup svih beskonacénih reéi nad W. Za
nepraznu re¢ u sa u* oznacena je beskonacna re¢ uuu . ... Takva re¢ se naziva
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¢isto periodiéna. Beskonacna re¢ oblika uv®, gde su w i v reéi i v # A, naziva
se na kraju periodiéna. Za re¢ u € W* kazemo da je smrinik morfizma h
ako postoji m > 0 takvo da je h™(u) = A. Morfizam h prodiruje (engl. h is
prolongable on a) slovo a ako je h(a) = au za neko u € W* koje nije smrtnik
morfizma h. U ovom sluéaju h*(a) oznacava beskonaénu re¢ auh(u)h?(u).. ..
Beskonacna re¢ a je éisto morfiéna ako postoje morfizam h i slovo a takvi
da h prosiruje a i da je a = h*(a). Beskona¢na re¢ a je morfiéna ako postoje
morfizam h, kodiranje e i slovo a takvi da h prosiruje a i da je a = e(h¥(a)).
Svaka ¢isto periodi¢na rec je i ¢isto morfiéna, i svaka na kraju periodi¢na rec je
morfiéna.

Definicija 2.43 Jezik L takav da je za sve u,v € L, u prefiks od v ili v prefiks
od u, naziva se prefiksni jezik. Jezik L odreduje beskonacnu re¢ o akko je L
beskonacan i svako u € L prefiks od «.

Na primer, beskonacan prefiksni jezik {\, ab, abab, ababab . ..} odreduje beskona-~
¢nu re¢ (ab)®. Sledeéa tvrdenja su osnovne posledice gornje definicije.

Teorema 2.44 Jezik L odreduje najvse jednu beskonacnu rec.

Teorema 2.45 Jezik L odreduje beskonacnu re¢ akko je L beskonacan prefiksni
jezik.

Napominjemo da, dok jezik L odreduje najvise jednu beskonaénu re¢, beskonaé¢nu
re¢ moze oredivati vise od jednog jezika.

Teorema 2.46 Ako jezik L odreduje beskonacénu re¢ o © L’ je beskonacan pod-
skup od L, onda i L’ odreduje c.

Za klasu jezika C| neka je
w(C) = {a|a je beskonacéna rec i neko L € C odreduje a}.

Za L-sistem G kazemo da je beskonaéan ako je njegov jezik L(G) beskonacan.

Skup svojstava S 0L sistema je podskup od {D, P, F,T} U{E,C,N,W,H}
koji sadrzi najviSe jedan element drugog skupa, tj. najvise jedan mehanizam
filtriranja. Neka je L(S) klasa jezika 0L sistema sa skupom svojstava S. Na
primer, L({C, D, T}) = CDTOL. 1z definicija svojstava dobijamo sledeée inkluz-
ije.

Teorema 2.47 (Strukturne inkluzije) Neka je S skup svojstava L-sistema.
Tada:

(a) L(SU{D}) € L(5),

(b) L(S U{P}) C (9),

(c) L(S) C L(SU{F}),

(d) L(S) C L(S U{T}).

Neka je S skup svojstava koji ne sadrzi nijedan element iz skupa {E,C, N, W, H}.
Tada:
(a) L(S)
(b) L(S)
(¢) L(SUA
(d) L(S U{

L(SU{E}),
L(Su{CY),

C}) € L(SU{N}) € L(S U{H}),
C}) C LIS U{W}) C L(S U{H}).

C L(
-
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Definicija 2.48 T0L sistem G = (W, ﬁ,wo) se moZe ,,napumpati” ako pos-
toje a,b € W takvi da:

(a) neka re¢ w € L(G) sadrzi a,

(b) za neku kompoziciju t, tabela iz P, u t(a) postoji re¢ wy u kojoj imamo ra-
zlicita pojavljivanja slova a i b, a u t(b) re¢ we u kojoj se pojavijuje slovo b.

Na gornjoj slici je prikazan ,,proces napumpavanja”.

Teorema 2.49 Pretpostavimo da se TOL sistem G = (W, ]3, wg) moZe na-
pumpati. Tada je njegov jezik L(G) beskonacan.

Dokaz. Za re¢ w € L(G) i kompoziciju tabela t iz prethodne definicije vazi
ti(w) C L(G) za sve i > 0. Indukcijom se moZe jednostavno pokazati da za sve
i >0, t'(w) sadrzi re¢ u kojoj se pojavljuje slovo a i bar i kopija slova b. Stoga
je L(G) beskonacan. O
Slede¢u teoremu navodimo bez dokaza (dokaz se moze nadi u [6]).

Teorema 2.50 Pretpostavimo da je TOL sistem G = (W, ]S,wo) beskonacan.
Tada se G mozZe napumpati.

Posledica 2.51 T0L sistem G = (W, ]S,wo) je beskonacan akko se moZze na-
pumpati.

Dokaz. Direktno iz prethodne dve teoreme. O

Posledica 2.52 0L sistem G = (W, 0,w) je beskonac¢an akko postoje a,b € W
takvi da:

(a) neka re¢ w € L(G) sadrzi a,

(b) za neko i > 0 u o'(a) postoji re¢ wy u kojoj imamo razlicita pojavijivanja
slova a i b, a u o' (b) re¢ wy u kojoj se pojavijuje slovo b.



Posledica 2.53 DTO0L sistem G = (W, ]5, wop) je beskonacan akko postoje a,b €
W takvi da:

(a) neka re¢ w € L(G) sadrzi a,

(b) za neku kompoziciju h, morfizama iz~ﬁ, u h(a) postoji re¢ wy u kojoj ima-
mo razlic¢ita pojavljivanja slova a i b, a u h(b) re¢ we u kojoj se pojavijuje slovo b.

Prethodne dve posledice slede direktno iz posledice 2.51 i ¢injenice da su svi 0L
i DTOL sistemi ujedno i T0L sistemi.

Dalje ¢éemo pokazati da svi beskonacni jezici iz pojedinih klasa L-jezika imaju
beskona¢ne podskupove koji pripadaju nekim manjim klasama L-jezika.

Teorema 2.54 Svaki beskonacan TOL jezik ima beskonacan DOL podskup.

Dokaz. Neka je G = (W, ]5, wyp) proizvoljan T0L sistem koji generise beskonacan
jezik L(G). Iz teoreme 2.50 sledi da se ovaj sistem moZe napumpati za neko
a,b € W, w,wy,ws € W* i kompoziciju tabela t. Neka je h morfizam na W
takav da je h(a) = wy, h(b) = ws osim ako je a = b, za sva ostala slova ¢ € W
h(c) = w za neko w € t(c). Razmatramo jezik L' DOL sistema G’ = (W, h, w).
Za sve ¢ € W, h(c) je u t(c), pa posto je w u L, imamo L’ C L. Indukcijom se
jednostavno pokazuje da za sve i > 0, h'(w) sadrzi slovo a i bar i kopija slova
b. Stoga je L' beskonacan DOL podskup od L. O

Teorema 2.55 Svaki beskonacan PTOL jezik ima beskonacan PDOL podskup.

Dokaz. Neka je G = (W, ]B,wo) PTOL sistem koji generise beskonacan jezik.
Dokaz se izvodi slicno kao u prethodnoj teoremi, pri ¢emu treba imati na umu
da su sve tabele iz P A-slobodne, pa ¢e i kompozicija t biti takva, a morfizam h
¢e biti A-slobodan. O

Teorema 2.56 Neka je G = (W, h,wg, A) beskonacan EDOL sistem. Tada
postoje k >0 i p > 1 takvi da je jezik DOL sistema (W, hP, h*(wq)) beskonacan
podskup od L(G).

Dokaz. Posto je L(G) beskonacan postoji m > 0 takvo da niz wo, h(wo), h?(wo),
. W (wp) sadrzi vise od 214! reci jezika L(G). Za svako w € L(G) vaii
alph(w) C A. Stoga postoje B C A i, jtakvida 0 < i < j < m i
alph(hi(wo)) = alph(h?(wg)) = B. Tada za svaku re¢ w za koju je alph(w) = B
vazi alph(h’~*(w)) = B. Uzmimo k = i i p = j —i. Tada je za sve n > 0,
alph(h*+7P(wy)) = B. Stoga je za svako n > 0, h**P"(wg) u L(G), pa imamo
da za DOL sistem G’ = (W, h?, h¥(wy)) vazi L(G') C L(G). Pretpostavimo da
L(G") nije beskonac¢an odnosno da se neka re¢ w pojavljuje dva puta u nizu
S(G"). Tada se ta re¢ pojavljuje dva puta i u nizu S(G) odakle sledi da je L(G)
konac¢an, kontradikcija. Dakle, L(G’) je beskonacan podskup od L(G). O

Posledica 2.57 Svaki beskonacan EDOL jezik ima beskonacan DOL podskup.

Posledica 2.58 Svaki beskonacan EPDOL jezik ima beskonacan PDOL pod-
skup.

Dokaz. Neka je G = (W, h,wp, A) beskona¢an EPDOL sistem. Prema prethod-
noj teoremi postoje ¥ > 01 p > 1 takvi da je jezik DOL sistema G’ =
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(W, kP h*(wg)) beskonacan podskup od L(G). Posto je h A-slobodan morfizam
i h? ée biti A-slobodan morfizam. Stoga je L(G’) beskona¢an PDOL podskup
od L(G). O

Teorema 2.59 Svaki beskonacan ETOL jezik ima beskonacan CDOL podskup.

Dokaz. Neka je L proizvoljan beskonacan E7 0L jezik. 1z teoreme 2.41 imamo da
vazi ETOL = CTOL, pa postoje kodiranje e i TOL jezik L’ takvi da je L = e(L').
Posto je L beskona¢an, mora biti beskonacan i L'. Tada prema teoremi 2.54 L’
ima beskonacan DOL podskup L”. S’obzirom na to da je L” beskonacan, a e
kodiranje, e(L") je takode beskonacan. Dalje, iz L” C L’ sledi e(L") C e(L’),
pa konacno imamo da je e(L”) beskonacan CDOL podskup od L. O

Teorema 2.60 Neka je S skup svojstava 0L sistema koji ne sadrzi F. Tada
svaki beskonacan jezik L(S U {F'}) ima beskonacan podskup L(S).

Dokaz. Neka je G proizvoljan 0L sistem sa skupom svojstava S U {F}. Posto
G ima konacan skup aksioma, L(G) ¢e biti konaéna unija L(S) jezika. Tada,
posto je L(G) beskonacan, bar jedan od ovih L(.S) jezika mora biti beskonacan.
Samim tim L(G) ima beskonacan L(S) podskup. O

Teorema 2.61 Neka su C'i D klase jezika takve da svaki beskonacan jezik u C
ima beskonacan podskup koji je u D. Tada je w(C) C w(D).

Dokaz. Neka je a € w(C) uzeto proizvoljno. Tada u C postoji jezik L koji
odreduje re¢ a. Prema teoremi 2.45 L je beskonacan jezik i on prema pret-
postavci ima beskonac¢an podskup L’ u klasi D. Sada na osnovu teoreme 2.46
imamo da I odreduje «, odakle sledi da je a € w(D). Konacéno, w(C) C w(D).
O

Dalje éemo izvrsiti kategorizaciju beskonacnih re¢i odredenih svakom od
klasa 0L sistema, pomoc¢u gornjih rezultata o beskonaénim podskupovima. 96
klasa 0L sistema podeliéemo u tri skupa, nazvana Sety, Sets, Sets i pokazati
da za svako C; € Sety, Cy € Sety, C3 € Sets vazi

w(C1) = w(PDOL), w(Cs) = w(DOL), w(C3) = w(CDOL).

Uzmimo Set, = {PDOL, PDFOL, PFOL, PDTOL, PDT FOL, PTOL, PTFOL,
POL, EPDOL, EPDFOL}.

Teorema 2.62 Za svako C € Sety, svaki beskonacan C jezik ima beskonacan
PDOL podskup.

Dokaz. Uzmimo proizvoljno C' € Set;. Prema teoremi 2.47 o strukturnim inkluz-
ijama imamo da je C' C PTFOL ili C C EPDFOL. Prema teoremi 2.60 svaki
beskonacan PT FOL jezik ima beskonacan PT0L podskup. Prema teoremi 2.55
svaki beskonacan PTO0L jezik ima beskonacan PDOL podskup. Stoga svaki
beskonac¢an PT FOL jezik ima beskonatan PDOL podskup. Prema teoremi 2.60
svaki beskonacan EPDFOL jezik ima beskonacan EPDOL podskup. Prema
posledici 2.58 svaki beskonacan EPDOL jezik ima beskonacan PDOL podskup.
Stoga svaki EPDFOL jezik ima beskonacan PDOL podskup. Sada je jasno da
svaki beskonac¢an C jezik ima beskonacan PD0OL podskup. a

Teorema 2.63 Za svako C € Set; vazi w(C) = w(PDOL).
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Dokaz. Uzmimo C € Set; proizvoljno. Prema teoremi o strukturnim inkluzi-
jama imamo PDOL C C. Stoga w(PDOL) C w(C). Prema prethodnoj teoremi
svaki beskonac¢an C' jezik ima beskonac¢an PDOL podskup. Dalje, prema teo-
remi 2.61 imamo w(C) C w(PDOL). Sada je jasno da vazi w(C) = w(PDOL). O

Uzmimo
Sety = {DOL,DFOL,0L, FOL, DTOL, DTFOL, TOL, TFOL,EDOL, EDFOL}.

Teorema 2.64 Za svako C € Sety, svaki beskonacan C jezik ima beskonacan
DOL podskup.

Dokaz. Uzmimo proizvoljno C € Sets. Prema teoremi 2.47 o strukturnim
inkluzijama imamo da je C' C TFO0L ili C C EDFOL. Prema teoremi 2.60
svaki beskonac¢an T F0L jezik ima beskonacan 70L podskup. Prema teoremi
2.54 svaki beskonacan T0L jezik ima beskonacan DOL podskup. Stoga svaki
beskonacan T FO0L jezik ima beskonacan DOL podskup. Prema teoremi 2.60
svaki beskonacan EDFOL jezik ima beskonacan ED0L podskup. Prema posledici
2.57 svaki beskonacan £D0OL jezik ima beskonacan DOL podskup. Stoga svaki
EDFOL jezik ima beskonatan DOL podskup. Konaéno, svaki beskonacan C'
jezik ima beskonac¢an DOL podskup. (Il

Teorema 2.65 Za svako C € Sety vazi w(C) = w(DOL).

Dokaz. Neka je C' € Sets uzeto proizvoljno. Prema teoremi o strukturnim
inkluzijama DOL C C. Stoga w(DOL) C w(C). Prema prethodnoj teoremi svaki
beskonacan C' jezik ima beskona¢an DOL podskup. Onda prema teoremi 2.61
imamo w(C) C w(DOL). Konacno, imamo da vazi w(C) = w(PDOL). O

Uzmimo

Sety = {CDOL,NDOL,WDOL, HDOL,CPDOL, NPDOL WPDOL, HPDOL,
EDTOL,CDTOLNDTOLWDTOL, HDTOL,EPDTOL,CPDTOL,NPDTOL,
WPDTOL, HPDTOL,EDTFOL,CDT FOLNDT FOL WDT FOL, HDT FOL,
EPDTFOL,CPDTFOLNPDTFOLWPDT FOL, HPDTFOL,ETOL,CTOL,
NTOLWTOL, HTOL, EPTOL,CPTOLNPTOLWPTOL, HPTOL,ETFOL,
EPTFOL,CPTFOLNPTFOLWPTFOL, HPTFOL,COL,NOLWOL, HOL,
EOL,CTFOLNTFOLWTFOL, HTFOL,EPOL,CPOL,NPOL, WPOL, HP-
0L,EFOL,CFOL,NFOLWFOL, HFOL,CDFOL, NDFOL, WDFOL, HDFOL,
EPFOL,CPFOLNPFOLWPFOL HPFOL,CPDFOL, NPDFOL, HPDFOL,
WPDFOL}.

Teorema 2.66 Za svako C € Sets, svaki beskonacan C jezik ima beskonacan
CDOL podskup.

Dokaz. Uzmimo proizvoljno C' € Sets. Na osnovu teoreme o strukturnim inkluz-
ijama imamo C' C ETFOL ili C C HTFOL. Prema teoremi 2.41 imamo
ETFOL = HTFOL = ETOL. Stoga je C C ETOL. Dalje, prema teoremi 2.59
svaki beskonacan ET0L jezik ima beskonacan CDOL podskup. kona¢no, svaki
beskonac¢an C' jezik ima beskonac¢an CDOL podskup. (]

Teorema 2.67 Za svako C € Sets vazi w(C) = w(CDOL).

Dokaz. Neka je C' € Sets uzeto proizvoljno. Prema prethodnoj teoremi svaki
beskonacan C' jezik ima beskonacan CDOL podskup. Onda prema teoremi
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2.61 imamo w(C) C w(CDOL). Prema teoremi o strukturnim inkluzijama
CPDOL C Cili EPOL C Cili EPDTOL C C. Prema teoremi 2.38 vazi
EPOL = COL, pa vazi CPDOL C EPOL. Prema teoremi 2.40 vazi CPDTO0L C
EPDTOL, pa imamo CPDOL C EPDTOL. Stoga CPDOL C C. Dalje, prema
toremi 2.37 imamo CPDF0L = CDFOL, pa vazi CDOL C CPDFOL. Stoga
w(CDOL) C w(CPDFOL). Prema teoremi 2.60 imamo da svaki beskonacan
CPDJFOL jezik ima beskonacan CPDOL podskup. Onda prema teoremi 2.61
imamo w(CPDFOL) C w(CPDOL). Stoga w(CDOL) C w(CPDOL) C w(C).
Konacno, w(CDOL) = w(C). O

Iz gornjih teorema imamo da za proizvoljne Cy,Cy € Set;,i = 1,2,3 vazi
w(C1) = w(Cq), ali treba imati na umu da ovo ne implicira da je klasa C4
prefiksnih jezika jednaka klasi C5 prefiksnih jezika.

Dalje ¢emo pokazati da vazi w(PDOL) C w(DOL) C w(CDOL).

Teorema 2.68 w(PDOL) C w(DOL).

Dokaz. Prema teoremi o strukturnim inkluzijama, w(PD0L) C w(DOL). Da bi
smo pokazali da ovde imamo striktnu inkluziju koristimo beskonaénu re¢ iz [20].
Neka je A ={0,1,2} i f morfizam na A zadat sa

£(0) = 01222, f(1) = 10222, £(2) = A.

Neka je o = f«(0) = 01222102221022201222. ... Tada je « ¢isto morfiéna re¢,
stoga je a u w(DOL). U [20] je pokazano da ne postoji A—slobodan morfizam
g nad A takav da je g¥(0) = a. Ovaj rezultat se generalizuje da bi se pokazalo
da « nije u w(PDOL). Prvo se pokaze da je morfizam g identi¢ko preslikavanje
ako je A—slobodan morfizam nad A i vazi g(a) = «, kao §to sledi.

Neka je 7 Thue-Morse-ova re¢ 7 = 01101001... = u*¥(0), gde je v morfizam
nad {0, 1} takav da je u(0) = 01 i u(1) = 10. Neka je d morfizam nad A takav
da je d(0),d(1) =11 d(2) = X. Kao §to je zapazeno u [20] d(a) = 7. Primetimo
da ni 2222 ni 212 nisu podre¢ od a.

Pretpostavimo da je g A—slobodan morfizam i da vazi g(a) = «. Posto «
pocinje sa 0 imamo ¢(0) = Ox za neko x € A*. Ako je xz # A, onda ¢*(0) = «a Sto
nas dovodi u kontradikciju sa rezultatom iz [20] da ne postoji takav A—slobodan
morfizam g. Stoga je g(0) = 0.

Pretpostavimo da ¢(2) nije u 2*. Neka je s = d(g(2)). Tada s nije prazan.
Posto je 222 podre¢ od « i g(a) = «, ¢(222) je podre¢ od «a. Dalje, posto je
d(a) = 7, 7 sadrzi d(g(222)) = sss, kontradikcija jer je poznato da 7 ne sadrzi
kubove. Stoga je g(2) u 2*. Sada, posto znamo da « sadrzi g(222), kao i da 2222
nije podrec¢ od « i da g je A—slobodan morfizam, zaklju¢ujemo da je g(2) = 2.

Pretpostavimo ¢(1) # 1. Tada, posto « pocinje sa 012, g(1) = 12z za neko
z € A*. Posto je 2221 podre¢ od «, ¢g(2221) = 22212z je podre¢ od «, kon-
tradikcija, jer « ne sadrzi 212 kao podre¢. Dakle, g(1) = 1. Konaé¢no, imamo
9(0) =0,9(1) = 1,¢9(2) = 2, odnosno g je identicko preslikavanje.

Pretpostavimo da je & u w(PDOL). Tada postoji PDOL sistem G = (A, h, wy)
takav da L(G) odreduje «. Tada je h A—slobodan morfizam nad A i h(a) = «a,
pa prema pokazanom, zakljuc¢ujemo da je h identicko preslikavanje. Ali tada je
h(wg) = wo, pa je L(G) konacan, kontradikcija. Dakle, a nije u w(PDOL) i vazi
w(PDOL) C w(DOL). O

Teorema 2.69 w(DOL) C w(CDOL).
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Dokaz. Prema teoremi o strukturnim inkluzijama w(D0L) C w(CDOL). Neka je
a = abba®. Posto je a krajnje periodiéna, « je morfi¢na, stoga je o u w(CDOL).
Pretpostavimo da je o u w(DOL). Tada postoji DOL sistem G = (A, h,wy)
¢iji jezik L(G) odreduje «. Jasno, h(a) ne ukljucéuje b, a ako bi bilo h(a) = A
imali bi da je L(G) konacan, kontradikcija. Pa prema tome, poSto h(a) mora
biti prefiks od «, imamo h(a) = a. Tada je h(b) prefiks od «, stoga h(b) = A
ili h(b) = b. Ali tada je L(G) konacan, kontradikcija. Dakle, a nije u w(DOL).
Kona¢no, w(DOL) C w(CDOL). O

Kao posledicu teoreme 2.60 imamo da dodavanje svojstva F' skupu svojstava
neke klase ne utice na klasu beskonacnih re¢i odredenih tom klasom jezika.
Za sva ostala svojstva (D, P, T,E,C,N', W, H), prema prethodnim teoremama,
postoji bar jedan slucaj gde dodavanje nekog od njih skupu svojstava klase utice
na klasu beskonaénih re¢i odredenu tom klasom jezika. Na primer, za D imamo
w(EDOL) C w(E0L), za svojstvo P imamo w(PDOL) C w(DOL), za £ imamo
w(0L) C w(€0L) itd. Na sledeéoj slici dat je dijagram odnosa svih 96 klasa 0L
jezika sa kojima smo se do sada susreli. Strelice oznacavaju inkluziju. Zelene
klase (romboidi) odreduju tatno w(PDOL), plave klase (pravougaonici) odreduju
tatno w(DOL), a zute klase (elipse) odreduju w(CDOL) klasu beskonacnih reci.

ETOL
=CTOL=NTOL=WTOL=HTOL
—EFTDL:NFTCL—WFTCI.—II’H:L

—?THJL—NF'TFCI.—IWTH!L—HFTFDL

EDTFOL
=COTFOL=NDTFOL
=WDTFOL=HDTFOL
A
Il EFDTFOL
| =WPDTFOL=HPOTFOL
|
| \
|
|
|

—CII__H]__WCL—II]_
=EROL=NFIL=WPOL=HFOL =ﬂ}TDL,=NDT'BL
=EFL=CFIL=NFDL=WFOL=HFOL
=EFFIL=NFFIL=WFFOL=HFFOL

HDOL
=WDDL=WPFDOL=HPDIL
=CDOF0L=MNDFOL="WDFIL

=HDFOL=CFDFOL=HFDE0L
=WPDFOL=HFDFOL /

"“m ,-—’SY_ B
CPOL

Slika 2.5: Dijagram odnosa klasa 0L jezika.
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2.7 L-sistemi i modeliranje razvoja biljaka

Kao §to smo na pocetku ovog poglavlja rekli, L-sistemi su uvedeni radi mode-
liranja rasta i razvoja biljaka. Jedan od osnovnih postulata teorije L-siste-
ma jeste da biljka ima modularnu strukturu, odnosno da se moze smatrati
kona¢nim skupom diskretnih komponenti-modula, koje se pojavljuju iznova i
iznova tokom razvoja biljke, kao §to su npr. vrhovi, listovi, pupoljci, cvetovi, neki
delovi grana itd. Smatra se da je broj vrsta modula kod svake biljke konacan,
bez obzira na njenu velicinu. Kod jednostavnih viSeéelijskih organizama, npr.
algi, vrste modula su sve vrste éelija koje taj organizam ¢ine.

deo grane izmedu [
dva &évora

Slika 2.6: Primer modularne strukture biljke.

Svaka vrsta modula oznacena je nekim slovom, pri ¢emu su razli¢ite vrste
oznacene razlicitim slovima. Kako je broj vrsta konacan, skup W ovih slova
(azbuka) ¢ée takode biti konacan. Cilj modeliranja biljaka na modularnom
nivou jeste da se opiSe razvoj cele biljke, kao integracija razvoja
pojedinaénih modula. Na slici 2.6 dat je primer modularne strukture biljke,
gde su vrste modula: deo grane izmedu dva ¢vora, vrh, list, pupoljak i cvet, pri
¢emu uzimamo u obzir da je u biologiji évor deo stabljike (grane) iz koga raste
nova grana ili list. Jasno, priduzena azbuka W ¢e imati pet slova.

Sa stanovista teorije grafova modularna struktura biljke moze se opisati
pomocu osnog stabla. Moduli su predstavljeni ivicama ovog stabla, pri ¢emu je
ivica oznacene slovom iz azbuke W koje se koristi za oznac¢avanje vrste modula
koju ta ivica predstavlja.

Formalno, osno stablo je poseban tip korenskog stabla. Korensko stablo
je stablo ¢ije su ivice orijentisane i koje ima jedan posebno oznacen ¢vor koji se
naziva koren (za detalje videti [14] i str. 31. u [3]). Medu ivicama koje izlaze
iz ¢vora osnog stabla najviSe jedna ivica ¢e biti oznacena kao prav segment,
sve ostale ée biti boéni segmenti. Put u osnom stablu naziva se osa ako:

(a) prva ivica puta izlazi iz korena stabla ili je bo¢ni segment nekog ¢vora,

(b) svaka sledeca ivica puta je prav segment,
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(¢) iz poslednjeg ¢évora puta ne izlazi prav segment.

Prvi ¢vor ose se naziva osnova, a poslednji vrh.

@ — koren stabla

@ — &vor grananja

O — wised &vor
— — deo grane izmedu dva évora
— — vrh

— _ list
— pupoljak
—» _ cvet

boéni segmenti

pravi segmenti

Slika 2.7: Osno drvo za biljku sa slike 2.6.

Osa sa svim svojim potomcima (ivice do kojih se moze stiéi iz ¢vorova na osi)
se naziva grana. Grana je podstablo osnog stabla. Za osu kazemo da je nultog
reda ako izlazi iz korena osnog drveta. Osa koja izlazi iz ¢vora ose n-tog reda
je reda n + 1. Osa grane ¢iji je red najmanji naziva se glavna osa grane. Red
grane odgovara redu njene glavne ose. Na slici 2.7 dato je osno drvo za biljku
sa slike 2.6, gde smo, radi jednostavnosti slike, umesto slovima vrste modula
oznacili bojama. Takode, naznaceni su pojedini pravi i bo¢ni segmenti, a ose
uokvirene isprekidanom linijom su ose prvog reda.

Jos jedna pretpostavka teorije L-sistema jeste da se svi delovi biljke—moduli
razvijaju istovremeno i da razvoj pocinje od neke pocetne strukture kao sto je
npr. seme ili klica. Imajuc¢i ovo na umu, postaje jasno da se L-sistemi iz defini-
cije 2.14 mogu iskoristiti za ostvarenje cilja modeliranja biljaka na modularnom
nivou. Kako je azbuka W, vrsta modula kona¢na, i imamo pocetnu strukturu
(pocetnu rec), razvoj biljke kroz vreme moze se simulirati pomocéu konacénog
skupa produkcija P, koje opisuju razvoj vrsta modula u diskretnom vremen-
skom intervalu. U najjednostavnijem slucaju, kada razvoj pojedina¢nih vrsta
modula ne zavisi od ostalih vrsta modula, produkcije se sastoje iz jednog mo-
dula, koji nazivamo prethodnik sa jedne strane i konfiguracije od nula, jednog
ili vise modula, koju nazivamo sledbenik, sa druge strane (kontekstno slobo-
dan L-sistem). U jednom koraku izvodenja modul prethodnik biva zamenjen
modulom sledbenikom. Produkcije se primenjuju istovremeno na sve module u
svakom koraku izvodenja. Korak izvodenja odgovara nekom vremenskom inter-
valu (intervalu koji je recimo u stvarnosti potreban da se taj razvoj odigra).
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Niz struktura dobijenih u uzastopnim koracima izvodenja iz neke pocetne struk-
ture naziva se razvojni miz. U terminima teorije grafova, produkcija menja
ivicu osnog drveta, koju nazivamo prethodnik, sa osnim poddrvetom koje nazi-
vamo sledbenik. Sledbenik c¢e biti ,,ugraden” u strukturu na mesto prethodnika
tako §to ¢e ¢vor koji je bio pocetni (krajnji) ¢vor prethodnika sada biti osnova
(vrh) glavne ose sledbenika. Produkcije ¢e istovremeno zameniti sve ivice osnog
drveta. Sledeca slika ilustruje razvoj lista koji ima dva tipa modula, vrhove
(predstavljeni tankom linijom) i delove izmedu dva ¢vora (predstavljeni debe-
lom linijom). Vidimo kako se pomocu jednostavnih produkcija pocev od vrha
dolazi do slozene granajuce strukture.

e ﬁﬁ%
L

Slika 2.8: Primer razvojnog niza lista.

U sklopu teorije L-sistema, osno drvo se opisuje kao niz simbola nad azbukom

W U{[,],+,—} gde su [, |, + i — pomoéni simboli koji se koriste pri opisivanju
granajuc¢ih struktura. Niz oznaka uzastopnih pravih segmenata predstavlja osu.
Niz oznaka unutar zagrada [...] predstavlja granu. Znaci + i — sluze za

oznaCavanje smera grananja, na levu i na desnu stranu ose, respektivno. Na
primer, neka su a i b slova azbuke W i w re¢ nad W. Zapis ...a[+w]b... znaci
da je b prav segment koji se nadovezuje naauosi...ab...idajew bocna grana
koja izlazi sa leve strane ose iz krajnjeg ¢vora ivice a. Na primer, L-sistem sa
slike 2.8 moze se zapisati kao:

gde a oznacava vrh, a b deo grane izmedu dva ¢vora. Nagin crtanja grana se
moze dati i opisno, kao $to je slucaj u slede¢em primeru, bez upotrebe simbola
e

DOL sistemi su najjednostavniji medu L-sistemima i daju jasan uvid u nji-
hove osnovne ideje i tehnike. Prvi L-sistemi upotrebljeni za modeliranje razvoja
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biljaka bili su upravo iz klase DOL i jedan od njih je dat u slede¢em primeru. Up-
itanju je L-sistem za modeliranje razvoja crvene alge Callithamnion roseum
iz prvih radova Aristida Lindenmayera o L-sistemima.

Primer 2.70 Razmatramo DOL sistem G = (W, P,wg) za modeliranje razvoja
crvene alge Callithamnion roseum gde je:

W =V U{[, |}, pri cemu je V ={1,2,3,4,5,6,7,8,9},
P={1—-232—23—24,4—2505—-656—7,7—8_8—9[3,9— 9},

wo = 1.

Zagrade [, ] su pomoéni simboli koji slue za oznacéavanje grana kao Sto je
malocas objasnjeno. Oude se grane crtaju naizmenicno sa obe strane ose, pri
cemu se prva grana crta sa desne strane. Pocev od wg = 1 dobijamo razvojni
niz:

wo = 17

wy, = 23,

wy = 224,

ws = 2225,
wy = 22265,
ws = 222765,
we = 2228765,

wy = 2229[3]8765,

ws = 2229[24]9[3]8765,

we = 2229[225)9[24]9[3]8765,

wyo = 2229[2265]9[225]9[24]9[3]8765,

wyy = 2229[22765]9[2265]9[225]9[24]9[3]8765,

wys = 2229[228765]9[22765]9[2265]9[225]9[24]9[3]8765,

wys = 2229[229[3]8765]9[228765]9[22765]9[2265]9[225)9[24]9[3]8765,

Na slici 2.9 prikzane su redom sledeée faze razvoja ove alge: wg, wy, wy, ... i wis
(koraci u izvodenju).

|

A7

Slika 2.9: Neke od faza razvoja alge Callithamnion Roseum.

Ovay sistem pripada i klasi PDOL jer nema produkcija oblika a — .
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2.8 Fraktali

Pored primene u modeliranju rasta i razvoja biljaka L-sistemi imaju Siroku pri-
menu u generisanju fraktala. Medu prve opisane fraktalne krive spadaju krive
dobijene prvobitnim Koch®-ovim konstrukcijama. Koch-ove konstrukcije
takode spadaju, kao i L-sistemi i formalne gramatike, u sisteme prerade, s’tim
§to za razliku od njih ne preraduju rec¢i ve¢ mnogouglove. Prvobitno se ovaj sis-
tem sastojao od pravilnog mnogougla — inicijatora i generatora. U svakom
koraku konstruisanja sve stranice mnogougla dobijenog u prethodnom koraku
zamenjujemo sa generatorom, pri ¢emu generator moze biti transliran, rotiran,
skaliran da bi se uklopio na originalnu poziciju segmenta koji zamenjuje i ko-
nstruisanje pocinje od inicijatora. Na slici 2.10 dati su inicijator i generator prve
krive konstruisane na ovakav nacin, tzv. Koch-ove pahuljice, kao i konstruk-
cije dobijene u prva tri koraka konstruisanja. Danas postoje brojne modifikovane
Koch-ove konstrukcije. Sve krive konstruisane Koch-ovim konstrukcijama ¢ine
klasu Koch-ovih krivih.

VAN

inicijator generator

/\

Slika 2.10: Konstrukcija Koch-ove pahuljice.

Mnogi fraktali (ili barem njihove konaéne aproksimacije) mogu se posmatrati
kao konaéni nizovi primitivnih elemenata — duzi (linijskih segmenata). Pri tome
duzine duzi i uglovi medu njima igraju sustinsku ulogu. Stoga, re¢i generisane
L-sistemom moraju sadrzati neophodne informacije o geometriji fraktala, da bi
mogle biti primenjene u njihovom generisanju. Za graficku interpretaciju reci
generisanih L-sistemom Szilard i Quinton su predlozili upotrebu programskog
jezika LOG O-style kornjaca, koji funkcioniSe na sledeé¢i nacin.

Stanje kornjace je definisano uredenom trojkom (z, y, «), gde Dekartove
koordinate (x, y) predstavljaju poziciju kornjace, a ugao a pravac kretanja
kornjace. Ako se zada duZina koraka d i prirastaj ugla 6 kornjaca ¢e odreago-
vati na komande predstavljene slede¢im simbolimas:

5Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924), §vedski matematicar.
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Pomeri se napred za korak duzine d. Stanje kornjace se menja u
F (¢, vy, a),gdejexr’ =z +dcosaiy =y+dsina. Nacrtaj duz
koja povezuje tacke (z, y) i (z/, 3/').

¢ Pomeri se napred za korak duzine d bez crtanja duzi koja povezuje
tacke (z, y) i (2', ¢).

Skreni desno pod uglom §. Sledece stanje kornjace je (x, y, a+9).
4+  Ovde podrazumevamo da je pozitivna orjentacija uglova u smeru
kazaljke na satu.

—  Skreni levo pod uglom §. Novo stanje kornjace je (z, y, a —9).

Sve ostale simbole kornjaca ignoriSe, odnosno kornjac¢a ne menja svoje stanje
kada naide na nepoznat simbol.

a) b)

start — —

FFF +FF+F+F-F -FF +F + FFF

Slika 2.11: (a) Kornjac¢ina interpretacija simbola F, 4+, —. (b) Primer interpre-
tacije reci kada je prirastaj ugla § = 90°. Kornjaca je na pocetku okrenuta na
gore.

Neka je w re¢ nad azbukom W = {F, f, 4+, —}, (zo, o, @) pocetno
stanje kornjace, i d i ¢ fiksni parametri. Slika (skup duzi) koju nacrta kornjaca
interpretirajuéi re¢ w naziva se kornjacéina interpretacija reci w.

Ovako uvedene rigorozne metode za interpretaciju re¢i kao slika, mozemo
primeniti u interpetaciji re¢i generisanih L-sistemima nad azbukom W. Na slici
2.8 su predstavljene prve cetiri aproksimacije kvadranog ostrva Kocha koje
je prvobitno dobijeno pomo¢u Koch-ove konstrukcije ¢iji su inicijator i generator
dati na sledecoj slici.

=l

inicijator generator
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Slika 2.12: generisanje kvadratnog ostrva Koch-a.

Ove figure se pored Koch-ove konstrukcije mogu dobiti i kornjac¢inom inte-
rpretacijom reéi generisanih L-sistemom nad azbukom W = {F, f, +, —}, koji
je zadat pocetnom re¢ju wg = F + F + F + F' i produkcijom:

F—-F+F-F—-FF+F+F-F.

Slike odgovaraju re¢ima dobijenim u prva Cetiri koraka izvodenja redom. Prira-
Staj ugla je § = 90°. Duzina koraka d je u svakoj slede¢oj aproksimaciji ¢etiri
puta manja nego u prethodnoj. Zbog toga je rastojanje izmedu krajnjih tacaka
dela mnogougla predstavljenog sledbenikom produkcije jednako duzini duzi pre-
dstavljene prethodnikom produkcije. Ovaj primer ukazuje na usku povezanost
izmedu Koch-ove konstrukcije (sa jednim generatorom) i L-sistema. Nije tesko
uociti da inicijator odgovara pocetnoj re¢i L-sistema, dok je generator predsta-
vljen sledbenikom jedine produkcije (desna strana produkcije); leva strana je
jednaka F. Stoga se L-sistemi mogu se posmatrati kao kodiranja Koch-ovih ko-
nstrukcija. Na sledecoj slici je dat jo§ jedan primer Koch-ove krive i L-sistema
koji je generiSe.
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< &, n=4, § =90°
. R wo = +F
F—-F-F+F+F—-F

ot
HE

Slika 2.13: Kvadratna modifikacija Koch-ove pahuljice.

Mala komplikacija nastaje ako fraktal nije povezan. Takav fraktal i L-sistem
koji ga generiSe dati su na slici 2.14. Druga produkcija ovog L-sistema (sa
prethodnikom f) u ovom slucaju sluzi da drzi komponente fraktala na odgo-
varajuéem odstojanju.

i O |

o o
DD: |:||:|I:I
O b o & B o

[ = | | = = | I:ID
i =
O
0 0 g|Pg)"
o 0 ISR
0|"3|" o .
01240 g 0 n=2 6=90°
0 F+F—f+FF-F-FF-Ff-FF+

+f-FF+F+FF+Ff+FFF
F=Trrrrs

Slika 2.14: Kombinacija ostrva i jezera.

L-sistemima se mogu generisati mnoge Koch-ve krive, jer se oni lako mo-
difikuju. Na primer, mozemo krenuti od jednog L-sistema i ispitivati Sta se
desava kada ubacimo, izbacimo, zamenimo neke simbole u sledbeniku produk-
cije. Neki fraktali dobijeni na ovaj nac¢in i L-sistemi koji ih generisu dati su na
slici 2.15. Ovde svi L-sistemi imaju istu pocéetnu re¢ wg = F + F + F 4+ F i
isti prirastaj ugla § = 90°. Veé smo rekli, u opisu Koch-ove konstrukcije, da
generator moze biti transliran, rotiran, skaliran da bi se uklopio na originalnu
poziciju segmenta koji zamenjuje. Ako bi se omogudila i refleksija, jos neke krive
bi mogle biti konstruisane. To je slucaj, recimo kod zmajeve krive, ¢ijih je
prvih trinaest koraka Koch-ove konstrukcije dato na slici 2.16.
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Slika 2.15: Niz Koch-ovih krivih dobijenih sukcesivnom modifikacijom sledbe-
nika u produkeciji.
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formacian de |z

o

Slika 2.16: Zmajeva kriva. Crvenom linijom su u svakom koraku oznaceni
zamenjeni (izbrisani) segmenti iz prethodnog koraka.

Ovih trinaest figura dobili bi smo kornja¢inom interpretacijom L-sistema ¢ija
je pocetna re¢ wy = Fj i produkcije

F‘l_>F‘l+Fr+ { Fr_>_F’l_Fr7

ako bi kornjaca dva razlicita simbola, Fj ¢ F}., interpretirala kao komandu ,,vrati
se nazad za korak duzine d”. Ipak, ovo nije u skladu sa originalnom definici-
jom kornjacine interpretacije. Sre¢om upotreba mnogih simbola sa istom inter-
pretacijom moze se izbeéi transformacijom L-sistema. Pretpostavi¢emo, privre-
meno, da prethodnik produkcije moze sadrzati vise od jednog slova (da podreé
moze biti zamenjena primenom samo jedne produkcije). L-sistem koji generige
zmajevu krivu moze se tada zapisati i ovako

wog =Fl, Fl - Fl+rF+, rF — —Fl —rF,

gde kornjaca ne interpretira simbole r (engl. ,,right”) i [ (engl. ,left”). Pro-
dukcija Fl — Fl 4 rF+ zamenjuje slovo [ sa | + rF+ dok F ostaje F. Sli¢no
produkcija rF — —Fl — rF slovo F ostavlja nepromenjenim, a umesto slova r
ubacuje —FI[—r. Sada obe produkcije imaju prethodnike koji se sastoje iz jednog
slova i nepotrebna upotreba vise simbola sa istom grafickom interpretacijom je
izbegnuta.
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Na slici su dati primeri jos nekih fraktalnih krivih konstruisani od ,,levih”
i ,,desnih” elemenata. Njihovi L-sistemi imaju sli¢nu strukturu kao ovaj kod
zmajeve Kkrive.

n=6, §=90° n=4, § =90°

wo = X wo=F+XF+F+XF

X = YF+XFX+FY— X +XF-F+F—-XF+F+
Y - +XF-YFY - FX+ +XF_-F+F_-X

Slika 2.17: ,,Klasi¢ne” krive koje popunjavaju prostor i odgovarajuéi L- sistemi:
Hilbertova kriva (levo), kvadratna kriva Sierpinskog (desno).
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n=4, §=60°
n="16=60° wo = XF

wo =YF X5 X+YF++YF-FX —
X—>YF+XF+Y _FXFX —-YF+

Y- XF-YF-X Y - —FX+YFYF++4YF +
FX—-FX-Y

Slika 2.18: Kriva Sierpinskog (levo) i §estougaona kriva Gospera (desno).
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Prirastaj ugla § moze uzeti i druge vrednosti pored 90°. U tim slu¢ajevima se
takode mogu dobiti interesantne slike. Na prethodnoj slici su date dve fraktalne
krive dobijene za d = 60° i odgovarajuéi L-sistemi.

Osnovna kornjacina interpretacija re¢i sa kojom smo se u ovom odeljku up-
oznali moze se proSiriti u mnogim pravcima. Ubacivanje dodatnih simbola u
azbuku W = {F, f,+, —} omoguéava primenu u modeliranju biljka, trodimen-
zionalnu interpretaciju reci itd. Za vise detalja o tome videti [3].
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Glava 3

Odnos c¢elijskih automata i
L-sistema

Nakon $to smo se, u prethodna dva poglavlja, upoznali sa osnovnim idejama
teorije Celijskih automata i teorije L-sistema lako uocavamo sledeée sliénosti
1zmedu ova dva sistema:

e Oba imaju pocetnu informaciju koja se moze smatrati njihovim pocetnim
stanjem:

— kod L-sistema pocetna rec,

— kod C'A pocetna konfiguracija.
e Oba imaju komponente koje odreduju kako ce se sistem menjati:

— kod L-sistema skup produkcija,

— kod C'A lokalno pravilo azuriranja.

e Oba generisu svoje sledeée stanje primenom transformacije na sve kompo-
nente istovremeno:

— L-sistem istovremeno menja sva slova u re¢i u skladu sa produkci-
jama,

— (A istovremeno menja stanja svih svojih ¢éelija u skladu sa lokalnim
pravilom azuriranja.

Ove sli¢nosti navode na sledeée pitanje:

Da li je mogucée za dati CA konstruisati njemu ekvivalentan L-sistem
i obratno, ako smatramo da su CA i L-sistem ekvivalentni ako generi-
Su iste reci u istom redosledu?

Uprkos brojnim pokusajima, nauka jos uvek nije dala odgovor na ovo pitanje.
Dokazano je samo za neke specijalne slucajeve da je odgovor potvrdan i da
postoji strukturna veza izmedu L-sistema i C'A. U ovom poglavlju ¢emo dati
uvid u neke od najkonkretnijih rezultata vezanih za ovo pitanje, koje nauénici
smatraju dobrom osnovom za dalja istrazivanja. Upitanju su pre svega rezultati
M. Alfonseca, A. L. A. Dalhouma i A. Ortega iz perioda 2000-2004. godine o
konstruisanju n-ekvivalentnog C'A datom L-sistemu.
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3.1 Jednodimenzionalan C' A n-ekvivalentan PD0L
sistemu

3.1.1 Neformalan opis

U ovom delu ¢emo se baviti kreiranjem C'A ekvivalentnog datom PDOL sistemu.
Kazemo da je CA n-ekvivalentan L-sistemu ako je moguce naci prvih n reci
jezika generisanog tim L-sistemom u kona¢nom broju uzastopnih konfiguracija
éelijskog automata, tako da redosled generisanja re¢i bude o¢uvan. Odnosno,
mora postojati nac¢in da se uspostavi veza izmedu

e Pocetne reci L-sistema i pocetne konfiguracije C' A.

e Svake sledece reci u jeziku L-sistema i njoj odgovarajuée konfiguracije C' A,
pod uslovom da se redosled generisanja reci o¢uva, tj. da se konfiguracija
koja odgovara prvoj generisanoj re¢i mora dobiti pre konfiguracije koja
odgovara drugoj generisanoj reci i tako dalje.
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Slika 3.1: Mehanizam povezivanja ).

Na slici 3.1 prikazan je nac¢in povezivanja re¢i generisanih L-sistemom sa konfi-
guracijama generisanim jednodimenzionalnim C'A pomoc¢u mehanizma 1. Radi
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jednostavnosti, nac¢in na koji C'A simulira PDOL sistem objasnjen je na slede¢em
primeru.
Dat je PDOL sistem G Cija je pocetna re¢ wy = a i produkcije:

a — bb, b — ab.

Radi konstrukcije n-ekvivalentnog jednodimenzionalnog CA donete su
sledece odluke:

U celijskom prostoru Z C' A ¢ée postojati Celije koje sadrze slova reéi gene-
risanih L-sistemom.

Stanje svake cCelije C'A ¢e sadrzati dve informacije, prva je taéno jedan
simbol koji ¢elija u datoj konfiguraciji sadrzi, a druga je reé premestanja
koja omogucava ubacivanje novih slova na datu poziciju i pomeranje starih
u desno na njihovu krajnu poziciju onda kada je to potrebno, jer je, kao sto
smo ranije vec¢ rekli, niz duzina reci svakog PDOL jezika neopadajuc¢i. Prva
informacija (simbol) se uvek nalazi iznad druge, tj. iznad re¢i premestanja
u grafickom prikazu Celija (prostorno-vremenski dijagram).

Reci premestanja zapravo obezbeduju sprovodenje mehanizma za izvodenje
reCi jezika datog PDOL sistema, odnosno omogucavaju da C' A simulira
proces izvodenja re¢i koji se kod L-sistema ostvaruje pomoc¢u produkcija.
Reci premestanja su u ovom primeru reci nad azbukom {a,b, <,>}. Sim-
boli < i > su respektivno levi i desni marker.

Pocetak i kraj reci koja se izvodi moraju biti markirani. Stanja svih celija
sa leve strane ¢elije koja sadrzi prvo slovo reci su ista, i kao prvu i kao
drugu informaciju imaju samo levi marker. Analogno, stanja svih Celija
sa desne strane ¢elije koja sadrzi poslednje slovo reci su ista, i kao prvu i
kao drugu informaciju imaju samo desni marker.

Celije koje ne sadrze ni levi ni desni marker sadrze simbol <. Ovaj simbol
se naziva prazna re¢ premestanja. Ako konfiguracija sadrzi koncan
skup susednih éelija koje kao prvu informaciju sadrze slovo, a kao drugu
praznu re¢ premestanja onda ona sadrzi re¢ izvedenu L-sistemom.

Slika 3.2: Pocetna konfiguracija C'A.

Na slici 3.4 je data pocetna konfiguracija ovog C' A. Ova konfiguracija predstavlja
pocetnu re¢ datog PDOL sistema.

Ponasanje C'A sumirano je prostorno-vremenskim dijagramom na slici 3.3,
koji prikazuje prvih dvanaest konfiguracija orbite pocetne konfiguracije sa pre-
thodne slike koji simuliraju prva dva koraka izvodenja PDOL sistema.

59



HH
o—n
o—n

v &

o
S
‘IIIIIIIIIIII”

NN
o}

go‘
S 8

—_
&

oo
&
&

>
>
>
>
>
>
=
>
>
>
>
>
>
>
=
>
>
>
>
-
=
>
>
=

Slika 3.3: Celijski automat — PDOL sistem poredenje: Prvih dvanaest ko-

nfiguracija orbite pocetne konfiguracije CA (levo) simulira prva dva koraka
izvodenja PDOL sistema (desno).

Ponasanje ovog CA moZzZe se sumirati i na sledeéi nacéin:

e Prva faza, desni marker se ,,Siri” na levo dok ne dostigne levi marker. Kada
je ovaj uslov ispunjen, automat je spreman za proces izvodenja sledece reci
jezika PDOL sistema, odnosno za primenu produkcija.

e Druga faza, produkcije se primenjuju u suprotnom smeru, s leva na desno.
Istovremeno, slova reci jezika PDOL sistema koju C' A izvodi bi¢e van svog

mesta, dok ih C'A svojim mehanizmom u nekoliko narednih konfiguracija
ne smesti na njihovu krajnju poziciju.

e Treéa faza, C'A je svako slovo smestio na krajnju poziciju, tj. naredna
reC jezika PDOL sistema je izvedena i automat je spreman za izvodenje
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sledecde reci.

Sledece stanje svake od Celija zavisi samo od njenog stanja i stanja njenog prvog
levog i prvog desnog suseda. Pretpostavljamo da vreme tece ,,na dole”.
Sledecée situacije opisuju razli¢ite faze automata:

e Sirenje desnog markera je predstavljeno u svakoj celiji koja kao prvu infor-
maciju ima slovo, a druga informacija, odnosno re¢ premestanja je desni
marker <.

e Produkcije su primenjene na celije ¢ija je prva informacija slovo, a rec
premestanja pocinje levim markerom > . Sa (1) i (2) su oZnacene ¢elije u
kojima su, respektivno, primenjene produkcije a — bb i b — ab.

Nakon primene produkcije, nova slova moraju dostié¢i svoju kona¢nu pozi-
ciju. Celije ¢ija je prva informacija desni marker <, a re¢ premestanja
pocinje sa levim markerom > prikazuje ovu situaciju, kao i ¢elija oznacena
sa (3) u kojoj imamo istovremenu primenu produkcije b — ab i pomeranje
nekih simbola ka njihovoj kona¢noj poziciji. Nije tesko primetiti da imamo
,Sirenje” levog markera > kada su simboli van svoje pozicije. Kona¢na
pozicija prvog slova koje se u re¢i premestanja nalazi nakon desnog mark-
era bi¢e upravo Celija koja tu re¢ sadrzi. Stoga Ce sledece stanje te celije
predstavljati slovo koje je naslo svoju kona¢nu poziciju, odnosno stanje ¢e
kao prvu informaciju imati upravo to slovo, a kao drugu simbol <>.

e Kada smesti sva slova na svoju poziciju re¢ je izvedena i automat je spre-
man za izvodenje sledece rec¢i, odnosno za ponavljanje ¢itavog ovog procesa
ispocetka.

Ovaj metod je generalizovan i formalizovan u slede¢em odeljku.

3.1.2 Formalan opis

Teorema 3.1 (Alfonseca®, Dalhoum? € Ortega®) Za svaki PDOL sistem G =
(W, P,wg) i svako n € N postoji jednodimenzionalan C A koji je n-ekvivalentan

sa G.

Dokaz. Dokaz je konstruktivne prirode. Neka je G prizvoljan PDOL sistem i
n proizvoljan prirodan broj. U sledeé¢im paragrafima bice konstruisan jednodi-
menzionalni C'A koji je n-ekvivalentan sa G.

Da bi dokaz bio jasniji, koristimo slede¢u notaciju:

e W,,, = {>} — azbuka levog markera.
e W,,, = {<} — azbuka desnog markera.

o IV,

€m

=WUW,,, UW,,, — azbuka W sistema G proSirena markerima.

o W, =WUW,,, UW,,, U{{} — azbuka W, prosirena simbolom prazne
re¢i premestanja .

1Manuel Alfonseca, $panski informaticar i pisac, roden 1946. godine.
2Abdel Latif Abu Dalhoum, Jordanski informaticar roden 1971. godine.
3 Alfonso Ortega De La Puente, panski informaticar.
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o Wey = Ule Wg — skup svih rec¢i duzine ne veée od k nad azbukom W..
o Wi = Ule Wi — skup svih reéi duzine ne veée od k nad azbukom W.

Celijski prostor automata koji konstruiSemo mora biti Z, a za vektor susedstva
uzimamo N = (—1,0,1). Kao §to je sugerisano u neformalnom opisu, mora se
omoguciti da svaka éelija sadrzi sledece informacije:

e Jedan simbol iz azbuke W, .

e Jednu re¢ nad azbukom W, koju treba izmestiti u procesu izvodenja(re¢
premestanja).

Prema tome, svaka moguéa stanja éelija C'A biée uredeni parovi definisani na
slededi nacin:
SCWe, xW_, 1,
gde
e je k <maxg,ew{|p(a)|}-|h™(wo)]|, pri Cemu je za sve a € W p(a) sledbenik

e Uredeni parovi (>,>) i (<, <) se koriste za popunjavanje dela éelijskog
prostora Z koji ostaje neiskoriScen u procesu izvodenja reci jezika PD0OL
sistema pomoéu C'A.

e Uredeni parovi (a,<), a € W se koriste za ,,Sirenje” desnog markera.

e Uredeni parovi (a, <), a € W se koriste kada slovo a dostigne konaénu
(krajnju) poziciju.

e Uredeni parovi (b,> «), b € W U {<} A a € W}, se koriste za primenu
produkcija i izmestanje podreci, odnosno za dovodenje slova na njihovu
kona¢nu poziciju nakon primene produkcija.

Pocetna konfiguracija ¢y ovog C A mora predstavljati wy = ajas...a, , a; € W,
tj. poCetnu re¢ sistema G, stoga nju definiSemo na sledeé¢i nacin:

(aj, &) akoi=j
co(i) =4 (>,>) akoi<O0, (3.1)
(<, <) akoi > |wol,
pri cemu uzimamo da je wo = aoai . .. Ajyy|—1 1 a; € W, za sve 1 <4 < |wg| — 1.

Lokalno pravilo azuriranja f definisano je tabelom 3.1, po slu¢ajevima.
Ponasanje CA moZze biti podeljeno u sledeée faze:

1. Sirenje desnog markera

° Celije u pocetnoj konfiguraciji uzimaju samo tri vrste stanja:
(>,>), (<, <) i stanja oblika (a, ), gde je a € W.

e Slucajevi 1-4 iz tablice funkcije f odrzavaju stanje (>, >), dok slucajevi 5
i 6 odrzavaju stanje (<, <). Slucajevi 7 i 8 odrzavaju stanja oblika (a, {).
Primena slucaja 9 i 10 funkcije f na stanja oblika (a, ) inicira ,,Sirenje”
desnog markera. Sledeée korake u njegovom Sirenju obavljaju slucajevi 11
i 12. Slucajevi 13-16 beleze da je desni marker veé prosao ovu poziciju.
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L [ f(C>>), (> >, (> >)N=0>,>)

2. f(>,>),(>,>),(a, Q) = (>,>) Va e W

3. F(>,>),(>,>),(a,<) = (>, >) Ya € W

4. F((>,>),(>,>), (a,> a)) = (>,>) VYa € W, Va € WT takve da |a| < k

5. (<), (< <) (<) =<

6. f((a, ), (<, <), (<, <) = (<) Va e W

7. f((>)>)7(a)0)7(b7<>)) = (a7<>) Va,b e W

8. F((b,9),(a,9),(c,0)) = (a, <) Va,b,c € W

9. F((>,>),(a,9), (<, <) =(a,<) Va € W

10. | f((3,9).(a, %), (<, <) = (a, <) Va,b e W

11. | f((>,>),(a,9), (b, X)) = (a,<) Va,b € W

12. f((b, ), (a, ), (c, <)) = (a, <) Va,b,c € W

13. | f((,9),(a,<), (<, <) =(a,<) Va,b e W

14. | £((5,9),(a, <), (e, <)) = (a, <) Va,b,ce W

15. | £((b,<),(a, <), (e, <)) = (a0, <) Va,b,c € W

16. | £((b,<),(a,<),(<,<)) =(a,<) Va,b € W

17. | f((>,>),(a, <), (b, <)) = (a, > p(a)) Va,be W

18. [ f((>,>),(a, <), (<, <)) = (a,> p(a)) Va e W

19. | f((>,>), (a,> ba), (¢, <)) = (b,) Va,b,c € W, Va € WT takve da |a| < k
20. | £((>,>), (a,> ba), (<, <)) = (b, ) Va,b e W, Vo € WT takve da |a| < k
21. | £((d, <), (a, > ba), (¢, <)) = (b,<) Ya,b,c,d € W, Voo € WT takve da |a| < k
22. | f((e,>),(a,> ba), (<, <)) = (b,<) Va,b,c € W, Va € WT takve da |a| < k
23. f((a ), (a, > ba), (<, <)) = (b, ) Va,b e W, Va € WT takve da |a| < k
24. | f((b, > ca), (a, <), (¢, <)) = (a, > ap(a)) | Va,b,c € W, Va € WT takve da |a] < k
25. | f((a,> ba), (<, <), (<, <) = (<, > a) Va,b e W, Va € WT takve da |a| < k
26. | f(<,>ba),(<,<),(<,9) =(<,>a) Va,b e W, Va € WT takve da |a| < k
27. | £((b,9), (a, ), (<, > a)) = (a, <) Va,b € W, Va € WT takve da |a] < k
28. | f((>,>), (a,d), (<, > a)) = (a, ) VYa € W, Vo € WT takve da |a| < k

29. | f((>,>),(a,$), (b,> a)) = (a, ) Va,b e W, Va € WT takve da |a| < k
30. | f((b, <), (a,), (c,> a)) = (a, ) Va,b,c € W, Va € WT takve da |a| < k

Tabela 3.1: Lokalno pravilo azuriranja f CA n-ekvivalentnog datom PDOL
sistemu.

2. Produkcije su primenjene i ubacene podreci traze svoju krajnju
poziciju

e Kada se oba markera sretnu na pocetku reci, Sirenje desnog markera je
zavrseno. Kada se ovaj uslov ispuni, postoji produkcija koja se moze pri-
meniti. Primenu produkcija zapocinju slucajevi 17 i 18 pravila azuriranja
f. Produkcija se primenjuje na slovo koje predstavlja prvu informaciju
koju ta ¢elija sadrzi. Dakle primena produkcija pocinje tamo gde se Sirenje
desnog markera zavrsava, i nastavlja duz reci sa leva na desno.

e Kad god je produkcija primenjena, ceo njen sledbenik se smesta u drugu
informaciju ¢éelije (slucajevi 17-18) koja ¢ée u sledecoj konfiguraciji orbite
kao prvu informaciju sadrzati prvo slovo sledbenika (ovo omoguéavaju
slucéajevi 19-23). Preostala podre¢ se mora pomerati na desno dok svako
slovo ne dostigne svoju kona¢nu poziciju (poziciju koju ima u reéi koju
izvodimo). To nam omoguéava primena slucajeva 24-26. Ponekad, ove
podre¢i mogu biti pomerane u isto vreme kad se produkcija primenjuje
na sledecu celiju. U toj situaciji se koristi 24. slu¢aj pravila azuriranja f.
Slucajevi 25 i 26 se koriste kada je samo pomeranje moguce. Kad god slovo
dostigne svoju kona¢nu poziciju ono biva sa¢uvano na toj poziciji pomocéu
slucajeva 27-30 kao i slucajeva 7 i 8 do sledeceg koraka izvodenja.

3. Konfiguracija pridruzena sledeéoj reci je generisana
e Nakon nekoliko koraka, C'A generise konfiguraciju pridruzenu sledeéoj reci

izvedenoj u PDOL sistemu. Kao §to je ranije objasnjeno ova konfiguracija
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sadrzi koncan skup susednih éelija koje kao prvu informaciju imaju ta¢no
jedno slovo, druga informacija im je prazna re¢ premestanja, a sve celije
sa leve (desne) strane ovog skupa sadrze samo leve (desne) markere.

O

Primer 3.2 Metod opisan u prethodnom dokazu primenicemo na PDOL sistem
G dat u neformalnom opisu. Njegova pocetna reé je wy = a i produkcije:

a — bb, b — ab.
CA n-ekvivalentan PDOL sistemu definisan je sa:
A=(Z,S N, f),
gde je
S =A{(>,>),(<,<),(a,9), (b, 0), (a, <), (b, <), (<, > @), (a,> @), (b,> )},

a € Wi,k <2|h"™(a)|, N = (—1,0,1) a pravilo azuriranja dato tabelom 3.1, ako
za pocetnu konfiguraciju uzmemo

(a, ) akoi=0,
co(i) =< (>,>) akoi<O,
(<,<) akoi>1.

Ovaj CA ée simulirati prvih n koraka izvodenja polaznog PDOL sistema G za
svako n € N.

3.2 Jednodimenzionalan CA n-ekvivalentan D0L
sistemu

3.2.1 Neformalan opis

S obzirom na to da je svaki PDOL sistem istovremeno i DOL sistem, C'A n-
ekvivalentan datom DOL sistemu posedovace sve osobine koje poseduje C'A
opisan u prethodnom odeljku, ali pored njih mora imati i slede¢u osobinu:

e Mora posedovati mehanizam koji ¢e omoguditi brisanje slova na koja se
primenjuje produkcija oblika a — A (ako takva postoje) i pomeranje u
levo za jedno mesto svih slova u re¢i koja se nalaze sa desne strane tog
slova (onda kada je to potrebno), jer za razliku od PDOL sistema skup
produkcija DOL sistema moze sadrzati i produkcije oblika a — .

Nacin na koji C'A simulira DOL sistem objasni¢emo pomoc¢u primera. Dat je
DOL sistem c¢ija je potetna re¢ wg = acceb i produkcije

a— be,b— ac,c — .

Radi konstrukcije n-ekvivalentnog jednodimenzionalnog CA donete
su sledece odluke:

e U celijskom prostoru Z C' A ée postojati ¢elije koje sadrze slova reci gene-
risanih L-sistemom.
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e Stanje svake ¢elije C A Ce sadrzati dve informacije, prva je taéno jedan
simbol koji ¢elija u datoj konfiguraciji sadrzi, a druga je reé¢ premestanja
koja omogucéava:

— ubacivanje novih slova na datu poziciju i pomeranje starih u desno
na njihovu krajnu poziciju onda kada je to potrebno, jer se duzina
re¢i moze povecati kod DOL sistema.

— brisanje slova na koje se primenjuje produkcija oblika a — A (u ovom
primeru je to slovo ¢) i pomeranje simbola koji se nalaze sa desne
strane tog slova u levo ako je to potrebno, jer ¢e se duzina rec¢i smanjiti
ako je broj obrisanih simbola veéi od broja ubacenih simbola usled
primene produkcija ¢iji sledbenik nije A\. Prva informacija (simbol) se
uvek nalazi iznad druge (re¢ premestanja) u grafickom prikazu éelija.

e Reci premestanja zapravo obezbeduju sprovodenje mehanizma za izvodenje
prvih n reci jezika datog DOL sistema, odnosno omogucavaju da CA
simulira proces izvodenja reci koji se kod L-sistema ostvaruje pomocu pro-
dukcija. Reci premestanja su re¢i nad azbukom {a,b, <, >+, <., <}
Simboli < i > su respektivno levi i desni marker kao kod PDOL sis-
tema, dok se simboli {«+—, <., <_, } koriste pri brisanju slova usled primene
produkcije ¢iji je sledbenik A i pomeranje svih simbola sa njegove desne
strane u levo onda kada je to potrebno.

e Pocetak i kraj reci koja se izvodi moraju biti markirani. Stanja svih ¢celija
sa leve strane ¢elije koja sadrzi prvo slovo reéi su ista, i kao prvu i kao
drugu informaciju imaju samo levi marker (>, >). Analogno, stanja svih
¢elija sa desne strane celije koja sadrzi poslednje slovo reéi su ista, i kao
prvu i kao drugu informaciju imaju samo desni marker (<, <).

e Celije koje ne sadrze ni levi ni desni marker, kao ni simbole {+, <., <_},
sadrze kao drugu informaciju simbol <. Ovaj simbol se naziva prazna
re¢ premestanja. Ako konfiguracija sadrzi konc¢an skup susednih celija
koje kao prvu informaciju imaju tacno jedno slovo, kao drugu praznu rec¢
premestanja <, a sve Celije sa leve (desne) strane ovog skupa sadrze samo
(>,>) ((<,<)) onda ona sadrzi re¢ izvedenu L-sistemom.

Slika 3.4: Pocetna konfiguracija ¢y C' A.

Na slici 3.4 je data pocetna konfiguracija C'A n-ekvivalentnog datom DOL sis-
temu. Ova konfiguracija predstavlja poc¢etnu re¢ datog DOL sistema.

Ponasanje C'A sumirano je prostorno-vremenskim dijagramom na slici 3.5,
koji prikazuje prvih 21 konfiguracija orbite pocetne konfiguracije sa prethodne
slike koji simuliraju prvi korak izvodenja DOL sistema.
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Slika 3.5: Prvih 21 konfiguracija orbite pocetne konfiguracije ¢o C'A simulira
prvi korak izvodenja DOL sistema.

Pona3anje ovog CA moZe se sumirati i na sledeéi nacin:

e Prva faza, desni marker se ,,8iri” na levo dok ne dostigne levi marker. Kada
je ovaj uslov ispunjen, automat je spreman za proces izvodenja sledece reci
jezika DOL sistema, odnosno za primenu produkcija (na slici 3.5 konfigu-
racije 1 — 6).

e Druga faza, produkcije se primenjuju u suprotnom smeru, s leva na desno.
Istovremeno, slova reci jezika DOL sistema koju C'A izvodi biée van svog
mesta, dok ih C'A svojim mehanizmom u nekoliko narednih konfiguracija
ne smesti na njihovu krajnju poziciju (na slici 3.5 konfiguracije 7 — 20).

e Treca faza, C'A je svojim mehanizmom smestio sva slova na krajnju pozi-
ciju, tj. naredna rec¢ jezika DOL sistema je izvedena i automat je spreman
za izvodenje sledece reci (na slici 3.5 konfiguracija 21).

Sledece stanje svake od Celija zavisi samo od njenog stanja i stanja njenog prvog
levog i prvog desnog suseda. Pretpostavljamo da vreme tece ,,na dole”.

67



Sledeée situacije opisuju prethodno navedene faze automata:

e U prvoj fazi, desni marker koji je druga informacija Celije se §iri na levo
kada levi sused te Celije kao prvu informaciju ima slovo, a kao drugu praznu
reC premestanja.

e U drugoj fazi, produkcije se primenjuju jedna po jedna i primena svake
produkcije je pracena smestanjem slova na krajnju poziciju:

— Nakon primene produkcija novi simboli moraju biti smeSteni na nji-
hovu krajnju poziciju. To je oznaceno sa > na pocetku reci premesta-
nja.

Produkcije ¢iji je sledbenik neprazna re¢ su primenjene u éelijama
koje kao prvu informaciju imaju slovo, a re¢ premestanja im pocinje
sa >. U ¢eliji oznacenoj sa (a) primenjena je produkcija a — be, a u
éeliji oznacenoj sa (b) produkcija b — ac.

Prvo slovo iza simbola > u rec¢i premestanja postaje prva informacija
te celije u narednoj konfiguraciji, jer je naslo svoju kona¢nu poziciju.
Levi marker > i preostali deo re¢i premestanja su pomereni jedno
mesto u desno (isto kao kod PDOL sistema).

— Ako je sledbenik primenjene produkcije A, moguée je da podre¢ na
koju jo$ nisu primenjene produkcije (éelije izmedu trenutne pozicije
i desnog markera) mora biti pomerena za jedno mesto u levo. U
ovom slucaju céelija na koju je primenjena ovakva produkcija Salje
signal < na desno (éelije oznacene se ). Ovaj signal se ,,8iri” na
desno dok god ne dostigne éeliju ¢ije je stanje (<, <). Celija Salje
ovaj signal kada re¢ premestanja njenog prvog levog suseda pripada
skupu {> a,a € W}.

— Celije preko kojih je presao signal <— u narednoj konfiguraciji kao
drugu informaciju imaju <., a kao prvu informaciju imaju kopiju
prve informacije prvog desnog suseda. Isprekidane strelice oznacavaju
ovu situaciju.

— Kada signal < dostigne (<, <) pomera se na levo dok ne pronade
éeliju koja kao drugu informaciju ima <. Tada se simbol <_, koristi
za, oznacavanje Celija preko kojih je signal < presao u povratku.
Tek nakon §to signal <— dostigne praznu re¢ premestanja <> automat
primenjuje slede¢u produkciju.

— Ovaj postupak pomeranja u levo nije sproveden nakon primene pro-
dukcije ¢ — A u ¢éeliji oznacenoj sa « jer je ovde mesto izbrisanog
slova ¢ popunjeno poslednjim slovom sledbenika prethodno primen-
jene produkcije.

— Za identifikovanje ¢elije koja sadrzi simbol koji je na svojoj konaé¢noj
poziciji koristimo praznu re¢ premestanja <.

e U treCoj fazi su sva slova dostigla svoju krajnju poziciju i automat je
spreman za izvodenje sledece re¢i. U ovoj konfiguraciji se pojavljuju samo
stanja oblika (<, <), (a,$) 1 (>, >).

Ovaj metod je genralizovan i formalizovan u sledeéem odeljku.
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3.2.2 Formalan opis

Teorema 3.3 (Alfonseca, Dalhoum & Ortega) Za svaki DOL sistem G = (W, P, wy)
i svako n € N postoji jednodimenzionalan CA koji je n-ekvivalentan sa G.

Dokaz. Neka je n € N proizvoljan prirodan broj i G proizvoljan DOL sistem.
Sliéno kao i za PDOL sistem konstruiSemo jednodimenzionalni C'A koji je n-
ekvivalentan sa G. Azbuke levog i desnog markera, W,,, i W,,,, su iste kao
dokazu prethodne teoreme, dok su ostale azbuke nesto drugacije jer uvodimo
jos i

o W,,, = {<5,<c,+} — azbuku signala, koja se koristi za skraéivanje

reci usled primene produkcija obilika a — A\, a € W.
o Wy, =W UWy, UW,,, — azbuka W sistema G proSirena markerima.

o W,

€m

= W,,UW,,, —azbuka W sistema G prosirena markerima i signalima.

o W, =W, U{{}—azbuka W,, prosirena simbolom <) prazne re¢i premesta-
nja.

o Wey = Ule W} — skup svih re¢i duzine ne veée od k nad azbukom W..
o Wi = Ule W — skup svih reéi duzine ne veée od k nad azbukom W.

Celijski prostor C'A koji konstruisemo je Z, a vektor susedstva N = (—1,0,1).
Mora se omoguciti da svaka celija sadrzi sledeée informacije:

e Jedan simbol iz azbuke W,,.

e Jednu re¢ nad azbukom W, koju treba izmestiti u procesu izvodenja (re¢
premestanja).
Stoga, svaka moguca stanja ¢elija CA bic¢e uredeni parovi definisani na sledeéi
nacin:
SCWpx (Wi, W UAHUW,,, UW,,, US),
gde
e je k <maxsew{|p(a)|}-|h"(wo)|, pri cemu je za sve a € W p(a) sledbenik

e Uredeni parovi (>,>) i (<, <) se koriste, respektivno, kao levi i desni
markeri koji popunjavaju deo Celijskog prostora Z koji ostaje neiskoriséen
u procesu izvodenja reci jezika DOL sistema pomocu C A.

e Uredeni parovi (a, <), a € W se koriste za ,,Sirenje” desnog markera.

e Uredeni parovi (a,<), a € W se koriste kada slovo a dostigne krajnju
poziciju.

e Uredeni parovi (b,> «), b € W U {<} A a € W}, se koriste za primenu

produkcija ¢iji je sledbenik neprazan i za dovodenje slova sledbenika pro-
dukcije na njihovu kona¢nu poziciju nakon primene produkcije.

e Uredeni parovi (¢,d), ¢ € WU {>} Ad € W, se koriste za skraéivanje
izvedenih re¢i nakon primene produkcije oblika a — A.

Pocetna konfiguracija ovog C'A mora predstavljati pocetnu re¢ wg = aias . .. an,
a; € W sistema G i nju definisemo isto kao kod PDOL sistema (vidi (3.1)).
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L [ f(>),(>,>),(>,>) = (>,>)

2. | f((>>),(>.>), (<) =(>,>)

3. | f((>,>),(>,>), (<)) = (>,>)

4. [ f(>),(>>),(a,) =(>,>) Va € W

5. | f((>,>),(>,>),(a, Q) =(>,>) Va € W

6. | f((>,>),(>,>),(a, <)) =(>,>) Va € W

7. f((>,>),>,>),(a,> ) =(>,>) Va € W, Va € W™ za koje je [a] < k
8. f(<£,),(£,5),(,<) =(,X)

9. [ f(>,>) (<.9),(<,) =(<,<)

10. | f((>,>),(a,%), (6,0)) = (a, %) Va,b e W

11. [ f((3,9),(a,9), (¢, 0) = (a, Q) Va,b,c €W

12. | f((>,>),(a, ), (b,> a)) = (a, ) Va,b € W, Ya € W7 za koje je |a] < k
13, [ F((5;0), (4, 9), (¢, <) = (a4, 3) Va,b,c € W

14. | F((>,>),(a,0), (¢, <)) = (2, Q) Va,b € W

15. | f((5,9),(a, %), (¢, <)) = (a, Q) Va,b,c € W

16. | f((>,>),(a,9), (b, <)) = (a,$) Va,b e W

17. | £((b, <), (a, ), (<, > a)) = (a, ) Va,b e W,V € WT za koje je |a] < k
18. | f((>,>),(a, ), (<, > a)) = (a,$) Va,b € WV € WT za koje je |a] < k
19. | f((b,Q), (a, ), (¢, > a)) = (a, ) Va,b,c € W, Va € WT za koje je |a| < k
50, | (5,00, (0:3), (& <)) =(a:9) Va,be W

21. | F((>,>),(a,0), (b, <)) = (a,O) Va,b € WY € WT za koje je |a] < k
22. | f((5,0),(a,9), (<, <) = (a, <) Va,b € W

23. | F((>,>), (a,9), (b,<)) = (a,<) Va,be W

24. | f((5,¢),(a, ), (e, <)) = (a,<) Va,b,c €W

25. | f((>,>).,(a,9),(<,<)) =(a,<) Va e W

26. | f((5,9),(a,<), (<, <)) =(a,<) Va,b e W

27. | f((b, ), (a, <), (c, <)) = (a, <) VYa,b,c € W

28. | f((b,<),(a,<),(c, X)) =(a,<x) Va,b,c € W

29. | f((b,<),(a,<),(<£,X)) = (a,x) Va,b e W

30. | f((>,>),(a, <), (b, <)) = (a,> p(a)) Va,b € W za koje je p(a) # X

31. | f((>,>),(a,<), (b, <)) = (a,) Va,b € W, za koje je p(a) = X

32. f((>,>),(a, <), (<, <)) = (a,> pla)) Va € W za koje je p(a) # X

33. | f((>,>),(a,<),(<, <)) = (a,+) Va € W za koje je p(a) = A

34. | f((b,> ca),(a,<),(c,<)) = (a,> ap(a)) | Va,b,c € W,Va € WT za koje je 1 < |a] < k
35. | f((b,> ¢),(a, <), (d, <)) = (a, <) Va,b,c,d e W

36. | f((b,<=),(a,<),(<,<)) = (a,<) Ya,b € W

37. | f((b, <), (a,<),(c, <)) = (a,+) Va,b,c € W

38. f((b, ), (a,<), (<, <) = (a,+) Va,b € W

39. | f((>,>),(a,> ba),(c, <)) = (b, <) Va,b,c € W, Va € WT za koje je |a| < k
40. | f((>,>),(a,> ba), (<, <)) = (b,<) Va,b € W, Ya € WT za koje je |a] < k
41. | f((d, <), (a, > ba), (¢, <)) = (b,<) Va,b,c,d € W, Ya € WT za koje je |a] < k
42. [ f((c, ©), (a, > ba), (<, <)) = (b, O) Va,b,c € W, Va € WT za koje je |a| < k
43. | f((a,$), (<, > ba), (<, <)) = (b,<) Va,b € W, Ya € WT za koje je |a] < k
44. F((b, ), (a,+), (e, <)) = (e, <) Va,b,c e W

45. | f((b, <), (a;, ), (e, <)) = (¢, <) Va,b,c €W

46. | f((b, <), (a, ), (K<) = (K<) Va,b e W

47 | f(>,>),(a, ), (<, <) = (<, <) Va € W

48. | f((>,>),(a,<), (b,<)) = (a,<) Va,b e W

49. f((b, <), (a, <), (c,«)) = (a, <) Va,b,c € W

50. | f((5,9);(a, <), (¢, <)) = (a, <) Va,b,c € W

51. f((b,<4,),(a,<<;),(c7<*})):(a,<*>) Va,b,c e W

52. | F((5,9),(a, <), (e, <)) = (a, <) Va,b,c € W

53. | f((b, <) (a, <), (e, <)) =(a, <) | Va,bceEW

54. | f((6, ), (a, <), (6, <)) =(a, <) Va,b,c € W

55. F((B, ), (a, <), (<, <)) = (a, <) Va,b e W

56. | f((b,<),(a,<),(<,<5)) =(a, <) VYa,b € W

57. | f((>,>),(a, <), (b, <)) =(a, <) Va,b € W

58. flla, <), (<,<5),(<,9) = (<, <) Va e W

59. | f((6,9),(a, <), (e, <)) = (a,«) Va,b €W

60. | f((b,2),(<,<), (<) =(<,<) Va €W, Vz #>a, a € WT

61. | f((a,>ba), (<, <), (<, <)) =(<,>a) Va,b € W, Ya € W7 za koje je |a] < k
62. | f((>,>),(<,<5),(<,<) =(<,<)

63. | f((b,Q),(a,<-), (<, <)) = (a,> p(a)) Va e W

64. | f((b, <), (a,<5), (K, =(a, <) Va,b e W

65. | f((<,>ba),(<,<),(<,<)=(<,>a) Va,b € W, Yo € W7 za koje je |a| < k
66. | f((>,>),(a, <), (b,+)) =(a,<) Va,b € W

Tabela 3.2: Lokalno pravilo azuriranja f CA n-ekvivalentnog datom DOL sis-

temu.
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Lokalno pravilo azuriranja f definisano je pomoc¢u gornje tabele.
e Slucajevi 1 — 7 ocuvavaju levi marker.
e Slucajevi 8, 9 1 60 o¢uvavaju desni marker.
e Slucajevi 10 — 21 zadrzavaju slova na njihovim krajnjim pozicijama.
e Slucajevi 22 — 25 sprovode ,,Sirenje” levog markera.

e Slucajevi 26 — 29 ocuvavaju slova koja ,,¢ekaju” da se na njih primeni
odgovarajuca produkcija.

e Slucajevi 30 — 34 primenjuju produkcije.

e Slucajevi 35 — 38, 44 —59 1 62 — 64 i 66 omogucavaju da se nakon primene
produkcije oblika @ — X na neko slovo, podre¢ koja se nalazi sa desne
strane tog slova pomeri u levo za jedno mesto.

e Slucajevi 39 — 43 smestaju slova na njihovu krajnju poziciju.

e Slucajevi 61 i 65 pomeraju podre¢ sledbenika koja nije smeStena na svoju
krajnju poziciju na desno.

Ova funkcija definiSe mehanizam za brisanje simbola opisan u prethodnom
odeljku. [

Primer 3.4 Jednodimenzionalni C A n-ekvivalentan DOL sistemu iz neformalnog
opisa Cija je pocetna re¢ wy = accch i produkcije:

a—be, b—ac, c— A

definisan je sa
A=(Z, S, N, f)

gde je skup stanja

(<,<)s (3:>), (a,0), (6,9), (¢,0), (a,<), (b, <),
S=1 (¢,<), (a,>a), (by>a), (¢,>a), (¢,<), (¢, <), ,
(b7<<—)7(a7<<—)7 (<7<~>)7 (Ca<~>)7 (b><~>)7 (a7<4))

a € Wi,k <2|h™(a)], N = (-1,0,1), ako je pocetna konfiguracija

(>,>) akoi<0,
(a, &) akoi=0,
(¢, ) akoi=1,
co(i) =4 (¢,Q) akoi=2,
(¢,O) akoi=3,
(0,0)  akoi=4,
(<,<) akoi>5.

Funkciju prelaska definisana je pomocu prethodne tablice. Na slici 3.5 je dat
prostorno-vremenski dijagram ovog CA gde je predstavijeno prvih 21 konfigu-
racija orbite pocetne konfiguracije cy, koje simuliraju prvi korak izvodenja datog
DOL sistema. Broj (vy) u gornjem desnom uglu svake od éelija na slici 3.5 pred-
stavlja redni broj slucaja iz prethodne tablice koji je na tu éeliju primengen. Na
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éeliju oznacenu sa («) primenjuje se produkcija ¢ — A. Podreé koja se nalazi
sa njene desne strane nece biti pomerena za jedno mesto u levo, jer ée poslednje
slovo prethodno primenjene produkcije popuniti mesto izbrisanog slova c. Na
éeliju oznacenu sa () primenjuje se produkcija ¢ — X. Podreé koja se nalazi
sa njene desne strane mora biti pomerena za jedno mesto u levo, jer nema slova
iz prethodno primenjenih produkcija koje bi popunilo mesto izbrisanog slova c.
C'elije oznacene sa (v) Salju signal < na desno dok on ne dostigne Celiju éije je
stanje (<, <). Kada ovaj signal prede preko neke éelije njena prva informacija
postaje prva informacija Celije koja se nalazi ispred nje. Ovo pomeranje cCitave
podreci koja se nalazi sa desne strane éelije oznacene sa (8) zavriava se kada
se signal < wvrati do ove Celije nakon Sto se odbije od kraja reci markiranog sa
(<,<). (9) Celije koje ¢ekaju povratak signala < kao drugu informaciju imaju
< . (g) Signal + se odbija od (<, <) i éelije preko kojih je presao u povratku
kao drugu informaciju imaju <_, . (1) Kada signal < u povratku pronade éeliju
éija je druga informacija & pomerangje u levo je zavrseno i nova produkcija moZe
biti primenjena.

Primetimo da nisu svi slucajevi iz prethodne tablice nasli svoju primenu u
ovih 21 konfiguracija. Njihovu primenu imamo u sledeéim primerima.

Primer 3.5 Razmatramo DOL sistem cija je pocetna re¢ wy = acccceed, a
produkcije
a—> XN b= A c— A

Jednodimenzionalan CA n-ekvivalnetan ovom DOL sistemu je
A=(Z, S, N, f)

za pocetnu konfiguraciju

(>,>) akoi<O,
(a, ) akoi=0,
(¢, ) akoi=1,
(¢, ) akoi=2,
co(?) = (¢, ) akoi=3,
(¢, ) akoi=4,
(b,$) akoi=5,
(<,<) akoi>6.

Skup stanja
S:{ (<, <), (>:>), (a,0), (6,0), (¢,0), (a,<), (b;<), (<), (¢, ), }

(¢, <), (b, <), (a, <), (<,<5), (6,<5), (b,<s), (a,<2)

vektor susedstva N = (—1,0,1) i za pravilo azuriranja f koristimo prethodnu
tabelu. Na sledeéoj slici je prikazano kako ovaj CA simulira dati DOL sistem.
Redovi 1-3 predstavljaju sirenje levog markera, u 4-5 je signal <— poslat na desno,
a u 7-8 ovaj signal se vraca nakon Sto je dostigao (<,<). Ovaj sistem brise sva
slova pocetne reci i njegov jezik sadrzi samo praznu re¢ A. Primetimo da ovde
imamo primenu slucajeva 31,48,57 © 66 iz tabele lokalnog pravila aZuriranja f
kogi nisu imali primenu u prethodnom primeru.
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Primer 3.6 Neka je DOL sistem zadat pocetnom reéju wg = a i produkcijama

a — beca, b—b, ¢ —b.

Njemu n-ekvivalentan jednodimenzionalni CA je A= (Z, S, N, f) za pocetnu

konfiguraciju
(>,>) akoi<0,
(a, &) akoi=0,
(<,<) akoi>D0,

Co(i) =

pri cemu su N 1 f isti kao i ranije, dok je skup stanja

5:{ (<< (), (@,0), (0:9), (¢,0), (a,<), (b,<), }

(¢,<), (a,>a), (b,>a), (¢,>aq)
a € Wy, k < 2|h™(a)|, Na sledecoj slici je prikazano kako ovaj CA simulira dati

DOL sistem. Primetimo da je ovaj sistem istovremeno i PDOL sistem i da se
njemu n-ekvivalentan C'A konstruise kao sto je opisano u odeljku 3.1.2.
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Primer 3.7 Jednodimenzionalan CA n-ekvivalentan DOL sistemu ¢ija je pocetna
re¢ wy = ¢ 1 jedina produkcija

c— A

je A=(Z, S, N, f) za pocetnu konfiguraciju

(>,>) akoi<O,

co(i) = { (¢, ) akoi=0,

(<,<) akoi>0.
Na sledeéoj slici je prikazan nacin na koji ovaj CA simulira dati DOL sistem.

Ovde su primengeni slucajevi 25,33,47 i 62 iz tablice funkcije f na éelije u drugoj
vrsti redom.
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Manuel Alfonseca i Abdel Latif Abu Dalhoum su takode pokazali da za proizvol-
jan determinsticki kontekstno osetljiv L-sistem (DZL sistem) i proizvoljnon € N
postoji jednodimenzionalan C' A koji je njemu n-ekvivalentan. Konstrukcija ovog
C A je osetno drugacija od konstrukcija u slucaju PD0OL i DOL sistema, jer je sis-
tem kontekstno osetljiv. S’ obzirom na to da smo u drugom poglavlju daleko vise
paznje posvetili kontekstno slobodnim L-sistemima nego kontekstno osetljivim
ovom n-ekvivalencijom se u ovom radu ne¢emo baviti. Prethodno pomenti au-
tori imaju u planu da prosire ove rezultate na beskonacan broj koraka izvodenja
i kompleksnije tipove L-sistema kao $to su npr. tabelarni L-sistemi, a sve to sa
ciljem da dobiju jedan opsti rezultat.

Rezultati Alfonseca-e, Ortega-e i Suarez-a vezani za obratan smer u kojem
se za dati C'A konstruise njemu ekvivalentan L-sistem osetno prevazilaze granice
rezultata prikazanih u ovom radu, pa se njima ovde ne¢emo baviti, ali éemo dati
jedan interesantan primer.

Primer 3.8 Neka je dat elementarni C A éiji je Wolfram-ov broj 90. U primeru
1.16 smo wvideli da pomoéu ovog CA za pocetnu konfiguraciju co kod koje je
c0(0) =14 co(i) =0 za sve i # 0 dobijamo trougao Sierpinski-og.

Dalje razmatramo deterministicki L-sistem ¢ija je azbuka ista kao skup stanja
datog C A odnosno W = {0, 1}, a skup produkcija P dobijen direktno iz lokalnog
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pravila aZuriranja | datog CA (pravilo 90), odnosno
pP={111-0,110 — 1,101 — 0,100 — 1,011 — 1,010 — 0,001 — 1,000 — 0}.

Na simbole u reci sa cije se desne (leve) strane nalazi prazna reé X prime-
njivaéemo odgovarajuéu produkciju u éijem se prethodniku sa desne (leve) strane
tog simbola nalazi 0. Ako za poéetnu reé uzmemo npr. wg = 0210 pruih 16
reci izvedenih L-sistemom Gog = (W, P,wq) Ce se ,,poklapati” sa prvih 16 kon-
figuracije orbite pocetne konfiguracije co datog CA. Na sledecoj slici je pred-
stavljeno redom prvih 16 reci izvedenih ovim L-sistemom, pri ¢emu najvisi red
predstavlja poéetnu rec, a svaki sledeci narednu re¢ dobijenu u procesu izvodenja.
Crn kvadrat predstavilja simbol 1, a beo simbol 0.

Owaj L-sistem je (1,1)DZL, odnosno deterministicki kontekstno osetljiv sis-
tem u kojem zamena svakog slova u reci zavisi od slova koje se nalazi sa njegove
leve 1 slova koje se nalazi sa njegove desne strane.

Primetimo da nas ovde ogranicava ¢injenica da celijski prostor
Z datog CA ima beskonacéno mnogo éelija, a da poéetna reé¢ wy L-
sistema mora biti konacéna. Stoga i ovde moZemo govoriti samo o
nekom obliku n-ekvivalencije.

U osnovi ideje za konstrukciju L-sistema ekvivalentnog datom CA je upravo
poistovecivanje skupa stanja sa azbukom, a pravila azuriranja f sa skupom
produkcija. Citaoce koje detaljnije zanima ova tema upuéujemo na [22] i [23].
Vezano temu ekvivalencije C'A i L-sistema jako su poznati i rezultati A. Stauffer-
a i M. Sipper-a iz 1997. godine o opisivanju komponenti ¢elijskog prostora C' A
pomocu L-sistema ([9]), kao i rad J.R.Koza-e iz 1993. u kojem se primenom
genetickog programiranja i na L-sisteme i na C'A pokazuje da mora postojati
strukturna veza izmedu njih ([21]).
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